
اصفهان صنعتی دانشگاه

دترمینان

طائری بیژن

ریاضی علوم دانشکده

١۴٠۴ دوم ترم
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لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مطالب فهرست

لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم ١

الحاقی ماتریس ٢

دترمینان اساسی خواص ٣

خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش ۴

سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی ۵

خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش ۶

جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف ٧

بلوکی ماتریس های دترمینان ٨

١ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دترمینان تعریف

نسبت مختلط یا حقیقی عدد یک A مربعی ماتریس هر به که است اسکالر تابع یک دترمینان
.|A| یا det(A) نماد: می دهد.

سطر به نسبت بسط ،A ∈ Mn(F ) ماتریس برای لاپلاس): (بسط بازگشتی تعریف ◀
i-ام:

det(A) =

n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij)

است. j ستون و i سطر حذف از حاصل زیرماتریس Aij آن در که
det(A) =

∑n
i=1(−1)i+jaij det(Aij) است. مشابه نیز ستون به نسبت بسط ◀

٢ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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آن گاه باشد، اسکالر یک a = [a] ∈ M1(F ) اگر

det([a]) = a

آن گاه ،A =

[
a b

c d

]
∈ M2(F ) اگر

det(A) = (−1)1+1a det([d]) + (−1)1+2c det([b]) = ad− bc

det

[
a b

c d

]
= ad− bc

٣ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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لاپلاس بسط مثال:

اول سطر حسب بر لاپلاس بسط از استفاده با بگیرید. نظر در را A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ماتریس

داریم

det(A) = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣5 6

8 9

∣∣∣∣+ 2 · (−1)1+2

∣∣∣∣4 6

7 9

∣∣∣∣+ 3 · (−1)1+3

∣∣∣∣4 5

7 8

∣∣∣∣
= 1(45− 48)− 2(36− 42) + 3(32− 35)

= −3 + 12− 9 = 0

۴ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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می گیریم نظر در را A ماتریس

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


داریم اول سطر حسب بر لاپلاس بسط از استفاده با

|A| = (−1)1+1a11

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣+ (−1)1+2a12

∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ (−1)1+3a13

∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31

۵ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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الحاقی و همسازه ماتریس

با را A (Cofactor) همسازه ی ماتریس

cof (A) = [(−1)i+j detAij ]

با را A ( Adjoint یا Adjugate ) الحاقی ماتریس و

adj (A) = [(−1)i+j detAij ]
⊤ (= cof (A)⊤)

می کنیم. تعریف
است. متفاوت الحاقی (ماتریس) عملگر با اینجا در    “Adjoint” واژه توجه:

۶ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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A =

2 3 −4

0 −4 2

1 −1 5


می یابیم را ها detAij ابتدا

|A11|=
∣∣∣∣ −4 2

−1 5

∣∣∣∣=−18, |A12|=
∣∣∣∣ 0 2

1 5

∣∣∣∣=−2, |A13|=
∣∣∣∣ 0 −4

1 −1

∣∣∣∣=4,

|A21|=
∣∣∣∣ 3 −4

−1 5

∣∣∣∣=11, |A22|=
∣∣∣∣ 2 −4

1 5

∣∣∣∣=14, |A23|=
∣∣∣∣ 2 3

1 −1

∣∣∣∣=−5,

|A31|=

∣∣∣∣ 3 −4

−4 2

∣∣∣∣=−10, |A32|=
∣∣∣∣ 2 −4

0 2

∣∣∣∣=4, |A33|=
∣∣∣∣ 2 3

0 −4

∣∣∣∣=−8.

٧ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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از عبارتند الحاقی و همسازه ماتریس های بنابراین

cof (A)=

 −18 2 4

−11 14 5

−10 −4 −8

 , adjA=cof (A)⊤=

 −18 −11 −10

2 14 −4

4 5 −8

 .

کنید توجه
A(adjA) =

 2 3 −4

0 −4 2

1 −1 5


 −18 −11 −10

2 14 −4

4 5 −8


=

 −46 0 0

0 −46 0

0 0 −46


= −46I

داریم. A−1 برای فرمولی بنابراین .A(adjA) = (adjA)A = (detA)I می دهیم نشان ادامه در

A−1 = − 1

46

 −18 −11 −10

2 14 −4

4 5 −8

 .

٨ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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الحاقی) ماتریس با وارون (فرمول قضیه

آن گاه ،A = [aij ] ∈ Mn(F ) اگر

A(adjA) = (detA)I = (adjA)A.

آن گاه ،detA ̸= 0 اگر ویژه به

A−1 =
1

detA
adjA.

:[A(adjA)]ij = δij detA کنیم ثابت باید اثبات

[A(adjA)]ii =
n∑

k=1

[A]ik[adjA]ki =
n∑

k=1

aik(−1)k+i detAik = detA.

٩ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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A jام سطر جای به که این جز باشد A ماتریس همان B = [bij ] می کنیم فرض i ̸= j برای
bjk = aik داریم k هر ازای به پس .detB = 0 صورت این در باشیم. داده قرار را A iام سطر

می نویسم jام سطر حسب بر را detB بسط اکنون .detBjk = detAjk هم چنین و

0 = detB =

n∑
k=1

bjk(−1)j+k detBjk

=
n∑

k=1

aik(−1)j+k detAjk

=

n∑
k=1

[A]ik[adjA]kj

= [A(adjA)]ij

١٠ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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دترمینان مهم خواص

قضیه
صورت این در .A ∈ Mn(F ) کنید فرض

یعنی می شود، ضرب −1 در دترمینان مقدار شود عوض A سطر دو جای اگر (١)
.detEij = −1 ویژه به .detEijA = − detA

یعنی می شود، ضرب λ در دترمینان مقدار شود ضرب λ ناصفر اسکالر در A سطر یک اگر (٢)
.detEi(λ) = λ ویژه به .detEi(λ)A = λdetA

یعنی نمی کند، تغییری دترمینان مقدار شود اضافه دیگر سطر به A سطر یک از مضربی اگر (٣)
.detEij(λ) = 1 ویژه به .detEij(λ)A = detA

١١ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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نتیجه

.A ∈ Mn(F ) کنید فرض
det(A) = 0 آن گاه باشد، صفر تمام سطر یک اگر
det(A) = 0 آن گاه باشند، هم مضرب سطر دو اگر

١٢ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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det(EijA) = − detA = detEij detA

det(Ei(λ)A) = λ detA = detEi(λ) detA

detEij(λ)A = detA = detEij(λ) detA

داریم بالا بحث طبق آن گاه باشند، مقدماتی ماتریس های E2 و E1 اگر اکنون

det(E2E1A) = detE2 det(E1A) = detE2 detE1 detA

قضیه

آن گاه باشد، مقدماتی ماتریس های ضرب حاصل P = E1 · · ·Ek و A ∈ Mn(F ) اگر

detP = det(Ek · · ·E1) = detEk · · · detE1, det(PA) = detP detA.

.detP ̸= 0 ویژه به

١٣ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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دترمینان و وارون پذیری قضیه:

.detA ̸= 0 اگر تنها و اگر است وارون پذیر A ∈ Mn(F ) ماتریس

اثبات
دارد وجود P وارون پذیر ماتریس صورت این در باشد. A پلکانی تحویل یافته فرم R کنید فرض

قبل قضیه طبق .PA = R که

detR = det(PA) = detP detA.

است. ثابت حکم ،R = I اگر تنها و اگر است پذیر وارون A ،detP ̸= 0 چون

١۴ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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حاصلضرب دترمینان قضیه:

.det(AB) = det(A) det(B) آن گاه ،A,B ∈ Mn(F ) اگر

اثبات

،det(AB) = 0 = detA پس نیست. وارون پذیر نیز AB آن گاه نباشد، وارون پذیر A اگر
.det(AB) = 0 = detAdetB یعنی

بنابراین و است مقدماتی ماتریس های ضرب حاصل A آن گاه باشد، وارون پذیر A اگر
.det(AB) = detAdetB

١۵ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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نتیجه

.detA−1 = 1
detA آن گاه باشد، وارون پذیر A ∈ Mn(F ) اگر

AA−1 = I =⇒ det(AA−1) = det I =⇒ det(A) det(A−1) = 1

=⇒ det(A−1) =
1

det(A)

نتیجه

.detA = ±1 آن گاه باشد، متعامد ماتریس یک A ∈ Mn(R) اگر

AA⊤ = I =⇒ det(A) det(A⊤) = 1 =⇒ det(A)2 = 1 =⇒ det(A) = ±1

١۶ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مقدماتی ماتریس با اثبات ها ادامه

قضیه

.detA⊤ = detA آن گاه ،A ∈ Mn(F ) اگر

E⊤
ij = Eij Ei(λ)

⊤ = Ei(λ) Eij(λ)
⊤ = Eji(λ),

.detE⊤ = detE داریم مقدماتی ماتریس هر ازای به پس
.detA = 0 = detA⊤ نتیجه در و نیست وارون پذیر نیز A⊤ آن گاه نباشد، وارون پذیر A اگر

که طوری به دارند وجود Ek ،. . . ،E1 مقدماتی ماتریس های آن گاه باشد، وارون پذیر A اگر
نتیجه در .A = Ek · · ·E2E1

detA⊤ = det(E⊤
1 · · ·E⊤

k ) = detE⊤
1 · · ·detE⊤

k

= detE1 · · ·detEk = detEk · · · detE1

= det(Ek · · ·E1) = detA.

ترانهاده دترمینان قضیه:

زیرا است. مقدماتی ماتریس های به A تجزیه از استفاده اثبات راه یک .det(A⊤) = det(A)

ثابت حکم حاصلضرب، به گسترش با و det(E⊤) = det(E) ،E مقدماتی ماتریس برای
می شود.

تعریف با که را دترمینان خواص از بسیاری اثبات مقدماتی، ماتریس های از استفاده نکته:
می کند. ساده است، پیچیده جایگشتی مستقیم

١٧ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثال

A =

1 2 3

2 5 7

3 8 9



det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 5 7

3 8 9

∣∣∣∣∣∣ −3R1 +R3 → R3

−2R1 +R2 → R2

=

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 1

0 2 0

∣∣∣∣∣∣ − 2R2 +R3 → R3

=

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 1

0 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · (−2) = −2

١٨ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرامر) (روش قضیه

دستگاه جواب های صورت این در .B ∈ Fn و ،detA ̸= 0 ،A ∈ Mn(F ) کنید فرض
از عبارتند AX = B

xj =
detAj

detA
, j = 1, 2, . . . , n,

است. A jام ستون با B ستونی بردار کردن جایگزین از حاصل ماتریس Aj آن در که

صورت به را AX = B دستگاه jام. ستون Cj ،A = [C1, . . . , Cn] کنید فرض
می نویسیم. x1C1 + x2C2 + · · ·+ xnCn = B

١٩ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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می شود، ضرب xj در دترمینان مقدار آن گاه کنیم، ضرب xj در را A ماتریس jام ستون اگر

xj detA = det([C1, . . . , Cj−1, xjCj , Cj+1, . . . , Cn]).

،i ̸= j ،i = 1, . . . , n هر ازای به را iام، ستون بالا عبارت راست سمت ماتریس در اگر اکنون
داشت خواهیم کنیم جمع jام ستون با و کرد ضرب xi در را

xj detA = det([C1, . . . , Cj−1, x1C1 + · · ·+ xnCn, Cj+1, . . . , Cn]).

داشت خواهیم کنیم استفاده x1C1 + · · ·+ xnCn = B رابطه ی از اگر حال

xj detA = det([C1, . . . , Cj−1, x1C1 + · · ·+ xnCn, Cj+1, . . . , Cn])

= det([C1, . . . , Cj−1, B,Cj+1, . . . , Cn])

= detAj

.xj =
detAj

detA بنابراین و
٢٠ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثال
2x+ y − z = 3

x+ y + z = 1

x− 2y − 3z = 4

می کنیم محاسبه را Ajها دترمینان و A ضرایب ماتریس دترمینان

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1

1 1 1

1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 −2

0 1 0

3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 −2

3 −1

∣∣∣∣ = 5.

detA1 =

∣∣∣∣∣∣
3 1 −1

1 1 1

4 −2 −3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2 1 −2

0 1 0

6 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 −2

6 −1

∣∣∣∣ = 10.

٢١ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثال
(ادامه)

detA2 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1

1 1 1

1 4 −3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−1 1 −4

0 1 0

−3 −2 −7

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ −1 −4

−3 −7

∣∣∣∣ = −5.

detA3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 3

1 1 1

1 −2 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 2

0 1 0

3 −2 6

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 2

3 6

∣∣∣∣ = 0.

بنابراین

x =
|A1|
|A|

= 2, y =
|A2|
|A|

= −1, z =
|A3|
|A|

= 0.

٢٢ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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داریم صورت این در باشد. F میدان در درایه های با ماتریس یک A ∈ Mn(F ) کنید فرض

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

{1, 2, . . . , n} جایگشت های تمام مجموعه :Sn ◀

فرد) جایگشت برای −1 زوج، جایگشت برای +1) σ جایگشت علامت :sgn(σ) ◀

است. معادل لاپلاس) (بسط قبلی تعاریف با تعریف این ◀

٢٣ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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n = 2 برای جایگشتی تعریف : مثال

جایگشت: دو دارای S2 ،A =

[
a11 a12
a21 a22

]
ماتریس برای

a11a22 جمله: ،sgn(σ1) = +1 همانی)، (جایگشت σ1 : (1, 2) ◀

a12a21 جمله: ،sgn(σ2) = −1 (تعویض)، σ2 : (2, 1) ◀

نتیجه در
det(A) = a11a22 − a12a21

٢۴ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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n = 3 برای جایگشتی تعریف : مثال

جایگشت. ۶ دارای S3 ،3× 3 ماتریس برای

:(−1 (علامت فرد جایگشت های
a11a23a32 :(1, 3, 2) ◀
a12a21a33 :(2, 1, 3) ◀
a13a22a31 :(3, 2, 1) ◀

:(+1 (علامت زوج جایگشت های
a11a22a33 :(1, 2, 3) ◀
a12a23a31 :(2, 3, 1) ◀
a13a21a32 :(3, 1, 2) ◀

نتیجه: در

det(A) = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

٢۵ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثلثی) بلوکی (ماتریس قضیه

صورت این در . هم ا ندازه) الزاما (نه باشند مربع ماتریس های B و A کنید فرض

det

[
A C

0 B

]
= (detA)(detB), det

[
A 0

C B

]
= (detA)(detB).

مثال

M =


2 1 0 0

1 3 0 0

0 0 4 2

0 0 1 5

 =

[
A 0

0 D

]
, A =

[
2 1

1 3

]
, D =

[
4 2

1 5

]
.

det(M) = det(A) det(D) = 5× 18 = 90

٢۶ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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داد: تعمیم بلوکی ماتریس های به می توان را مقدماتی ستونی- و سطری-مقدماتی اعمال
(ستونی) سطری بلوک دو جای تعویض (١)

ماتریس یک در راست) سمت (از چپ سمت از ستونی) (بلوک سطری بلوک یک ضرب (٢)
مناسب اندازه با وارون پذیر

و ماتریس یک در راست) سمت (از چپ سمت از ستونی) (بلوک سطری بلوک یک ضرب (٣)
دیگر ستونی) (بلوک سطری بلوک یک با آن جمع

نمی کند تغییری دترمینان مقدار (٣) نوع عمل انجام A∣∣∣∣با B

C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ A B

C +XA D +XB

∣∣∣∣ ,
X ∈ Mn×m(F ) و D ∈ Mn(F ) ،A ∈ Mm(F ) آن در A∣∣∣∣که B

C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣A B +AY

C D + CY

∣∣∣∣ ,
Y ∈ Mm,n(F ) در که

٢٧ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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قضیه

آن گاه باشند، ستونی بردارهای X,Y ∈ Fn اگر

det(I +XY ⊤) = 1 + Y ⊤X

det(I +XY ⊤) =

∣∣∣∣I +XY ⊤ X

0 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ I +XY ⊤ X

Y ⊤ + Y ⊤(XY ⊤) 1 + Y ⊤X

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣I X

0 1 + Y ⊤X

∣∣∣∣
= det(1 + Y ⊤X).

٢٨ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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نتیجه

آن گاه باشند، ستونی بردارهای X,Y ∈ Fn اگر باشد. وارون پذیر A ∈ Mn(F ) کنید فرض

det(A+XY ⊤) = det(A)(1 + Y ⊤A−1X).

det(A+XY ⊤) = det(A(I + (A−1X)Y ⊤))

= det(A) det((I + (A−1X)Y ⊤))

= det(A) (1 + Y ⊤(A−1X))

٢٩ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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A =


1 + λ1 1 · · · 1

1 1 + λ2 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1 + λn

 =


λ1

λ2 0

0
. . .

λn

+

1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


= D +XX⊤

.X = (1, 1, . . . , 1)⊤ و D = diag(λ1, . . . , λn) آن در که

detA =det(D +XX⊤) = det(D)(1 +X⊤D−1X)

=λ1 · · ·λn

(
1 +X⊤diag

(
1

λ1
, . . . ,

1

λn

)
X

)

=λ1 · · ·λn

1 + [1 1 · · · 1]


1
λ1

...
1
λn


 = λ1 · · ·λn

(
1 +

1

λ1
+ · · ·+ 1

λn

)
.

٣٠ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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(Schur complement) قضیه

آن گاه ،B ∈ Mm×n(F ) و C ∈ Mn×m(F ) ،D ∈ Mn(F ) ،A ∈ Mm(F ) اگر

det

[
A B

C D

]
=


det(A) det(D − CA−1B) وارون پذیر A

det(D) det(A−BD−1C) وارون پذیر D.

نامیم. Schur مکمل را (BD−1C) CA−1B A∣∣∣∣ماتریس B

C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣A B

0 D − CA−1B

∣∣∣∣ = det(A) det(D − CA−1B).

∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣A−BD−1C 0

C D

∣∣∣∣ = det(A−BD−1C) det(D).

٣١ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثال
،λ ∈ F هر ازای به دهید نشان .C ∈ Mn×m(F ) و B ∈ Mm×n(F ) کنید فرض

.λm det(λIn − CB) = λn det(λIm −BC)

داریم است وارون پذیر λIm چون .λ ̸= 0 کنید فرض است. واضح λ،حکم = 0 ∣∣∣∣اگر λIm λB

C λIn

∣∣∣∣ = det(λIm) det(λIn − C(λIm)−1(λB))

= λm det(λIn − Cλ−1ImλB)

= λm det(λIn − CB)

داریم است وارون پذیر λIn چون ترتیب همین ∣∣∣∣به λIm λB

C λIn

∣∣∣∣ = det(λIn) det(λIm − (λB)(λIn)
−1C)

= λn det(λIm − λBλ−1InC)

= λn det(λIm −BC)
٣٢ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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مثال

آن گاه ،C,D ∈ Mn×k(F ) و باشد، وارون پذیر A ∈ Mn(F ) اگر که دهید نشان

det(A+ CD⊤) = det(A) det(Ik +D⊤A−1C).

داریم

det(A+ CD⊤) =

∣∣∣∣ A −C

D⊤ Ik

∣∣∣∣
= det(A) det(Ik −D⊤A−1(−C))

= det(A) det(Ik +D⊤A−1C)

٣٣ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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قضیه

صورت این در .AC = CA و det(A) ̸= 0 ،A,B,C,D ∈ Mn(F ) کنید فرض

det

[
A B

C D

]
= det(AD − CB).

∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = det(A) det(D − CA−1B)

= det
(
A(D − CA−1B)

)
= det(AD −ACA−1B)

= det(AD − CAA−1B)

= det(AD − CB).

٣۴ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن



لاپلاس بسط و دترمینان مفهوم
الحاقی ماتریس
دترمینان اساسی خواص
خواص اثبات در مقدماتی ماتریس های نقش
سطری/ستونی عملیات با دترمینان محاسبه از مثال هایی
خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش
جایگشت ها اساس بر دترمینان تعریف
بلوکی ماتریس های دترمینان
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قضیه
صورت این در .AC = CA و A,B,C,D ∈ Mn(F ) کنید فرض

det

[
A B

C D

]
= det(AD − CB).

وجود δ > 0 پس دارد، ریشه متناهی تعداد x حسب بر det(−xIn +A) چندجمله ای چون
اکنون .det(−xIn +A) ̸= 0 داریم 0 < x < δ برای که طوری به دارد،

∀x ∈ (0, δ), det(−xIn +A) ̸= 0 و (−xIn +A)C = C(−xIn +A),

پس

det

[
−xIn +A B

C D

]
= det

(
(−xIn +A)D − CB

)
.

می آوریم. دست به را قضیه حکم x −→ 0+ اگر بنابراین

٣۵ / ٣۵ دترمینان طائری بیژن


	مفهوم دترمینان و بسط لاپلاس
	ماتریس الحاقی
	خواص اساسی دترمینان
	نقش ماتریس‌های مقدماتی در اثبات خواص
	مثال‌هایی از محاسبه دترمینان با عملیات سطری/ستونی
	روش کرامر برای حل دستگاه معادلات خطی
	تعریف دترمینان بر اساس جایگشت‌ها
	دترمینان ماتریس‌های بلوکی

