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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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مطالب فهرست

ماتریس ها ١

اولیه تعاریف ماتریس ها: ٢

ماتریس ها روی جبری اعمال ٣

بلوکی ماتریس های ۴

تانسوری ضرب ۵

١ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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(Field) میدان

:a, b, c ∈ F هر ازای به هرگاه است میدان یک (·) ضرب و (+) جمع عمل دو همراه به F ناتهی مجموعه ی تعریف:

جمع: شرایط

a+ b ∈ F بودن: بسته ١

(a+ b) + c = a+ (b+ c) شرکت پذیری: ٢

a+ 0 = 0 + a = a خنثی: عضو وجود ٣

∃ − a, a+ (−a) = 0 قرینه: عضو ۴

a+ b = b+ a جابجایی: ۵

است آبلی گروه یک (F,+) یعنی

ضرب: شرایط
a · b ∈ F بودن: بسته ۵

(a · b) · c = a · (b · c) شرکت پذیری: ۶

a · 1 = 1 · a = a همانی: عضو وجود ٧

ضربی: معکوس ٨

if a ̸= 0, ∃a−1, a · a−1 = 1

a · b = b · a جابجایی: ٩

است آبلی گروه یک (F − {0}, ·) یعنی

پذیری: توزیع
a · (b+ c) = a · b+ a · c

٢ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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میدان تعریف

در که است (·) ضرب و (+) جمع دوتایی عمل دو همراه به F ناتهی مجموعه ای میدان یک
کنند: صدق زیر شرایط

است. 0 خنثی عضو با آبلی گروه یک جمع به نسبت F ١

است. 1 همانی عضو با آبلی گروه یک ضرب به نسبت F − {0} ٢

a · (b+ c) = a · b+ a · c است: توزیع پذیر جمع به نسبت ضرب ٣

مثال
هستند. میدان متعارف، اعمال با مختلط) (اعداد C و حقیقی) (اعداد R

٣ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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R حقیقی اعداد میدان

متعارف ضرب و جمع اعمال با حقیقی اعداد تمام مجموعه ◀

0 جمع: خنثی عضو ◀

1 ضرب: خنثی عضو ◀

−a :a عدد هر جمع وارون ◀

a−1 = 1
a :a ناصفر عدد هر ضرب وارون ◀

است اصم و گویا اعداد از متشکل R میدان

. . . ,−π,−1, 0,
1

2
,
√
2, e, 3.14, . . .

۴ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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C مختلط اعداد میدان

C = {a+ bi | a, b ∈ R, i2 = −1} ◀

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i جمع: ◀

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i ضرب: ◀

a+ bi = a− bi مختلط: مزدوج ◀

0 + 0i جمع: خنثی عضو ◀

1 + 0i ضرب: خنثی عضو ◀

مثال

(2 + 3i) + (1− 4i) = 3− i

(2 + 3i)(1− 4i) = 2− 8i+ 3i− 12i2 = 14− 5i

۵ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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دیگر میدان های

متناهی میدان های

اعمال: با F2 = {0, 1} میدان

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

.1 + 1 = 0 میدان: این در

گویا اعداد میدان

است. میدان یک نیز Q = {a
b | a, b ∈ Z, b ̸= 0}

می گیریم. نظر در C یا R برابر را F میدان همواره درس این در

۶ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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دیگر میدان های
گرفت: نظر در زیر صورت به می توان را R از C تشکیل ایده

به i نماد یک است). (تحویل ناپذیر ندارد ریشه ای R در f(x) = x2 + 1 دو درجه چندجمله ای
می دهیم قرار و می گیریم در نظر چندجمله ای این ریشه ای عنوان

تعریف نمادین صورت به را ضرب و جمع .R(i) = {a+ ib | a, b ∈ R, i2 = −1}
به C = R(i) مختلط اعداد میدان صورت این در می دهیم. قرار −1 ،i2 جای به و می کنیم

می آید. دست

مثال
این ریشه ای عنوان به t نماد یک ندارد. ریشه ای Q در f(x) = x2 − 2 چندجمله ای

می دهیم قرار و (t =
√
2 واقع (در می گیریم در نظر چندجمله ای

Q(t) = {a+ tb | a, b ∈ Q, t2 = 2}

صورت این در می دهیم. قرار 2 ،t2 جای به و می کنیم تعریف نمادین صورت به را ضرب و جمع
می آید. دست به Q(

√
2) میدان

٧ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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دیگر میدان های

مثال
عنوان به t نماد یک ندارد. ریشه ای F2 = {0, 1} در f(x) = x2 + x+ 1 چندجمله ای

می دهیم قرار و می گیریم در نظر چندجمله ای این ریشه ای

F2(t) = {a+ tb | a, b ∈ F2, t2 = 1 + t} = {0, 1, t, 1 + t | t2 = 1 + t}

این در می دهیم. قرار 1 + t ،t2 جای به و می کنیم تعریف نمادین صورت به را ضرب و جمع
داریم. عضوی 4 میدان یک صورت

+ 0 1 t 1 + t

0 0 1 t 1 + t

1 1 0 1 + t t

t t 1 + t 0 1

1 + t 1 + t t 1 0

· 0 1 t 1 + t

0 0 0 0 0

1 0 1 t 1 + t

t 0 t 1 + t 1

1 + t 0 1 + t 1 t

٨ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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ماتریس تعریف
تعریف

آرایه ای (F = C یا F = R آن در (که F میدان در درایه های با m× n ماتریس یک
ستون: n و سطر m با است F عناصر از مستطیلی

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ∈ Mm,n(F )

می دهیم. نشان Aij یا [A]ij با گاهی و گوییم A = [aij ] ماتریس (i, j) یا ij درایه را aij اسکالر

مثال

A =

[
1 2 3

4 5 6

]
∈ M2,3(R), B =

i 1− i

0 2 + 3i

1 0

 ∈ M3,2(C)

٩ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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ماتریس برای

A = [aij ] =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ∈ Mm,n(F )

از است عبارت A iام سطر

Ai∗ = Ri = (ai1, ai2, . . . , ain)

از است عبارت A jام ستون و

A∗j = Cj =


a1j
a2j

...
amj

 .

١٠ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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مثال
2× 3 ماتریس

A =

[
1 −1 3

0 2 −4

]
,

از عبارتند ،A سطرهای بگیرید. نظر در را

R1 = (1,−1, 3), R2 = (0, 2,−4)

از عبارتند A ستون های هم چنین

C1 =

[
1

0

]
, C2 =

[
−1

2

]
, C3 =

[
3

−4

]
.

١١ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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می دهیم. نشان Mm,n(F ) با را F در درایه های با m× n ماتریس های مجموعه

می دهیم. نشان Mn(F ) با را F در درایه های با n× n مربع ماتریس های مجموعه

را Fm = Mm,1(F ) از عضو هر می دهیم نشان Fm با را Mm,1(F ) ماتریس های مجموعه
گوییم. ستونی بردار یک

را Fn = M1,n(F ) از عضو هر می دهیم نشان Fn با را M1,n(F ) ماتریس های مجموعه
گوییم. سطری بردار یک

مشخص را بردارها بودن ستونی یا بودن سطری باید می کنیم، استفاده F k نماد از وقتی
کنیم.

١٢ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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را (a11, . . . , ann) و اصلی، قطر از iام درایه ی را aii درایه ی ،A = [aij ] ∈ Mn(F ) برای
بالای aij درایه ی ،i < j اگر و است اصلی قطر زیر aij درایه ی ،i > j اگر گوییم. اصلی قطر

است. اصلی قطر

تعریف

یعنی: .i ̸= j هر برای aij = 0 اگر می نامیم قطری را A = [aij ] ∈ Mn(F ) ماتریس یک

A =


a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 = diag(a11, a22, . . . , ann)

مثال

D1 =

2 0 0

0 −1 0

0 0 5

 , D2 =

[
i 0

0 3

]

١٣ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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همانی: ماتریس

I = In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 = diag(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−times

) = [δij ]

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j
کرونکر) (دلتای

تعریف

:i < j هر برای aij = 0 اگر می نامیم مثلثی پایین را A = [aij ] ∈ Mn(F ) ماتریس یک

A =


a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


١۴ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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ماتریس ترانهاده

تعریف

که است A⊤ = [aji] ∈ Mn,m(F ) ماتریس ،A = [aij ] ∈ Mm,n(F ) ماتریس ترانهاده
شده اند: جابجا آن در A ستون های و سطرها

[A⊤]ij = [A]ji

مثال

A =

[
1 2 3

4 5 6

]
, A⊤ =

1 4

2 5

3 6


B =

[
i 1− i

0 2 + 3i

]
, B⊤ =

[
i 0

1− i 2 + 3i

]

١۵ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

الحاقی و مختلط مزدوج

:A = [aij ] ∈ Mm,n(C) ماتریس برای
A = [aij ] مختلط: مزدوج ◀

A∗ = A⊤ = [aji] ترانهاده): (مزدوج الحاقی ◀

مثال

A =

[
1 + i 2i

3 4− 5i

]
, A =

[
1− i −2i

3 4 + 5i

]
, A∗ =

[
1− i 3

−2i 4 + 5i

]

تعریف

هرگاه نامیم پادمتقارن را A .A⊤ = A هرگاه گوییم، متقارن را A ∈ Mn(F ) ماتریس
.A∗ = A هرگاه گوییم، خودالحاق یا هرمیتی را A ∈ Mn(C) ماتریس .A⊤ = −A

١۶ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مثال

A =

 4 −3 5

−3 2 1

5 1 6

 , A⊤ = A

A =

 3 2− i 4 + i

2− i 6 i

4 + i i 3

 A⊤ = A, A∗ ̸= A

A =

 2 2 + 3i 4− 5i

2− 3i 5 6 + 2i

4 + 5i 6− 2i −7

 A∗ = A

١٧ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اسکالر ضرب و ماتریس دو جمع

ماتریس ها جمع

می شود. تعریف cij = aij + bij صورت به C = A+B جمع ،A,B ∈ Mm,n(F ) برای

ماتریس در اسکالر ضرب

می شود. تعریف [λA]ij = λaij صورت به λA ،A ∈ Mm,n(F ) و λ ∈ F برای

]مثال
1 2

3 4

]
+

[
5 6

7 8

]
=

[
6 8

10 12

]
, 3 ·

[
1 2

3 4

]
=

[
3 6

9 12

]

١٨ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اسکالر ضرب و ماتریس جمع خواص
داریم λ, µ ∈ F اسکالر هر برای و A,B ∈ Mm,n(F ) هر برای

A+B ∈ Mm,n(F ) بودن: بسته .١
A+ (B + C) = (A+B) + C شرکت پذیری: .٢
A+B = B +A جابجایی: .٣
0m×n صفر ماتریس خنثی: عضو .۴
A+ (−A) = 0 که −A معکوس: عضو .۵
λA ∈ Mm,n(F ) .۶
λ(A+B) = λA+ λB .٧
(λ+ µ)A = λA+ µA .٨
(λµ)A = λ(µA) .٩
1A = A .١٠

در که (۵ تا ١ (شرایط آبلی گروه (یک است F میدان روی برداری فضای یک Mm,n(F ) پس
می کند). صدق ١٠ تا ۶ شرایط

١٩ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

تعریف

عمل یک و جمع عمل یک هرگاه نامیم F میدان روی برداری فضای یک را V ناتهی مجموعه ی
و بوده آبلی گروه یک جمع عمل همراه به V که طوری به باشد، شده تعریف V روی اسکالر ضرب

باشد زیر خواص دارای ،u, v ∈ V هر و a, b ∈ F هر ازای به اسکالر، ضرب

a(u+ v) = au+ av

(a+ b)u = au+ bu

(ab)u = a(bu)

1u = u.

نامیم. بردار یک را V عضو هر

را R روی Rn برداری فضای هستند. Fn و Mm×n(F ) برداری فضاهای از مهم مثال دو
نامیم. یکانی فضای را C روی Cn برداری فضای نامیم. اقلیدسی فضای

٢٠ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ماتریس دو ضرب
تعریف

زیر صورت به C = AB ∈ Mm,n(F ) ضرب ،B ∈ Mp,n(F ) و A ∈ Mm,p(F ) برای
(B سطرهای تعداد = A ستون های تعداد (شرط: می شود: تعریف

cij =

p∑
k=1

aikbkj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

jام ستون در را A ماتریس iام سطر باید ،[AB]ij یعنی ،AB ماتریس ijام درایه ی یافتن برای
کنیم ضرب زیر صورت به B ماتریس

cij = [ai1, ai2, . . . , aip]


b1j
b2j
...

bpj

 = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj .

٢١ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A =

[
−1 −2 3

−1 1 2

]
, B =

 1 −2 1

2 −1 1

−3 1 0

 ,

AB =

[
−1 −2 3

−1 1 2

] 1 −2 1

2 −1 1

−3 1 0



=


[−1 − 2 3]

 1

2

−3

 [−1 − 2 3]

−2

−1

1

 [−1 − 2 3]

11
0


[−1 1 2]

 1

2

−3

 [−1 1 2]

−2

−1

1

 [−1 1 2]

11
0




=

[
−14 7 −3

−5 3 0

]
.

٢٢ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کنید فرض

A = [1 2 3] و B =

 4

5

6


هستند، 3× 1 ماتریس B و 1× 3 ماتریس A چون صورت این در باشند. حقیقی ماتریس دو

داریم و شده اند تعریف دو هر BA و AB

AB = [1 2 3]

 4

5

6

 = 4 + 10 + 18 = 32

داریم هم چنین و

BA =

 4

5

6

 [1 2 3] =

 4 8 12

5 10 15

6 12 18

 .

٢٣ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مثال

باشند: Fn در ستونی بردار دو Y = (y1, y2, . . . , yn)
⊤ و X = (x1, x2, . . . , xn)

⊤ اگر

X⊤Y = (x1, x2, . . . , xn)


y1
y2
...
yn

 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

و

XY ⊤ =


x1

x2

...
xn

 (y1, y2, . . . , yn) =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn

...
... · · ·

...
xny1 xny2 · · · xnyn

 = [xiyj ]

٢۴ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مناسب) ابعاد با ماتریس ها (برای ماتریس ها ضرب خواص

A(BC) = (AB)C شرکت پذیری: ◀

A(B + C) = AB +AC توزیع پذیری: ◀

(A+B)C = AC +BC توزیع پذیری: ◀

InA = AIn = A (In همانی (ماتریس خنثی: عنصر ◀

λ(AB) = (λA)B = A(λB) اسکالر: در ضرب ◀

توجه

است ممکن BA باشد، شده تعریف AB اگر حتی است. مهم ترتیب ماتریس ها، ضرب برای
.AB ̸= BA کلی حالت در باشد. متفاوت یا نشده تعریف

A =

[
1 0

0 0

]
و B =

[
0 1

0 0

]
,

AB=

[
1 0

0 0

][
0 1

0 0

]
=

[
0 1

0 0

]
, BA=

[
0 1

0 0

][
1 0

0 0

]
=

[
0 0

0 0

]
.

٢۵ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

.

.

.

ماتریس وارون تعریف

B ∈ Mn(F ) مربعی ماتریس اگر می نامیم وارون پذیر را A ∈ Mn(F ) مربعی ماتریس
وارون آن را و است یکتا B صورت این در .AB = BA = In که طوری به باشد داشته وجود

می دهیم. نشان A−1 با و می نامیم A

مثال

آن گاه ،ad− bc ̸= 0 ]اگر
a b

c d

]−1

=
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]

توجه

بنابراین و BA = I آن گاه ،AB = I و A,B ∈ Mn(F ) اگر که می کنیم ثابت بعدا
.A = B−1 و B = A−1

٢۶ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

.

.

.

.

.

.

است وارون پذیر وارون پذیر، ماتریس های ضرب حاصل

و است وارون پذیر AB آنگاه باشند، وارن پذیر A,B ∈ Mn(F ) اگر
.(AB)−1 = B−1A−1

زیرا
(AB)B−1A−1 = ABB−1A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

٢٧ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.
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.

.

.

.

.

.
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.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مثال

است) درست هم ترانهاده (برای .(AB)∗ = B∗A∗ آنگاه ،A,B ∈ Mn(C) اگر
داریم ،1 ≤ i, j ≤ n هر برای زیرا

[(AB)∗]ij = [AB]ji =

n∑
k=1

[A]jk[B]ki =

n∑
k=1

[A]jk[B]ki

=
n∑

k=1

[A]jk [B]ki =
n∑

k=1

[B∗]ik[A
∗]kj = [B∗A∗]ij

مثال

(برای .(A∗)−1 = (A−1)∗ و است وارون پذیر A∗ آنگاه باشد، وارن پذیر A ∈ Mn(C) اگر
است) درست هم ترانهاده

A−1A = I =⇒ (A−1A)∗ = I∗ =⇒ A∗(A−1)∗ = I

٢٨ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مثال

آنگاه ،λ ∈ C و A ∈ Mn(C) اگر

((λA)⊤ = λA⊤ چنین هم ) (λA)∗ = λA∗ (الف)

((A⊤)⊤ = A چنین (هم (A∗)∗ = A (ب)

[(λA)∗]ij = [λA]ji = λ [A]ji = λ[A∗]ij

∀1 ≤ i, j ≤ n [(A∗)∗]ij = [A∗]ji = [A]ij

٢٩ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

.

ترانهاده خواص

،λ ∈ F و A,B ∈ Mn(F ) اگر

(A⊤)⊤ = A ١

(A+B)⊤ = A⊤ +B⊤ ٢

(λA)⊤ = λA⊤ ٣

(AB)⊤ = B⊤A⊤ ۴

A (اگر (A−1)⊤ = (A⊤)−1 ۵

باشد) وارون پذیر

الحاقی خواص

،λ ∈ C و A,B ∈ Mn(C) اگر

(A∗)∗ = A ۵

(A+B)∗ = A∗ +B∗ ۶

(λA)∗ = λA∗ ٧

(AB)∗ = B∗A∗ ٨

A (اگر (A−1)∗ = (A∗)−1 ٩

باشد) وارون پذیر

٣٠ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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.

تعریف

:k ∈ N و A,B ∈ Mn(F ) برای

Ak = A ·A · · ·A︸ ︷︷ ︸
kبار

همانی). (ماتریس A0 = In و

مثال

A =

[
1 1

0 1

]

A2 =

[
1 1

0 1

] [
1 1

0 1

]
=

[
1 2

0 1

]
, A3 = A2A =

[
1 2

0 1

] [
1 1

0 1

]
=

[
1 3

0 1

]

Ak =

[
1 k

0 1

]
داریم: استقرا به بنابراین

٣١ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ماتریس یک اثر

تعریف

است: اصلی قطر روی درایه های جمع (trace) اثر ،A ∈ Mn(F ) مربعی ماتریس برای

trace(A) =
n∑

i=1

aii

مثال

trace

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 = 1 + 5 + 9 = 15

trace
[

i 1− i

2 + 3i 4

]
= i+ 4
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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

trace خواص

داریم λ ∈ F هر و A,B ∈ Mn(F ) هر برای
trace(A+B) = trace(A) + trace(B) ◀

trace(λA) = λ trace(A) ◀

trace(A⊤) = trace(A) ◀

trace(A∗) = trace(A) (F = C (اگر ◀

trace(AB) = trace(BA) ◀
(AB ̸= BA اگر (حتی B ∈ Mn,m(F ) ، A ∈ Mm,n(F )

٣٣ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

قضیه
trace(AB) = trace(BA) داریم B ∈ Mn,m(F ) و A ∈ Mm,n(F ) هر برای

trace(AB) =
m∑
i=1

[AB]ii

=
m∑
i=1

n∑
k=1

[A]ik[B]ki

=

n∑
k=1

m∑
i=1

[B]ki[A]ik

=
n∑

k=1

[BA]kk

= trace(BA)
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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

است: شده تقسیم کوچک تر بلوک های صورت به که است ماتریسی بلوکی ماتریس یک

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

. . .
...

Ap1 Ap2 · · · Apq


است. ماتریس یک خود Aij هر آن در که

مثال

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

 =

[
A11 A12

A21 A22

]

٣۵ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بلوکی ضرب قاعده

می شود: انجام بلوکی صورت به ضرب باشند، سازگار ابعاد نظر از ماتریس ها بلوک های ]اگر
A11 A12

A21 A22

] [
B11 B12

B21 B22

]
=

[
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

]

مثال

 1 2 3

4 5 6

7 8 9


 1 2

3 4

5 6

=


1 · 1 + (2, 3)

[
3

5

]
1 · 2 + (2, 3)

[
4

6

]
[
4

7

]
1 +

[
5 6

8 9

] [
3

5

] [
4

7

]
2 +

[
5 6

8 9

] [
4

6

]

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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کنید فرض

A =


1 2 1 0

4 3 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 =

[
C I

I 0

]
, B =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 2 1 2

4 3 4 3

 =

[
I 0

C C

]
.

داریم صورت این در

AB =

[
C I

I 0

] [
I 0

C C

]
=

[
2C C

I 0

]
=


2 4 1 2

8 6 4 3

1 0 0 0

0 1 0 0

 .
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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A سطرهای Rm ،. . . ،R1 و A ستون های Cn ،. . . ،C1 اگر .A ∈ Mm,n(F ) کنید فرض

بلوکی ضرب از استفاده با آن گاه باشد، ستونی بردار یک X =


x1

x2

...
xn

 ∈ Fn و باشند

داریم ماتریس ها

AX =


R1

R2

...
Rn

 [X] =


R1X

R2X
...

RnX


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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

AX =
[
C1 C2 · · · Ck

]

x1

x2

...
xn

 = C1x1 + C2x2 + · · ·+ Cnxn

]مثال
1 2 3

4 5 6

]x1

x2

x3

 = x1

[
1

4

]
+ x2

[
2

5

]
+ x3

[
3

6

]
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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ستون دهنده ی نشان A∗j و A iام سطر دهنده ی نشان Ai∗ کنید فرض A شده داده ماتریس برای
داریم ماتریس ها بلوکی ضرب با ،B ∈ Mp,n و A ∈ Mm,p(F ) کنید فرض باشد. A jام

(Ai∗ ∈ M1,p(F ), A∗j ∈ Mm,1(F ), Bi∗ ∈ M1,n(F ), B∗j ∈ Mp,1(F ))

(1) AB = [A∗1 A∗2 · · ·A∗p]


B1∗
B2∗

...
Bp∗

 = A∗1B1∗ +A∗2B2∗ + · · ·+A∗pBp∗

و

(2) AB =


A1∗
A2∗

...
Am∗

B =


A1∗B

A2∗B
...

Am∗B


۴٠ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(3) AB =


A1∗
A2∗

...
Am∗

 [B∗1 B∗2 · · ·B∗p] =


A1∗B∗1 A1∗B∗2 · · · A1∗B∗p
A2∗B∗1 A2∗B∗2 · · · A2∗B∗p

...
...

. . .
...

Am∗B∗1 Am∗B∗2 · · · Am∗B∗p


= [Ai∗B∗j ]

و

(4) AB = A
[
B∗1 B∗2 · · · B∗n

]
=

[
AB∗1 AB∗2 · · · AB∗n

]

۴١ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

تعریف

(کرونکر) تانسوری ضرب ،B ∈ Mp,q(F ) و A ∈ Mm,n(F ) برای
است: زیر صورت به A⊗B ∈ Mmp,nq(F )

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
. . .

...
am1B am2B · · · amnB


مثال

[
1 2

3 4

]
⊗
[
0 5

6 7

]
=

1 ·
[
0 5

6 7

]
2 ·

[
0 5

6 7

]
3 ·

[
0 5

6 7

]
4 ·

[
0 5

6 7

]
 =


0 5 0 10

6 7 12 14

0 15 0 20

18 21 24 28


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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

تانسوری ضرب اساسی خواص

داریم: زیر، اعمال با متناسب ماتریس های برای
(A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C توزیع پذیری: ◀

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) شرکت پذیری: ◀

(A⊗B)⊤ = A⊤ ⊗B⊤ ترانهاده: ◀

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) ضرب: ◀

trace(A⊗B) = trace(A) · trace(B) مربعی) ماتریس های اثر:(برای ◀

مثال

trace
([

1 2

3 4

]
⊗

[
0 5

6 7

])
= trace

[
1 2

3 4

]
· trace

[
0 5

6 7

]
= 35
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ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مثال

آن گاه ،Y = (y1, . . . , yn) ∈ Fn و X = (x1, . . . , xm) ∈ Fm اگر

X ⊗ Y = (x1Y, x2Y, . . . , xmY )

= (x1y1, x1y2, . . . , x1yn, . . . , xmy1, xny2, . . . , xmyn) ∈ Fmn

هم چنین و

X ⊗ Y ⊤ = [x1Y, x2Y, . . . , xmY ]

=


x1y1 x2y1 · · · xny1
x1y2 x2y2 · · · xmy2
...

...
. . .

...
x1ym x2ym · · · xmyn

 ∈ Mm×n(F ).

۴۴ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

قضیه
در .D ∈ Ms,t(F ) و ،C ∈ Mn,p(F ) ،B ∈ Mr,s(F ) ،A ∈ Mm,n(F ) کنید فرض

داریم صورت این
(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

پس .C ⊗D = [cijD] ∈ Mns,pt(F ) و A⊗B = [aijB] ∈ Mmr,ns(F ) داریم
از است عبارت چپ سمت ماتریس (i, j) بلوک دارد. معنی بالا رابطه ی چپ سمت

[(A⊗B)(C ⊗D)](i,j) =
n∑

k=1

[A⊗B](i,k)[C ⊗D](k,j)

=

n∑
k=1

(aikB)(ckjD)

=
n∑

k=1

aikckjBD

= [AC ⊗BD](i,j)

بعد) اسلاید در بیشتر (توضیح است. راست سمت ماتریس (i, j) بلوک همان که
۴۵ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شده: انجام زیر ماتریس های بلوکی ضرب قبل قضیه در کنید توجه

(A⊗B)(C⊗D) =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
. . .

...
am1B am2B · · · amnB



c11D c12d · · · c1pD

c21d c22D · · · c2pd
...

...
. . .

...
cn1D cn2d · · · cnpD


نتیجه

داریم صورت این در باشند. وارون پذیر مربع ماتریس دو B و A کنید فرض
.(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

داریم قبل قضیه ی طبق

(A⊗B)(A−1 ⊗B−1) = (AA−1 ⊗BB−1) = In ⊗ Im

است. ثابت حکم بنابراین و

۴۶ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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قضیه

متقارن B و A اگر ویژه به .(A⊗B)⊤ = A⊤ ⊗B⊤ داریم B و A ماتریس دو هر ازای به
آن گاه باشند، مختلط ماتریس های B و A اگر است. متقارن نیز A⊗B آن گاه باشند،

است. هرمیتی نیز A⊗B آن گاه باشند، هرمیتی B و A اگر ویژه به .(A⊗B)∗ = A∗⊗B∗

از است عبارت (A⊗B)⊤ ماتریس (i, j) بلوک

[(A⊗B)⊤](i,j) = (aijB)⊤

= ajiB
⊤

= [A⊤ ⊗B⊤](i,j)

است. A⊤ ⊗B⊤ ماتریس (i, j) بلوک همان که

۴٧ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن



ماتریس ها
اولیه تعاریف ماتریس ها:
ماتریس ها روی جبری اعمال
بلوکی ماتریس های
تانسوری ضرب
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قضیه
صورت این در .C ∈ Mp×q(F ) و A,B ∈ Mm×n(F ) کنید فرض

(A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C و C ⊗ (A+B) = C ⊗A+ C ⊗B.

از است عبارت (A+B)⊗ C ماتریس (i, j) بلوک

[(A+B)⊗ C](i,j) = (aij + bij)C

= aijC + bijC

= [A⊗ C](i,j) + [B ⊗ C](i,j)

= [A⊗ C +B ⊗ C](i,j)

ثابت مشابه طریق به بعد رابطه ی است. A⊗ C +B ⊗ C ماتریس از (i, j) بلوک همان که
می شود.

۴٨ / ۴٨ آن ها روی جبری اعمال و ماتریس ها طائری بیژن
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