
 
هاي با پهنه ماندابي و جريان غيريكنواخت با استفاده از  سازي عددي انتقال آلاينده در آبراههمدل

  كسري پراكندگي-جايي معادله جابه
 

  3جمال محمد ولي ساماني - *2مهدي مظاهري - 1محمد حاتم جعفري
  17/01/1395: تاريخ دريافت
 28/10/1395: تاريخ پذيرش

  
  چكيده

نـاهمگوني و عـدم   . اي برخـوردار اسـت  هاي آبي در مديريت و جلوگيري از آلودگي آبهاي سطحي از اهميت ويـژه ها در پهنهبيني انتقال آلايندهپيش
دسـت  ها به پائينانتقال يكنواخت آلاينده شوند،هاي ماندابي شناخته مي، كه به پهنهطول رودخانهيكنواختي در مورفولوژي و خصوصيات فيزيكي در تمام 

سـازي دقيـق پديـده انتقـال در     پراكندگي كلاسيك قرار دارند، قادر به شـبيه -جاييبعدي كه بر پايه معادله جابههاي يكمدل. كندرا با مشكل مواجه مي
بيني مناسـب از پديـده انتقـال در حالـت     تواند منجر به پيشكارگيري صحيح ميهاي جايگزين كه در صورت بهيكي از روش. ها نيستندگونه رودخانه اين

كسري، يك روش حـل بـراي   هاي حل عددي مشتقات جزئيگيري از روشدر اين تحقيق با بهره. پراكندگي كسري است-جاييمذكور گردد، معادله جابه
بـراي  . اسـت پراكندگي كلاسيك است، در حالت جريان غيريكنواخـت ارائـه شـده   -جاييگي كسري كه حالت عمومي معادله جابهپراكند-جاييمعادله جابه

سنجي، مـدل ارائـه   جهت صحت. قرار گرفت سازي رياضي مورد استفادهشده، روش بهينهآلاينده حل بيني انتقال مادهبرآورد پارامترهاي تاثيرگذار در پيش
بر اساس آزمايش مذكور ماده ردياب كلرايـد بصـورت پيوسـته در    . كريك در كاليفرنيا مقايسه شده استهاي واقعي برداشت شده از نهر يواسشده با داده

ان هاي مشاهداتي داشته و نش ـقبولي با دادهخروجي مدل انطباق قابل. گيري شده استدست غلظت آن اندازههاي پاييناين نهر تزريق شده و در ايستگاه
پراكنـدگي كسـري در   -جـايي شـده بـا اسـتفاده از معادلـه جابـه     سازي انتقال ماده حـل شده، روشي دقيق و قابل قبول در شبيهدهد كه روش حل ارائهمي

  .هاي داراي پهنه ماندابي است آبراهه
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  3 2 1مقدمه

. هـاي آبـي بـر روي زمـين هسـتند     ترين پهنـه ها از مهمرودخانه
شناسـي و اكولـوژيكي ماننـد، فرسـايش و     بسياري از فرآيندهاي زمين

همچنين از نظر بيولوژيكي در . افتدچرخه مواد مغذي در آنها اتفاق مي
گيرند كه به حفظ پويايي هاي آبي قرار ميميان آن دسته از اكوسيستم

دسـت و آبهـاي سـاحلي كمـك     هاي پايينوري آبراههو افزايش بهره
ها از ارزش بـالائي نيـز بـراي جامعـه     رودخانه از سوي ديگر. كنند مي

هاي آبي بعنوان منبع تـامين آب شـرب، منبـع    از اين پهنه. برخوردارند
انرژي تجديدپذير براي توليد انرژي و همچنين محيطي مناسب بـراي  

هاي اخير با افـزايش  در سال. شودده ميها بهره براوقات فراغت انسان
هـوائي، رقـابتي   وروزافزون نرخ تغيير در كاربري اراضي و تغييـرات آب 
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بـرداري از  هـا در بهـره  هاي مختلف منتفع از رودخانـه شديد بين گروه
كـه در ابتـدا   در حـالي . اسـت محيطي آنها بوجـود آمـده  خدمات زيست

شـدند،  آبريـز شـناخته مـي    عنوان مسـيل تخليـه حوضـه   ها بهرودخانه
تحقيقات اخير نشان داده است كه تبـادل پيوسـته سـيال بـين مسـير      
اصلي رودخانه با رسوبات بستر، سواحل رودخانه و منطقـه اشـباع زيـر    

دهد، اما هاي بيولوژيكي و شيميايي را افزايش ميبستر، احتمال فعاليت
كه در انتقال گردد شده در پهنه آبي ميهمزمان موجب ايست ماده حل

بنابراين آنچه بـراي  ). 2و  1(كند دست تاخير ايجاد ميآلاينده به پايين
اكوهيدرولوژي و فرآيندهاي شيميائي حوضه آبريز اهميت دارد، مسـير  

از ديربـاز بـراي   ). 3(كلي رودخانه و نه فقط آبراهه سـطحي آن اسـت   
عادلـه معادلـه   هـا از م شده آلاينده در رودخانهحلبيني انتقال مادهپيش
اي اســتاندارد بــراي كــه معادلــه 4پراكنــدگي كلاســيك-جــاييجابــه
  ):4(شد است استفاده ميها سازي انتقال در رودخانه مدل

                                                            
4- Classical Advection-dispersion equation 
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)1(              

UCC CD
t x x x

 
 U، رودخانـه  ير طـولي در مس يندهغلظت آلا Cر اين معادله د

شـده بعـد    يمدت زمان سپر t، راكندگيپ يبضر Dسرعت جريان، 
مفروضـات  . دنباشميتخليه فاصله از نقطه  x وتخليه ماده آلاينده از 

پراكنـدگي كلاسـيك، كـاربرد آن را بـراي     -جاييحاكم بر معادله جابه
هاي بنيـادي ايـن   يكي از فرض. سازدها محدود ميقال در رودخانهانت

هاي ماند آنها در طول جايي ذرات و زمانمعادله اينست كه توزيع جابه
آبراهه داراي واريانس محدود است و بنابراين از توزيع نرمـال پيـروي   

گـردد كـه معادلـه مـذكور تنهـا بـراي       اين فرض سـبب مـي  . كندمي
شده كـه توزيـع   حل هاي مادهكت ذرات و يا ملكولاي از حرمجموعه

از سوي ديگـر ايـن   . سرعت در آنها گسترده نيست، قابل استفاده باشد
جـايي يـا فرآينـد    همراه جابهمعادله بر پايه توصيف براوني از حركت به

هـا بـا   امـا فرآينـد غالـب در رودخانـه    . استوار اسـت  1فيكي پخشيدگي
به عبارت ديگر معادله . ه همخواني نداردهاي حاكم بر اين معادلفرض

هاي سرعت و ضريب پراكندگي همگن در مقطـع  بر اساس فرض) 1(
عرضي رودخانه استخراج شده است و وجود نواحي مـرده در رودخانـه   

دريافتنـد كـه   ) 4(فيشـر و همكـاران   . كنـد فرض مذكور را نقض مـي 
ق بـا آنچـه   دست، مطابزمان در پايين-شده غلظت گيريمنحني اندازه
اين محققـين  . اي بلند داردكند نيست، بلكه دنبالهبيني ميمعادله پيش

شـكل  (عدم اختلاط كامل در آبراهه را دليل اين نـاهمخواني دانسـتند   
1.(  

  

Time  
زمان در يك آبراهه طبيعي با - شكل كلي منحني غلظت - 1شكل 

  وجود نواحي مرده
Figure 1- Schematic of long-tailed breakthrough curve in a 

natural stream  
 

همچنين در ادامه تحقيق خود براي غلبه بـر  ) 4(فيشر و همكاران 
گيري از آن اي پيشنهاد دادند كه با بهرهاين محدوديت معادله، ضابطه

دسـت، كـه پـس از آن خروجـي معادلـه بـا       اي در پـايين شد نقطهمي
محققيني كه بـر  . دشده همخواني داشت، را تعيين كرهاي برداشت داده

                                                            
1- Fickian diffusion 

كردند نيز دريافتند كه معادلـه  ها مطالعه ميروي پراكندگي در رودخانه
پراكنــدگي كلاســيك، پروفيــل غلظــت مــاده رديــاب و -جــاييجابــه
هـاي  اين دنباله. كندبيني نميخوبي پيشغلظت آن را بههاي كم دنباله
، كـه  هسـتند  2غلظت نتيجه ورود ذره آلاينده به منطقه نگهداشـت كم

از . شـود مـي راكنـدگي  منجر به تغيير در سرعت طولي ذره و ضريب پ
آنجايي شكل منحني غلظت بستگي به تغييـرات سـرعت در آبراهـه و    

طور تقريبـي  كه هر دو از مقاديري هستند كه به(ضريب پراكندگي آن 
هاي صورت دنبالهدارد، تاثير مناطق نگهداشت به) شوندگيري مياندازه

يكي از اولين مطالعات دقيـق در  . گرددحني مذكور ظاهر ميبلند در من
شده راستاي درك نقش نواحي نگهداشت يا ماندابي در انتقال ماده حل

انجام شـد كـه نتيجـه آن ارائـه     ) 5(ها توسط بنكالا و والترز در آبراهه
--جـايي اين معادلـه برپايـه معادلـه جابـه    . بود 3مدل نگهداشت موقت
بـراي وارد كـردن اثـر نگهداشـت     . اسـت نا شدهپراكندگي كلاسيك ب

پراكندگي كلاسيك در سمت راست معادلـه  -موقت در معادله جابجائي
كننـده  اي ديگر كه توصيفاست كه با معادلهترم نگهداشت اضافه شده

ايـن  ). 2معادله (اختلاط در منطقه نگهداشت است، ارتباط دوسويه دارد
  ):5(شوند ودخانه حل ميدو معادله به طور همزمان براي كل ر

)2(  
s

s
s

s

C c
UC D (C C)

t x x
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dt A

            

   


 

 سـرعت  Uيـان، جر ياصل يهدر ناح يندهغلظت آلا C كه در آن
 ياصـل  يـه پخـش در ناح  يبضـر  D رودخانه، ياصل يهدر ناح يانجر
سطح مقطع منطقه نگهداشـت،   sAجريان، سطح مقطع  Aيان، جر
x يقفاصله از محل ترز  ،t يـق،  شده پـس از ترز  يمدت زمان سپر
sC غلظت در منطقه نگهداشت و  اي آبراهـه  ضريب تبادل ذخيـره

ناپـذير كـاربرد دارد و   شـده واكـنش  اين مدل براي مواد حل .دنمي باش
بعـدي مانـدگار بـدون    است كه جريان در آبراهه از نوع يكفرض شده

انتقـال بـين آبراهـه اصـلي و همچنـين نـواحي       . جريان جـانبي باشـد  
در حالتي كـه  . كندينگهداشت از قانون انتقال جرم مرتبه اول تبعيت م

برابـر بـا    هيچ ناحيه نگهداشتي در آبراهه وجود نداشته باشد، مقدار 
-جـايي صفر خواهد بود كه مدل نگهداشت موقت را بـه معادلـه جابـه   

در اين مدل توزيع زمـان مانـد ذره   . كندپراكندگي كلاسيك تبديل مي
اسـت، كـه سـبب    نمائي فرض شده ،طور ضمنيدر ناحيه نگهداشت به

هـاي  مدت به ميزان قابل قبولي بـا داده ها در كوتاهگردد تا خروجيمي
كـه زمـان نگهداشـت،    امـا هنگـامي  . مشاهداتي همخواني داشته باشد

كند، مدل مقادير غلظت را كمتر هاي زماني بزرگتري را تجربه مي بازه

                                                            
2- Storage zone 
3- Transient storage model (TSM) 
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رو وقتي كه ايـن مـدل    از اين). 7و  6(زند از مقادير واقعي تخمين مي
شـود، دو  هاي حاوي دامنه نگهداشت نامحـدود اجـرا مـي   براي آبراهه

حساسيت بالائي به مـدت زمـان مـورد نظـر بـراي       sAو  پارامتر 
هاي به عبارت ديگر مدل نگهداشت موقت در آبراهه. سازي دارندمدل

هـاي بـا تغييـرات    رودخانـه (ه قابل توجه و با طـول زيـاد   با نواحي مرد
هـاي مناسـبي را   هاي طـولاني جـواب  در زمان) چشمگير سطح مقطع

هاي ديگري نيـز  علاوه بر مدل نگهداشت موقت مدل. دهددست نمي
ها با پهنه مانـدابي  شده در آبراههبيني رفتار پيچيده ماده حلبراي پيش
 1توان به مدل انتقال جـرم چندنرخـه  آنها مياز مهمترين . اندارائه شده

، مدل گام تصادفي پيوسـته  )6( 2، مدل مسير نگهداشت انتقالي)9و  8(
 13( 4شده در رودخانهو مدل انتقال ماده حل) 12 و 11، 10( 3در زمان

ها محققـين بـا وارد كـردن تـابع     در تمامي اين مدل. اشاره كرد) 14و 
ماند، توصيفات متفـاوتي از انتقـال در    وتوزيع زماني براي زمان حافظه

هاي ارائـه شـده بـا    هر يك از مدل. آبراهه زا به مدل خود ارائه كردند
اما به دليل پيچيـدگي رياضـي   . سنجي شدهاي مشاهداتي صحتداده
هاي دقيق آبراهـه ماننـد زمـان    ها به بررسيها، نياز بالاي اين آنمدل

عنـوان  كـار رفتـه بـه   دن توابع بهشده و همچنين يكتا نبوماند ماده حل
راهكـار ديگـري   . تابع حافظه، جز در موارد محدود از آنها استفاده نشد

پراكنـدگي كلاسـيك را بـراي در نظـر     -جاييخوبي معادله جابهكه به 
گيـري از حسـاب   كنـد، بهـره  گرفتن اثر نگهداشت موقـت آمـاده مـي   

يات با تغييـر در  اين بخش از رياض. است 5ديفرانسيل و انتگرال كسري
هاي بنيادي معادله ديفرانسيل جزئي حاكم، به معادلـه عموميـت   فرض
--جـايي بخشد، بنابراين در اين مدل حالت عمـومي معادلـه جابـه   مي

ايـن معادلـه كـه    . شـود پراكندگي كلاسـيك بـراي آبراهـه حـل مـي     
شــود، بــراي حالــت پراكنــدگي كســري نيــز ناميــده مــي-جــايي جابــه

  ):17(گردد رماندگار به صورت زير بيان ميغيريكنواخت و غي

)3(  
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كــه در آن هــم مشــتق مكــاني و هــم مشــتق زمــاني در جملــه  
مشـتقات  . اسـت پراكندگي با مشتقاتي از مرتبه كسري جايگزين شـده 

نظر آيند، اما ايـن شـاخه در رياضـيات بـه طـور      كسري شايد ناآشنا به
معادلــه تفــاوت ). 15و  10(اســترار گرفتــهمفصــل مــورد مطالعــه قــ

پراكنـدگي، در  -جـايي پراكنـدگي كسـري بـا معادلـه جابـه     -جايي جابه
                                                            
1- Multirate mass transfer model (MRMT) 
2- Advective storage path model (ASP) 
3- Continuous time random walk (CTRW) 
4- Solute transport in rivers model (STIR) 
5- Fractional Calculus 

، كه مطابق با آنچه بيـان شـد از   مشتقات كسري زماني و مكاني است
كاربرد قضـيه حـد مركـزي    . گيرداي سرچشمه ميتعميم فرضيات پايه

اي چنـين معادلـه  يافته و توصيف حركت ذرات، منجر بـه توليـد   تعميم
تفاوت بين مشتق مرتبه صحيح و مشتق مرتبه اعشـاري،  . گشته است

در حالي كه مشتق مرتبه صحيح . در رفتار محلي يا غيرمحلي آنهاست
اسـت، مشـتق مرتبـه    شيب تابع در يك بازه بسيار كوچك تعريف شده

رو در از ايـن ). 16(اعشاري يا كسري بسته به وضعيت كل تابع اسـت  
ري از مرتبه اعشاري خصوصيت كل تابع در مشتق يك نقطه گيمشتق

گيـري از مشـتقات   در دهه اخير محققين با بهـره . شودشركت داده مي
پراكندگي، چندين -جاييكسري و تغيير در حالت كلاسيك معادله جابه

. انـد شـده در رودخانـه ارائـه داده   بيني توزيع ماده حـل مدل براي پيش
برداشتند، آنها بـا  ) 17(ن زمينه دنگ و همكاران ترين گام را در ايمهم

تغيير در جمله پراكندگي معادلـه و تبـديل آن بـه پراكنـدگي كسـري      
هاي موناكيسي و ميزوري را هاي برداشت شده از رودخانهخوبي داده به

تـوان بـه   از ديگر تحقيقات قابل توجه در اين زمينـه مـي  . مدل كردند
). 18(ل نگهداشت موقت اشاره كـرد  استفاده از مشتقات كسري در مد

نتايج مدل آنها همخواني بهتري را نسـبت بـه وقتـي كـه از مشـتقات      
. شـد، نشـان داد  جزئي كسري در مدل نگهداشت موقت استفاده نمـي 

معادلات در اين تحقيقات همگي براي جريان ماندگار و يكنواخت حل 
  .اندشده

ماننـد  (ي رودخانه از آنجايي كه به دليل تغيير در مشخصات فيزيك
عمـق  (ها غيريكنواخت جريان در رودخانه) سطح مقطع، شيب و زبري

اسـت، درنظـر گـرفتن غيريكنـواختي     ) و سرعت متغير نسبت به مكان
. پراكندگي كسري حايز اهميت اسـت -جاييجريان در حل معادله جابه

پراكندگي كسـري بـراي    -جاييدر اين تحقيق حل عددي معادله جابه
همچنين بـراي  . ان غيريكنواخت در رودخانه ارائه شده استحالت جري

سـازي  سازي متغيرهاي واسنجي موجود در معادله از روش بهينهبهينه
هـاي  در انتهـا روش ارائـه شـده بـا داده    . رياضي استفاده شـده اسـت  

اسـت و مقايسـه بـين    برداشت شده از يك آبراهه طبيعي قيـاس شـده  
پراكنـدگي  -جـايي گي كسري و جابـه پراكند-جاييخروجي معادله جابه

علاوه تحليـل حساسـيت پارامترهـاي    كلاسيك براي همان آبراهه، به
  .شده استپراكندگي كسري آورده-جاييمؤثر در معادله جابه

نوآوري اصلي ايـن تحقيـق در متغيـر بـودن پارامترهـاي معادلـه       
بـا توجـه بـه تغييـرات عـواملي ماننـد       . باشـد پراكندگي مي-جايي جابه

هـاي  وپوگرافي، شيب بستر، مقطع عرضي و غيره، جريـان در آبراهـه  ت
طبيعي، غيريكنواخت بوده و سـرعت و ضـريب پراكنـدگي در معادلـه     

-جـايي تحقيقات مرتبط با حل معادله جابه. باشندانتقال جرم متغير مي
پراكندگي كسري عموماً مقادير ثابتي را بـراي ايـن پارامترهـا فـرض     

قيق پارامترهـاي مـذكور بصـورت غيريكنواخـت و     در اين تح. كنند مي
  .گردندمتغير لحاظ مي
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  ها مواد و روش
پراكنـدگي كسـري كـه در ايـن تحقيـق مـورد       -جاييمعادله جابه

  ):21(باشد بررسي قرار گرفته است به صورت زير مي

)4(   
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زمان است كـه  -لگي منحني غلظتضريب چو در اين معادله 
1در محدوده  1   كند؛ هر چـه مقـدار   تغيير مي   1بـه- 

دست بيشتر خواهد بـود و بـالعكس   هاي پاييننزديكتر باشد، تاثير گره
دست مقادير غلظت هاي بالانزديكتر گردد، گره 1به  هر چه مقدار 

 دارنـد و در حالـت   بالاتري را به سمت گره مورد نظر گسـيل مـي  
دست بر غلظت گره مورد هاي بالادست و پائينبرابر با صفر، تاثير گره
و  1مرتبه مشتق است كـه بـين    همچنين . نظر يكسان خواهد بود

 1و  0بين  )4(ند؛ در واقع مرتبه مشتق كسري در معادله كتغيير مي 2
 نشان داده شده اسـت، فاصـله   1طور كه در جدول همان. متغير است

تاثير نقاط همسـايه را بـر نقطـه مـورد نظـر افـزايش        1از  گرفتن 
 همچنـين از . گـردد دهد، اين امر سبب ايجاد دنبالـه در مـدل مـي    مي
مقـادير   1برابـر بـا    هاي جدول مشـخص اسـت كـه بـه ازاي     داده
شود كه اين امر با تعـاريف كلاسـيك   هاي مذكور برابر با صفر مي وزن

نيـز ضـريب پراكنـدگي اسـت كـه       D. خواني داردمشتق عددي هم
دست گـره  دست و پائينداراي مقادير متفاوتي براي ذرات مقيم در بالا

2در حالت ) 4(معادله . موردنظر است   جـايي به معادله جابـه--
تـر بيـان شـد،    همانطور كـه پـيش  . يابدپراكندگي كلاسيك تقليل مي

از اين . مشتق مرتبه اعشاري يا كسري بسته به وضعيت كل تابع است
در  xكـه بـا علامـت    (رونـده  توان آن را به دو بخش پـيش رو مي
تقسـيم  )  xعلامـت  (رونـده  و پس) استمشخص شده) 4(معادله 

بـردن از روش  ها در تخمين اين مشتقات بهرهيكي از روش). 19(كرد 
ــت  ــد اس ــد در  ). 20(گرونوال ــتاندارد روش گرونوال ــت اس ــد حال هرچن

دود، فـارغ از چگـونگي تشـكيل سيسـتم     سـازي تفاضـل مح ـ   گسسته
افتد كه مقادير ، اما اين در حالتي اتفاق مي)21(معادلات، ناپايدار است 

در حـالي كـه در معادلـه    . متغير باشند 2و  1مرتبه مشتق كسري بين 
متغيـر اسـت،    1و  0مورد نظر اين تحقيق مرتبه مشتق كسـري بـين   

حالـت اسـتاندارد روش   . بـرد بنابراين بايستي از حالت استاندارد بهـره  
  :صورت زير استگرونوالد به

)5(                                       
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) 5(تـابع گاماسـت و رابطـه     (.)گام مكاني و  hدر اين معادله

طـور  اسـت، بـه  آمـده ) 4(عادلـه  براي دو حالت پيشرو و پسرو كـه در م 
  :تقريبي به صورت زير ساده خواهد شد
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  :آيددست مياز رابطه زير به kهمچنين 
)8(                                   ( ( 1))
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 iميزان تاثير غلظت نقاط ديگر بر نقطـه مـوردنظر    kضريب 

بـه   kو  مقادير مختلف اين ضريب براي مقـادير مختلـف   . است
  .ارائه شده است 1اختصار در جدول 

  :اندصورت زير گسسته شدهنيز به) 4(مشتقات مرتبه اول معادله 
)9(                                                 1i iC C C

x x



 

  

)10(                                               
1n n

i iC C
t t
C  


 

 

  
طور كاملاً ضمني در اين تحقيق مورد بررسـي قـرار   به) 4(معادله 
سازي با استفاده از تفاضل محدود معادلـه  بنابراين گسسته. گرفته است

  :به صورت ادامه خواهد بود
  

  مدلسنجي ي و صحتواسنج
اسـتفاده   1هاي آبراهـه يـواس كريـك   براي واسنجي مدل از داده 
صورت هاي موجود تنها يكبار بهنجايي كه دادهاز آ). 2شكل (است شده

سنجي با اسـتفاده از  اند، امكان صحتآوري گشتهبرداشت ميداني جمع
  .هاي واسنجي براي آبراهه فراهم نبودهاي مستقل از دادهداده

  
  

                                                            
1- Uvas Creek 
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  هاي مختلفkو  αبراي  kθمقادير مقادير  -1جدول 

Table 1- k  values for different   and k  

10.0000 9.0000 8.0000 7.0000 6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000 
k α 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -1.0000 1.0000 1.0 

-0.0016 -0.0020 -0.0026 -0.0036 -0.0053 -0.0086 -0.0165 -0.4500 -0.9000 1.0000 0.9 

-0.0036 -0.0045 -0.0058 -0.0078 -0.0112 -0.0176 -0.0320 -0.0800 -0.8000 1.0000 0.8 

-0.0059 -0.0073 -0.0093 -0.0123 -0.0172 -0.0261 -0.0455 -0.0150 -0.7000 1.0000 0.7 

-0.0085 -0.0103 -0.0129 -0.0167 -0.0228 -0.0336 -0.0560 -0.1200 -0.6000 1.0000 0.6 

-0.0109 -0.0130 -0.0161 -0.0205 -0.0273 -0.0390 -0.0625 -0.1250 -0.5000 1.0000 0.5 
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-بـه . اسـتفاده شـد   1سنجي متقاطعهمين جهت از روش صحت به

هـاي مشـاهداتي بـه    صـورت تصـادفي داده  صـورت كـه ابتـدا بـه     اين
سـنجي  شدند و يكي از آنها بـراي صـحت  هايي تقسيم ميزيرمجموعه

ها توسط ها براي واسنجي پارامتركنار گذاشته شده و باقي زيرمجموعه
) 4(همـانطور كـه در معادلـه    . شـدند يم ـ سازي استفادهالگوريتم بهينه

پارامترهـايي هسـتند كـه بـه      و  توان به وضوح ديد مقادير  مي
خصوصيات آبراهه بستگي دارند و نيازمند واسنجي هستند، بنابراين بـا  

براي . نمودتوان مدل را براي يك آبراهه واسنجي سازي آنها ميبهينه
سـازي  سازي اين پارامترها در تحقيق حاضـر از الگـوريتم بهينـه   بهينه

بر اساس گروه ) 22(ي و كند ابرهارت. استاستفاده شده 2ازدحام ذرات
 ـ يروش را معرف ـايـن   هايماه پرندگان و دسته در ايـن روش  . دكردن

 .كردمدل  يساده ا يبا بردارها توان يدر ازدحام را م ندهيهر نما رفتار
نمـايش داده   yو xهانماينده با مختصات آن روي محورمحل هر 

سـرعت در راسـتاي   ( xvسرعت اين نماينده نيز به صـورت  . شودمي
x ( وyv )استايسرعت در رy (تغييـرات  . شـود  نمايش داده مي

. تـوان دريافـت  مكان هر نماينده را با اطلاعات مكـان و سـرعت مـي   
كننـد كـه در ايـن    دسته پرندگان يك تابع هدف مشخص را بهينه مي

هـاي  هاي مشـاهداتي و خروجـي  داده RMSEتحقيق، تابع هدف، 
                                                            
1- Cross validation 
2- Particle swarm optimization 

آن نقطه  yو  xهر نماينده بهترين مقدار خود و مكان . تمدل اس
اين اطلاعات مقايسه تجربيات شخصي هر نماينده اسـت و  . داندرا مي

 .باشدها ميهاي اطراف آنمقايسه آگاهي از چگونگي رفتار نماينده
-جاييه براي معادله جابهسنجي مدل عددي ارائه شدبراي صحت

پراكندگي كسري همـانطور كـه در بخـش پيشـين نيـز بيـان شـد، از        
برداشـت  ) 23(كه توسط زند و همكاران هاي آبراهه يواس كريك  داده

جريـان در ايـن آبراهـه مانـدگار امـا      . شده است، استفاده گرديده است
زمـان   در اين آزمايش كه اواخر تابسـتان و در . غيريكنواخت بوده است

انجام پذيرفتـه اسـت،   ) مترمكعب در ثانيه 0125/0دبي (آبي آبراهه كم
ماده كلرايد با نرخ ثابت به مدت سـه سـاعت بـه ايـن آبراهـه تزريـق       

شـده كلرايـد را در محـل    اين تزريق، غلظـت مـاده حـل   . استگرديده
ليتـر  گـرم بـر   ميلـي  9/11بلافاصله بعد از نقطه تزريق در آبراهـه بـه   

 7/3لظت پايه در اين آبراهه پيش و به هنگام تزريق برابر بـا  غ. رساند
دسـت در پـنج   گيري غلظت در پـايين اندازه. استليتر بودهگرم بر ميلي

هـاي رودخانـه در   هـا و بـازه  اطلاعات ايستگاه. ايستگاه انجام پذيرفت
  .آمده است 2جدول 

  
  نتايج و بحث

پراكنـدگي  -جـائي طـور كـه در مقدمـه اشـاره شـد، معادلـه جاب      همان
هـا بـا خصوصـيات متغيـر در     بيني انتقال در آبراهـه كلاسيك در پيش
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-كند معادله مذكور در حالت يكمورفولوژي و جريان موفق عمل نمي
هـا بـا   شـده در آبراهـه  بيني دقيق انتقال مـاده حـل  بعدي توانائي پيش

هـاي حـاكم بـر    كه، با تعميم فـرض درحالي. نواحي نگهداشت را ندارد
پراكندگي و اسـتفاده از حالـت كسـري آن معادلـه و     -ادله جابجائيمع

-توان انتقال در ابنسازي ميگيري از روشي مناسب براي گسستهبهره
آمـده از  دسـت مقايسه نتايج به. بيني كرددقت پيشها را بهگونه آبراهه

پراكنـدگي كلاسـيك در   -هـاي مـدل جابجـائي   مدل حاضر با خروجي
  .استآمده  7-3هاي  شكل

  

 
  شكل شماتيك آزمايش ماده ردياب يواس كريك - 2شكل 

Figure 2- Schematic of Uvas Creek tracer experiment 
  

  هاي آبراهه يواس كريكها و بازهاطلاعات ايستگاه-2جدول 
Table 2- Hydraulic and morphological properties of Uvas Creek reaches 

شماره 
  ايستگاه

  فاصله تا ايستگاه
  )متر(قبل 

  فاصله تا محل تزريق
  )متر(

 دبي
مترمكعب بر (

  )ثانيه

  ضريب پخشيدگي
  )مترمربع بر ثانيه(

  سطح مقطع جريان
  )مترمربع(

Station 
No. 

Distance between 
consecutive reaches (m)  

Distance to the 
injection point (m) 

Discharge 
(m3/s) 

Dispersion 
coefficient (m2/s) 

Cross section 
area (m2) 

1  38  38 0.0125 0.12 0.30 
2  67  105 0.0125 0.15 0.42 
3  176  281 0.0133 0.24 0.36 
4  152  433 0.0136 0.31 0.41 
5  186  619 0.0140 0.40 0.52 

  

 زمان (ساعت)
Time (hr)  

هاي مشاهداتي در ايستگاه يك با خروجي مقايسه بين داده -3شكل 
  پراكندگي كلاسيك-جاييبيني معادله جابهل كسري و پيشمد

Figure 3- Observed concentration in station one vs 
prediction of fractional ADE and classic ADE  

 زمان (ساعت)
Time (hr)   

هاي مشاهداتي در ايستگاه دو با خروجي مقايسه بين داده -4 شكل
  كلاسيكپراكندگي -جاييبيني معادله جابهمدل كسري و پيش

Figure 4- Observed concentration in station two vs 
prediction of fractional ADE and classic ADE   
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 زمان (ساعت)
Time (hr)   

هاي مشاهداتي در ايستگاه سه با خروجي مقايسه بين داده -5شكل 
  پراكندگي كلاسيك-جاييبيني معادله جابهمدل كسري و پيش

Figure 5- Observed concentration in station three vs 
prediction of fractional ADE and classic ADE   

  

 زمان (ساعت)
Time (hr)   

هاي مشاهداتي در ايستگاه چهار با خروجي مقايسه بين داده - 6شكل 
  پراكندگي كلاسيك-جاييبيني معادله جابهمدل كسري و پيش

Figure 6- Observed concentration in station four vs 
prediction of fractional ADE and classic ADE   

  

 زمان (ساعت)
Time (hr)   

  پراكندگي كلاسيك- جاييبيني معادله جابههاي مشاهداتي در ايستگاه پنج با خروجي مدل كسري و پيشمقايسه بين داده - 7شكل 
Figure 7- Observed concentration in station five vs prediction of fractional ADE and classic ADE   

  
  

همـانطور كـه    7-3هـاي  هاي آمده در شـكل يبراي تطبيق منحن
سـازي  شد، در مرحله واسنجي از يك روش بهينـه تر توضيح دادهپيش

-پارامترهاي واسـنجي در معادلـه جابجـائي   . شده استرياضي استفاده
ت تريتـب ميـزان مشـارك   هستند، كه بـه  و  پراكندگي كسري، 
دســت و تــاثير نقــاط دور از گــره مــوردنظر در پــائين/نقــاط بالادســت

ايـن  بـه . دهنـد دست را بـر گـره مـوردنظر نشـان مـي     پائين/بالادست
نقـاط آن  ) 1يا  -1سمت چه به(از صفر دور شود  كه هرچه  صورت

 .بيني غلظت گره مـوردنظر خواهنـد داشـت   جهت اثر بيشتري در پيش
حالـت كلاسـيك   ( 1نيـز هرچـه مقـدار از     ترتيـب، بـراي   همينبه

يابـد  فاصله بگيرد، اثر نقاط نزديك بر گره موردنظر كاهش مي) معادله
و نقاط دورتر نيز در تعيين غلظت آن نقطـه  ) نسبت حالت كلاسيكبه(

از مقـدار آن در حالـت    طبـع، هرچـه مقـدار    بـه . كنندمشاركت مي
كلاسيك فاصله بگيرد، تاثير نقاط دوردسـت بـر تعيـين غلظـت گـره      

رو واسنجي و تعيين مقادير بهينه براي از اين. يابدموردنظر افزايش مي
توسـط  كـه   و  شـده  مقادير بهينه. استاين دو مقدار ضروري 

ارائه  3شده است، در جدول سازي ازدحام ذرات محاسبهالگوريتم بهينه
  .شده است

 

  هاي مختلف با استفاده از اللگوريتم ازدحام ذرات براي بازه و  شده مقادير بهينه -3جدول 
Table 3- Optimized values of   and   for each reach using PSO algorithm  

 شماره ايستگاه
Station No.  1  2  3  4  5  

  2 1.89 1.5 1.73 1.53 
  0.75  0.7  0.85  0.85  اثري ندارد  

  
 مقـدار   1ان ديـد، در ايسـتگاه   تومي 3همانطور كه در جدول 

پراكندگي كسـري را بـه معادلـه    -جايياست، كه معادله جابه 2برابر با 
ايـن تقليـل حكايـت از    . دهدپراكندگي كلاسيك تقليل مي-جاييجابه

هـاي  در ايستگاه. اول آزمايش دارد هاي ماندابي در بازهعدم تاثير پهنه
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هر چه مقادير . شودنگهداشت به وضوح در معادله ديده ميبعدي تاثير 
 شـده  شود، تاثير مناطق نگهداشت بـر انتقـال مـاده حـل    كمتر مي

تـري  هاي چولـه هاي بلندتر و منحنييابد و در نتيجه دنبالهافزايش مي
 5تـا   2هـاي  براي ايسـتگاه  از سوي ديگر مقادير. كندرا ايجاد مي

هـاي  بسيار بالاتر از صفر است كه نشان از انتقال كند آلاينـده از گـره  
هــاي بالادســت دارد؛ بــه تعبيــر ديگــر دســت بــه ســمت گــرهپــايين

شـده بسـيار   گردد تـا مـاده حـل   فروپخشيدگي در اين آبراهه سبب مي

  .دست انتقال يابدكندتر از زمان مورد انتظار به پايين
هـاي رياضـي بـا    هـاي مـدل  براي مقايسه كمي مقـادير خروجـي  

هـا در  هاي مشاهداتي بهترين راه محاسـبه مقـادير خطـاي مـدل     داده
-جهت مقايسه كمـي بـين مـدل جابجـائي    . هاستبيني آن داده پيش

عادله براي م 2Rو  RMSEپراكندگي كلاسيك و كسري، مقادير 
  .استشدهآورده 4پراكندگي كلاسيك در جدول -جابجائي

  
  هاي مختلفخروجي مدل كسري و كلاسيك براي ايستگاه 2Rو  RMSEمقادير  -4جدول 

Table 4- RMSE  and 
2R of fractional and classic ADE for each reach  

  2R RMSE 
 نوع مدل

Model Type 
Classic  FADE  Classic  FADE  

 ايستگاه
Station 

    

1 0.9872  0.9872 0.3951 0.3951 
2 09875  0.9983 0.1943 0.1743 
3 0.0151  0.9892 1.4878 0.2727 
4 0.0184  0.9947 1.6304 0.1738 
5 0.0220  0.9728 1.4941 0.1652 

  
نكـات جـالبي را    4 از مقايسه مقادير خطـاي دو مـدل در جـدول   

، 3شد، با توجـه بـه جـدول    همانطور كه توضيح داده. توان دريافت مي
بود، زيرا درواقع هر دو برابر مي 1انتظار بايد خطاها در ايستگاه مطابق 

 2در ايستگاه . انداز يك معادله واحد با شروط مرزي يكسان بهره برده
توجـه  در مرتبه مشـتق و افـزايش قابـل    11/0رغم كاهش به امـا   

لاف نـاچيز نشـان   اين خت. مقادير خطا تفاوت فاحشي با يكديگر ندارند
پراكنـدگي كسـري بـه    -دهد، كه همچنان رفتار معادلـه جابجـائي  مي

پراكندگي كلاسيك نزديك اسـت و ايـن كـاهش در    -معادله جابجائي
هرچنـد نبايـد   . هـا نـدارد  اي برخروجيملاحظهمرتبه مشتق تاثير قابل

پراكندگي كسري را ناديده گرفت، زيـرا  -عملكرد بهتر معادله جابجائي
است، ايـن مـدل قـدري بهتـر از حالـت      آمده 4 ر كه در جدولهمانطو

هـاي  اما، كارآئي بهتر مدل حاضر در ايسـتگاه . كندكلاسيك عمل مي
هاي غلظـت  گواه منحنيهائي كه بهگردد، ايستگاهمعلوم مي 6و  5، 4

 ـ   شده شده و پارامتر واسنجيزمان برداشت واحي شـديداً متـاثر از ن
پراكندگي ديگر قـادر بـه   -بنابراين، معادله جابجائي. نگهداشت هستند

ايـن  هاي منتهي بهشده در بازهارائه توصيفي درست از انتقال ماده حل
خـوبي و بـا دقـت بـالائي     كه مدل حاضر بـه درحالي. ها نيستايستگاه

ه در همـانطور ك ـ . ها را داردبيني فرآيند انتقال در اين بازهتوانائي پيش
، 4هاي هاي منتهي به ايستگاهدر بازه آمده است، مقادير  3جدول 

. گيـرد فاصله مي) مرتبه مشتق براي حالت كلاسيك( 2بسيار از  6و  5
اين كاهش در مرتبه مشتق منجر به مشاركت موثرتر نقـاط دوردسـت   

 ر، مقـادير  از سـوي ديگ ـ . گـردد در تعيين غلظت گره موردنظر مي

ها بسيار از صـفر بيشـتر اسـت، كـه نشـان از      براي هرسه اين ايستگاه
اين پديـده  . شدن ذرات آلاينده در بالادست گره موردنظر داردمحبوس

شـود كـه نقـاط اوج    شود، سـبب مـي  كه به فروپخشيدگي شناخته مي
ديگـر، از  از سـوي . آيـد دسـت نسبت معادله كلاسـيك بـه  تري بهپائين

پراكنــدگي -جــاييمشــتقات كســري بــا معادلــه جابــه مقايســه روش
ها بـا  توان دريافت كه در بررسي انتقال آلاينده در آبراههكلاسيك مي

پهنه ماندابي استفاده از معادله كلاسيك نـه تنهـا منجـر بـه خطـا در      
زمـان   بيني مقـدار اوج، گردد، بلكه خطا در پيشها ميبيني دنبالهپيش

در حقيقـت بـا ازديـاد     .شـود اوج و حتي زمان انتقال نيز حادث مـي 
نواحي نگهداشت درجه مشتق كسري از حالت استاندارد معادله 

زمان نيز -گيرد و به تبع آن نيز چولگي منحني غلظتفاصله مي
-جـايي بعـدي جابـه  رو استفاده از معادله يـك از اين. يابدافزايش مي

هـا  گونـه آبراهـه  سازي انتقـال در ايـن  شبيه پراكندگي كلاسيك براي
ها با گونه آبراههبيني بهتر از انتقال در اينبراي پيش. گرددتوصيه نمي

تـوان بـرآورد بسـيار    كسري ميپراكندگي-جايياستفاده از معادله جابه
  .مناسبي از اين پديده داشت

  
  يكسر مشتق رتبهم  پارامتر به مدل تيحساس يبررس

-جـايي جابـه  معادلـه  مـدل  در پـارامتر  تاثيرگـذارترين   پارامتر
 نگهداشـت  مناطق نماينده پارامتر اين واقع در. است پراكندگي كسري

 تـر نزديـك  2 به و يابد افزايش پارامتر اين مقدار هر چه است، در مدل
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. بـالعكس  و دارد آبراهـه  در نگهداشـت  نـواحي  كاهش از نشان گردد،
 فيزيكـي  نظـر  از پارامتر اين به نسبت مدل حساسيت بنابراين سنجش

 نشـان  نگهداشـت  نـواحي  مقطـع  سـطح  تغييرات به را مدل حساسيت
ماده  حركت باشند، بيشتر نگهداشت نواحي هر چه به طوركلي. دهد مي

 مسـتقيمي  ارتبـاط  كـه  آنجايي از و گيردمي صورت ترآهسته حل شده
 چه دارد، وجود نگهداشت ناحيه مقطع سطح و  پارامتر ين تغييراتب

بـه نسـبت    تغييـرات  بـه  منجـر  پـارامتر  ايـن  در كاهش چه و افزايش
 بايـد  پـارامتر  اين برآورد در بنابراين. گرددمي مدل خروجي در شديدي

 بـه  كـافي  متناسب با دقت مورد انتظار براي نتايج نهايي مـدل، دقـت  
در جـدول   نتايج بررسي حساسيت مدل به پـارامتر   .داده شود خرج

  .استآمده 5

  
  4كسري براي خروجي مدل در ايستگاه  مشتق مرتبه تغييرات به مدل حساسيت بررسي -5جدول 

Table 5- Sensitivity of the FADE model to the changes in the order of fractional derivatives for station four 
 تغييرات

Variations  10%   5%   2%   1%     1%   2%   5%   10%   
2R (%)  86.9  92.2  95.4  96.4  99.5  98.3  98  99.5  96  

RMSE(mg / L)  0.748  0.536  0.404  0.362  0.174  0.231  0.266  0.272  0.498  
 
  يچولگ بيضر ، پارامتر به مدل تيحساس يبررس

 كسـري  پراكنـدگي -جـايي جابـه  معادلـه  مـدل  در چولگي ضريب
 ايـن . اسـت  آبـي  پهنـه  در شـده حل ماده ناهمگون توزيع دهندهنشان

 بنابراين. باشد دستپايين به رو يا و بالادست به رو تواندناهمگوني مي
 جهـت  نشـان دهنـده   فيزيكـي  نظـر  از چـولگي  ضريب گفت توانمي

 مـاده حـل   كـه  نيست، معنا بدان اين. است شدهحركت غالب ماده حل
 مـاده  حركـت  كنـد شـدن   بلكـه  كنـد، مي حركت دستبالا به رو شده

 گـردد،  نزديـك  يـك  بـه  صـفر  از چولگي هر چه ضريب .است مدنظر
 6 جـدول . يابـد مـي  انتقـال  دستپايين به رو بيشتري تاخير با آلاينده
 بـر  ايملاحظـه  قابـل  به طور پارامتر اين تغييرات كه دارد آن از نشان
 همرونـدي  مقـدار   مقـادير  رونـد  در تغيير. دارد تاثير خروجي نتايج

 بنـابراين  يابد،مي افزايش برابر 2بيش از  خطا مقادير و يابدمي كاهش
   .كرد عمل دقت با امكان حد تا بايستي نيز پارامتر اين برآورد در

  
  4چولگي براي خروجي مدل در ايستگاه  ضريب تغييرات به مدل حساسيت بررسي -6جدول 

Table 6- Sensitivity of model to the changes in the skewness coefficient for station four 
 تغييرات

Variations  20%   10%   5%     5%   10%   20%   
2R (%)  96.4  97.7  97.5  99.5  98  97.1  96.8  

RMSE(mg / L)  0.399  0.322  0.308  0.174  0.341  0.399  0.417  
  
  كلي گيري نتيجه

پراكنـدگي  -جاييق يك حل عددي براي معادله جابهدر اين تحقي
بـراي  . كسري در حالت جريان غيريكنواخـت و مانـدگار ارائـه گرديـد    

سازي مشتقات كسري جزئي از تعريف گرونوالد استاندارد بهره گسسته
مـدل ارائـه   . برده شد و معادله به صورت كاملاً ضمني حل شده اسـت 

هه طبيعي كه داراي پهنه مانـدابي  هاي يك آبراشده با استفاده از داده
آوردن مقـادير دقيـق    براي به دسـت . بود، در بوته آزمايش قرار گرفت

پارامترهاي موثر براي آبراهه مورد نظر از روش تصديق متقاطع بهـره  
سـازي ازدحـام ذرات   شد و براي واسنجي مدل از الگـوريتم بهينـه  برده

پراكندگي -معادله جابجائي مقايسه نتايج حاصل از مدل .گرديد استفاده
هاي مشـاهداتي،  پراكندگي كلاسيك و داده-كسري با معادله جابجائي

هـا بـا   بيني انتقال در آبراههنشان داد كه حالت كسري معادله در پيش

بـراي سـاخت مـدلي    . كنـد نواحي نگهداشت بسيار دقيـق عمـل مـي   
بـا دقـت   كاربردي نياز است تا پارامترهاي تاثيرگـذار بـر ايـن معادلـه     

پراكنـدگي كسـري، پارامترهـاي    -جاييدر معادله جابه. واسنجي شوند
مرتبه مشتق و ضريب چولگي وجود دارند كه بـر شـكل كلـي نمـودار     

هـاي مشـاهداتي   اثرگذار هستند و به تطبيق بهتر خروجي مدل بر داده
كنند و بنابراين اين پارامترها بايستي با دقت بـالائي بـرآورد   كمك مي

بينـي انتقـال در   شده براي پيشتايج حاكي از برتري مدل ارائهن. شوند
عنوان جـايگزيني  توان بهها با نواحي نگهداشت دارد و از آن ميآبراهه

همچنين . بردپراكندگي كلاسيك بهره-جاييمناسب براي معادله جابه
كه معادله كسري همچنـان توانـائي معادلـه كلاسـيك را در     از آنجائي

انعطاف بالائي در مدلسـازي برخـوردار اسـت و قـادر بـه       خود دارد، از
. بيني انتقال در حالات متنوعي از نظر فيزيك آبراهه خواهـد بـود  پيش

پراكنـدگي  -جاييگير مدل معادله جابهاين موارد نشان از توانايي چشم
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هـاي طبيعـي دارد و   بينـي انتقـال آلـودگي در آبراهـه    كسري در پيش
بينـي توزيـع غلظـت    ده در عمـل بـراي پـيش   توان از مدل ارايه ش مي

ــابع آلاينــده نقطــه  اي و اي و غيرنقطــهمكــاني و زمــاني ناشــي از من

هاي سـطحي  همچنين تعيين استانداردهاي تخليه منابع آلاينده به آب
  .استفاده نمود
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Introduction: Solute transport modeling in water bodies and especially rives, provides a useful tools for 

decision-makers and consumers, to take a timely decisions in order to prevent or avoid any catastrophic 
consequences. Many factors such as velocity, cross-section area, bedform and etc. affect the transport of any 
solute particle in the media. The aforementioned factors vary both in width and depth, which cause some of the 
particles to deviate from the main channel to areas in which the particle stays for a longer time. Those particles 
are released to the main channel gradually causing a heavy-tailed breakthrough curve in downstream of the 
injection point. The areas where solute spends more time than the main channel is called deadzones. Any area in 
the channel that reduce the velocity field to relatively zero could be categorized as deadzones, such as areas 
behind a boulder, in pocket beside the river, behind or inside a vegetation cluster. In streams containing 
deadzones the classical adevection-dispersion equation (ADE) cannot meet the requirements. Scholars proposed 
many different approaches to capture the heavy-tailed behavior. One of the renowned and novel approaches to 
quantify the role of deadzones in natural streams is using Fractional Calculus. This field of mathematics helps to 
change the fundamental assumption of ADE, which is laid upon “central limit theorem” and subsequently 
generate a new equation based on fractional partial derivatives, The Fractional Advection –Dispersion Equation 
(FADE). The FADE provides a better description of solute movement in natural streams, because of its general 
form and non-locality. 

Materials and Methods: In this research, FADE for a non-uniform but steady condition in natural streams 
has been investigated. FADE is a product of central limit theorem generalization and hence can capture the 
anomalous behavior of solute transport in streams containing deadzones. One of the important points that can be 
inferred from tracer study in such streams is that the concentration of a point is influenced by the point in far 
upstream; that is either the solute particle comes faster than the main cloud or slower and defy the basic 
assumption. Since classic ADE just considers the points in the closest proximity of the study point to calculate 
the bearkthrough curve (BTC), it cannot be used in cases that the deadzones are involved; which calls for a more 
comprehensive consideration of the stream. Interestingly, factional derivatives are non-local; fractional 
derivatives consider the state of the function in its whole domain. Hence, FADE can accurately describe and 
calculate the BTC in streams affected by deadzones. The big difference between FADE and classic ADE is that, 
the former is based on Levy motion while the later developed and shows Brownian motion. Also, the order of 
spatial derivative in FADE is a value1 2  , unlike the classic ADE in which the order is fixed to 2 . To 
investigate the FADE in depth standard Grunwald definition of fractional derivatives were employed for 
discretization, and an algorithm is proposed. The more the order of the fractional partial derivative decreases, the 
more would be the effect of the deadzones, this means that while the order is equal to 2  , the streamflow do not 
experience any deadzones in its way. In order to fit the data, two variables in the FADE needs to be calibrated; 
the unknown parameters were estimated using Particle Swarm Optimization (PSO) technique. 

Conclusion: The model was validated using a set of data from a small stream. The comparison shows that 
the model can accurately recreate the BTC and perform dramatically better than classic ADE which even in 
some stations is incapable of predicting the peak concentration and the arrival time of the particle to the station. 
Quantitatively, the difference between the FADE and observation represented by RMSE in average is 0.236 
while for classic ADE is around 4 times higher. The difference in the first two stations is negligible for the 
stream does not contain any deadzones. This shows that not only the FADE is capable of considering deadzones, 
but also if needed it can easily reduce to classic ADE. This flexibility offers vast opportunity for application. In 
addition, the sensitivity of the model to the calibration parameter was analyzed, the analysis shows that both 
variables (order of the derivative and skewness parameter) should be treated with great care, since a little 
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variation in their value drastically alter the shape of the BTC, and decrease the accuracy of the prediction. In this 
research, the capability of FADE were investigated and proved that this model performing far better in predicting 
solute transport in natural streams in which the variability of the morphology may hinder the solutes movement. 
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