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 فصل اول

 و عملیات مقدماتی سطری هاماتریس
 

 

 

 

 

 

 مقدمه  1-1

یک  رائها فیزیکی، صرفاً به مشخصاتبرخی از  تعریفگیری و یا در طبیعت برای اندازه

با یک  مادیه از یک جسم در یک نقط عدد نیاز است به عنوان مثال درجه حرارت

ری و یا گیشود؛ لیکن اندازهمیگفته اسکالر تها کمی   گونه به این شودعدد مشخص می

بیش از یک عدد است به عنوان  ارائهتها، مستلزم از کمی  دیگر برخی توصیف کامل

 ،از یک جسم مادی نیروی اعمالی در یک نقطه تعریفبرای در مسائل مهندسی مثال 

قدار آن بایستی راستای آن نیز بیان شود که در این صورت در فضای سهعلاوه بر م

ه نام بیکدیگر مبیِّن یک نیرو سه عدد است؛ این سه عدد در کنار  ارائه بعدی نیاز به

𝑭 به صورت یک آرایش سطری توان آن را بامی هستند و 𝑭 = 〈𝑓1 𝑓2 𝑓3〉  و یا

تهای دیگری ؛ همچنین کمی شودنمایش داد که اصطلاحاً بردار نامیده می ستونی

هستند که تعریف کامل آنها به ارائه چندین عدد نیاز دارد به عنوان مثال فرض کنید 

ترین رابطه خطی بین کامل ترین و در عین حال،ساده در فضای سه بعدی بخواهیم
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را با ( 1-1پایدار مطابق شکل ) مادیاز یک جسم   𝐴 اعمالی به نقطه  𝑭 نیروی

 بیان کنیم  𝐵مانند  در نقطه دیگری 𝜟 تغییرمکان

     

 

   متمرکز نیروی یک اثر تحت مادی جسم از نقطه یک تغییرمکان 

 

و از طرفی بایستی هر مؤلفه از آنجائی که جابجائی و نیرو هر دو ماهیت برداری دارند 

 ترین رابطة خطیلذا واضح است که سادهمربوط باشد جابجائی به هر سه مؤلفه نیرو 

 بیان شودبه صورت زیر  𝑘𝑖𝑗 ر حسب نُه عددبین آنها قاعدتاً باید ب

𝑓1 = 𝑘11𝛿1 + 𝑘12𝛿2 + 𝑘13𝛿3
𝑓2 = 𝑘21𝛿1 + 𝑘22𝛿2 + 𝑘23𝛿3
𝑓3 = 𝑘31𝛿1 + 𝑘32𝛿2 + 𝑘33𝛿3

} 

 𝑘𝑖𝑗 ستونی مرتب کنیم ماتریس سختی -و اگر این اعداد را در یک آرایش سطری

توان آن را به صورت زیر که می شود یعنی آرایشی سِه در سِه از اعدادتشکیل می

 نوشت

𝑭 = 𝑲∆= {

𝑓1
𝑓2
𝑓3

} = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33

] {

𝛿1
𝛿2
𝛿3

} 

 در یک سیستم چند درجه آزادی مفهوم ماتریس سختی به همین ترتیب ر واقعد

 .شودنمایان میتعریف و 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥3 

𝜟 = {

𝛿1
𝛿2
𝛿3

} 
𝑭 = {

𝑓1
𝑓2
𝑓3

} 

𝐴 

𝐵 
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یک ماتریس در واقع آرایش منظمی از اعداد است که در دو راستای سطری و ستونی 

𝑀با مرتبة  یک ماتریس 𝑨؛ به عنوان مثال اگر گیرندکنار یکدیگر قرار می × 𝑁  باشد

را با نمایش  ام آنjام و ستون iایه سطر ستون است که اگر در 𝑁سطر و  𝑀 یعنی دارای

 نوشتصورت زیر توان آنرا به مینمایش دهیم  𝑎𝑖𝑗 اندیسی

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

]   

، شودمربعی نامیده میآن ماتریس  اگر تعداد سطرها و ستونهای یک ماتریس برابر باشد

و  های روی قطر اصلی ماتریس هستنددرایه 𝑎𝑁𝑁و الی  𝑎11 ،𝑎22های همچنین درایه

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨)مجموع آنها اصطلاحاً رَد یا ترِیس ماتریس  = ∑𝑎𝑖𝑖 شودنامیده می. 

 هاجمع و ضرب ماتریس  1-2

 تعریف جمع و ضرب 1-2-1

باشد  𝑩𝑀×𝑁و  𝑨𝑀×𝑁 دو ماتریس تعداد سطر و ستون یکسانی داشته باشند مثلاً  اگر

توان این دو ماتریس را با هم جمع و یا از یکدیگر کم کرد که حاصل، صورت میدر این

  به این صورت کهشود ماتریسی از همان نوع و مرتبه می

𝑪 = 𝑨 ± 𝑩

𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ± 𝑏𝑖𝑗

}  

در یک ماتریس ضرب شود در این صورت در تک تک  𝛼همچنین اگر اسکالری مانند 

 توان نوشتو می دهدشده و مرتبه ماتریس را تغییر نمی ضربماتریس های آن درایه

𝑪 = 𝛼𝑨

𝑐𝑖𝑗 = 𝛼𝑎𝑖𝑗

} 
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ن به ایاست مهندسی ها و نحوه تعریف آن برگرفته از مسائل کاربردی ضرب ماتریس

 برابر است با 𝑨𝑩باشد حاصلضرب  𝑩𝑁×𝑃ماتریس  و 𝑨𝑀×𝑁 ماتریس صورت که اگر

𝑪 = 𝑨𝑩

𝑐𝑖𝑗 =∑𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

𝑁

𝑘=1 }
 
 

 
 

  

ت این ضرب از قاعدة جابجائی تبعیَّواضح است که خواهد بود و  𝑪𝑀×𝑃ماتریس  که

 های مربعیماتریسهر دو  𝑩𝑁×𝑁و  𝑨𝑁×𝑁 اگرهمچنین  پذیر استولی شرکت کندنمی

𝑩𝑨در حالت کلی  دنباش ≠ 𝑨𝑩 البته کنند در ضرب از ویژگی جابجائی تبعی ت نمی

به عنوان مثال جابجاپذیر باشند هائی را یافت که در ضرب توان ماتریسهمواره می

 ها به صورتماتریس ةکلی

𝑓(𝑨) = 𝛼0𝑰 + 𝛼1𝑨 + 𝛼2𝑨
𝟐 + ⋯+ 𝛼𝑁𝑨

𝑵 

در ضرب با یکدیگر  باشند 𝑨مانند  از یک ماتریس مشخص 𝑓که تابع دلخواهی مانند 

 توان نوشتیعنی می کننداز قاعده جابجائی تبعیت می

𝑓(𝑨)𝑔(𝑨) = 𝑔(𝑨)𝑓(𝑨) 

𝑩𝑨 در حالت کلی اگر. تواند باشدهر تابع دلخواه دیگری می 𝑔به قسمی که  = 𝑨𝑩 

 صورت در ایندو ماتریس در ضرب با یکدیگر از ویژگی جابجائی تبعی ت کنند یعنی 

 یعنی رابطة زیرجابجاپذیرند نیز در ضرب  هاهر توانی از این ماتریس

 𝑩𝑛𝑨𝑚 = 𝑨𝑚𝑩𝑛 

,𝑚به ازای هر مقدار  𝑛  دیگر برقرار است و یا به عنوان مثالاعداد صحیح دلخواه نیز 

 زیر اتحادتوان گفت می

(𝑨 + 𝑩)2 = 𝑨2 + 2𝑨𝑩 + 𝑩2 

در ضرب با یکدیگر از ویژگی جابجائی  𝑨,𝑩اگر و فقط اگر دو ماتریس  برقرار است

𝑩𝑨 همچنین از رابطه حاصلضرب ماتریسی  تبعی ت کنند. = 𝑩𝑪 در حالت کلی نمی
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𝑨توان نتیجه گرفت که  = 𝑪  که ماتریس  خاصی است فقط در حالت𝑩   مربعی و

 .شودکه در ادامه فصل به آن پرداخته می شودپذیر باشد این نتیجه گرفته میمعکوس

 

 هاتقسیم بندی ماتریس  1-2-2

به زیرماتریسبه شکل دلخواه توان را می ماتریسهر  - )الف( تقسیم بندی سطری و یا ستونی

باشد و آنرا به صورت سطری تقسیم  𝑨𝑀×𝑁به عنوان مثال اگر تقسیم بندی کرد  ها

 بندی کنیم خواهیم داشت

𝑨 = {

𝒂̂1
𝒂̂2
⋮
𝒂̂𝑀

}

𝑀×𝑁

    𝒂̂𝑖 = 〈𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑁〉1×𝑁 

1  سطری به صورت یک بردار 𝒂̂𝑖به قسمی که  × 𝑁 سطر همانi ماتریس ام𝑨  است؛ و

باشد و آنرا به صورت ستونی تقسیم بندی کنیم خواهیم  𝑩𝑁×𝑃به طور مشابه اگر 

 داشت

𝑩 = 〈𝒃1   𝒃2 … 𝒃𝑃〉𝑁×𝑃    𝒃𝑖 = {

𝑏1𝑖
𝑏2𝑖
⋮
𝑏𝑁𝑖

}

𝑁×1

 

𝑁  ستونی به صورت یک بردار 𝒃𝑖به قسمی که  × در یک . است 𝑩ماتریس ام iستون 1

𝑨𝒙دستگاه معادلات جبری  = 𝒚  متشکل از با نمایش ستونی𝑀  معادله و𝑁  مجهول

 به صورت

𝑨𝒙 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

] {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} = {

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑀

}   

 به صورت ستونی داریم  𝑨با تقسیم بندی ماتریس 
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𝑨𝒙 = 〈𝒂1   𝒂2 … 𝒂𝑁〉 {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} =∑𝑥𝑖𝒂𝑖

𝑁

𝑖=1

 

برابر با ترکیب خطی در هر صورت  𝑨𝒙از حاصلضرب  به دست آمدهبه بیان دیگر بردار  

𝒙𝑇𝑩همچنین در یک دستگاه معادلات جبری  خواهد بود؛ 𝑨ستونهای ماتریس  = 𝒚𝑇 

 زیر مجهول به صورت 𝑁معادله و  𝑃متشکل از با نمایش سطری 

〈𝑥1   𝑥2 … 𝑥𝑁〉 [

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

⋯
𝑏1𝑃
𝑏2𝑃

⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑁1 𝑏𝑁2 ⋯ 𝑏𝑁𝑃

] = 〈𝑦1   𝑦2 … 𝑦𝑃〉   

 به صورت سطری داریم  𝑩با تقسیم بندی ماتریس 

𝒙𝑇𝑩 = 〈𝑥1   𝑥2 … 𝑥𝑁〉

{
 

 
𝒃̂1
𝒃̂2
⋮
𝒃̂𝑁}
 

 

=∑𝑥𝑖𝒃̂𝑖

𝑁

𝑖=1

 

برابر با در هر صورت  𝒙𝑇𝑩به دست آمده از حاصلضرب  سطری برداربه بیان دیگر 

 خواهد بود. 𝑩ماتریس ترکیب خطی سطرهای 

 

𝑪𝑀×𝑃و داشته باشیم  باشد 𝑩𝑁×𝑃و ماتریس  𝑨𝑀×𝑁اگر ماتریس  1-1 قضیه = 𝑨𝑩 این ر د

 و ستونهای آن  𝑩برابر با ترکیب خطی سطرهای  𝑪ی سطرها توان گفتمی صورت

 خواهند بود. 𝑨ترکیب خطی ستونهای 

𝑪اگر  = 𝑨𝑩  با تقسیم بندی ستونی ماتریس  در این صورتباشد𝑩 توان نوشتمی 

𝑪 = 𝑨𝑩 = 𝑨〈𝒃1   𝒃2 … 𝒃𝑃〉𝑀×𝑃
𝑪 = 〈𝑨𝒃1   𝑨𝒃2 … 𝑨𝒃𝑃〉𝑀×𝑃

}    𝒄𝑖 = 𝑨𝒃𝑖 
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در  𝑨 ضرب ماتریسبا حاصلاست  برابراست و  𝑪ام ماتریس iستون  𝒄𝑖 قسمی که به

برابر ترکیب خطی ستونهای  𝒄𝑖 (8-1بر اساس رابطة ) در نتیجه 𝑩ام ماتریس iستون 

 داریم 𝑩. به طور مشابه با تقسیم بندی سطری ماتریس خواهد بود 𝑨 ماتریس

𝑪 = 𝑨𝑩 = {

𝒂̂1
𝒂̂2
⋮
𝒂̂𝑀

}𝑩 = {

𝒂̂1𝑩

𝒂̂2𝑩
⋮

𝒂̂𝑀𝑩

}

𝒄̂𝑖 = 𝒂̂𝑖𝑩 =∑𝑎𝑖𝑗𝒃̂𝑗

𝑁

𝑗=1 }
  
 

  
 

⇒ 𝑐𝑖𝑗 = 𝒂̂𝑖𝒃𝑗     

با  شود برابراست و همانطور که مشاهده می  𝑪ام ماتریس iسطر   𝒄̂𝑖به قسمی که 

( 10-1در نتیجه بر اساس رابطة ) است 𝑩در ماتریس  𝑨ام ماتریس iحاصلضرب سطر 

 است. 𝑩طرهای ساز ترکیب خطی برابر  𝒄̂𝑖 توان گفتمی

 

هر ماتریس مشخص به  تقسیم بندیلازم به ذکر است که  - دلخواه( تقسیم بندی ب)

ها این تقسیم بندی لیکن در ضرب ماتریس خواه استبدل کاملاً به تنهائی هاماتریسزیر

وان به عن ای باشد که با قوانین ضرب ماتریسی همخوانی داشته باشندبایستی به گونه

𝑀)ماتریس یک اگر  مثال + 𝑅) × (𝑁 + 𝑃) تقسیم بندی شودزیر  به صورت 

[
𝑨𝑀×𝑁 𝑩𝑀×𝑃
𝑪𝑅×𝑁 𝑫𝑅×𝑃

]
(𝑀+𝑅)×(𝑁+𝑃)

 

𝑁)دیگر  ماتریسیک و به طور مشابه اگر  + 𝑃) × (𝑆 + 𝐾)  به صورت 

[
𝑬𝑁×𝑆 𝑭𝑁×𝐾
𝑮𝑃×𝑆 𝑯𝑃×𝐾

]
(𝑁+𝑃)×(𝑆+𝐾)

 

با این نحوة توان حاصلضرب این دو ماتریس را تقسیم بندی شود در این صورت می

 زیر نوشتبه صورت تقسیم بندی 
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[
𝑨𝑀×𝑁 𝑩𝑀×𝑃
𝑪𝑅×𝑁 𝑫𝑅×𝑃

] [
𝑬𝑁×𝑆 𝑭𝑁×𝐾
𝑮𝑃×𝑆 𝑯𝑃×𝐾

]

= [
𝑨𝑬 + 𝑩𝑮 𝑨𝑭 + 𝑩𝑯
𝑪𝑬 +𝑫𝑮 𝑪𝑭 + 𝑫𝑯

]
(𝑀+𝑅)×(𝑆+𝐾)

 

𝑀)به قسمی که ماتریس حاصل یک ماتریس  + 𝑅) × (𝑆 + 𝐾) خواهد بود 

 

 

𝑨به عنوان مثال فرض کنید ماتریس   = [
1 2 0
1 0 2

𝑩و ماتریس   [ = [
1 0 2
1 1 0
0 2 1

] 

𝑪باشد و بخواهیم حاصلضرب  = 𝑨𝑩 ماتریس  را با تقسیم بندی𝑨  به صورت زیر به

 دست آوریم

𝑨 = 〈𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐〉       𝑨𝟏𝟏 = [
1 2
1 0

],     𝑨𝟏𝟐 = {
0
2
} 

 لزوماً بایستی به صورت زیر تقسیم بندی شود 𝑩در این صورت ماتریس 

𝑩 = [
𝑩𝟏𝟏 𝑩𝟏𝟐
𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐

]    𝑩𝟏𝟏 = [
1 0
1 1

] , 𝑩𝟏𝟐 = {
2
0
} , 𝑩𝟐𝟏 = 〈0 2〉, 𝑩𝟐𝟐 = 1   

 توان نوشتتا با ضرب ماتریسها سازگار باشد و بنابراین می

𝑪 = 〈𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐〉 = 〈𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐〉 [
𝑩𝟏𝟏 𝑩𝟏𝟐
𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐

] 

𝑪𝟏𝟏 = 𝑨𝟏𝟏𝑩𝟏𝟏 + 𝑨𝟏𝟐𝑩𝟐𝟏    ,      𝑪𝟏𝟐 = 𝑨𝟏𝟏𝑩𝟏𝟐 + 𝑨𝟏𝟐𝑩𝟐𝟐  

 که با انجام عملیات ضرب زیرماتریسهای فوق خواهیم داشت

𝑪𝟏𝟏 = [
1 2
1 0

] [
1 0
1 1

] + {
0
2
} 〈0 2〉 = [

3 2
1 0

] + [
0 0
0 4

] = [
3 2
1 4

] 

𝑪𝟏𝟐 = [
1 2
1 0

] {
2
0
} + {

0
2
} 1 = {

2
2
} + {

0
2
} = {

2
4
} 

𝑪که در نهایت ماتریس برابر خواهد شد با  = [
3 2 2
1 4 4

] 
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 ترانهاده و الحاقی یک ماتریس  1-2-3

ایه سطر در 𝑎𝑖𝑗 در این صورت باشد 𝑨𝑀×𝑁 ماتریس مانطور که در قبل بیان شد اگره

i ام و ستونjاین ماتریس با  1ترانهاده ترتیب،به این  ام آن است𝑨𝑇  نمایش داده شده

 توان نوشتو به شکل ماتریسی میشود می 𝑎𝑗𝑖ام آن jام و ستون iدرایه سطر که 

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

] ⇒ 𝑨𝑇 = [

𝑎11 𝑎21
𝑎12 𝑎22

⋯
𝑎𝑀1
𝑎𝑀2

⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑁 𝑎2𝑁 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

]   

𝑩به بیان دیگر اگر  = 𝑨𝑇 توان نوشت باشد در این صورت می𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  با این تعریف

𝑨اگر داشته باشیم شود نامیده می متقارن  𝑨ماتریس مربعی  = 𝑨𝑇   و یا به بیان

𝑎𝑖𝑗اندیسی  = 𝑎𝑗𝑖 2های در حالت خاص ماتریس به عنوان مثال × 2 

𝑨 = [
3 2
2 1

]   ,      𝑩 = [
3 + 𝑖 2 − 2𝑖
2 − 2𝑖 1

] 

𝑨  ویک ماتریس متقارن حقیقی است 𝑩  همچنین ؛ است متقارن مختلطیک ماتریس

𝑨پادمتقارن است اگر  𝑨ماتریس مربعی  = −𝑨𝑇  و یا به بیان اندیسی𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖  به

2های در حالت خاص ماتریس عنوان مثال × 2 

𝑨 = [
0 2
−2 0

]   ,      𝑩 = [
0 2 + 3𝑖

−2 − 3𝑖 0
] 

𝑨  پادمتقارن حقیقی و یک ماتریس𝑩  است همانطور  مختلطپادمتقارن یک ماتریس

 .های روی قطر اصلی ماتریس پادمتقارن لزوماً صفر هستندشود درایهکه مشاهده می

توان به صورت منحصر به فرد را می 𝑨با این تعریف هر ماتریس مربعی دلخواه مانند 

 به صورت زیر تقسیم کرد دو قسمت متقارن و پادمتقارنمجموع به 

𝑎𝑖𝑗 =
1

2
(𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑗𝑖) +

1

2
(𝑎𝑖𝑗 − 𝑎𝑗𝑖)

𝑨 = 𝑨𝑆 + 𝑨𝐴 =
1

2
(𝑨 + 𝑨𝑇) +

1

2
(𝑨 − 𝑨𝑇)

} 

                                                           
1

 Transpose 
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 داریم 𝑨2×2حقیقی  ماتریسزیر برای یک  به عنوان مثال در حالت خاص

𝑨 = [
1 5
1 3

] = [
1 3
3 3

] + [
0 2
−2 0

] 

یک ماتریس به دو شکل متفاوت منحصر به فرد است چراکه اگر  ،این تجزیههمچنین 

 پادمتقارن تجزیه شده باشد داریمبه مجموع دو قسمت متقارن و مانند زیر 

𝑨 = 𝑨𝑆1 + 𝑨𝐴1
𝑨 = 𝑨𝑆2 + 𝑨𝐴2

} ⇒ (𝑨𝑆1 − 𝑨𝑆2) = (𝑨𝐴2 − 𝑨𝐴1)   

𝑨𝑆1)رابطه فوق بدان معنی است که بایستی ماتریس متقارن  − 𝑨𝑆2)   با ماتریس

𝑨𝐴2)پادمتقارن  − 𝑨𝐴1) شود هر دو برابر ماتریس صفر هستند برابر باشد که نتیجه می

𝑨𝑆1بنابراین  = 𝑨𝑆2  و𝑨𝐴2 = 𝑨𝐴1 .یعنی این تجزیه، لزوماً منحصر به فرد است 

با  یک ماتریس 𝑨𝑀×𝑁یک ماتریس قابل تعریف است؛ اگر ترانهاده هرمیتی  همچنین

 ∗𝑨با  ترانهادة مزدوج آن یاترانهاده هرمیتی صورت های مختلط باشد در ایندرایه

شود به بیان دیگر اگر می 𝑎̅𝑗𝑖ام آن jام و ستون iدرایه سطر نمایش داده شده که 

𝑩 = 𝑨̅𝑇 = 𝑨∗  باشد در این صورت𝑏𝑖𝑗 = 𝑎̅𝑗𝑖 توان و به شکل ماتریسی می خواهد بود

 نوشت

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

] ⇒ 𝑨∗ = [

𝑎̅11 𝑎̅21
𝑎̅12 𝑎̅22

⋯
𝑎̅𝑀1
𝑎̅𝑀2

⋮ ⋱ ⋮
𝑎̅1𝑁 𝑎̅2𝑁 ⋯ 𝑎̅𝑀𝑁

]   

با   𝑨ماتریس مربعی  به این صورت که شودمتعاقباً ماتریس هرمیتی تعریف می

𝑨های مختلط، هرمیتی است اگر درایه = 𝑨∗  و یا به بیان اندیسی𝑎𝑖𝑗 = 𝑎̅𝑗𝑖   به باشد

 ماتریس زیر 𝑨2×2در حالت خاص  عنوان مثال

𝑨2×2 = [
1 1 + 𝑖

1 − 𝑖 3
] 

های روی قطر اصلی شود درایهیک ماتریس هرمیتی است و همانطور که مشاهده می

پادهرمیتی است اگر داشته   𝑨همچنین ماتریس مربعی آن لزوماً حقیقی هستند؛ 
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𝑨باشیم  = −𝑨∗  و یا به بیان اندیسی𝑎𝑖𝑗 = −𝑎̅𝑗𝑖 در حالت خاص  به عنوان مثال𝑨2×2 

 ماتریس زیر

𝑨2×2 = [
2𝑖 1 + 𝑖

−1 + 𝑖 𝑖
] 

های روی قطر هشود درایهرمیتی است و همانطور که مشاهده مییک ماتریس پاد

های مختلط هر ماتریس مربعی با درایه بنابراین اً موهومی محض هستند.اصلی آن لزوم

توان به صورت منحصر به فرد به دو قسمت هرمیتی و پادهرمیتی تقسیم را می 𝑨مانند 

 کرد

𝑎𝑖𝑗 =
1

2
(𝑎𝑖𝑗 + 𝑎̅𝑗𝑖) +

1

2
(𝑎𝑖𝑗 − 𝑎̅𝑗𝑖)

𝑨 =
1

2
(𝑨 + 𝑨∗) +

1

2
(𝑨 − 𝑨∗)

} 

توان ثابت کرد که این تجزیه، منحصر به فرد است حالت قبل میکه با استدلالی مشابه 

 داریم 𝑨2×2مختلط  ماتریسزیر برای یک  به عنوان مثال در حالت خاص

𝑨 = [
1 + 2𝑖 5 − 3𝑖
1 − 𝑖 3 − 𝑖

] = [
1 3 − 𝑖

3 + 𝑖 3
] + [

2𝑖 2 − 2𝑖
−2 − 2𝑖 −𝑖

] 

ارن های حقیقی، متقاخیر کاملاً واضح است که یک ماتریس هرمیتی با درایهاریف با تع

های حقیقی، پادمتقارن است و یا به بیان دیگر است و هر ماتریس پادهرمیتی با درایه

یک ماتریس متقارن حقیقی حالت خاصی از یک ماتریس هرمیتی است و یک ماتریس 

 پادمتقارن حقیقی، پادهرمیتی است. 

 

 دستگاه معادلات جبری  1-2-4

هر چند به صورت مختصر در انتهای این فصل و به طور مفصل در فصل آینده به حل 

شرایط وجود جواب برای آن پرداخته  سازگاری و بررسیدستگاه معادلات جبری و 

ود شرایط وجختصری به شکل مفهومی به یادآوری مشود لیکن در اینجا لازم است می

 ؛ به طور کلی هر دستگاه معادلات جبریشودبعادلات جبری یک دستگاه مجواب برای 
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𝑨𝒙توان به صورت ماتریسی را می مجهول 𝑁معادله و  𝑀 شامل = 𝒃  و یا به شکل زیر

 نوشت 

𝑨𝒙 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

] {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} = {

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑀

} = 𝒃 

ماتریس ضرایب نامیده میاصطلاحاً یک ماتریس مشخص است که  𝑨𝑀×𝑁به قسمی 

𝒃که اگر  یک بردار مشخص است 𝒃𝑀×1بردار مجهولات و  𝒙𝑁×1شود،  = برابر صفر  𝟎

𝑨𝒙 باشد دستگاه معادلات =  𝑀 لزوماًلازم به ذکر است که  .شودهمگن نامیده می 𝟎

د توانتعداد معادلات مستقل نمی و همچنینت مستقل نیست به معنای تعداد معادلا

 بیشتر از تعداد مجهولات باشد چراکه به منزلة وجود تناقض در ساختار معادلات است.

 

𝑨𝒙برای دستگاه همگن  الف( دستگاه همگن: = 𝑀ی که در حالت 𝟎 < 𝑁  باشد بدان

معنی است که تعداد معادلات مستقل لزوماً کمتر از تعداد مجهولات است و لذا 

 درلیکن و اصطلاحاً دستگاه دارای حل غیربدیهی است.  نهایت جواب داردبی ،دستگاه

𝑀حالتی که  ≥ 𝑁  توان به صراحت در مورد وجود و یا عدم وجود جواب نمیباشد

ت تعداد مجهولا بابرابر بزرگتر و یا  تعداد معادلات مستقل اظهار نظر کرد لیکن اگر

𝑨𝒙توان به صراحت گفت که دستگاه همگن می باشد = ی حل بدیهی صرفاً دارا 𝟎

𝒙 =  .است 𝟎

 

𝑨𝒙شرط وجود جواب برای دستگاه ناهمگن  همگن:ناالف( دستگاه  = 𝒃  آن است که

 حال ؛سازگار باشدو یا اصطلاحاً باشد  ر معادلات مستقل، تناقض ذاتی وجود نداشتهد

𝑨𝒙ناهمگن  معادلات دستگاهبا فرض اینکه  = 𝒃  تعداد معادلات مستقل  بوده وسازگار

تعداد  که لیکن در حالتی داشتهنهایت جواب بی ،دستگاه باشدکمتر از تعداد مجهولات 

𝑨𝒙توان گفت که دستگاه تعداد مجهولات باشد می با برابر مستقل معادلات = 𝒃  دارای

داد تع بزرگتر ازدر نهایت اگر تعداد معادلات مستقل  و استمنحصر به فرد حل یک 



 ها و عملیات مقدماتی سطریماتریس                                                                                                                13         

معادلات بوده و  ساختارمجدداً به منزلة وجود تناقض و ناسازگاری در د باشمجهولات 

 .نیستدستگاه دارای حل 

 

و  به عنوان مثال دستگاه معادلات شامل دو معادله و سِه مجهول زیر ناسازگار بوده

 دارای حل نیست

𝑨𝒙 = [
1 2 1
2 4 2

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

1
3
} 

سازگار بوده و بی زیرو دو مجهول در حالی که دستگاه معادلات شامل سِه معادله 

 نهایت جواب دارد

𝑨𝒙 = [
1 2
2 4
3 6

] {
𝑥1
𝑥2
} = {

1
2
3
} 

 

 هاویژگی ماتریس  1-3

 ماتریس همانی  1-3-1

𝑁 مربعی ماتریس × 𝑁 با نماد استاندارد 𝑰𝑁  های روی قطر اصلی آن برابر تنها درایهکه

 ینمایش اندیس؛ شودنامیده می 1ماتریس همانید نصفر باش هاو بقیة درایه واحد بوده

 𝛿𝑖𝑗 مادبا ناست که دلتای کرونیکر نام معروفی به مرتبة دوم تانسور  ،ماتریس همانی

 توان نوشتو می شودداده مینمایش 

                                                           
1

 Identity Matrix 
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𝑰𝑁 = [

1
1

⋱
1

] = 〈𝒆1   𝒆2 ⋯ 𝒆𝑁〉

𝒆1 = {

1
0
⋮
0

}     𝒆2 = {

0
1
⋮
0

}    ⋯      𝒆𝑁 = {

0
0
⋮
1

}

𝛿𝑖𝑗 = {
1  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 𝑗
0  𝑓𝑜𝑟  𝑖 ≠ 𝑗

    𝑖, 𝑗 = 1,2, …𝑁
}
 
 
 
 

 
 
 
 

   

𝒆̂𝑖ام آن برابر iو سطر  ام ماتریس همانی استiستون  𝒆𝑖به قسمی که  = 𝒆𝑖
𝑇  خواهد

در واقع  همانی واضح است که ماتریسها با توجه به نحوة تعریف ضرب ماتریس؛ بود

 داریم 𝑨𝑁×𝑁 دلخواه ضرب است یعنی به ازای هر ماتریساین عضو خنثی 

𝑨𝑰 = 𝑰𝑨 = 𝑨 

را میبا تقسیم بندی ستونی آن  𝑰𝑁در ماتریس همانی  𝑨𝑁×𝑁 حاصلضرب ماتریس 

 توان به صورت زیر نوشت

𝑨𝑰𝑁 = 𝑨〈𝒆1   𝒆2 ⋯ 𝒆𝑁〉

𝑨 = 〈𝑨𝒆1   𝑨𝒆2 ⋯ 𝑨𝒆𝑁〉
𝒂𝑖 = 𝑨𝒆𝑖

}   

𝒂𝑖برابر با  𝑨ام ماتریس iیعنی ستون  = 𝑨𝒆𝑖  و با استدلال مشابه است به همین ترتیب

𝒂̂𝑖برابر است با  𝑨ماتریس ام iسطر  که توان نشان دادمی = 𝒆𝑖
𝑇𝑨  همچنین درایهو 

𝑎𝑖𝑗 توان به صورت را می𝑎𝑖𝑗 = 𝒆𝑖
𝑇𝑨𝒆𝑗 .نوشت 

 

 ماتریس معکوس  1-3-2

را  معکوس یک ماتریستوان می همانی ماتریسبا تعریف  - های غیرمربعیالف( ماتریس

وجود داشته باشد   𝑿𝑁×𝑀 ماتریس و باشد دلخواه یک ماتریس 𝑨𝑀×𝑁 اگرتعریف کرد؛ 

𝑿𝑨به قسمی که  = 𝑰𝑁 در اینصورت 𝑿 معکوس چپ 𝑨 اگر و 𝑨𝑿 = 𝑰𝑀 در اینصورت 

𝑿 معکوس راست ماتریس 𝑨 مربعی غیرماتریس یک  برایکه البته  شودنامیده می
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توان گفت به طور خلاصه می .همواره یکی از معکوسهای چپ و یا راست وجود دارد

که اگر ماتریسی دارای ستونهای مستقل باشد معکوس چپ و اگر دارای سطرهای 

مستقل باشد معکوس راست دارد که البته منحصر به فرد هم نخواهد بود به عنوان 

 مثال در ذیل برای یک ماتریس غیرمربعی وجود معکوس بررسی شده است.

 

و در مورد وجود و یا عدم وجود معکوس چپ و یا راست،  ماتریس زیر را در نظر بگیرید

 بحث کرده و در صورت امکان آن را به دست آورید.

𝑨 = [
1 2 0
−1 0 1

] 

وجود داشته به قسمی  𝑩3×2وجود معکوس چپ بدان معنی است که ماتریس حل: 

𝑩𝑨 = 𝑰3 که در این صورت بایستی داشته باشیم 

𝑩𝑨 = [

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22
𝑏31 𝑏32

] [
1 2 0
−1 0 1

] = [
1

1
1

] 

مجهول  6معادله و  9واضح است که رابطة فوق منجر به یک دستگاه معادلات جبری با 

که با نوشتن معادلات نتیجه میشود تعداد معادلات مستقل بیشتر از تعداد  خواهد شد

ن ایته شد فمجهولات است یعنی به تناقض منجر شده و لذا جواب ندارد. چنانکه گ

 .توان برای آن معکوس راست پیدا کردو میماتریس دارای رتبه سطری کامل است 

وجود داشته به قسمی    𝑩3×2وجود معکوس راست بدان معنی است که ماتریس 

𝑨𝑩 = 𝑰2 به این صورت که که در این صورت بایستی داشته باشیم 

𝑨𝑩 = [
1 2 0
−1 0 1

] [

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22
𝑏31 𝑏32

] = [
1 0
0 1

]   

 شودیک دستگاه معادلات جبری زیر میکه منجر به 

{

𝑏11 + 2𝑏21 = 1
−𝑏11 + 𝑏31 = 0
𝑏12 + 2𝑏22 = 0
−𝑏12 + 𝑏32 = 1

   ⇒   𝑩 = [

1 − 2𝛼 −2𝛽
𝛼 𝛽

1 − 2𝛼 1 − 2𝛽
]    𝛼, 𝛽 ∈ ℂ 
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شود منجر به یک دستگاه چهار معادله و شش مجهول همانطور که مشاهده می

نهایت جواب به شکل کلی نوشته شده در فوق دارد که به ازای مقادیر گردد که بیمی

,𝛼دلخواه  𝛽 آیند.عضو میدان اعداد مختلط به دست می 

 

یک ماتریس را رُتبة  (4-2-2)ر.ک سطرهای مستقل  تعداد - های مربعی( ماتریسب

ماتریس یک آن ماتریس گویند.  2و تعداد ستونهای مستقل آنرا رُتبه ستونی 1طریس

اگر معکوس پذیر باشد و دراین صورت معکوس چپ شود نامیده می مربعی غیرمنفرد

 𝑨معکوس چپ ماتریس  𝑪معکوس راست و  𝑩اگر  و راست آن با هم برابرند چراکه

 توان نوشتباشد می

𝑨𝑩 = 𝑰
𝑪𝑨 = 𝑰

}  

𝑨𝑩با ضرب از سمت چپ رابطة  = 𝑰  در ماتریس𝑪 پذیری و با توجه به ویژگی شرکت

𝑪𝑨و همچنین جایگذاری رابطة ها ضرب ماتریس = 𝑰 خواهیم داشت 

⇒  𝑪(𝑨𝑩) = (𝑪𝑨)𝑩  ⇒  𝑩 = 𝑪 

بنابراین نمایش داده و  𝑨−1آنرا با نماد ، معکوس 𝑨در صورت غیرمنفرد بودن ماتریس 

𝑨𝒙حل منحصر به فرد دستگاه معادلات   = 𝒃 توان به صورت را می𝒙 = 𝑨−1𝒃 .نوشت 

 

 

1−(𝑨𝑩)پذیر باشند در این صورت هر دو معکوس 𝑩و  𝑨های اگر ماتریس = 𝑩−1𝑨−1 

 چرا که 

(𝑨𝑩)(𝑨𝑩)−1 = 𝑨𝑩𝑩−1𝑨−1 = 𝑨𝑰𝑨−1 = 𝑰 

                                                           
1

Row Rank 
2

Column Rank 
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1−(𝑨𝑩…𝑪)و به طور کلی  = 𝑪−1…𝑩−1𝑨−1 تواند به عنوان همچنین خواننده می

𝑇(𝑨𝑩)تمرین نشان دهد   = 𝑩𝑇𝑨𝑇  و به طور کلی(𝑨𝑩…𝑪)𝑇 = 𝑪𝑇 …𝑩𝑇𝑨𝑇  و نیز

همچنین ترانهاده معکوس یک ماتریس با معکوس ترانهاده آن برابر است و به طور 

1−(𝑨𝑇)توان نوشت خلاصه می = (𝑨−1)𝑇 = 𝑨−𝑇 

 

صفر باشد در این برابر  𝑨 اگر یک یا چند ستون از ماتریس - ج( ویژگی معکوس پذیری

ام این iستون  آن ماتریس معکوس پذیر نیست چراکه اگر به عنوان نمونهصورت 

𝒂𝑖ماتریس برابر صفر باشد =  𝑿در این صورت به ازای هر ماتریس دلخواهی مانند   𝟎

 داریم 𝑨ماتریس  که از سمت چپ در آن ضرب شود با تقسیم بندی ستونی

𝑿𝑨 = 𝑿〈𝒂1   𝒂2 … 𝒂𝑁〉
𝑿𝒂𝑖 = 𝟎 ≠ 𝒆𝑖

} 

𝑿𝒂𝑖بنابراین  = تواند و لذا نمیبرابر صفر خواهد شد  𝑿𝑨ام حاصلضرب iیعنی ستون  𝟎

انند م ی؛ همچنین اگر چند ستون از ماتریسشودبرابر ماتریس همانی  این حاصلضرب

𝑨  باشند در این صورت آن ماتریس معکوس پذیر نیست چراکه چند  وابستهبه یکدیگر

برابر  𝑿𝑨 تواندلذا نمیوابسطه شده و در آن  𝑿ستون از حاصلضرب هر ماتریسی مانند 

 .نکات فوق برقرار است و به استدلال مشابه در مورد سطرها نیز ماتریس همانی باشد

 

 ماتریس متعامد و یکانی 1-3-3

 ماتریس و یکانی را تعریف کرد؛ متعامد هایماتریستوان با تعریف ماتریس معکوس می

بردارهای سطری و یا بردارهای اگر  است  1متعامدهای حقیقی، با درایه  𝑨 مربعی

𝑨𝑇𝑨اگر ؛ ن بر هم عمود باشندآستونی  = 𝑰  باشد یعنی بردارهای ستونی آن بر هم

𝑨𝑨𝑇عمودند و اگر  = 𝑰  هم حال اگر باشد یعنی بردارهای سطری آن بر هم عمودند؛

                                                           
1

 Orthogonal Matrix 
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ین ابردارهای سطری و هم بردارهای ستونی بر یکدیگر عمود باشند بدان معناست که 

 داریمو در واقع هم هستند  یک هبردارها 

𝑨𝑇𝑨 = 𝑨𝑨𝑇 = 𝑰

∑𝑎𝑖𝑘𝑎𝑗𝑘 =∑𝑎𝑘𝑖𝑎𝑘𝑗

𝑁

𝑘=1

𝑁

𝑘=1

= 𝛿𝑖𝑗
} 

بوده و متعامد باشند  یک همربع که بردارهای سطری آن ماتریس هر در  به بیان دیگر

ی المثن .و برعکس بودخواهند  بر هم عمودو  یک هنیز  یستوندر این صورت بردارهای 

های مختلط منجر به تعریف ماتریس یکانی های با درایهماتریس متعامد در ماتریس

 است اگر داشته باشیم 1یکانی 𝑨شود ماتریس می

𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨 = 𝑰

∑𝑎𝑖𝑘𝑎̅𝑗𝑘 =∑𝑎𝑘𝑖𝑎̅𝑘𝑗

𝑁

𝑘=1

𝑁

𝑘=1

= 𝛿𝑖𝑗
} 

های مختلط، یک ه بوده و بر هم در واقع در این ماتریس سطرها و ستونها با درایه

لی مدوهای حقیقی، همان متعامد یکانعمودند. واضح است که ماتریس یکانی با درایه

 .(Kreyszig, 2011)است 

 

}نوان مثال در فضای دوبعدی بردارهای به ع
1
2
} , {

−2
1
دو به دو بر هم عمودند حال   {

 قرار دهیم داریم 𝑨2×2اگر آنها را یک ه کرده و در ستونهای یک ماتریس مربعی 

𝑨 =
1

√5
[
1 −2
2 1

]⇒ 𝑨−1 = 𝑨𝑻 =
1

√5
[
1 2
−2 1

] 

 خواهیم دید که یک ماتریس متعامد به دست آمد

                                                           
1

 Unitary Matrix 



 ها و عملیات مقدماتی سطریماتریس                                                                                                                19         

 

 

} بردارهایدیگر در فضای سِه بعدی به عنوان مثال 
1
1
1
} , {

1
−2
1
} , {

1
0
−1
دو به دو بر هم   {

قرار دهیم  𝑨3×3مربعی  ستونهای یک ماتریسدر کرده و  یک هعمودند حال اگر آنها را 

 داریم

𝑨 =  

[
 
 
 
 
 
 
1

√3

1

√6

1

√2
1

√3

−2

√6
0

1

√3

1

√6

−1

√2]
 
 
 
 
 
 

⇒ 𝑨−1 = 𝑨𝑇 = 

[
 
 
 
 
 
 
1

√3

1

√3

1

√3
1

√6

−2

√6

1

√6
1

√2
0

−1

√2]
 
 
 
 
 
 

 

و لذا یک ماتریس  و بر هم عمودند یک هخواهیم دید که سطرهای این ماتریس نیز 

 .متعامد خواهیم داشت

 

 

در مورد نکات و مشکلات  ساده با حل یک معادلة ماتریسی هداین مثال سعی شدر 

𝑨2رابطه دید مناسبی به خواننده محترم داده شود. آن  = 𝑩  را در نظر بگیرید در این

نامید لیکن ممکن است ماتریسی جذر نداشته باشد به  𝑩 توان جذر را می 𝑨صورت 

 ماتریس عنوان مثال

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]
2

= [
0 1
0 0

] 

 جذر ندارد چراکه با حل معادلات حاصله به صورت
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𝑎2 + 𝑏𝑐 = 0
𝑏(𝑎 + 𝑑) = 1

𝑐(𝑎 + 𝑑) = 0

𝑏𝑐 + 𝑑2 = 0

} 

 هر دو رابطة زیر برقرار باشند بایستیاز دو معادله میانی 

𝑎 + 𝑑 ≠ 0
𝑐 = 0

} 

 شودنتیجه میچهارم  در نتیجه از معادلات اول و

𝑎 = 𝑑 = 0 

ماتریسی ممکن است یعنی ماتریس فوق فاقد جذر است لیکن  رسدکه به تناقض می

را به صورت زیر در نظر  نهایت جذر داشته باشد به عنوان مثال ماتریس همانیبی

𝜃∀بگیرید که به ازای هر مقدار حقیقی  ∈ ℝ  در رابطة𝑨2 = 𝑩 صدق میکند 

[
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃 −𝑐𝑜𝑠 𝜃

] × [
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃 −𝑐𝑜𝑠 𝜃

] = [
1 0
0 1

]  ∀𝜃 ∈ ℝ 

توان شود و میهای فوق نمیالبته جذرهای ماتریس همانی صرفاً محدود به ماتریس

 صدق کنند به عنوان مثالفوق های دیگری نیز به دست آورد که در رابطة ماتریس

[
−1 −2
0 1

] × [
−1 −2
0 1

] = [
1 0
0 1

] 

 

 های معادل سطریماتریس  1-4

 عملیات مقدماتی سطری 1-4-1

  ساز ماتری اسکالر مخالف صفر در یک سطریک حاصلضرب  :نوع اولعملیات 

  دلخواه از یک ماتریس تعویض دو سطر :ومنوع دعملیات 

  تعویض یک سطر با مجموع همان سطر و حاصلضرب  :وع سومنعملیات

 اسکالر در سطر دیگر
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سطری شامل سِه عمل ترکیب شود عملیات مقدماتی همانطور که مشاهده می

تغییری در حل انجام شود  𝑨اگر بر روی ماتریس سطرهای یک ماتریس است که 

𝑨𝒙 همگن دستگاه معادلات جبری = و همینطور اگر بر روی  کندحاصل نمی  𝟎

𝑨𝒙انجام شود تغییری در حل دستگاه معادلات جبری  [𝑨 ⧘ 𝒃]ماتریس افزوده  = 𝒃 

عملیات مقدماتی سطری یک ماتریس مقدماتی وجود دارد کند. نظیر هر حاصل نمی

به این صورت شود؛ که در واقع از انجام آن عملیات بر روی ماتریس همانی حاصل می

 توان نوشتمقدماتی باشد می هایعملگر از ییک 𝑒اگر که 

𝑒(𝑨) = 𝑬𝑨

𝑬 = 𝑒(𝑰)
} 

نظیر عملیات های مقدماتی باشد در این صورت ماتریس  𝑨2×2به عنوان مثال اگر 

 توان به صورت زیر نوشتسطری را به ترتیب می

𝑬1 = [
𝛼 0
0 1

]      𝑬2 = [
0 1
1 0

]       𝑬3 = [
1 0
𝛼 1

]       𝛼 ≠ 0  

این تمامی توان دریافت که میسطری مقدماتی ملیات با دقت در ماهیت تعریفی ع

و با انجام  های مقدماتی معکوس پذیرندماتریسو به تبع  ندمعکوس پذیر عملیات

های مقدماتی نیز ملیات مقدماتی بر روی ماتریس همانی معکوس ماتریسعکس هر ع

 آیندبه دست می

𝑬1
−1 = [

1/𝛼 0
0 1

]      𝑬2
−1 = [

0 1
1 0

]       𝑬3
−1 = [

1 0
−𝛼 1

]  

بدل شده باشد  𝑩به ماتریس  𝑨سطری متعدد ماتریس مقدماتی اگر با انجام عملیات 

𝑨آن را با نماد  وبوده  معادل سطری یکدیگر در این صورت این دو ماتریس ∼ 𝑩 

یک رابطه هم  معادل سطری بودن، ودشمی مشاهدههمانطور که و دهند مینمایش 

 باشدارزی است یعنی دارای سِه ویژگی انعکاسی، تقارن و تعد ی می

𝑨 ∼ 𝑨
𝑨 ∼ 𝑩 ⇔  𝑩 ∼ 𝑨

𝑨 ∼ 𝑩 , 𝑩 ∼ 𝑪 ⇒  𝑨 ∼ 𝑪
} 
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توان به یک میهر ماتریس دلخواه را نوع دوم و سوم با انجام عملیات مقدماتی سطری 

یک ماتریس توان آنرا به میمربعی باشد ماتریسی ای بدل کرد و اگر ماتریس بالاذوزنقه

 .بالامثلثی بدل کرد

 

ای بدل با انجام عملیات مقدماتی سطری ماتریس زیر را به یک ماتریس بالاذوزنقه

 و همچنین ماتریسهای مقدماتی نظیر را مشخص کنید کنید

𝑨 = [

1
1
1
1

0
1
2
1

1
3
5
3

0
0
1
−1

2
5
9
4

] 

های ستون اول در سطرهای دوم به بعد را صفر ابتدا با عملیات نوع سوم کلیه درایه

دهیم؛ کنیم یعنی منفی سطر اول را با سطر دیگر جمع کرده و به جای آن قرار میمی

 آیدبه دنبال انجام این عملیات ماتریس مقدماتی نظیر نیز به دست می

𝑨~𝑨1 = 𝑬1𝑨 = [

1
0
0
0

0
1
2
1

1
2
4
2

0
0
1
−1

2
3
7
2

]      𝑬1 = [

1 0
−1 1

0 0
0 0

−1 0
−1 0

1 0
0 1

] 

های ستون دوم در سطرهای سوم به حال مجدداً با انجام عملیات مشابه کلیه درایه

کنیم یعنی منفی ضریبی از سطر دوم را با سطر دیگر جمع کرده و به بعد را صفر می

 آیددهیم؛ ماتریس مقدماتی نظیر نیز به دست میجای آن قرار می

𝑨1~𝑨2 = 𝑬2𝑨1 = [

1
0
0
0

0
1
0
0

1
2
0
0

0
0
1
−1

2
3
1
−1

]      𝑬2 = [

1
0
0
0

0
1
−2
−1

0
0
1
0

0
0
0
1

] 

ای است که در یک مرحله بالاذوزنقهشود حاصل یک ماتریس همانطور که مشاهده می

 با انجام یک عملیات دیگر سطر آخر را نیز صفر کرد تواندیگر می

𝑨2~𝑨3 = 𝑬3𝑨2 = [

1 0 1
0 1 2

0 2
0 3

0 0 0
0 0 0

1 1
0 0

]      𝑬3 = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
1 1

] 
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پذیری در با توجه به ویژگی شرکت های مقدماتی را به ترتیب اثر دهیماگر ماتریس

 ها داریمضرب ماتریس

𝑨3 = 𝑬3𝑬2𝑬1𝑨 = 𝑺𝑨      

 𝑺 = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
1 1

] [

1
0
0
0

0
1
−2
−1

0
0
1
0

0
0
0
1

] [

1 0
−1 1

0 0
0 0

−1 0
−1 0

1 0
0 1

] = [

1
−1
1
1

0
1
−2
−3

0
0
1
1

0
0
0
1

] 

𝑨3 = 𝑺𝑨 = [

1
−1
1
1

0
1
−2
−3

0
0
1
1

0
0
0
1

] [

1
1
1
1

0
1
2
1

1
3
5
3

0
0
1
−1

2
5
9
4

] 

های مقدماتی که از حاصلضرب ماتریس  𝑺شود ماتریس میهمانطور که مشاهده 

با توجه به روند بررسی  معکوس پذیر است. مثلثی وپائین ماتریس حاصل شده یک

 توان قضیه زیر را مطرح کرد.این مثال و همچنین تعریف ماتریسهای مقدماتی می

 

بدل  𝑩طی انجام متعدد عملیات مقدماتی سطری به ماتریس  𝑨اگر ماتریس  2-1 قضیه

𝑩وجود دارد به قسمی که  𝑺پذیر شده باشد در این صورت ماتریس معکوس = 𝑺𝑨 

طی انجام عملیات مقدماتی سطری به  𝑨مطابق مثال حل شده فرض کنید ماتریس 

پذیر مقدماتی به صورت زیر وجود های معکوسبدل شده است لذا ماتریس 𝑩ماتریس 

 دارند 

𝑨~𝑨1 , 𝑨1~𝑨2 , … , 𝑨𝑁−1~𝑩 
𝑨1 = 𝑬1𝑨
𝑨2 = 𝑬2𝑨1

⋮
𝑩 = 𝑬𝑁𝑨𝑁−1 }

 
 

 
 

⇒ 𝑩 = 𝑬𝑁𝑬𝑁−1…𝑬2𝑬1𝑨  

 شودها نتیجه میپذیری ضرب ماتریسبا توجه به شرکت

𝑩 = 𝑺𝑨
𝑺 = 𝑬𝑁𝑬𝑁−1…𝑬2𝑬1

𝑺−1 = (𝑬1)
−1(𝑬2)

−1…(𝑬𝑁−1)
−1(𝑬𝑁)

−1
} 

 معکوس پذیر است. 𝑺پذیرند لذا ماتریس های مقدماتی معکوسو چون ماتریس
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گفته شد با انجام عملیات مقدماتی سطری هر ماتریس دلخواه همانطور که در قبل 

های بدل کرد؛ حال اگر یکی از درایه 𝑼 توان به یک ماتریس بالامثلثیرا می 𝑨 مربعی

روی قطر اصلی ماتریس بالامثلثی برابر صفر باشد در این صورت آن ماتریس منفرد 

 صفر ایجاد کرد سطران یک توسطری میمقدماتی است چراکه با انجام مجدد عملیات 

های روی قطر اصلی یک ماتریس مثلثی صفر نباشد همچنین اگر هیچ یک از درایه

توان آنرا با انجام عملیات مقدماتی سطری به ماتریس همانی بدل کرد که به عنوان می

 نمونه مثالهای زیر ارائه شده است.

 

 یس منفرد است چرا کهاین ماتر ماتریس زیر را در نظر بگیرید به عنوان مثال

𝑼 = [

1 2
0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

2 4
0 6

]~ [

1 2
0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

0 2
0 6

]~ [

1 2
0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

0 2
0 0

] 

دهیم و سپس سطر سوم، منفی دو برابر سطر دوم را به جای سطر سوم قرار میابتدا 

سطر چهارم منفی سه برابر سطر سوم را به جای سطر چهارم قرار در مرحلة بعدی، 

 .دارای یک سطر صفر است شود که ماتریس حاصلدهیم مشاهده میمی

 

ماتریس مثلثی زیر غیرمنفرد است و معادل سطری با ماتریس همانی  به عنوان مثال

 است چرا که

𝑨 = [

1 2
0 2

1 1
2 6

0 0
0 0

3 9
0 6

]~ [

1
0
0
0

2
1
0
0

1
1
1
0

1
3
3
1

]~ [

1
0
0
0

0
1
0
0

−1
1
1
0

−5
3
3
1

] 
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~ [

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

−2
0
3
1

]~ [

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

] 

 که ماتریسهای مقدماتی نظیر عملیات فوق به ترتیب عبارتند از

𝑺 = [

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

2
0
−3
1

] [

1
0
0
0

0
1
0
0

1
−1
1
0

0
0
0
1

] [

1
0
0
0

−2
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

] [

1
0
0
0

0
1/2
0
0

0
0
1/3
0

0
0
0
1/6

] 

 پذیر است و معکوسیک ماتریس بالامثلثی به صورت زیر نیز  𝑺که حاصل 

𝑺 = [

1
0
0
0

−1
1/2
0
0

1/3
−1/3
1/3
0

1/3
0

−1/2
1/6

] 

است.  𝑨برابر معکوس ماتریس  𝑺ماتریس شود در این مثال مشاهده میو همانطور که 

توان با انجام عملیات سطری مقدماتی به بنابراین هر ماتریس مثلثی غیرمنفرد را می

توان در دو ماحصل و چکیده مطالب و مثالهای اخیر را می .ماتریس همانی بدل کرد

 قضیة زیر خلاصه کرد.

توان گفت هر ماتریس مربعی بر اساس مطالب مطرح شده در فوق می 3-1 قضیه

 ریس همانی استغیرمنفرد معادل سطری با مات

 

 [ 𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁]را به شکل افزوده با ماتریس همانی   𝑨𝑁×𝑁اگر ماتریس مربعی  4-1 قضیه

در این صورت  [ 𝑰𝑁  ⧘  𝑩𝑁×𝑁] ~ [ 𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁] به قسمی کهدر کنار هم قرار دهیم 

𝑩 = 𝑨−𝟏  خواهد بود چراکه طبق قضیه قبل ماتریس معکوس پذیر 𝑺  وجود دارد به

[𝑰 ⧘  𝑩] قسمی که = 𝑺 [𝑨 ⧘  𝑰] =  [𝑺𝑨 ⧘  𝑺]  یعنی𝑺 = 𝑩 = 𝑨−𝟏 .است 
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 ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی 1-4-2

توان به یک ماتریس تحویل با انجام عملیات مقدماتی سطری هر ماتریس دلخواه را می

 یافته سطری پلکانی بدل کرد که دارای مشخصات زیر است

  دارندسطرهای صفر بعد از سطرهای غیرصفر قرار 

  برابر واحد است ،درایه مقدم غیر صفر هر سطربه شکل پلکانی 

  در هر سطر دیگری برابر صفر است و پائین درایه مقدم غیر صفر، بالااعداد 

س طی انجام عملیات مقدماتی سطری به یک ماتریزیر  𝑨 به عنوان مثال ماتریس

 شودتحویل یافته سطری پلکانی بدل می

𝑨 = [

1 0 1
1 1 3

0 2
0 5

1 2 5
1 1 3

1 9
−1 4

]~ [

1 0 1
0 1 2

0 2
0 3

0 0 0
0 0 0

1 1

0 0

] 

های مقدم مشخص شده غیر صفر واحد به صورت شود درایههمانطور که مشاهده می

اضح است که سطرهای غیر صفر ماتریس وکنند؛ پلکانی در سطرهای ماتریس تغییر می

عداد سطرهای مستقل و یا همان تحویل یافته سطری پلکانی مستقل بوده و مبیِّن ت

ماتریس تحویل یافته گفت توان همچنین می دنباشاتریس میسطری یک م رتبة

های منفرد و یا غیرمربعی است ماتریس همانی برای ماتریس یاالمثن، سطری پلکانی

چراکه اگر ماتریس مربعی غیرمنفرد باشد ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی آن 

 غیرمنفرد ماتریساگر به عنوان مثال  همان ماتریس همانی خواهد شد.

𝑨 = [
2 1 0
2 0 1
1 1 1

] 

ود شاتریس تحویل یافته سطری پلکانی بدل مطی انجام عملیات مقدماتی سطری به 

 به ماتریس

𝑨~ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 
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عبارتند از اینکه  شودشود. ملاحظاتی که از تعریف فوق برداشت میهمانی بدل می

ه و داشتبرای یک ماتریس دلخواه، ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی وجود اولاً 

هائی که معادل سطری یکدیگرند ماتریس تحویل اتریس؛ ثانیاً ممنحصر به فرد است

معادل سطری    𝑨𝑁×𝑁ماتریس مربعی و ثالثاً  یافته سطری پلکانی یکسانی دارند

𝑨𝒙ماتریس همانی است اگر و فقط اگر دستگاه معادلات  = صرفاً دارای حل بدیهی  𝟎

𝒙 =  باشد  𝟎

 

 داده شده به صورت زیر معادل سطری یکدیگرند 𝑩و   𝑨های ماتریسثابت کنید 

𝑨 = [
3 6
1 2

4 2
2 1

1 2 1 1
]      𝑩 = [

5 10
1 2

4 2
0 0

5 10 6 4
] 

ابتدا با انجام عملیات سطری مقدماتی ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی هر یک از 

عبارت  𝑨در ابتدا ماتریس  آوریماین دو ماتریس را به صورت جداگانه به دست می

 است از

𝑨 = [
3 6
1 2

4 2
2 1

1 2 1 1
]~ [

1 2
3 6

2 1
4 2

1 2 1 1
]~ [

1 2
0 0

  2    1
−2 −1

0 0 −1     0
]

⟹    𝑨~ [
1 2
0 0

2 1
1 0

0 0 2 1
]~ [

1 2
0 0

0 1
1 0

0 0 0 1
]~ [

1 2

0 0

0 0
1 0

0 0 0 1
]

}
 
 

 
 

 

 عبارت است از 𝑩و همینطور ماتریس 

𝑩 = [
5 10
1 2

4 2
0 0

5 10 6 4
]~ [

1 2
5 10

0 0
4 2

5 10 6 4
]~ [

1 2
0 0

0 0
4 2

0 0 6 4
]

⟹ 𝑩~ [
1 2
0 0

0 0
12 6

0 0 12 8
]~ [

1 2
0 0

0 0
2 1

0 0 0 2
]~ [

1 2

0 0

0 0
1 0

0 0 0 1
]

}
 
 

 
 

 

ارند یکسانی د تحویل یافته سطری پلکانی ماتریسشود هر دو همانطور که مشاهده می

 لذا معادل سطری یکدیگرند.
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 هاتمرین  1-5

های مربعی یک ماتریس مربعی دلخواه باشد چه وقت ممکن است ماتریس 𝑪اگر   .1

𝑩, 𝑨  را بتوان یافت به قسمی که داشته باشیم𝑩𝑨 − 𝑨𝑩 = 𝑪 

𝑨اولاً برای ماتریس   .2 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

با انجام عملیات مقدماتی سطری ثابت کنید  [

𝑎𝑑پذیر است اگر و فقط اگر معکوس − 𝑏𝑐 ≠ ثابت کنید اگر ماتریس ثانیاً  0

𝑨2×1   و ماتریس𝑩1×2   بوده در این صورت ماتریس𝑨𝑩   لزوماً یک ماتریس

 منفرد است

غیرمنفرد باشد در این یک ماتریس  𝑨𝑁×𝑁ثابت کنید اگر ماتریس مربعی اولاً   .3

𝑨𝑩داشته باشیم  𝑩𝑁×𝑁صورت اگر به ازای ماتریس  = 𝑩𝑨و یا  𝟎 = در این  𝟎

𝑩صورت لزوماً  = منفرد باشد در  𝑨𝑁×𝑁اگر ماتریس مربعی خواهد بود ثانیاً  𝟎

𝑩𝑁×𝑁 غیرصفر توان ماتریس مربعیاین صورت می ≠ را طوری به دست آورد  𝟎

𝑨𝑩که  = 𝑩𝑨و یا  𝟎 = 𝟎 

𝑀بوده به قسمی که  𝑩𝑁×𝑀و ماتریس  𝑨𝑀×𝑁ثابت کنید اگر ماتریس   .4 > 𝑁  در

چه می 𝑩𝑨لزوماً یک ماتریس منفرد است؛ در مورد  𝑨𝑩این صورت ماتریس 

 توان گفت

ستون مستقل باشد در این صورت  𝑀و دارای  𝑨𝑀×𝑁ثابت کنید اگر ماتریس   .5

یک   𝑨𝑨𝑇یک ماتریس متقارن و معکوس پذیر بوده ماتریس   𝑨𝑇𝑨ماتریس 

 ماتریس متقارن و منفرد است

𝑨𝑛×𝑛شرط معکوس پذیری ماتریس در ابتدا   .6 = [
𝑩𝑟×𝑟 𝟎𝑟×𝑠
𝑪𝑠×𝑟 𝑫𝑠×𝑠

به قسمی که  [

𝑛 = 𝑟 + 𝑠  معکوس آن را به دست آوریدسپس را بررسی کرده و 
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 𝑨مختلط مانند  حقیقی و یا هایبا درایه دلخواه هر ماتریس مربعیثابت کنید   .7

𝑨صورت توان به صورت منحصر به فرد به را می = 𝑿 + 𝑖𝒀  نوشت به قسمی که

,𝑿هر دو ماتریس  𝒀   هستندهرمیتی 

ای از توان با انجام دنبالهثابت کنید عملیات مقدماتی تعویض دو سطر را می  .8

های لت دو بعدی ماتریسعملیات مقدماتی سطری دیگر نتیجه گرفت و در حا

مقدماتی نظیر را به ترتیب به دست آورید و با حاصلضرب آنها این نتیجه را 

 نشان دهید

به صورت زیر داده شده است بررسی کنید که به ازای  𝑨فرض کنید ماتریس   .9

𝑨𝒙دستگاه معادلات  𝒚کدام  = 𝒚 دارای جواب است 

𝑨 = [

   3 −6
−2   4

2 −1
1    3

   0   0
  1 −2

1    1
1    0

] 

 های زیر تحت هیچ شرایطی معادل سطری یکدیگر نیستندثابت کنید ماتریس  .10

𝑨 = [
2 0 0
𝑎 −1 0
𝑏 𝑐 3

] ,   𝑩 = [
   1 1   2
−2 0 −1
  1 3   5

] 

دهید  در این صورت نشان [𝑰 ⧘  𝑪] ~ [𝑨 ⧘  𝑩]یک ماتریس مربعی و   𝑨𝑁×𝑁اگر   .11

𝑨𝑿حل منجصر به فرد دستگاه  𝑪ماتریس  = 𝑩 است 

تعداد سطرهای غیرصفر ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی یا رتبة سطری  اگر  .12

برابر باشد آیا این دو ماتریس   𝑩𝑀×𝑁با رتبة سطری ماتریس   𝑨𝑀×𝑁ماتریس

 معادل سطری یکدیگرند برای حالات مختلف بحث کنید

 تحویل یافته سطری پلکانی را توصیف کنید  𝑨2×2های کلیة ماتریس  .13
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ثابت کنید حاصلضرب چند ماتریس بالامثلثی یک ماتریس بالامثلثی است اولاً   .14

ثانیاً نشان دهید معکوس یک ماتریس بالامثلثی نیز یک ماتریس بالامثلثی است 

 مثلثی نیز اینچنین هستندو همینطور ماتریسهای پائین

و نیز یک  𝑹زیر یک ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی  𝑨 هایبرای ماتریس  .15

𝑺𝑨بیابید به قسمی که   𝑺3×3ماتریس غیرمنفرد  = 𝑹 

𝑨 = [
1
−1
1

2
0
−2

1
3
1

0
5
1
]            𝑨 = [

2 0 𝑖
1 −3 −𝑖
𝑖 1 1

] 

دو ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی بوده و    𝑩2×3و    𝑨2×3فرض کنید  .16

𝑨𝒙جوابهای دو دستگاه  = 𝑩𝒙و  𝟎 = 𝑨یکسان باشند ثابت کنید  𝟎 = 𝑩 

 یدمقدماتی سطری نشان دهبا انجام عملیات   .17

[
1 1/2
1/2 1/3

]
−1

= [
4 −6
−6 12

]        [

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

]

−1

= [
9 −36 30
−36 192 −180
30 −180 180

] 

,𝑎اگر   .18 𝑏  اعداد حقیقی باشند با بیان یک الگوی مناسب حاصل عبارت ماتریسی

[
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

]
𝑛

 به دست آورید 𝑛را به ازای مقادیر مختلف عدد طبیعی  

کند که شاید ماتریس زیر معکوساین مطلب را تداعی می 17نتیجه تمرین   .19

توانید این مطلب های صحیح باشد آیا میپذیر بوده و معکوس آن دارای درایه

 را ثابت کنید

𝑨 =

[
 
 
 
 
 
 
1

1
1

2
⋮
1

𝑛

1

2
1

3
⋮
1

𝑛 + 1

⋯

⋱

1

𝑛
1

𝑛 + 1
⋮
1

2𝑛 − 1]
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 دومفصل 

 برداری فضای
 

 

 

 

 

 میدان اعداد 2-1

یه نظرنظریة اعداد به همراه اصل اقلیدس مبانی و اصول ریاضیات مهندسی هستند. 

اعداد برگرفته از مشاهدات انسانی و اندازه گیری کمیتهای مختلف در مسائل مهندسی 

های مختلفی از اعداد شود با مجموعهباشد؛ بسته به نوع کمیتی که اندازه گیری میمی

ℕ)سر و کار خواهیم داشت. به عنوان مثال مجموعه  = 1,2,3, … ; + اعداد طبیعی  (× 

ℤ)و نیز مجموعه اعداد صحیح  = ⋯− 2,−1,±0,+1,+2,… به همراه تعریف  (× + ;

بیشتر برای نمایش تعداد اشیاء و اجسام قابل شمارش به کار  دو عمل جمع و ضرب

به عنوان مثال برای اندازه گیری کمیتی  و ه هستندهائی ناپیوستد که مجموعهنرومی

پیوسته  حقیقی اعداد ای ازمجموعه بنابراینمانند طول، قابل استفاده نیستند 
(ℝ = (−∞  + ∞) شود و در جائی به همراه دو عمل جمع و ضرب تعریف می (× +

و توانهای دلخواه اعداد جذر محاسبه ریاضی مانند متعدد و مختلف که انجام محاسبات 

ℂ)مورد نیاز باشد مجموعه اعداد پیوسته مختلط  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ; + به همراه دو عمل  (× 

و یا هر مجموعه دلخواه دیگری  هامجموعهاین . البته تمام شودجمع و ضرب تعریف می

متشکل  𝔽مجموعه . دندهیدان نمیمتشکیل  ،جمع و ضرب عملیّاتاز اعداد به همراه 
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,𝔽)به همراه دو عمل جمع و ضرب  از اعداد، دهد اگر ، تشکیل یک میدان می(×,+

خواص نُه گانه زیر را نیز ارضا  ،علاوه بر خاصیت بسته بودن نسبت به این دو عمل

 نماید

 ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽     (𝛼 + 𝛽) = (𝛽 + 𝛼) ∈ 𝔽

∀𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝔽     (𝛼 + 𝛽) + 𝛾 = 𝛼 + (𝛽 + 𝛾)
∃0 ∈ 𝔽   𝑠. 𝑡.  ∀𝛼 ∈ 𝔽  𝛼 + 0 = 𝛼

∀𝛼 ∈ 𝔽   ∃ − 𝛼 ∈ 𝔽    𝑠. 𝑡.   𝛼 + (−𝛼) = 0

}

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽     (𝛼 × 𝛽) = (𝛽 × 𝛼) ∈ 𝔽

∀𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝔽     (𝛼 × 𝛽) × 𝛾 = 𝛼 × (𝛽 × 𝛾)
∃1 ∈ 𝔽     𝑠. 𝑡.  ∀𝛼 ∈ 𝔽   𝛼 × 1 = 𝛼

∀𝛼 ≠ 0 ∈ 𝔽   ∃(𝛼−1) ∈ 𝔽    𝑠. 𝑡.   𝛼 × (𝛼−1) = 1

}

∀𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝔽     (𝛼 + 𝛽) × 𝛾 = (𝛼 × 𝛾) + (𝛽 × 𝛾)}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

عضو وجود پذیری، عبارتند از جابجائی، شرکت، هشت ویژگیچهار ویژگی اول از این 

برای عمل دوم چهار ویژگی  ترتیبهمین خنثی و عضو قرینه برای عمل جمع و به 

؛ ویژگی نُهم قدری قابل تأمل است یعنی بخش پذیری ضرب بر روی باشندمی ضرب

جمع چرا اینگونه است و چرا عکس آن یعنی بخش پذیری جمع بر روی ضرب صحیح 

 شود.خواننده محترم واگذار می نیست؛ تأمل پیرامون این ویژگی به

𝔽توان به میدان اعداد مختلط ها میاز جمله معروفترین میدان = ℂ میدان اعداد ،

𝔽حقیقی  = ℝ  و یا میدان اعداد گویا𝔽 = ℚ  اشاره نمود. هر زیر مجموعه از یک میدان

شود. به عنوان که نسبت به دو عمل جمع و ضرب بسته باشد زیرمیدان نامیده می

میدان اعداد حقیقی زیرمیدانی از میدان اعداد مختلط است و میدان اعداد گویا مثال 

توان اثبات کرد هر زیرمیدان از میدان اعداد باشد؛ همچنین میزیرمیدانی از هردو می

؛ میدان اعداد مختلط و یا هر زیرمیدانی از آن اصطلاحاً مختلط شامل اعداد گویا است

میدانهای اعداد گویا،  (Hoffman, 1971) شوده میمیدان با سرشنمائی صفر نامید

 حقیقی و مختلط را میدان با سرشتنمائی صفر گویند.
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 میدان اعداد با اعضای محدود 

𝔽)مجموعه دو عضوی الف(  = {0,1}; با تعریف دو عمل جمع و ضرب به صورت  (×,+ 

شود که کلیه خواص و مشاهده می دهدمی یکبا سرشتنمائی زیر تشکیل یک میدان 

 کندنُه گانه میدان را ارضا می

 

 

𝔽)همچنین مجموعه سِه عضوی ب(  = {0,1,2}; که در آن عملیات جمع و  (×,+ 

تعریف شود کلیه خواص  3 عدد ضرب به صورت باقیمانده جمع و ضرب معمولی بر

تمرین که به عنوان دهد کرده و تشکیل میدانی با سرشتنمائی دو می ارضامیدان را 

 شود.میویژگیهای نُه گانه به خواننده واگذار این بررسی 

 

 

 

𝔽)ج( ولی مجموعه چهار عضوی  = {0,1,2,3}; که در آن عملیات جمع و ضرب  (×,+

شود تشکیل میتعریف  4عدد  به صورت باقیمانده جمع و ضرب معمولی برمانند قبل 

 دهد بررسی علت این مورد به عهده خواننده گذاشته شده استمیدان نمی

 

 

 

1 0 × 
0 0 0 
1 0 1 

1 0 + 
1 0 0 
0 1 1 

2 1 0 × 
0 0 0 0 
2 1 0 1 
1 2 0 2 

2 1 0 + 
2 1 0 0 
0 2 1 1 
1 0 2 2 

3 2 1 0 + 
3 2 1 0 0 
0 3 2 1 1 
1 0 3 2 2 

2 1 0 3 3 

3 2 1 0 × 
0 0 0 0 0 
3 2 1 0 1 
2 0 2 0 2 

1 2 3 0 3 
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 فضای برداری 2-2

 تعریف فضای برداری  2-2-1

ی گیری و یا بیان برخدر طبیعت برای اندازههمانطور که در ابتدای فصل اول بیان شد 

از ویژگیهای فیزیکی، صرفاً به ارائه یک عدد نیاز است به عنوان مثال درجه حرارت در 

 گیری و یا توصیف کامل برخیلیکن اندازهشود؛ یک نقطة مادی، که اسکالر نامیده می

از کمیتها، مستلزم بیان بیش از یک عدد است به عنوان مثال برای بیان نیروی اعمالی 

در یک نقطه، علاوه بر مقدار آن بایستی راستای آن نیز بیان شود که در این صورت 

م در یک آرایش ه عدد در کنار هه عدد است؛ این سِبعدی نیاز به ارائه سِهدر فضای سِ

ان دهند و یا به عنوسطری و یا ستونی از دیدگاه فضای برداری تشکیل یک بردار می

سم جمحیط پیوسته یا مثال دیگر تعریف کامل وضعیت تنش در یک نقطه از یک 

صفحة مختلفی است که از آن نقطه عبور میمادی، مستلزم ارائه بردار تنش روی سه 

عدی نیاز به نُه عدد است؛ این نُه عدد در کنار هم در یک بدر فضای سه کنند بنابراین

 دهند.آرایش ماتریسی از دیدگاه فضای برداری تشکیل یک بردار می

 

متشکل از بردارها به همراه تعریف دو عمل جمع برداری و ضرب  𝑉مجموعة  تعریف:

بر خاصیت دهد اگر علاوه تشکیل یک فضای برداری می 𝔽بر روی میدان اعداد اسکالر 

 گانة زیر را نیز ارضا نمایدویژگیهای هشت ،بسته بودن نسبت به این دو عمل

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉     𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙

∀𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑉     (𝒙 + 𝒚) + 𝒛 = 𝒙 + (𝒚 + 𝒛)

∃𝑶⃗⃗ ∈ 𝑉   𝑠. 𝑡.   ∀𝒙 ∈ 𝑉  𝒙 + 𝑶⃗⃗ = 𝒙

∀𝒙 ∈ 𝑉   ∃(−𝒙) ∈ 𝑉    𝑠. 𝑡.   𝒙 + (−𝒙) = 𝑶⃗⃗ 

∀ 𝒙 ∈ 𝑉     1. 𝒙 = 𝒙
∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽, 𝒙 ∈ 𝑉     (𝛼 + 𝛽). 𝒙 = 𝛼. 𝒙 + 𝛽. 𝒙

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽, 𝒙 ∈ 𝑉     𝛼. (𝛽. 𝒙) = (𝛼𝛽). 𝒙

∀𝛼𝔽 , 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉   𝛼. (𝒙 + 𝒚) = 𝛼. 𝒙 + 𝛼. 𝒚 }
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   𝑶⃗⃗به قسمی که شوند. اسکالر نامیده می 𝔽بردار و اعضای  𝑉در این صورت اعضای 

شود حاصلضرب اسکالر بردار صفر نامیده شده و با توجه به ویژگیهای فوق نتیجه می

 شود چراکهدر هر بردار دلخواهی برابر بردار صفر می عدد صفر میدان

0. 𝒙 = (0 + 0). 𝒙 = 0. 𝒙 + 0. 𝒙 = 𝑶⃗⃗  

با نماد که تائی 𝑁توان به فضای بردارهای به عنوان معروفترین فضاهای برداری می

𝑉 = 𝔽𝑁 حالت خاصی از  این فضا خودش که البتهشود اشاره کرد نمایش داده می

𝑉 فضای ماتریسهای = 𝔽𝑀×𝑁 که اشاره کرد فضای تابعی توان به میهمچنین ؛ است

البته این  است 𝔽مجموعه کلیه توابع از یک دامنه پیوسته و یا ناپیوسته به میدان 

لیکن قبل از  شوند.در ادامه به طور مفصل تعریف و بیان می فضاهای معروف برداری

 .پردازیممیا به همراه تعبیر هندسی آنهمحسوس  بسیار ساده و ذکر چند مثالآن به 

 

𝑉فضای برداری یک بعدی اقلیدسی   = ℝ1 

مجموعه کلیه بردارهای موجود روی یک خط راست که به صورت یک پیکان مبداء 

عریف هندسی جمع برداری با تکنند مختصات را به نقاط متعدد روی این خط وصل می

𝑉به نام  تشکیل یک فضای برداری( 1-2مطابق شکل)و ضرب اسکالر  = ℝ1 دهندمی 

 

 خط یک روی بر واقع بعدی یک بردارهای از متشکل برداری فضای

 

 

𝒙 

 

𝛼𝒙 
𝛼 < 1 

 
  

𝒚 
  

−𝒙 

 
𝒚 + 𝒙 

  
𝒙 
  

𝒙 
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𝑉فضای برداری دو بعدی اقلیدسی    = ℝ2 

مجموعه کلیه بردارهای موجود در یک صفحه مسطح اقلیدسی که به صورت یک 

 د با تعریف جمع بردارینکنمتصل می صفحه،پیکان مبداء مختصات را به نقاط مختلف 

 ی که با حفظ راستای یک بردار و ضرب اسکالر الاضلاعقانون هندسی متوازیمطابق 

نام  هتشکیل یک فضای برداری بهد درا تغییر می آن( صرفاً طول 2-2) مطابق شکل

𝑉 = ℝ2 دهند؛می 

 

 اقلیدسی مسطح سطح یک روی بر برداری فضای

 

 

𝑉فضای برداری سه بعدی اقلیدسی    = ℝ3 

𝑉 اقلیدسیفضای سه بعدی مجموعه کلیه بردارهای موجود در  = ℝ3   که به صورت

کنند با تعریف جمع ، متصل میفضایک پیکان مبداء مختصات را به نقاط مختلف 

الاضلاع و ضرب ( با قانون هندسی متوازی3-2برداری و ضرب اسکالر مطابق شکل )

بر روی میدان اعداد حقیقی تشکیل دهد اسکالری که صرفاً طول بردار را تغییر می

 دهندیک فضای برداری می

 

𝒚 
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𝑉اقلیدسی بعدیسهِ برداری فضای = ℝ3  

 

 

𝑉تائی 𝑁فضای بردارهای   = 𝔽𝑁 

نمایش داده  𝑥𝑖ام آن با iایه درمستقل است مؤلفه  Nدارای یعنی باشد  𝒙𝑁×1  اگر بردار

را در یک آرایش  توان فرم کلی این برداراست و می 𝔽شده که اسکالری از میدان اعداد 

 سطری و یا عمدتاً ستونی از اعداد به صورت

𝒙 = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} ∈ 𝔽𝑁, 𝑥𝑖 ∈ 𝔽 ,   𝑖 = 1,2,3,…𝑁 

جمع برداری و ضرب اسکالر به نمایش داد. مجموعة این بردارها به همراه دو عمل 

 صورت

𝒙 

𝒚 
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∀𝛼 ∈ 𝔽  ,    ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝔽𝑁

𝒙 + 𝒚 ≜ {

𝑥1 + 𝑦1
𝑥2 + 𝑦2

⋮
𝑥𝑁 + 𝑦𝑁

} ∈ 𝔽𝑁 ,  𝛼𝒙 ≜ {

𝛼𝑥1
𝛼𝑥2
⋮

𝛼𝑥𝑁

} ∈ 𝔽𝑁

}
 
 

 
 

 

  𝑶⃗⃗ در این فضا بردار صفردهند؛ تشکیل یک فضای برداری می 𝔽بر روی میدان اعداد 

 (𝒙−) های آن برابر صفر است که به همراه بردار قرینهیک برداری است که کلیه درایه

 توان نوشتمی ودر زیر ارائه شده 

𝑶⃗⃗ ≜ {

0
0
⋮
0

} ∈ 𝔽𝑁     (−𝒙) ≜ {

−𝑥1
−𝑥2
⋮

−𝑥𝑁

} ∈ 𝔽𝑁 

هشت تواند به عنوان تمرین برقراری و صحّت ویژگیها و خواصخواننده محترم می

 های اخیر مورد کنکاش قرار دهد.انه این فضای برداری را با تعریفگ

 

𝑉ماتریسهای  فضای  = 𝔽𝑀×𝑁 

یک ماتریس در واقع آرایش منظمی از اعداد است که در دو راستای سطری و ستونی 

باشد یعنی دارای  یک ماتریس 𝑨𝑀×𝑁؛ به عنوان مثال اگر گیرندکنار یکدیگر قرار می

𝑀  سطر و𝑁 ایه سطر ستون است که اگر درi ام و ستونj ام آن𝑎𝑖𝑗  باشد در این صورت

 صورت زیر نمایش دادتوان آنرا به می

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯
𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 𝑎𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁

] ∈ 𝔽𝑀×𝑁

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝔽    
𝑖 = 1,2, …𝑀
𝑗 = 1,2, … , 𝑁

}
}
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نین شود و همچاگر تعداد سطرها و ستونهای یک ماتریس برابر باشد، مربعی نامیده می

 𝑨𝑀×𝑁های روی قطر اصلی ماتریس هستند. اگر درایه 𝑎𝑁𝑁 و الی 𝑎11 ،𝑎22های درایه

ه مرتبهممجموعة ماتریسهای همنوع و در این صورت یگر باشد د یک ماتریس 𝑩𝑀×𝑁 و

  صورتبه همراه دو عمل جمع برداری و ضرب اسکالر به

∀𝛼 ∈ 𝔽  𝑎𝑛𝑑  ∀𝑨, 𝑩 ∈ 𝔽𝑀×𝑁 

      

𝑨 + 𝑩 = [

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22

⋯
𝑎1𝑁 + 𝑏1𝑁
𝑎2𝑁 + 𝑏2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀1 + 𝑏𝑀1 𝑎𝑀2 + 𝑏𝑀2 ⋯ 𝑎𝑀𝑁 + 𝑏𝑀𝑁

] ∈ 𝔽𝑀×𝑁

𝑪 = 𝑨 + 𝑩 ⇒  𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 }
 
 

 
 

𝛼. 𝑨 = [

𝛼𝑎11 𝛼𝑎12
𝛼𝑎21 𝛼𝑎22

⋯
𝛼𝑎1𝑁
𝛼𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑎𝑀1 𝛼𝑎𝑀2 ⋯ 𝛼𝑎𝑀𝑁

] ∈ 𝔽𝑀×𝑁

𝑪 = 𝛼𝑨  ⇒ 𝑐𝑖𝑗 = 𝛼𝑎𝑖𝑗 }
 
 

 
 

}
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  𝑶⃗⃗ در این فضا بردار صفر .دهندتشکیل یک فضای برداری می 𝔽بر روی میدان اعداد 

 های آن برابر صفر است که به همراه بردار قرینهیک ماتریسی است که کلیه درایه
(−𝑨) توان نوشتدر زیر ارائه شده و می 

𝑶⃗⃗ ≜ [

0 0
0 0

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

]    (−𝑨) = [

−𝑎11 −𝑎12
−𝑎21 −𝑎22

⋯
−𝑎1𝑁
−𝑎2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
−𝑎𝑀1 −𝑎𝑀2 ⋯ −𝑎𝑀𝑁

]  

تواند به عنوان تمرین برقراری و صحّت ویژگیها و خواص خواننده محترم میهمچنین 

 قرار دهد. بررسیهای اخیر مورد گانه این فضای برداری را با تعریفهشت
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 یک متغیرّهکلیه توابع  فضای 

ترین فضاهای برداری است که شاید به جرأت بتوان گفت فضای تابعی یکی از کلی

یه کل ةاکثر فضاهای برداری حالت خاصی از آن هستند؛ منظور از فضای تابعی مجموع

 به صورت با تعریف جمع برداری و ضرب اسکالر 𝔽به میدان  ℳ دامنةتوابع از 

 ∀𝑓, 𝑔: ℳ ⟶ 𝔽
∀𝛼 ∈ 𝔽     ∀𝑡 ∈ ℳ 

(𝑓 + 𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)

(𝛼𝑓)(𝑡) = 𝛼𝑓(𝑡) }
 
 

 
 

  

شود. رد نامیده میبُ 𝔽دامنه نامیده شده و میدان  ℳ ةاین صورت مجموع است که در

کلیة توابع  به عنوان مثالتواند یک مجموعه پیوسته باشد می  ℳ ةالبته مجموع

𝑡در بازه  𝑓(𝑡)به صورت با مقدار حقیقی پیوسته یک متغیِّره  ∈ (𝑎, 𝑏) اعداد  به میدان

𝔽 حقیقی = ℝ تشکیل یک فوق  با تعریف جمع برداری و ضرب اسکالر به صورت

شود همان تعاریف معمول که البته همانطور که مشاهده میدهند فضای برداری می

ان د؛ بردار صفر در این فضا همباشجمع دو تابع و حاصلضرب یک عدد در یک تابع می

به صورت شماتیک نمایش داده شده  (4-2) در شکلتابع صفر است و بردار قرینه 

 .است

در ابتدا بیان شد بسیاری از فضاهای برداری حالت خاصی از فضای تابعی هستند به 

𝑉عنوان مثال فضای  = 𝔽𝑁  را در نظر بگیرید در واقع مانند فضای تابعی یک متغیِّره

ℳاست که دامنة آن  = (1,2, … , 𝑁)  یک دامنة ناپیوسته است و مانند آن است که

( به جای اینکه مقدار تابع به صورت پیوسته بر 4-2در مثال تابع یک متغیِّره شکل )

نقطه  𝑁( بر روی 5-2روی یک دامنه، مشخص باشد به صورت ناپیوسته مانند شکل )

شکل یک تابع ناپیوسته به توان به مشخص شود و بنابراین هر بردار در این فضا را می

𝑉صورت زیر  = {𝑓(𝑡) = 𝑥𝑡 ∈ 𝔽     𝑡 ∈ ℳ = (1,2, … , 𝑁)} .نوشت 
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 مشخص بازه یک در پیوسته متغیِّره یک توابع کلیة مجموعه

 

 

 

𝑉 = 𝔽𝑁 ناپیوسته متغیِّره یک توابع از ایمجموعه صورت به  

 

𝑓(𝑡) 

 

𝑡  

𝑓(𝑡) 

 

𝑡 = 𝑏  

−𝑓(𝑡) 

 

𝛼𝑓(𝑡) 

 

𝑓(𝑡) =  بردار صفر 0

 
𝑡 = 𝑎  

𝑡 = 𝑁  

𝑓(𝑡) 

  

𝑡 = 1  

𝑥1
  

𝑥𝑁
  

𝑥2
  

𝑡 = 2  𝑡 =
3  

𝑥3
  

𝑡  
…    
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 دو متغیرّهکلیه توابع  فضای 

با مقدار حقیقی توان مجموعة کلیة توابع دو متغِّیره پیوسته به عنوان مثال دیگر می

,𝑓(𝑥به شکل  𝑦)  از یک دامنة مشخص مانند را𝑥, 𝑦 ∈ ℳ  به میدان 𝔽 = ℝ  به همراه

 جمع برداری و ضرب اسکالر به صورتمشابه تعریف 

∀𝑓, 𝑔: ℳ ⟶ 𝔽

∀𝛼 ∈ 𝔽     ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℳ

(𝑓 + 𝑔)(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)

(𝛼𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) }
 
 

 
 

 

که همان تعاریف معمول جمع دو تابع و حاصلضرب یک عدد در یک تابع به عنوان 

محدودة داخلی تواند می ℳیک فضای برداری درنظر گرفت که البته در اینجا دامنة 

های بردارها در این فضا در واقع رویهباشد.  𝑥𝑦هر منحنی بستة دلخواهی در صفحة 

صفر یعنی  رویةو بردار صفر در این فضا همان  باشندمورد نظر می حوزةای در پیوسته

𝑓(𝑥, 𝑦) =  .است 0

𝑉همچنین به عنوان مثال دیگر فضای ماتریسهای  = 𝔽𝑀×𝑁  در واقع را در نظر بگیرید

 است که دامنة آنمانند فضای تابعی دو متغیِّره 

ℳ = (

1,1
2,1
⋮

𝑀, 1

1,2
2,2
⋮

𝑀, 2

⋯

1, 𝑁
2, 𝑁
⋮

𝑀,𝑁

) 

,𝑓(𝑥یک دامنة دوتائی ناپیوسته است و مانند آن است که در مثال تابع دو متغیِّره  𝑦) 

به جای اینکه مقدار تابع به صورت پیوسته بر روی یک دامنه، مشخص باشد به صورت 

𝑀ناپیوسته بر روی  × 𝑁 توان نقطه مشخص شود و بنابراین هر بردار در این فضا را می

,𝑓(𝑖به صورت زیر به شکل یک تابع ناپیوسته  𝑗) = 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝔽    𝑖, 𝑗 ∈ ℳ .نوشت 
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 زیر فضا  2-2-2

ای زیرمجموعه ،از آن  𝑊باشد منظور از زیر فضای  𝔽 بر میدان  برداریفضای  𝑉اگر 

یف از این تعر که ملاحظاتیفضای برداری باشد. که خودش به تنهائی است  𝑉فضای از 

زیر فضا باشد تهی نیست  𝑊که اگر  استبه عنوان اولین نکته واضح شود منتج می

∋ 𝑶⃗⃗ چراکه لزوماً بایستی بردار صفر 𝑉  باشد همچنین بایستی∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ (−𝒙) ∈ 𝑉 

و در نهایت باید نسبت به دو عمل جمع برداری و ضرب اسکالر که از فضای مادر 

 برد بسته بوده یا دارای خاصیت بستاری باشد یعنیخودش به ارث می

∀𝛼 ∈ 𝔽     ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉
 𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑉
𝛼𝒙 ∈ 𝑉

}  

 .یک قضیة خلاصه کرد صورتتوان ملاحظات فوق را در یک رابطه به حال می

 

ای از بردارهای آن باشد زیرمجموعه 𝑊و  𝔽فضای برداری بر میدان  𝑉اگر  1-2 قضیه

 باشد آنست که  𝑉ئی از زیر فضا 𝑊شرط لازم و کافی برای اینکه 

∀𝛼 ∈ 𝔽 
∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑊

} ⇒  𝛼𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑊  

 فضای برداریاز یک دو زیرفضای بدیهی { 𝑶⃗⃗} و بردار  𝑉واضح است که کل مجموعة 

برای درک بهتر مفهوم زیرفضا در ادامه مثالهای مختلفی ارائه  هستند. 𝑉دلخواه مانند 

 شود.می

 

𝑉ئی از زیرفضا  = 𝔽𝑁 

𝒙 فرض کنید = 〈𝑥1  𝑥2 … 𝑥𝑁〉𝑇 ∈ 𝑉 = 𝔽𝑁  کلیة بردارهائی در این صورت باشد

 ها برقرار باشدرابطة زیر بین درایه آنها برایکه 

∑𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

= 𝑥1 + 𝑥2 +⋯ + 𝑥𝑁 = 0 
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تشکیل آیا  هستند 𝑉ای از زیر مجموعه باشدهای آنها برابر صفر مجموع مؤلفهیعنی 

,𝒙∀ (1-2) با توجه به قضیة .دهندزیرفضا می 𝒚 ∈ 𝑊  و همچنین∀𝛼 ∈ 𝔽 داریم 

𝒙 = 〈𝑥1  𝑥2 … 𝑥𝑁〉 ∈ 𝑊  ⇒∑𝑥𝑖 = 0

𝒚 = 〈𝑦1  𝑦2 … 𝑦𝑁〉 ∈ 𝑊  ⇒∑𝑦𝑖 = 0

𝒛 = 𝛼𝒙 + 𝒚 = 〈𝛼𝑥1 + 𝑦1 𝛼𝑥2 + 𝑦2 ⋯ 𝛼𝑥𝑁 + 𝑦𝑁〉}
 
 

 
 

 

𝒛حال بایستی بررسی کنیم که آیا بردار  = 𝛼𝒙 + 𝒚  جاصل از این ترکیب خطی در زیر

 گیرد یا خیرقرار می 𝑊مجموعة 

∑𝑧𝑖 =∑(𝛼𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) = 𝛼(∑𝑥𝑖) + (∑𝑦𝑖) = 0

⇒ 𝒛 = 𝛼𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑊

} 

یمزیر فضا بردارها تشکیل  از مجموعهقید مربوطه را ارضا کرده و در نتیجه این لذا 

توان مجموعة بردارهائی که یک یا چند درایة آنها برابر . به عنوان مثال دیگر میدهند

𝑉تشکیل زیرفضائی از  را در نظر گرفت که صفر است = 𝔽𝑁 بررسی آن به ؛ دهندمی

 واگذار شده است.محترم عنوان تمرین به عهدة خواننده 

 

𝑉زیرفضائی از فضای حل دستگاه معادلات همگن   = 𝔽𝑁 

𝒙بردارهای  همجموعشود در ابتدا نشان داده می ∈ 𝑊 ⊂ 𝔽𝑁  که در دستگاه معادلات

𝑨𝒙همگن  = یک ماتریس مشخص است،   𝑨𝑀×𝑁کنند به قسمی که صدق می  𝟎

𝑨𝒙که فضای حل دستگاه دهند را می 𝔽𝑁تشکیل زیرفضائی از  = فضای  یا اصطلاحاً 𝟎

این مجموعه بردارها به  زیر و سپس در حالت خاصشود نامیده می 𝑨تهی ماتریس 

 شوند.دست آورده می

𝑨 = [
1 −1 0
1 0 1

] 
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,𝒙∀با توجه به قضیة قبل  𝒚 ∈ 𝑊  و همچنین∀𝛼 ∈ 𝔽 داریم 

𝒙 ∈ 𝑊  ⇒ 𝑨𝒙 = 𝟎
𝒚 ∈ 𝑊  ⇒ 𝑨𝒚 = 𝟎

} ⇒ 𝒛 = 𝛼𝒙 + 𝒚 ⇒? 𝑨𝒛 = 𝟎 

𝒛حال باید بررسی کنیم که آیا بردار  ∈ 𝑊  هست یعنی آیا در دستگاه معادلات همگن

 شودکند که با جایگذاری نتیجه میاخیر صدق می

𝑨𝒛 = 𝑨(𝛼𝒙 + 𝒚) =  𝛼𝑨𝒙 + 𝑨𝒚 = 𝟎
⇒ 𝒛 = 𝛼𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑊

} 

دهند که اصطلاحاً آنرا فضای حل ها تشکیل زیر فضا میبرداربنابراین این مجموعه 

𝑨𝒙دستگاه معادلات همگن  = 𝒙گوئیم. حال در مورد مثال خاص داده شده  𝟎 ∈ 𝔽3 

 با حل دستگاه معادلات به صورت زیربوده و 

𝑨𝒙 = [
1 −1 0
1 0 1

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

0
0
0
} ⇒

𝑥1 − 𝑥2 = 0
𝑥1 + 𝑥3 = 0

} 

𝒙شود به ازای هر بردار نتیجه می ∈ 𝑊  متعلق به فضای حل دستگاه معادلات فوق

  ضریبی از بردار زیر باشدبایستی به صورت 

{

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = 𝛼 {

1
1
−1
}    ∀𝛼 ∈ 𝔽  

𝑨𝒙به طور خلاصه در روند حل دستگاه معادلات همگن  = اگر تعداد معادلات   𝟎

 مستقل بیشتر از تعداد مجهولات باشد در این صورت دستگاه صرفاً دارای حل بدیهی

 𝒙 = است لیکن اگر تعداد معادلات مستقل کمتر از تعداد مجهولات باشد در این  𝟎

نهایت بدیهی بوده که البته منحصر به فرد نیست و بی صورت دستگاه دارای حل غیر

 جواب دارد مانند مثال عددی که در فوق بررسی شد.

 

 

𝑉فرض کنید  = 𝔽𝑁×𝑁 یعنی فضای ماتریسهای مربعی باشد در این صورت زیرمجموعه

 های زیر را از نظر تشکیل و یا عدم تشکیل زیر فضا مورد بررسی قرار دهید.
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  بر روی میدان اعداد به طور جداگانه مجموعة ماتریسهای متقارن و یا پادمتقارن

𝔽 حقیقی = ℝ و همچنین بر روی میدان اعداد مختلط 𝔽 = ℂ 

  به طور جداگانه بر روی میدان اعداد مجموعة ماتریسهای هرمیتی و یا پادهرمیتی

𝔽حقیقی  = ℝ  و همچنین بر روی میدان اعداد مختلط𝔽 = ℂ 

 ریسهای مجموعه مات𝑨𝑁×𝑁   که در ضرب با ماتریس مشخصی مانند𝑩𝑁×𝑁   از

𝑨𝑩ویژگی جابجائی  = 𝑩𝑨  کنندتبعیّت می 

  مجموعة ماتریسهای متعامد𝑨𝑨𝑇 = 𝑰  و نیز مجموعة ماتریسهای یکانی𝑨𝑨∗ = 𝑰 

 مجموعة ماتریسهائی که یک و یا چند درایة آنها برابر عدد ثابتی است 

  مجموعة ماتریسهای بدون تریس𝑇𝑟(𝑨) = ∑𝑎𝑖𝑖 = 0 

 
 

 

𝑉فرض کنید  = 𝑓(𝑥) ∈ ℂ ر با مقدار مختلط دپیوسته رة یِّفضای کلیة توابع یک متغ

𝑥بازة حقیقی   ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ  مجموعهباشد در این صورت بررسی کنید کدام یک از

 دهندتشکیل زیر فضا میهای زیر 

 های درجة ایکلیة چند جملهموعة جم𝑁 زیر با ضرایب حقیقی  به پائین به صورت

𝑓(𝑥)  و یا با ضرایب مختلط = 𝑎𝑁𝑥
𝑁 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 

  کلیة توابع حقیقی با شرطمجموعة𝑓(𝑥1) = 𝑎,   𝑓(𝑥2) = 𝑏   

  مجموعة کلیة توابع مختلط با شرط𝑓(𝑥̅)  =  𝑓(̅𝑥) 

 

 گسترش  2-2-3

𝒮و  𝔽 فضای برداری بر میدان  𝑉اگر  = 〈𝒙𝟏  𝒙𝟐… 〉 ای از بردارهای مجموعه𝑉  باشد

 𝑉ابد فصل مشترک کلیة زیرفضاهای یگسترش می 𝒮ر از زیر فضائی که توسط منظو
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𝒮. اگر دنباش  𝒮است که شامل  = 〈𝒙𝟏  𝒙𝟐… 𝒙𝒋〉   شامل تعداد محدودی بردار باشد

𝑊گوئیم زیر فضا توسط بردارهای  = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝒙𝟏  𝒙𝟐… 𝒙𝒋〉 و به  است گسترش یافته

 است. 𝒮شامل کلیة ترکیبات خطی از بردارهای  𝑊بیان دیگر زیرفضای 

𝑊1دو زیرفضا باشند در این صورت  𝑊2و  𝑊1اولاً اگر  ∩𝑊2  نیز زیرفضا است و یا به

نیز  {𝑊𝑖∩}د در این صورت نباش 𝑉ای از زیرفضاهای گردایه {𝑊𝑖}بیان کلی تر اگر 

,𝒙∀ است چراکه 𝑉زیرفضای  𝒚 ∈ {∩𝑊𝑖} ⇒  𝒙, 𝒚 ∈ 𝑊𝑖  و چون𝑊𝑖  به تنهائی زیرفضا

 است لذا

∀𝛼 ∈ 𝔽,   𝛼𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑊𝑖 ⇒  𝛼𝒙 + 𝒚 ∈ {∩𝑊𝑖} 

یابد شامل کلیة ترکیبات خطی از گسترش می  𝒮بنابراین زیرفضائی که توسط 

 .( را در نظر بگیرید9-2به عنوان نمونه مثال ) است. 𝒮بردارهای 

 

 گسترش زیرفضا در فضای سهِ بعدی اقلیدسی 

𝑉فرض کنید  = ℝ3  و مجموعة𝒮 = 〈𝒙, 𝒚, 𝒛〉  شامل سِه بردار به صورت زیر باشد 

 یابد.مطلوب است توصیف زیرفضاهائی که توسط این بردارها گسترش می

𝒙 = {
2
1
−1
} , 𝒚 = {

0
3
−3
} , 𝒛 = {

2
−2
2
},  

𝑉 یاگر بخواهیم کلیة زیرفضاهابه طور کلی  = ℝ3  با توجه به لزوم را توصیف کنیم

زیر فضا و نیز با توجه به ماهیت هندسی جمع برداری و ضرب وجود بردار صفر در هر 

گذرند توان گفت کلیة خطوطی که از مبدأ مختصات میمی( 6-2اسکالر مطابق شکل )

گذرند زیرفضاهای و کلیة صفحاتی که از مبدأ می ℝ3اصطلاحاً زیرفضاهای یک بعدی 

( نمایش داده 6-2هستند. در این مثال خاص همانطور که در شکل ) ℝ3دو بعدی 

𝑊1باشد در واقع همان زیرفضای  𝒙شده خطی که شامل بردار  = 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝒙)   است که

,𝒙ای که شامل بردارهای یابد و همچنین صفحهتوسط آن گسترش می 𝒚  باشد در واقع

𝑊2همان زیرفضای  = 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝒙, 𝒚)  است که توسط آن دو بردار گسترش یافته است؛

𝑊1شود و همانطور که مشاهده می ∩𝑊2 = 𝑊1  خواهد بود. همچنین با توجه به اینکه
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𝒛 = 𝒙 − 𝒚   لذا این بردار در زیرفضای𝒛 ∈ 𝑊2   و در نتیجه  داشتهقرار𝑊2 =

𝑆𝑝𝑎𝑛(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

 

𝑉 زیرفضاهای هندسی توصیف = ℝ3  

 

 وابستگی خطی و استقلال خطی  2-2-4

𝒮باشد در این صورت مجموعة  𝔽 فضای برداری بر میدان  𝑉اگر  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑴〉 

 از بردارهای مجزای آن را مستقل خطی گوئیم اگر از رابطة

∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑐1𝜶𝟏 + 𝑐2𝜶𝟐 +⋯𝑐𝐾𝜶𝑲 = 𝑶⃗⃗ 

𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝐾 = 0

}  

صفر هستند در غیر این صورت حتی اگر برابر عدد ها 𝑐𝑖لزوماً نتیجه شود که کلیة 

خطی گوئیم. با وابسته یکی از ضرایب را بتوان غیر صفر به دست آورد مجموعه را 

 .دنشوتوجه به تعریف فوق ملاحظات زیر نتیجه می

𝒙 

𝒚 
  

𝑥1 
  

𝑥2 
  

𝑥3 
  

𝒛 
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 ای که شامل بردار صفر هر مجموعه𝑶⃗⃗   1خطی است چراکه  وابستهباشد. 𝑶⃗⃗ = 𝑶⃗⃗  

مستقل خطی باشد آن  {𝒙}مجموعة تک عضوی یک به بیان دیگر شرط اینکه 

𝒙است که  ≠ 𝑶⃗⃗  

 استوابسته باشد خودش  وابستهای شامل زیرمجموعة چنانچه مجموعه 

 هر زیرمجموعه از یک مجموعة مستقل، مستقل است 

 ای مستقل باشد آن است که هر زیرمجموعة اینکه مجموعه شرط لازم و کافی برای

های نامتناهی سر و کار آن مستقل باشد به خصوص در مواردی که با مجموعه

 توان از این مفهوم استفاده کردمی داریم

 

 بردارهای پایه و بعُد یک فضای برداری  2-2-5

ℬ ةباشد در این صورت مجموع 𝔽 فضای برداری بر میدان  𝑉اگر  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉 

خوانده  𝑉ای برای گستراند پایهکه مستقل خطی بوده و این فضا را می 𝑉از بردارهای 

 شودمی

ℬ = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝒙 =∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑥1𝜶𝟏 + 𝑥2𝜶𝟐 +⋯𝑥𝑁𝜶𝑵
}  

 منحصر به فرد نیست لیکن پایة استاندارد ،همانطور که از تعریف فوق مشهود است پایه

𝑉به عنوان مثال پایة استاندارد برای  شود.برای فضاهای برداری معروف تعریف می =

𝔽𝑁 شودبه صورت زیر تعریف می 

ℬ = 〈𝒆𝟏 = {

1
0
⋮
0

}  𝒆𝟐 = {

0
1
⋮
0

}… 𝒆𝑵 = {

0
0
⋮
1

}〉

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝒙 = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} =∑𝑥𝑖𝒆𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑥1𝒆𝟏 + 𝑥2𝒆𝟐 +⋯𝑥𝑁𝒆𝑵

}
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𝑉و یا به عنوان مثال دیگر در حالت خاصی از فضای ماتریسها پایة استاندارد برای  =

𝔽2×3 شودبه صورت زیر تعریف می 

ℬ = {
𝑨𝟏 = [

1 0 0
0 0 0

] 𝑨𝟐 = [
0 1 0
0 0 0

] 𝑨𝟑 = [
0 0 1
0 0 0

]

𝑨𝟒 = [
0 0 0
1 0 0

] 𝑨𝟓 = [
0 0 0
0 1 0

] 𝑨𝟔 = [
0 0 0
0 0 1

]
}

∀𝑨 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑨 = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

] = 𝑎11𝑨𝟏 + 𝑎12𝑨𝟐 +⋯+ 𝑎23𝑨𝟔}
  
 

  
 

 

𝑊اگر  فضای تابعیو همچنین در  = 𝑃(𝑥)
𝑁 های درجة ایچند جمله کلیة مجموعة𝑁 

 توان به صورت زیر نوشترا میآن ای برای پایهبه پائین باشد در این صورت 

ℬ = 〈1 𝑥 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑁〉

∀𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑘𝑥
𝑘

𝑁

𝑘=0

} 

 

 

𝑷 پذیر مانندثابت کنید ستونهای یک ماتریس معکوس = 〈𝒑𝟏, 𝒑𝟐, … , 𝒑𝑵〉   تشکیل

𝑉ای برای پایه = 𝔽𝑁 دهند.می 

پایه، مستلزم ارضای دو شرط استقلال و گسترش است لذا با توجه به اینکه ماتریس 

𝑷 توان نوشتپذیر است لذا معادل سطری ماتریس همانی است و میمعکوس 

𝑷𝒙 =∑𝑥𝑖𝒑𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑥1𝒑𝟏 + 𝑥2𝒑𝟐 +⋯𝑥𝑁𝒑𝑵 = 𝟎

𝑷𝒙 = 𝟎
𝑷~𝑰

}  ⇒ 𝑰𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎
}
 
 

 
 

 

 پردازیم یعنیی شرط استقلال برقرار است حال به بررسی گسترش مییعن
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∀𝒚 ∈ 𝑉 ⇒ 𝒚 =∑𝑥𝑖𝒑𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑥1𝒑𝟏 + 𝑥2𝒑𝟐 +⋯𝑥𝑁𝒑𝑵

𝑷𝒙 = 𝒚 ⇒ 𝒚 = 𝑷−1𝒙

} 

 

 

𝑉در فضای توابع یک متغیّره  مثابت کنیفرض کنید بخواهیم  = 𝑓(𝑥)  عه توابعمجمو 

ℬبه صورت   𝑁ای تا هر درجه دلخواه چندجمله = 〈1 𝑥 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑁〉   مستقل

را به صورت ترکیب خطی از این توابع به  𝑓(𝑥). برای این اثبات تابع خطی هستند

 کنیمصورت زیر تعریف می

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑘𝑥
𝑘

𝑁

𝑘=0

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑁𝑥
𝑁 

𝑓(𝑥)حال اگر با فرض  = حکم صفر هستند   𝑎𝑖 ضرایب ینتیجه بگیریم که تمام  0

استقلال این مجموعه اثبات شده است. از طرفی اگر تابعی برابر صفر باشد کلیة 

با مساوی صفر قرار دادن خود تابع  𝑁=1لذا با فرض  استمشتقات آن نیز برابر صفر 

 خواهیم داشتو مشتق مرتبه اولش 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 = 0

𝑓′(𝑥) = 𝑎1 = 0
}⇒ [

1 𝑥
0 1

] {
𝑎0
𝑎1
} = {

0
0
} 

ی نیز نوشت و واضح است که ماتریس ضرایب توان آن را به صورت ماتریسکه می

𝑎0 تحت هر شرایطی غیرمنفرد بوده و لذابالامثلثی  = 𝑎1 = همچنین با استدلال  0

با مساوی صفر قرار دادن خود تابع، مشتق مرتبه اول و مشتق  𝑁=2مشابه با فرض 

 توانکه مجدداً می مرتبه دومش یک دستگاه سِه معادله و سِه مجهول خواهیم داشت

 و بالامثلثی ،آن را به صورت ماتریسی نیز نوشت و واضح است که ماتریس ضرایب

𝑎0شود غیرمنفرد بوده و لزوماً نتیجه می = 𝑎1 = 𝑎2 = 0  

𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 = 0

𝑓′ = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 = 0

𝑓′′ = 2𝑎2 = 0

} ⇒ [
1 𝑥 𝑥2

0 1 2𝑥
0 0 2

] {

𝑎0
𝑎1
𝑎2
} = {

0
0
0
} 
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با مساوی  ایان چندجملهاز تو 𝑁دلخواه  همچنین با استدلال مشابه به ازای هر مرتبه

 خواهیم داشت 𝑁صفر قرار دادن کلیه مشتقات تابع تا مرتبه 

𝑓(0) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑁𝑥

𝑁 = 0

𝑓(1) = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + ⋯+ 𝑁𝑎𝑁𝑥
𝑁−1 = 0     

𝑓(2) = 2𝑎2 +⋯+ 𝑁(𝑁 − 1)𝑎𝑁𝑥
𝑁−2 = 0  

𝑓(𝑁) = 𝑁(𝑁 − 1)(𝑁 − 2)… (2)(1)𝑎𝑁 = 0}
 
 

 
 

  𝑓(𝑟) =
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
  

 است همچنین 𝑥نسبت به متغیّر  𝑓(𝑥)ام تابع rمبیِّن مشتق مرتبه  𝑓(𝑟)به قسمی که 

 را به صورت ماتریسی زیر نوشت روابط فوقتوان می

[
 
 
 
 
0!
0
0
⋮
0

𝑥
1!
0
⋮
0

𝑥2

2𝑥
2!
⋮
0

⋱

𝑥𝑁

𝑁𝑥𝑁−1

𝑁(𝑁 − 1)𝑥𝑁−2

⋮
𝑁! ]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑎0
𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑁}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
0
0
0
⋮
0}
 
 

 
 

 

شود ماتریس ضرایب ایجاد شده یک ماتریس بالامثلثی است ور که مشاهده میطهمان

اعداد صحیح مثبت و مخالف صفر به ترتیب های روی قطر اصلی آن درایهکه 

0! , 1! , 2! , … , 𝑁!   پذیر بوده و غیرمنفرد و معکوساین ماتریس،  درنتیجههستند

 شودبرابر صفر باشند یعنی نتیجه می 𝑎𝑖 بنابراین لزوماً بایستی کلیه ضرایب

𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑁 = 0 

 

 

𝑨𝒙تشکیل پایه برای فضای حل دستگاه همگن  =  ای برایدر حالت خاص زیر پایه 𝟎

 فضای حل تشکیل دهیداین 

𝑨𝒙 = [
1 2
1 1

   0 3
   1 2

0 1 −1 1
] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} = {

0
0
0
0

} 
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را به ماتریس تحویل یافتة پلکانی  𝑨در ابتدا با انجام عملیات مقدماتی سطری ماتریس 

 کنیمتبدیل می 𝑼نظیر 

𝑨 = [
1 2
1 1

   0 3
   1 2

0 1 −1 1
]~𝑹 = [

1    0
0   1

     2 1
    −1 1

0    0        0  0
] 

𝑨𝒙در نتیجه دستگاه همگن  = 𝑹𝒙معادل است با دستگاه همگن  𝟎 = که با حل  𝟎

 آن داریم

𝑥1 = −2𝑥3 − 𝑥4
𝑥2 = 𝑥3 − 𝑥4

} 

متعلق به فضای حل این دستگاه معادله به صورت زیر خواهد  𝒙به بیان دیگر هر بردار 

 بود

{

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} = {

−2𝑥3 − 𝑥4
𝑥3 − 𝑥4
𝑥3
𝑥4

} = 𝛼 {

−2
1
1
0

} + 𝛽 {

−1
−1
0
1

}   ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 

 واضح است که اولاً دو بردار 

ℬ = 〈{

−2
1
1
0

} , {

−1
−1
0
1

}〉 

𝑨𝒙مستقل خطی بوده و فضای حل دستگاه  = ای پایه ℬگسترانند بنابراین را می 𝟎

 باشد.برای فضای حل این دستگاه می

 

𝑨𝒙شرط وجود جواب برای دستگاه معادلات غیرهمگن   2-2 قضیه = 𝒃  آن است که

منظور از فضای ستونی یک ماتریس فضائی . باشد 𝑨ماتریس  در فضای ستونی 𝒃بردار 

شود و به تبع فضای سطری یک است که توسط بردارهای ستونی آن گسترده می

 𝑨𝑀×𝑁شود لذا اگر ماتریس فضائی است که توسط بردارهای سطری آن گسترده می

 𝔽𝑁و فضای سطری زیرفضائی از  𝔽𝑀ضائی از باشد واضح است که فضای ستونی زیرف

 است
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مطابق فصل قبل از باشد؛   𝒃𝑀×1و بردار   𝒙𝑁×1و بردار   𝑨𝑀×𝑁فرض کنید ماتریس 

یعنی   𝑨𝒙حاصل  ،دلخواه  𝒙دانیم که به ازای هر بردار ( می8-1نتیجه رابطة )

ترکیب خطی ستونهای ماتریس برابر با  𝒙خواه لدر هر بردار د 𝑨 ضرب ماتریسحاصل

𝑨  خواهد بود بنابراین شرط سازگاری این دستگاه آن است که بردار𝒃  در گسترة

 یعنیقرار داشته باشد  𝑨ستونهای ماتریس 

𝒃 ∈ 𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝑵〉 

شرط سازگاری این است. یک روش برای بررسی  𝑨ام ماتریس iستون  𝒂𝒊به قسمی که 

را به  [𝑨 ⧘ 𝒃]در ابتدا با انجام عملیات مقدماتی سطری ماتریس افزودة آن است که 

کنیم؛ حال اگر تعداد سطرهای بدل می  [𝑹 ⧘ 𝒛]ماتریس تحویل یافته سطری پلکانی 

باشد شرط سازگاری دستگاه آن  𝑟برابر  𝑨ماتریس  یا همان رتبة سطریصفر غیر 

 است که

[𝑨 ⧘ 𝒃]~[𝑹 ⧘ 𝒛]  ⇒ 𝑧𝑟+1 = 𝑧𝑟+2 = ⋯ = 𝑧𝑀 = 0 

برابر  [𝑨 ⧘ 𝒃]باید با رتبة سطری ماتریس افزودة  𝑨به بیان دیگر رتبة سطری ماتریس 

 قرار دارد. 𝑨 ماتریس در فضای ستونی 𝒃باشد و این بدان معناست که بردار 

 

 

𝑨𝒙به صورت زیر باشد شرط سازگاری دستگاه  و 𝑨5×5فرض کنید ماتریس  = 𝒃  را

 بررسی کنید.

𝑨 =

[
 
 
 
 
1
1
0
2
1

2
1
1
4
3

1
1
0
0
−1

3
1
2
1
0

0
0
0
1
1]
 
 
 
 

 

را به ماتریس تحویل یافته سطری  [𝑨 ⧘ 𝒃]افزودة مطابق قضیه قبل در ابتدا ماتریس 

 کنیمبدل می  [𝑹 ⧘ 𝒛]پلکانی 
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[
 
 
 
 1
1
0
2
1

2
1
1
4
3

1
1
0
0
−1

3
1
2
1
0

0
0
0
1
1

𝑏1
𝑏2
𝑏3
𝑏4
𝑏5]
 
 
 
 

~

[
 
 
 
 1
0
0
0
0

2
−1
1
0
2

1
0
0
−2
−2

3
−2
2
−5
−1

0
0
0
1
1

𝑏1
𝑏2 − 𝑏1
𝑏3

𝑏4 − 2𝑏1
𝑏5 − 𝑏2 ]

 
 
 
 

 

~

[
 
 
 
 1
0
0
0
0

2
1
0
0
0

1
0
−2
0
0

3
2
−5
0
0

0
0
1
0
0

𝑏1
𝑏3

𝑏4 − 2𝑏1
𝑏3 + 𝑏2 − 𝑏1
𝑏5 + 𝑏2 − 𝑏4]

 
 
 
 

 

 در نتیجه شرط سازگاری دستگاه آن است که

𝑏3 + 𝑏2 − 𝑏1 = 0
𝑏5 + 𝑏2 − 𝑏4 = 0

} 

 یعنی هر بردار بایستی به صورت زیر باشد

𝒃 =

{
 
 

 
 
𝑏3 + 𝑏2
𝑏2
𝑏3

𝑏5 + 𝑏2
𝑏5 }

 
 

 
 

= 𝑏2

{
 
 

 
 
1
1
0
1
0}
 
 

 
 

+ 𝑏3

{
 
 

 
 
1
0
1
0
0}
 
 

 
 

+ 𝑏5

{
 
 

 
 
0
0
0
1
1}
 
 

 
 

 

گسترة سِه بردار فوق  𝑨این نتیجه بدان معنی نیز هست که فضای ستونی ماتریس 

 باشدمی

 

 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉توسط تعداد محدودی از بردارهای   𝑉اگر فضای برداری  3-2 قضیه

عضو  𝑁تواند بیش از نمی 𝑉گسترده شود در این صورت هیچ مجموعة مستقلی در 

′ℬداشته باشد و یا به بیان دیگر مجموعة  = 〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑴〉  با𝑀 > 𝑁  لزوماً وابسته

 است.

ℬ توسط مجموعة 𝑉 برداری اثبات: چون فضای = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉 است گسترده شده 

توان به صورت ترکیب خطی از بردارهای را می 𝜷𝒊هر بردار دلخواه دیگری مانند لذا 

ℬ به صورت 
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𝜷𝒊 =∑𝑎𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

 

 مستقل خطی باشد بایستی از رابطةبخواهد  ′ℬ نوشت حال اگر مجموعه

∑𝑐𝑖𝜷𝒊

𝑀

𝑖=1

= 𝑶⃗⃗  

𝑐𝑖 نتیجه شود که تمام ضرایب = -2رابطة )برابر صفر هستند؛ حال با جایگذاری  0

 شودنتیجه می ∑علامت دو ( و جابجائی 17-2( در رابطة )16

∑𝑐𝑖 (∑𝑎𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

)

𝑀

𝑖=1

=∑𝜶𝒋 (∑𝑎𝑗𝑖𝑐𝑖

𝑀

𝑖=1

)

𝑁

𝑗=1

= 𝑶⃗⃗  

 یعنی در نهایت منجر به دستگاه معادلات جبری به صورت

∑𝑎𝑗𝑖𝑐𝑖

𝑀

𝑖=1

= 0    𝑗 = 1:𝑁 

𝑀مجهول با  𝑀معادله و  𝑁یعنی  > 𝑁 بر روی شود که لزوماً دارای حل غیر بدیهی می

′ℬ؛ بنابراین مجموعة است 𝑐𝑖مجهولات  = 〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑴〉 ًة خطی است.وابست لزوما 

توسط تعداد محدودی بردار گسترده شده باشد تعداد  𝑉در نتیجه اگر فضای برداری 

 بردارهای هر دو پایة آن برابرند

ℬ = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  𝑁 ≤ 𝑀

ℬ′ = 〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑴〉  𝑀 ≤ 𝑁
} ⇒ 𝑀 = 𝑁 = 𝐷𝑖𝑚(𝑉) 

𝑁اگر بنابراین  شود.نامیده می 𝐷𝑖𝑚(𝑉)و اصطلاحاً بُعد آن فضای برداری  = 𝐷𝑖𝑚(𝑉) 

عضو داشته باشد لزوماً وابسته بوده  𝑁ی که بیش از اباشد در این صورت هر مجموعه

 .را بگستراند 𝑉تواند عضو نمی 𝑁ای با کمتر از و نیز هیچ مجموعه
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فضای حل  𝑊سطر مستقل بوده و  𝑟دارای  𝑨𝑀×𝑁اگر ماتریس مشخص  به عنوان مثال

𝑨𝒙دستگاه  = 𝐷𝑖𝑚(𝑊)دهید باشد در این صورت نشان  𝟎 = 𝑁 − 𝑟  بُعد همچنین

ای برای که لازم است با تشکیل پایهدر زیر آورده شده متعدد  فضای برداریچندین 

 آنها صحّت این اعداد را بررسی کنید

𝐷𝑖𝑚(𝔽𝑁) = 𝑁

𝐷𝑖𝑚(𝔽𝑀×𝑁) = 𝑀 × 𝑁

𝐷𝑖𝑚(𝔽𝑁×𝑁  𝑆𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐) =
𝑁2 + 𝑁

2

𝐷𝑖𝑚(𝔽𝑁×𝑁  𝐴𝑛𝑡𝑖 − 𝑆𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐) =
𝑁2 − 𝑁

2

𝐷𝑖𝑚(𝒙 ∈ 𝔽𝑁  𝑠. 𝑡.  𝑨𝑀×𝑁𝒙 = 𝟎) = 𝑁 − 𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨)

𝐷𝑖𝑚(𝑉 = 𝑓(𝑥) = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈1  𝑥  𝑥2…  𝑥𝑁〉) = 𝑁 + 1 }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

باشند مطابق  آن زیر فضای دو 𝑊1,𝑊2و  بوده 𝔽 فضای برداری بر میدان یک  𝑉اگر 

𝑊1دانیم که اشتراک آنها  می 3-2-2مطالب ارائه شده در بخش  ∩𝑊2  نیز زیرفضائی

𝑊است حال اگر  𝑉از  = 𝑊1⊕𝑊2  مجموع مستقیم دو زیرفضا باشد )یعنی شامل

 𝑉زیرفضائی از  𝑊کلیة ترکیبات خطی از بردارهای این دو زیرفضا( اولاً ثابت کنید 

𝐷𝑖𝑚(𝑊)است و داریم  = 𝐷𝑖𝑚(𝑊1) + 𝐷𝑖𝑚(𝑊2) − 𝐷𝑖𝑚(𝑊1 ∩𝑊2)   سپس نتیجه

,𝑊1,𝑊2این مسئله را به چندین زیرفضای  … ,𝑊𝑘 .تعمیم دهید 
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𝑊اثبات: با توجه به اینکه  = 𝑊1⊕𝑊2  شامل کلیة ترکیبات خطی از بردارهای این

,𝒙∀دو زیرفضا است لذا به ازای هر دو بردار دلخواه  𝒚 ∈ 𝑊  توان نوشتمی 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑊  ⇒  {
𝒙 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐
𝒚 = 𝒚𝟏 + 𝒚𝟐

    𝑠. 𝑡    {
𝒙𝟏, 𝒚𝟏 ∈ 𝑊1

𝒙𝟐, 𝒚𝟐 ∈ 𝑊2
 

 توان به صورت زیر نوشته و تفکیک کردترکیب خطی از بردارهای فوق را میحال هر 

𝑐𝒙 + 𝒚 = (𝑐𝒙𝟏 + 𝒚𝟏) + (𝑐𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) ⇒ {
𝑐𝒙𝟏 + 𝒚𝟏 ∈ 𝑊1

𝑐𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ∈ 𝑊2
   

خودشان به تنهائی زیرفضا هستند واضح است که این ترکیب  𝑊1,𝑊2با توجه به اینکه 

𝑐𝒙خطی  + 𝒚 ∈ 𝑊  و بنابراین𝑊 برای تعیین بُعد آن فرض کنید  نیز زیرفضا است حال

𝑊1ای برای پایه 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝒓〉مجموعه  ∩𝑊2 های باشد سپس پایه𝐵1, 𝐵2  را برای

 این دو زیرفضا به صورت زیر

𝐵1 = 〈𝜶1  𝜶2… 𝜶𝑟   𝜷𝑟+1  𝜷𝑟+2… 𝜷𝑚〉

𝐵2 = 〈𝜶1  𝜶2… 𝜶𝑟   𝜸𝑟+1  𝜸𝑟+2… 𝜸𝑛〉
} 

𝑊1بردار اول آنها همان بردارهای پایة  rدهیم که ای تشکیل مییعنی به گونه ∩𝑊2 

حاصل مجموع و یا ترکیب خطی از  𝑊باشد سپس با توجه به اینکه هر بردار در 

 به صورت 𝐵بردارهای این دو زیرفضا است در نتیجه مجموعه بردارهای مستقل 

𝐵 = 〈𝜶1  𝜶2… 𝜶𝑟  𝜷𝑟+1  𝜷𝑟+2… 𝜷𝑚  𝜸𝑟+1  𝜸𝑟+2… 𝜸𝑛〉 

𝐷𝑖𝑚(𝑊)خواهد بود و لذا  𝑊ای برای پایه = 𝑚 + 𝑛 − 𝑟  اکنون با توجه به روند اثبات

 توان این نتیجه را به چندین زیرفضا به صورتارائه شده در فوق می

𝑊 = 𝑊1⊕𝑊2⊕…⊕𝑊𝑘 

 شود.تعمیم داد که بررسی و تعیین بُعد آن به عهدة خوانندة محترم واگذار می
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 مختصات  2-2-6

ℬو  𝔽 بر میدان البعد متناهیداری فضای بر 𝑉اگر  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  پایة مرتبی برای

𝒙∀آن باشد به ازای هر بردار دلخواه  ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

𝒙 =∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

= 𝑥1𝜶𝟏 + 𝑥2𝜶𝟐 +⋯𝑥𝑁𝜶𝑵  

 به صورت ℬ[𝒙]را با نماد  ℬنسبت به پایة  𝒙در این صورت مختصات بردار 

[𝒙]ℬ = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} 

𝑁که همواره یک بردار نمایش داده  × دو ملاحظة مهم از این تعریف نتیجه است.  1

منحصر به فرد است چرا که  ،بردار نسبت به یک پایه هرمختصات آنکه اولاً شود؛ می

𝒙مختصات یک بردار دلخواه  اگر به عنوان مثال ∈ 𝑉  دو نمایش مختلف به صورت زیر

 داشته باشد

[𝒙]ℬ = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} ⇒ 𝒙 =∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

[𝒙]ℬ = {

𝑧1
𝑧2
⋮
𝑧𝑁

} ⇒ 𝒙 =∑𝑧𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1 }
 
 
 
 

 
 
 
 

    

 با تساوی دو رابطه فوق خواهیم داشت

∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

=∑𝑧𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

  ⇒   ∑(𝑥𝑖 − 𝑧𝑖)𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

= 𝑶⃗⃗  

 شودبا توجه به استقلال بردارهای پایه نتیجه میو در نهایت 
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𝑥𝑖 − 𝑧𝑖 = 0 ⇒  𝑥𝑖 − 𝑧𝑖         𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

در هر فضای برداری و نسبت به هر پایة دلخواه   𝑶⃗⃗مختصات بردار صفر اینکه ثانیاً 

 زیر باشد بایستی به صورت

[𝑶⃗⃗ ]
ℬ
= {

0
0
⋮
0

} 

شود لیکن که اثبات و استدلال پیرامون این نتیجه به عهدة خوانندة محترم گذاشته می

به معنای عدم استقلال بردارهای ذکر این نکته ضروری است که عدم احراز شرط فوق 

 است.پایه 

 

  

,ℬمتقارن و  ℝ2×2 فضای ماتریسهای 𝑉فرض کنید  ℬ′ به صورت 

ℬ = {𝜶𝟏 = [
1 0
0 0

] , 𝜶𝟐 = [
0 1
1 0

] , 𝜶𝟑 = [
0 0
0 1

]}

ℬ′ = {𝜶𝟏
′ = [

1 1
1 0

] , 𝜶𝟐
′ = [

1 1
1 1

] , 𝜶𝟑
′ = [

1 2
2 1

]}
} 

𝑨ماتریس  به عنوان مثال د در این صورتنپایة مرتب برای آن باشدو  = [
2 3
3 −1

را  [

 بسط دادبردارهای پایه این توان به صورت زیر بر حسب می

𝑨 = 2𝜶𝟏 + 3𝜶𝟐 − 𝜶𝟑
𝑨 = 3𝜶𝟏

′ − 2𝜶𝟐
′ + 𝜶𝟑

′ } 

 صورت زیر خواهد بودپایه به دو نسبت به این  𝑨 مختصات ماتریس بنابراین

[𝑨]ℬ = {
2
3
−1
}          [𝑨]ℬ′ = {

3
−2
1
}   

شود که در با تغییر پایه، مختصات یک بردار عوض می شودهمانطور که مشاهده می

 گردد.رابطة بین آنها استخراج میادامه به این موضوع پرداخته شده و 
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باشند به  آنمستقل  فضایدو زیر 𝑊1,𝑊2و  بوده 𝔽 ی برداری بر میدان ئفضا 𝑉اگر 

𝑉قسمی که مجموع مستقیم این دو زیرفضا برابر  = 𝑊1⊕𝑊2  شود در ابتدا ثابت

توان به مجموع دو بردار منجصر به فرد تجزیه کرد را می 𝑉کنید هر بردار دلخواه در 

سپس نشان دهید تحت چه شرایطی و به چه صورت نتیجه این مسئله به چندین 

,𝑊1,𝑊2زیرفضای  … ,𝑊𝑘 .قابل تعمیم است 

𝑊1 در این شرایط 19-2با توجه به مثال اثبات:  ∩𝑊2 = {𝑶⃗⃗ }  دو زیرفضا هیچ یعنی

𝑟 و اشتراکی نداشته =  مجموعه است بنابراین 0

𝐵 = 〈 𝜷1  𝜷2… 𝜷𝑚    𝜸1  𝜸2… 𝜸𝑛〉 

𝒙∀خواهد بود و لذا  𝑉ای برای پایه ∈ 𝑉  به صورت زیر خواهیم داشت 𝒙 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐  

𝒙𝟏 =∑𝑎𝑖𝜷𝑖

𝑚

𝑖=1

        [𝒙𝟏]𝐵1 = 〈𝑎1  𝑎2  … 𝑎𝑚〉
𝑇

𝒙𝟐 =∑𝑏𝑖𝜸𝑖

𝑛

𝑖=1

        [𝒙𝟐]𝐵2 = 〈𝑏1  𝑏2  … 𝑏𝑛〉
𝑇

}
 
 

 
 

  

𝒙𝟏مختصات بردار   𝐵1[𝒙𝟏]به قسمی که  ∈ 𝑊1   نسبت به پایة𝐵1   بوده و به همین

𝒙𝟐مختصات بردار   𝐵2[𝒙𝟐]ترتیب  ∈ 𝑊2   نسبت به پایة𝐵2  و از آنجائی که باشد می

شود این تجزیه مختصات هر بردار نسبت به یک پایه منحصر به فرد است نتیجه می

توان استدلال کرد که اگر البته به این صورت نیز مینیز منحصر به فرد خواهد بود 

𝒙بردار  ∈ 𝑉   ًرا بتوان به صورت دیگری مثلا𝒙 = 𝒙′𝟏 + 𝒙′𝟐  تجزیه کرد 

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝒙′𝟏 + 𝒙′𝟐  ⇒  𝒙𝟏 − 𝒙
′
𝟏 = 𝒙

′
𝟐 − 𝒙𝟐  

 چون دو زیرفضا هیچ اشتراکی ندارند خواهیم داشت

 𝒙𝟏 − 𝒙
′
𝟏 = 𝒙

′
𝟐 − 𝒙𝟐 = 𝑶⃗⃗   ⇒  𝒙𝟏 = 𝒙′𝟏, 𝒙𝟐 = 𝒙

′
𝟐 
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 ک دو زیرفضا تهی نباشد این تجزیه منحصر به فرد نیست در حالی که اگر اشترا

 

 

𝑉در حالت خاصی که  = ℝ3  است اگر زیرفضای𝑊1  2صفحة𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = و  0

6𝑥1خط  𝑊2زیرفضای  = 3𝑥2 = 2𝑥3  〈2  2  2〉باشد بررسی کنید آیا بردار ∈ 𝑉 را می

منحصر به  توان به صورت مجموع دو بردار از این دو زیرفضا نوشت و آیا این تجزیه

 فرد است.

دهیم با توجه به تعریف ارائه شده ای برای این دو زیرفضا تشکیل میحل: در ابتدا پایه

𝑊1شود مطابق روابط زیر نتیجه می 𝑊1برای  = 𝑆𝑝𝑎𝑛{〈1 − 2   0〉, 〈0  2  1〉} 

∀𝒙 ∈ 𝑊1     𝒙 = {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

𝑥1
2𝑥3 − 2𝑥1

𝑥3
} = 𝑥1 {

1
−2
0
} + 𝑥3 {

0
2
1
}  

𝑊1 و به طور مشابه = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈1  2  3〉  کنیم که تحت چه شرایطی حال بررسی میاست

〈2  2  2〉توان بردار می ∈ 𝑉  را به صورت ترکیب خطی از این بردارهای پایه نوشت لذا

 خواهیم داشت

[
1 0 1
−2 2 2
0 1 3

] {
𝑎
𝑏
𝑐
} = {

2
2
2
} 

 با تشکیل ماتریس افزوده دستگاه فوق و انجام عملیات مقدماتی سطری خواهیم داشت

[
1
−2
0

0
2
1

1
2
3

2
2
2
] ~ [

1
0
0

0
2
1

1
4
3

2
6
2
]~ [

1
0
0

0
1
0

1
2
1

2
3
−1
]~ [

1
0
0

0
1
0

0
0
1

3
5
−1
] 

𝑎که به صورت منحصر به فرد منجر به محاسبه  = 3,   𝑏 = 5,   𝑐 = شد بنابراین  1−

 توان نوشتمی

{
2
2
2
} = 3 {

1
−2
0
} + 5 {

0
2
1
} − {

1
2
3
} = {

3
4
5
} + {

−1
−2
−3
} 
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𝒙𝟏به قسمی که  = 〈3   4   5〉 ∈ 𝑊1   و𝒙𝟐 = 〈−1  − 2  − 3〉 ∈ 𝑊2   و کاملاً واضح

مستقل بودند در نتیجه دستگاه معادلات حاصله  𝑊1,𝑊2است که چون دو زیرفضای 

 منجر به حل منحصر به فرد شد

 

 تغییر پایه و مختصات  2-2-7

ℬو   𝔽 بر میدان  فضای برداری  𝑉اگر  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  و ℬ′ = 〈𝜶𝟏
′   𝜶𝟐

′ … 𝜶𝑵
′ دو   〈

𝒙∀در این صورت مختصات بردار دلخواهی مانند  دنپایة مرتب برای آن باش ∈ 𝑉  در

 فضا نسبت به این دو پایه به صورتاین 

𝒙 =∑𝑥𝑗𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

⇒ [𝒙]ℬ = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

}

𝒙 =∑𝑥𝑖
′𝜶𝒊

′

𝑁

𝑖=1

⇒ [𝒙]ℬ′ = {

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
𝑥𝑁
′

}

}
 
 
 
 

 
 
 
 

  

 توان نوشتقابل نمایش است؛ از طرفی می

𝜶𝒊
′ =∑𝑝𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

     𝑖 = 1:𝑁, 𝑝𝑗𝑖 ∈ 𝔽

𝑷 = 〈𝒑𝟏  𝒑𝟐… 𝒑𝑵〉                𝒑𝒊 = [𝜶𝒊
′] ℬ}

 
 

 
 

 

گیرد که با شکل می 𝑷𝑁×𝑁مربعی  ماتریسدر اینجا یک شود مشاهده میهمانطور که 

𝜶𝒊مختصات  𝒑𝒊ام آن یعنی iتوجه به رابطة فوق واضح است که ستون 
نسبت به پایة  ′

ℬ بردار دلخواه  هر حال به ازای .است𝒙 توان نوشتمی( 24-2رابطة ) از 

𝒙 =∑𝑥𝑗𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

=∑𝑥𝑖
′𝜶𝒊

′

𝑁

𝑖=1
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 داریم ∑( و سپس جابجائی دو علامت 26-2( در رابطة )25-2جایگذاری رابطة )با 

𝒙 =∑𝑥𝑗𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

=∑𝑥𝑖
′∑𝑝𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

=∑(∑𝑝𝑗𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑥𝑖
′)𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

⇒ 𝑥𝑗 =∑𝑝𝑗𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑥𝑖
′ 

}
 
 

 
 

  

 شودمی نتیجهکه 

[𝒙]ℬ = 𝑷[𝒙]ℬ′ = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} = [

𝑝11 𝑝12
𝑝21 𝑝22

⋯
𝑝1𝑁
𝑝2𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑁1 𝑝𝑁2 ⋯ 𝑝𝑁𝑁

] {

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
𝑥𝑁
′

} 

اگر در است چراکه پذیر و معکوس غیرمنفردلزوماً یک ماتریس  𝑷در اینجا ماتریس 

𝒙رابطة فوق  = 𝑶⃗⃗   داریمیعنی بردار صفر قرار داده شود 

[𝑶⃗⃗ ]
ℬ
= 𝑷[𝑶⃗⃗ ]

ℬ′
 

که حاکی از آن است که مختصات بردار صفر نسبت  (23-2با توجه به رابطة )از طرفی 

[ 𝑶⃗⃗] تائی صفر باشدNای لزوماً بایستی بردار به هر پایه
ℬ
= شود که دستگاه نتیجه می 𝟎

[ 𝑶⃗⃗]بدیهی  لزوماً بایستی دارای حل  فوق
ℬ′
= ماً معکوس حت 𝑷باشد لذا ماتریس  𝟎

به معنای از لحاظ مفهومی  𝑷 پذیر است؛ لازم به ذکر است که منفرد بودن ماتریس

 باشد.می پایههردو و یا  های از پایهبردارهای یکعدم استقلال 

 

 

𝑉فرض کنید  = ℝ2 و ℬ, ℬ′ دنبه صورت زیر دو پایة مرتب برای آن باش 
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ℬ = 〈𝒆𝟏 = {
1
0
} , 𝒆𝟐 = {

0
1
}〉

ℬ′ = 〈𝒆𝟏
′ = {

2
1
} , 𝒆𝟐

′ = {
1
2
}〉
} 

𝒙مختصات بردار  𝑷در این صورت با محاسبة ماتریس  = {
3
3
به  ′ℬرا نسبت به پایة  {

 دهد.( این بردارها را به صورت شماتیک نمایش می7-2دست آورید. شکل )

 

𝑉 برداری فضای = ℝ2  پایه تغییر همراه به 

 شود ( نتیجه می25-2با توجه به رابطة )

𝒑𝟏 = [𝒆𝟏
′ ]ℬ = {

2
1
}   𝒑𝟐 = [𝒆𝟐

′ ]ℬ = {
1
2
}   ⇒ 𝑃 = [

2 1
1 2

]  

[𝒙]ℬ′ = 𝑷
−1[𝒙]ℬ =

1

3
[
2 −1
−1 2

] {
3
3
} = {

1
1
} 

توان مشخص است معنی نتیجه فوق را میبه طور هندسی  (7-2)شکل ازهمانطور که 

𝒙 به صورت = 3𝒆𝟏 + 3𝒆𝟐 = 𝒆𝟏
′ + 𝒆𝟐

 .نوشت ′

 

 

𝑉فرض کنید  = {𝑓(𝑥)}  و  دوهای درجه ایفضای کلیة چندجملهℬ′   زیر به صورت

𝑔(𝑥)پایةای برای آن باشد مطلوب است محاسبة مختصات تابع  = 6 − 3𝑥2  نسبت به

 این پایه

𝒆𝟏 
  

𝒆𝟐 
  

𝒆𝟐
′

  

𝒆𝟏
′

  

3𝒆𝟏 
 
 3𝒆𝟐 

  
 

𝑥1 
  

𝑥2 
  

𝒙 
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ℬ′ = 〈(1 + 2𝑥 + 3𝑥2), (1 − 2𝑥2), (1 + 𝑥 − 𝑥2)〉 

ℬحل: با در نظر گرفتن = 〈1, 𝑥, 𝑥2〉 توان ماتریس به عنوان پایة استاندارد می𝑷  را به

 صورت زیر محاسبه کرد

𝑷 = [
1 1 1
2 0 1
3 −2 −1

] ⇒ 𝑷−1 =
1

3
[
2 −1 1
5 −4 1
−4 5 −2

]

[𝑔(𝑥)]ℬ′ = 𝑷
−1[𝑔(𝑥)]ℬ =

1

3
[
2 −1 1
5 −4 1
−4 5 −2

] {
6
0
−3
} = {

3
9
−6
}
}
 
 

 
 

 

 این نتیجه بدان معناست که

𝑔(𝑥) = 6(1) + 0(𝑥) − 3(𝑥
2)

𝑔(𝑥) = 3(1 + 2𝑥 + 3𝑥
2) + 9(1 − 2𝑥2) − 6(1 + 𝑥 − 𝑥2)

} 

 

 

 

 ها تمرین 2-3

اولاً ثابت کنید هر زیرمیدانی از اعداد مختلط شامل اعداد گویا است ثانیاً نشان   .1

𝑎دهید مجموعة اعداد به صورت  + 𝑏√2  به قسمی که𝑎, 𝑏  عدد گویا هستند

 زیرمیدانی از اعداد حقیقی است.

𝑍𝑚عضوی   𝑚مجموعة   .2 = {0,1,2, … ,𝑚 − را در نظر بگیرید اگر جمع و   {1

تعریف کنیم  𝑚ضرب در آن را به صورت باقیماندة جمع و ضرب معمولی بر 

عدد  𝑚میدان باشد آن است که   𝑍𝑚ثابت کنید شرط لازم و کافی برای اینکه 

 اوّل باشد
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𝑨2×2های حقیقی به صورت مجموعه ماتریسها با درایه  .3 = [
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

را در نظر  [

بگیرید اگر جمع و ضرب در این مجموعه را به صورت جمع و ضرب معمولی 

ماتریسها تعریف کنیم اولًا نشان دهید این مجموعه به میدان بدل خواهد شد 

ثانیاً نشان دهید که این میدان در تناظر یک به یک با میدان اعداد مختلط بوده 

𝑩ت و سپس با استفاده از این نتیجه حاصل عبار = 𝑨𝑚  را محاسبه کنید به

𝑚قسمی که  ≥  یک عدد صحیح مثبت است 1

𝑡∀روی محور حقیقی با مقدار مختلط  𝑓(𝑡)مجموعة کلیة توابع  𝑉 اگر  .4 ∈ ℝ  با

𝑓(−𝑡)فرض  = 𝑓(̅𝑡)  باشد نشان دهید که این توابع به همراه تعریف دو عمل

𝑓)جمع برداری و ضرب اسکالر به صورت  + 𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)   و

(𝑐𝑓)(𝑡) = 𝑐𝑓(𝑡)  فضای برداری بر روی میدانℝ  است. تابعی با مقدار مختلط

 در این فضا مثال بزنید

𝑉فرض کنید   .5 = ℝ𝑁 های زیر تشکیل در این صورت کدام یک از زیرمجموعه

𝒙∀  دهند.زیر فضا می ∈ 𝑉 ⇒ 𝒙 = 〈𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑁〉 

  بردارهای با شرط مجموعة𝑥1 ≥ 0 

  مجموعة بردارهای با شرط𝑥1 + 3𝑥2 = 𝑥3 

  مجموعة بردارهای با شرط(𝑥1)
2 = 𝑥2 

  مجموعة بردارهای با شرط𝑥1𝑥2 = 0 

  مجموعة بردارهای با شرط𝑥1 ∈ ℚ 

𝑉فرض کنید   .6 = 𝔽𝑁×𝑁  یعنی فضای ماتریسهای مربعی باشد در این صورت کدام

 .و بُعد آن را به دست آورید دهندهای زیر تشکیل زیر فضا مییک از زیرمجموعه

  مجموعة ماتریسهای متقارن و یا پادمتقارن به طور جداگانه بر روی میدان

𝔽اعداد حقیقی  = ℝ  و همچنین بر روی میدان اعداد مختلط𝔽 = ℂ 

  مجموعة ماتریسهای هرمیتی و یا پادهرمیتی به طور جداگانه بر روی میدان

𝔽اعداد حقیقی  = ℝ  و همچنین بر روی میدان اعداد مختلط𝔽 = ℂ 
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  مجموعه ماتریسهای𝑨𝑁×𝑁  که در ضرب با ماتریس مشخصی مانند𝑩𝑁×𝑁 

𝑨𝑩از ویژگی جابجائی  = 𝑩𝑨  کنندتبعیّت می 

  مجموعة ماتریسهای متعامد𝑨𝑨𝑇 = 𝑰  

  مجموعة ماتریسهای یکانی𝑨𝑨∗ = 𝑰 

 مجموعة ماتریسهائی که یک و یا چند درایة آنها برابر عدد ثابتی است 

  بدون تریس مجموعة ماتریسهای𝑇𝑟(𝑨) = ∑𝑎𝑖𝑖 = 0 

𝑉فرض کنید   .7 = (ℝ+)𝑁  فضای𝑁با تعریف جمع برداری ی حقیقی مثبت هاتائی

ای یک فض تشکیل بر روی میدان اعداد حقیقی و ضرب اسکالر به صورت زیر

 ای برای آن بُعد آن را تعیین کنیدبا تشکیل پایهدهد سپس میبرداری 
 

𝒙 = {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} ∈ 𝑉     𝑥𝑖 ∈ ℝ
+

∀𝑐 ∈ ℝ  ,    ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉

𝒙⊕ 𝒚 ≜ {

(𝑥1)(𝑦1)

(𝑥2)(𝑦2)
⋮

(𝑥𝑁)(𝑦𝑁)

}          𝑐 ⊗ 𝒙 ≜ {

(𝑥1)
𝑐

(𝑥2)
𝑐

⋮
(𝑥𝑁)

𝑐

}

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

𝑊 هزیرمجموعثابت کنید   .8 = {𝒙 = 〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3〉
𝑇  ↳  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = با   {1

⊕𝒙 تعریف جمع برداری 𝒚 و ضرب اسکالر 𝑐⨂𝒙  به صورت زیر تشکیل یک

𝑐 فضای برداری بر میدان اعداد حقیقی ∈ ℝ ای برای و با نوشتن پایه دهدمی

 آن بُعد آن را تعیین کنید

𝒙⊕ 𝒚 ≜ {
𝑥1 + 𝑦1 − 1
𝑥2 + 𝑦2
𝑥3 + 𝑦3

} , 𝑐⨂𝒙 ≜ {
𝑐𝑥1 + 1 − 𝑐

𝑐𝑥2
𝑐𝑥3

}  
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𝑊1در این صورت دو زیر فضا بوده  𝑊2و  𝑊1ثایت کنید اگر   .9 ∩𝑊2  نیز زیرفضا

 است

𝑊1دو زیر فضا بوده و  𝑊2و  𝑊1ثایت کنید اگر   .10 ∪𝑊2  نیز زیرفضا باشد در این

 صورت یکی از دو زیرفضا شامل دیگری است

𝑊دو زیر فضا بوده و اگر فضای   𝑊2و   𝑊1ثایت کنید اگر   .11 ≜ 𝑊1⨁𝑊2   را به

معنای مجموع مستقیم دو زیرفضا تعریف کنیم یعنی شامل کلیة ترکیبات خطی 

 این دو زیرفضا باشد در این صورت ثابت کنید

𝐷𝑖𝑚(𝑊) = 𝐷𝑖𝑚(𝑊1) + 𝐷𝑖𝑚(𝑊2) − 𝐷𝑖𝑚(𝑊1 ∩𝑊2) 

𝑊1بوده و به قسمی که  𝑉دو زیر فضای  𝑊2و  𝑊1ثایت کنید اگر   .12 ∩𝑊2 = 𝑶⃗⃗  

𝑊اگر فضای  ≜ 𝑊1⨁𝑊2  را به معنای مجموع مستقیم دو زیرفضا تعریف کنیم

𝒙∀ در این صورت ثابت کنید  ∈ 𝑉 توان آنرا به صورت منحصر به فرد به می

 مجموع دو بردار به صورت زیر تجزیه کرد 

𝒙 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐     𝑠. 𝑡.   𝒙𝟏 ∈ 𝑊1, 𝒙𝟐 ∈ 𝑊2 

𝑉فرض کنید   .13 = ℝ2×2  و𝑊1  فضای کلیة ماتریسهای به صورت[
0 𝑎
𝑏 0

]  𝑎, 𝑏 ∈

ℝ باشد اولاً ثابت کنید 𝑊1 ی زیرفضا𝑉  است ثانیاً زیرفضای𝑊2 بید را طوری بیا

𝑊1که  ∩𝑊2 = 𝑶⃗⃗   و𝑉 ≜ 𝑊1⨁𝑊2 

   𝑊باشد و  ℝبه  ℝاز مجموعة اعداد حقیقی  𝑓(𝑥)مجموعة کلیة توابع  𝑉اگر   .14

مجموعة کلیة توابع باشد که در معادلة دیفرانسیل زیر به همراه شرایط مرزی 

 مربوطه 

𝑑4𝑢

𝑑𝑥4
− 𝑘4𝑢 = 0,   𝑘 = 𝑐𝑡𝑒′     𝑢(0) = 𝑢′(0) = 0  

 است و بعد آن را مشخص کنید. 𝑉زیرفضای  𝑊صدق کنند آیا 
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مجموعة اعداد حقیقی را به عنوان فضای برداری بر میدان اعداد گویا تعریف   .15

 البعد نیستکنید و سپس ثابت کنید این فضا متناهی

𝒙اگر   .16 = 〈𝑥1 𝑥2〉  و𝒚 = 〈𝑦1 𝑦2〉  دو بردار در فضای𝑉 = ℝ2  باشند که در

را می 𝑉ای برای شرایط زیر صدق میکنند ثابت کنید این دو بردار تشکیل پایه

 دهند

𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 = 0,   (𝑥1)
2 + (𝑥2)

2 = (𝑦1)
2 + (𝑦2)

2 = 1  

های زیر مجموعه 𝔽به  𝔽ثابت کنید در فضای تابعی با دامنة پیوسته از میدان   .17

 مستقل خطی هستند

 〈1 𝑡 ⋯ 𝑡𝑛〉 
 〈𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑐𝑜𝑠 2𝑡 ⋯ 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑡〉 
 〈𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑠𝑖𝑛 2𝑡 ⋯ 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑡〉 

𝑉 اگر  .18 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥, 𝑥2} درجه دو و اگر  ایفضای کلیة توابع چندجمله𝑚  عدد

,1}حقیقی مشخصی باشد ثابت کنید مجموعة توابع  𝑥 + 𝑚, (𝑥 + 𝑚)2}  تشکیل

𝑓(𝑥)دهد و مختصات تابع می 𝑉ای برای پایه = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2  را نسبت به آن

 به دست آورید

𝒃شرط اینکه بردار   .19 = 〈𝑏1, … , 𝑏5〉  در زیرفضائی ازℝ5  باشد که توسط بردارهای

𝜶𝑖 شود چیست و سپس مختصات این بردار را نسبت به پایة زیر گسترده می
〈𝜶1, … , 𝜶4〉  به دست آورید𝜶1 = 〈1,0,2,1, −1〉  𝜶2 = 〈−1,2, −4,2,0〉  𝜶3 =

〈2,−1,5,2,1〉  𝜶4 = 〈2,1,3,5,2〉 

باشند در این صورت حاصلضرب مستقیم  𝔽فضاهای برداری بر میدان  𝑉,𝑊اگر   .20

𝑉این دو فضا را توسط رابطة  ×𝑊 = {(𝒗,𝒘)  𝑠. 𝑡.  𝒗 ∈ 𝑉,𝒘 ∈ 𝑊 }   تعریف

کنیم؛ با تعریف جمع برداری و ضرب اسکالر به نحو مناسب ثابت کنید این می
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𝐷𝑖𝑚(𝑉)حاصلضرب یک فضای برداری است و چنانچه  = 𝑁  و𝐷𝑖𝑚(𝑊) = 𝑀 

 باشد بُعد این فضای حاصلضرب را به دست آورید

𝑪ماتریسهای مشخص بوده و  𝑩𝑁×𝑃و   𝑨𝑀×𝑁اگر   .21 = 𝑨𝑩  در این صورت ثابت

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑪)کنید  ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑨)  و همچنین𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑪) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑩) 

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑨)یک ماتریس مشخص با ویژگی   𝑨𝑀×𝑁اگر   .22 = 𝑁   و𝑊   زیرفضای

𝑩𝑨با شرط   𝑩𝐾×𝑀ماتریسهای  = را مشخص   𝑊بُعد در این صورت باشد   𝟎

 کنید

𝑉اگر   .23 = ℝ5  و  باشد𝑊1,𝑊2   دو زیرفضای آن باشند که توسط بردارهای زیر

𝑊1شوند در این صورت مطلوب است محاسبة گسترده می ∩𝑊2 و تشکیل پایه

 ای برای آن

𝑊1 = 𝑆𝑝𝑎𝑛 〈

{
 
 

 
 
1
2
0
1
3}
 
 

 
 

,

{
 
 

 
 
0
1
2
−1
2 }
 
 

 
 

〉    𝑊2 = 𝑆𝑝𝑎𝑛 〈

{
 
 

 
 
4
5
−6
7
6 }
 
 

 
 

,

{
 
 

 
 
1
3
2
0
4}
 
 

 
 

〉 

𝑁𝑨برابر   𝑨3×4اگر فضای تهی ماتریس   .24 = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈−2,−1,0,0〉𝑇   فضای تهی و

𝑁𝑩برابر   𝑩3×4ماتریس  = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈−1,−2,1,0〉
𝑇  همچنین فضای تهی  بوده

𝑁𝑪برابر  𝑪3×4ماتریس  = 𝑁𝑨⊕𝑁𝑩  محاسبه در این صورت مطلوب استباشد 

 قفو ماتریسهای از هریک معادل پلکانی یافته تحویل ماتریسهای

ماتریسهای مشخص بوده و رتبة سطری آنها برابر باشد آیا  𝑩𝑀×𝑁و   𝑨𝑀×𝑁اگر   .25

بحث   𝑀,𝑁توان گفت معادل سطری یکدیگرند، در مورد حالات مختلف می

 کنید

 𝑷2×2 ماتریس مشخص بوده که در ضرب با 𝑨2×2فضای کلیه ماتریسهای  𝑉اگر   .26

یک  𝑉از خاصیت جابجائی تبعیت کنند، اولاً ثابت کنید های غیر صفر( )با درایه

و نشان ای برای آن بُعد آن را پیدا کنید فضای برداری است و با تعیین پایه
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اص . ثالثاً در حالت خنسبت به ضرب ماتریسی بسته و جابجا پذیر است 𝑉دهید 

𝑨 = [
2
−1
  
3
2
𝑨∀پایه را تشکیل داده و نشان دهید به ازای هر  [ ≠ 𝑶  این عضو

𝑑𝑒𝑡(𝑨)فضا داریم  ≠ 0 

ماتریس مشخصی باشد ثابت کنید شرط لازم و کافی برای اینکه  𝑨𝑀×𝑁اگر   .27

𝑨𝑿دستگاه معادلات ناهمگن  = 𝒀   دارای جواب باشد آن است رتبة سطری

 برابر باشد [𝑨 ⧘ 𝒀]باید با رتبة سطری ماتریس افزودة  𝑨ماتریس 

𝑉اگر   .28 = ℝ2×2  باشد در این صورت پایة〈𝑨1, … , 𝑨4〉 ای برای این فضا به گونه

(𝑨𝑖)به دست آورید که 
2 = 𝑨𝑖   𝑖 = 1: سپس مختصات ماتریس دلخواه   4

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ℬ[𝒙]را نسبت به این پایه به دست آورده و صحّت رابطة  [ = 𝑷[𝒙]ℬ′  را

 بررسی کنید

𝑨𝒙ای برای فضای حل دستگاه همگن در ابتدا پایه  .29 = تشکیل داده و سپس  𝟎

𝑨𝒙شرط سازگاری دستگاه  = 𝒚 را برای ماتریس زیر بررسی کنید 

𝑨 = [

0 0
0 1

0 −1
0 2

4 5
−1 3

2
−1

5 −1
0 3

2 0
0 6

1 3
−3 9

−1
−3

] 
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 ومسفصل 

 های خطیتبدیل
 

 

 

 

 

 

 تبدیل خطییک تعریف  3-1

:𝑇نگاشت بوده و  𝔽 فضاهای برداری بر میدان  𝑉,𝑊اگر  𝑉 → 𝑊  تبدیلی از بردارهای

𝑉  به بردارهای𝑊 یعنی  باشد∀𝒙 ∈ 𝑉 → 𝑇𝒙 = 𝒚 ∈ 𝑊  با اعمال این مشروط بر اینکه

 یعنی شود حفظ  بین بردارها ترکیب خطی ،نگاشت

∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑉      ∀𝑐 ∈ 𝔽

𝑇(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑐(𝑇𝒙𝟏) + (𝑇𝒙𝟐)
}  

این تعریف آن اولین ملاحظه از شود؛ یک تبدیل خطی نامیده می 𝑇در این صورت 

∋ 𝑶⃗⃗که بردار صفر است  𝑉  لزوماً بایستی تحت هر تبدیل خطی دلخواه به بردار صفر

𝑶⃗⃗ ∈ 𝑊 کرد توان به صورت زیر استدلالبه عنوان مثال می چراکه نگاشت شود 

𝑇𝑶⃗⃗ = 𝑇(𝑶⃗⃗ + 𝑶⃗⃗ ) = 𝑇(𝑶⃗⃗ ) + 𝑇(𝑶⃗⃗ ) = 2𝑇𝑶⃗⃗     ⇒ 𝑇𝑶⃗⃗ 𝑉 = 𝑶⃗⃗ 𝑊  
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𝑇 صفر خطی تبدیل = 𝑂  همانی عملگرو 𝑇 = 𝐼 به شکل بدیهی تبدیلزیر  با تعریف

 هایی خطی هستند

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑂𝒙 = 𝑶⃗⃗ 

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝐼𝒙 = 𝒙
}  

:𝑇تبدیل خطی  هر لازم به ذکر است که 𝑉 → 𝑉  شودنامیده میعملگر خطی یک 

:𝑇 همچنین هر تبدیل خطی 𝑉 → 𝔽 از بردارهای  یعنی𝑉  به میدان𝔽 ا اصطلاحاً یک ر

به ذکر ابتدا خطی های برای درک بهتر مفهوم تبدیلتابعک یا فانگشنال خطی گویند. 

 شود.مثالهای متعدد دیگری ارائه می در ادامه پردازیم و سپسمثال هندسی می چند

 

 

𝑉فضای برداری دوبعدی اقلیدسی  = ℝ2  را در نظر بگیرید و فرض کنید𝑇  تبدیلی

 ( تصویر کند.1-3افقی مطابق شکل )باشد که هر بردار را روی محور 

 

𝑉 در عمودی تصویر خطی تبدیل = ℝ2 

مجموع تصویر  اخواه بلشود حاصل تصویر مجموع دو بردار دهمانطور که مشاهده می

دو بردار را با هم جمع کرده و سپس بردار  در ابتداچه به بیان دیگر آنها برابر است 

𝒙𝟐 

𝑇𝒙1 
  

𝒙1 
  

𝑇𝒙2 
  

𝑇(𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) 
  𝑇(𝒙𝟏) + 𝑇(𝒙𝟐) 

  

𝑇𝒙 
  

𝑇(𝑐𝒙) 
  𝑐(𝑇𝒙) 
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 جداگانه تصویر کردهحاصل را تصویر کنیم و چه اینکه در ابتدا هر کدام را به صورت 

توان نوشت یعنی می و سپس حاصل این دو بردار تصویر شده را با هم جمع کنیم

𝑇(𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑇𝒙𝟏 + 𝑇𝒙𝟐  همچنین تفاوتی بین این وجود ندارد که در ابتدا طول یک

بردار را تغییر داده و سپس آنرا تصویر کنیم با اینکه در ابتدا تصویر کرده و سپس طول 

𝑇(𝑐𝒙)یعنی  ویر شده را به همان نسبت تغییر دهیمبردار تص = 𝒄(𝑇𝒙) 

 

 

𝑉فضای  دیگر درهندسی به عنوان یک مثال  = ℝ3 ( 2-3مطابق شکل ) دو عملگر

,𝑇1تصویر عمودی  𝑇2  و یک عملگر دوران𝑈 عملگراند به قسمی که نمایش داده شده 

𝑇1 یکّة قائمبردار ای با هر بردار را در صفحه 𝒏 عملگر  تصویر کرده و𝑇2  هر بردار را بر

عملگری است که هر بردار را حول  𝑈کند همچنین تصویر می 𝒏روی خطی با راستای 

 یئعملگرهادهد همگی زاویة مشخص دوران میبه اندازه یک  𝒏محوری با راستای 

در هر فضای برداری . کنندیعنی ترکیب خطی بین بردارها را حفظ می خطی هستند

 دو عملگر معروف و پرکاربرد هستند. ،تصویر عمودی و دورانهای عملگرلخواه د

 

 دوران و عمودی تصویر هایعملگر هندسی ترسیم

𝒙 

 

𝑇1𝒙 
  

𝒏 
  

𝑈𝒙 
  

𝑇2𝒙 
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𝑉 اگربه عنوان یک مثال دیگر  = 𝔽𝑁  و𝑊 = 𝔽𝑀 وده و نگاشت ب𝑇: 𝑉 → 𝑊  به صورت

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝒙 ≜ 𝑨𝒙  تعریف شود به قسمی که𝑨𝑀×𝑁  است در یک ماتریس مشخص

 یک تبدیل خطی خواهد بود چراکه 𝑇 این صورت

∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑉      ∀𝑐 ∈ 𝔽

𝑇(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑨(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑐(𝑨𝒙𝟏) + (𝑨𝒙𝟐)
} 

 شود.لذا ماتریس مربعی یک عملگر خطی محسوب می

 

 

𝑉اگر  = 𝔽𝑁×𝑁  نگاشتفضای ماتریسهای مربعی باشد در این صورت 𝑇: 𝑉 → 𝔽  یعنی

𝑨∀با تعریف  𝔽میدان به  𝑉از فضای  ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑨 ≜ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨) تابعک یا  یک تبدیل 

 خطی است چراکهفانگشنال 

∀𝑨𝟏, 𝑨𝟐 ∈ 𝑉      ∀𝑐 ∈ 𝔽

𝑇(𝑐𝑨𝟏 + 𝑨𝟐) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑐𝑨𝟏 + 𝑨𝟐) = 𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨𝟏) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨𝟐)
} 

 

 

𝑉در فضای تابعی  = {𝑓(𝑥)} گیری با تعریف عملگر مشتق𝑇𝑓 ≜ 𝐷𝑓 = 𝑓′  یک عملگر

,𝑓∀خطی است چراکه  𝑔 ∈ 𝑉 ⇒ 𝐷(𝑐𝑓 + 𝑔) = 𝑐𝑓′ + 𝑔′  هر مرتبه مشتق که البته

انتگرالی مانند تبدیل فوریه و  هایمچنین در فضای تابعی تبدیلتواند باشد؛ هنیز می

 هستندنیز از جملة تبدیل های خطی  یا تبدیل لاپلاس
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ℱ𝑓(𝑡) = 𝑔(𝜔) ≜ ∫ 𝑓(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

ℒ𝑓(𝑡) = 𝜑(𝑠) ≜ ∫ 𝑓(𝑡)𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0 }
 
 

 
 

 

,𝑓1چراکه به ازای هر دو تابع دلخواه  𝑓2  و به ازای هر اسکالر حقیقی𝑐 داریم 

ℱ(𝑐𝑓1 + 𝑓2) = ∫ (𝑐𝑓1 + 𝑓2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

= 𝑐∫ 𝑓1𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

+∫ 𝑓2𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

= 𝑐𝑔1 + 𝑔2

ℒ(𝑐𝑓1 + 𝑓2) = ∫ (𝑐𝑓1 + 𝑓2)𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 𝑐∫ 𝑓1𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

+∫ 𝑓2𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 𝑐𝜑1 + 𝜑2
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

𝑉فرض کنید در فضای تابعی  = 𝐶2[𝑎, 𝑏]  و𝑊 = 𝐶0[𝑎, 𝑏] باشد در این صورت تبدیل 

∀𝑢(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑢 ≜ 𝛼0
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝛼1𝑢 + ∫ 𝑘(𝑥,𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

:𝑇یک تبدیل خطی  𝑉 → 𝑊 باشد چراکهمی 

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇(𝑐𝑢1 + 𝑢2)

= 𝛼0
𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑐𝑢1 + 𝑢2) + 𝛼1(𝑐𝑢1 + 𝑢2) + ∫ 𝑘(𝑐𝑢1 + 𝑢2)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

= 𝑐 (𝛼0
𝑑2𝑢1
𝑑𝑥2

+ 𝛼1𝑢1 +∫ 𝑘𝑢1𝑑𝑦
𝑏

𝑎

)

+(𝛼0
𝑑2𝑢2
𝑑𝑥2

+ 𝛼1𝑢2 +∫ 𝑘𝑢2𝑑𝑦
𝑏

𝑎

) = 𝑐𝑇(𝑢1) + 𝑇(𝑢2)
}
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ها و عملگرهای خطی بیان شد حال در مثالهای اخیر چندین نمونه متعدد از تبدیل

 شودخطی ارائه میهای غیرتبدیل نمونه از چند

𝑇:ℝ2نگاشت  به عنوان مثال الف( → ℝ2  با تعریف𝑇 {
𝑥1
𝑥2
} = {

𝑥1𝑥2
𝑥2

یک عملگر خطی  {

حفظ نمیدر جمع برداری و ضرب اسکالر ترکیب خطی بین بردارها را چراکه  نیست

 توان نوشتمی طبق تعریفو  کند

𝑇(𝒙 + 𝒚) = {
(𝑥1 + 𝑦1)(𝑥2 + 𝑦2)

𝑥2 + 𝑦2
}  ≠   𝑇𝒙 + 𝑇𝒚 = {

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

}  

𝑇(𝑐𝒙) = {
𝑐2𝑥1𝑥2
𝑐𝑥2

}   ≠   𝑐𝑇𝒙 = {
𝑐𝑥1𝑥2
𝑐𝑥2

} 

 مشابه حالت قبل به سادگی قابل اثبات است در فضای تابعی، به عنوان مثال دیگر ب(

:𝑇نگاشت که  𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑥)  با تعریف𝑇𝑓 = 𝑓2  استخطی غیریک عملگر. 

:𝑇نگاشت  ،ماتریسهای مربع در فضایو یا  ج( 𝑉 → 𝑉  با تعریف∀𝑨 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑨 ≜ 𝑨2 

:𝑇نگاشت خطی و یک عملگر غیر 𝑉 → 𝔽  با تعریف∀𝑨 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑨 ≜ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨2)  یک

 خطی است.فانگشنال غیر

 

ℬو  𝔽 البعد بر میدان فضای برداری متناهی 𝑉اگر  (1-3) قضیه = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  پایة

 𝑊 فضایردارهای دلخواهی در ب  〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑵〉و اگر مرتبی برای آن باشد 

:𝑇باشند در این صورت تبدیل خطی یکتا و منحصر به فردی  𝑉 → 𝑊  وجود دارد

 به قسمی که

𝑇𝜶𝒊 = 𝜷𝒊     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

𝒙∀ازای هر بردار دلخواه  بهاثبات:   ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

𝒙 =∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝐾

𝑖=1

= 𝑥1𝜶𝟏 + 𝑥2𝜶𝟐 +⋯+ 𝑥𝑁𝜶𝑵 
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:𝑇 اگر تبدیلدر این صورت  𝑉 → 𝑊 به صورت 

𝑇𝒙 ≜ 𝑥1𝜷𝟏 + 𝑥2𝜷𝟐 +⋯+ 𝑥𝑁𝜷𝑵 

 تعریف شود اولاً یک تبدیل خطی است زیرا

𝑇(𝑐𝒙 + 𝒚) = (𝑐𝑥1 + 𝑦1)𝜷𝟏 + (𝑐𝑥2 + 𝑦2)𝜷𝟐 +⋯+ (𝑐𝑥𝑁 + 𝑦𝑁)𝜷𝑵 

= 𝑐(𝑥1𝜷𝟏 + 𝑥2𝜷𝟐 +⋯+ 𝑥𝑁𝜷𝑵) + (𝑦1𝜷𝟏 + 𝑦2𝜷𝟐 +⋯+ 𝑦𝑁𝜷𝑵) 

= 𝑐𝑇(𝒙) + 𝑇(𝒚) 

وجود داشته باشد به قسمی  𝑈ثانیاً منحصر به فرد است چراکه اگر تبدیل دیگری مانند 

𝑖به ازای  که = 1,2, … ,𝑁  داشته باشیم𝑈𝜶𝒊 = 𝜷𝒊 در این صورت خواهیم داشت  

𝑈𝒙 = 𝑈(𝑥1𝜶𝟏 + 𝑥2𝜶𝟐 +⋯+ 𝑥𝑁𝜶𝑵) = 𝑥1(𝑈𝜶𝟏) + 𝑥2(𝑈𝜶𝟐) + ⋯+ 𝑥𝑁(𝑈𝜶𝑵) 

= 𝑥1𝜷𝟏 + 𝑥2𝜷𝟐 +⋯+ 𝑥𝑁𝜷𝑵 = 𝑇𝒙 

 برابر باشد. 𝑈با تبدیل  𝑇که لزوماً بایستی تبدیل  شودو بنابراین نتیجه می

 

 

𝑇:ℝ3به عنوان مثال فرض کنید تبدیل خطی  → ℝ2  بردارهای〈{
1
0
0
}  {

0
1
0
}  {

0
0
1
پایه  〈{

}〉را به ترتیب به بردارهای  ℝ3استاندارد در 
1
1
}  {

2
1
}  {

3
1
در این  بدل کند. ℝ2در  〈{

 توان نوشت( می1-3با توجه به قضیة )صورت 

𝑇 {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = 𝑥1 {

1
1
} + 𝑥2 {

2
1
} + 𝑥3 {

3
1
} = {

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

} 

𝑈:ℝ3همچنین اگر تبدیل خطی  → ℝ2 بردارهای مستقل〈{
2
1
0
}  {

1
1
0
}  {

0
0
1
را به  ℝ3در  〈{

}〉ترتیب به بردارهای 
1
1
}  {

2
1
}  {

3
1
بدل کند. در این صورت با توجه به قضیة  ℝ2در  〈{

 توان نوشت( می3-1)

𝑈 {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = (𝑥1 − 𝑥2) {

1
1
} + (2𝑥2 − 𝑥1) {

2
1
} + 𝑥3 {

3
1
} = {

−𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3
𝑥2 + 𝑥3

} 
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 یک تبدیل خطیهسته   3-2

:𝑇یک تبدیل خطی از فضای برداری   𝑇اگر  𝑉 → 𝑊   باشد در این صورت مجموعة

𝒙بردارهای  ∈ 𝑉  که برای آنها𝑇𝒙 = 𝑶⃗⃗ (𝑊)  یعنی به بردار صفر در فضای𝑊  نگاشت

تبدیل  2یا فضای تهی 1دهند که اصطلاحاً هستهرا می 𝑉شوند تشکیل زیرفضائی از می

𝑇 شود.نامیده می 

𝑁𝑇 = 𝐾𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝑇) 𝑜𝑟 𝑁𝑢𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝑇)

𝑁𝑇 ≜ {𝒙 ∈ 𝑉    𝑠. 𝑡.  𝑇𝒙 = 𝑶⃗⃗ }
} 

 اولاً واضح است که هسته، زیر فضا است چراکه

∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑁𝑇 ⇒ 𝑇𝒙𝟏 = 𝑇𝒙𝟐 = 𝑶⃗⃗ 

𝑇(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑐𝑇𝒙𝟏 + 𝑇𝒙𝟐 = 𝑶⃗⃗ 
} ⇒ 𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 ∈ 𝑁𝑇 

تبدیل  3است. بُعد این زیر فضا هیچة 𝑇که در واقع یکی از نتایج خطی بودن تبدیل 

 شودخطی نامیده می

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) ≜ 𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑇) 

 یک تبدیل خطی تصویر  3-3

:𝑇یک تبدیل خطی از فضای برداری   𝑇اگر  𝑉 → 𝑊   باشد در این صورت مجموعة

𝒚بردارهای  ∈ 𝑊  وجود دارد بردار  که برای آنها∃𝒙 ∈ 𝑉   به قسمی که 𝑇𝒙 = 𝒚 

                                                           

 
1

Kernel 

 
2

Null Space 

 
3

Nullity 
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نامیده  𝑇 خطی تبدیل 2بُردیا  1تصویردهند که اصطلاحاً را می 𝑊تشکیل زیرفضائی از 

 شودمی

𝑅𝑇 = 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒(𝑇) 𝑜𝑟 𝐼𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦(𝑇)

𝑅𝑇 ≜ {𝒚 ∈ 𝑊  𝑠. 𝑡.   ∃𝒙 ∈ 𝑉, 𝑇𝒙 = 𝒚}
} 

 ، زیر فضا است چراکهتصویراولاً واضح است که 

∀𝒚𝟏, 𝒚𝟐 ∈ 𝑅𝑇 ⇒ ∃𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑉 𝑠. 𝑡.  𝑇𝒙𝟏 = 𝒚𝟏, 𝑇𝒙𝟐 = 𝒚𝟐 

𝑐𝒚𝟏 + 𝒚𝟐 = 𝑐𝑇𝒙𝟏 + 𝑇𝒙𝟐 = 𝑇(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐)
⇒ 𝑐𝒚𝟏 + 𝒚𝟐 ∈ 𝑅𝑇

} 

است. بُعد این زیر  𝑇یکی از نتایج خطی بودن تبدیل مجدداً مطابق قبل که در واقع 

 شودتبدیل خطی نامیده می 3رتبهفضا 

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) ≜ 𝐷𝑖𝑚(𝑅𝑇) 

 

 

𝑉( که 1-3به عنوان نمونه در مثال ) الف( = ℝ2  و بوده𝑇  که هر بردار را  استتبدیلی

کند در این صورت کلیة بردارهائی که ( تصویر می1-3افقی مطابق شکل )روی محور 

دهند و لذا هیچة بر روی محور قائم قرار دارند هستة این تبدیل خطی را تشکیل می

کلیة بردارهائی که بر روی محور افقی قرار دارند تصویر آن برابر واحد است همچنین 

 نیز برابر یک است. دهند و لذا رتبة آنبدیل خطی را تشکیل میو یا بُرد این ت

𝑉( که 2-3به عنوان نمونة دیگر در مثال ) (ب = ℝ3 (2-3مطابق شکل ) است اگر 

تعریف کنیم  𝒏را خطی با راستای  𝑊2و زیرفضای  𝒏ای با قائم صفحهرا  𝑊1زیرفضای 

                                                           

 
1

Imaginary 

 
2

Range 

 
3

Rank 
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و عملگر  𝑊1در زیرفضای که هر بردار را  𝑇1در این صورت با توجه به تعریف عملگر 

𝑇2  در زیرفضای که هر بردار را𝑊2 توان نوشتکند میتصویر می 

𝑁(𝑇1) = 𝑊2  ⇒ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇1) = 1

𝑅(𝑇1) = 𝑊1  ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇1) = 2
},    

𝑁(𝑇2) = 𝑊1  ⇒ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇2) = 2

𝑅(𝑇2) = 𝑊2  ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇2) = 1
}  

به اندازة زاویة  𝒏عملگری است که هر بردار را حول محوری با راستای  𝑈همچنین 

 توان نوشتدهد لذا با توجه به برداشت هندسی از آن میمشخص، دوران می

𝑁(𝑈) = {𝑶⃗⃗ }  ⇒ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑈) = 0

𝑅(𝑈) = 𝑉 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑈) = 3
} 

:𝑇نگاشت ( 3-3در مثال ) (ج 𝔽𝑁 → 𝔽𝑀  به صورت∀𝒙 ∈ 𝔽𝑁  ⇒ 𝑇𝒙 ≜ 𝑨𝒙  میتعریف

فضای حل دستگاه یک ماتریس مشخص است در این صورت  𝑨𝑀×𝑁شود به قسمی که 

𝑨𝒙 = هیچة آن برابر لذا باشد هستة این تبدیل خطی بوده و می 𝔽𝑁که زیرفضائی از  𝟎

𝑁 − 𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) فضای ستونی ماتریس  همچنین است𝑨  که زیرفضائی از𝔽𝑀 می

 است. 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨)رتبة آن برابر لذا باشد بُرد این تبدیل خطی بوده و 

 

:𝑇البعد و  فضای برداری متناهی 𝑉اگر  (2-3) قضیه 𝑉 → 𝑊  در تبدیل خطی باشد یک

توان یعنی می 𝑉برابر است با بُعد فضای  𝑇به اضافه هیچة  𝑇رتبه  این صورت

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) نوشت + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 𝑁 = 𝐷𝑖𝑚(𝑉) 

𝑘اثبات: فرض کنید  = 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇)   و〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝒌〉 ای برای هستة پایه𝑇  باشد در

توان طوری به دست آورد که مجموعاً را می 〈𝜶𝑘+1  𝜶𝒌+𝟐… 𝜶𝑵〉این صورت بردارهای 

ℬبا هم به صورت  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  ای برای پایه𝑉   تشکیل دهند واضح است که

…𝑇𝜶𝟏  𝑇𝜶𝟐〉ة مجموع  𝑇𝜶𝑵〉  بُرد𝑇 گسترانند و چون را می𝑇𝜶𝟏 = ⋯ =  𝑇𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗  

…𝑇𝜶𝒌+𝟏  𝑇𝜶𝒌+𝟐〉در نتیجه   𝑇𝜶𝑵〉   بُرد𝑇  گسترانند؛ حال اگر ثابت کنیم که را می

برای  .است 𝑅𝑇 ای برایشود که پایهنتیجه می باشدمیمجموعة اخیر مستقل خطی 

 اثبات این استقلال بایستی از رابطة
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∑ 𝑐𝑖𝑇𝜶𝒊

𝑁

𝑖=𝑘+1

= 𝑐𝑘+1𝑇𝜶𝒌+𝟏 + 𝑐2𝑇𝜶𝒌+𝟐 +⋯+ 𝑐𝑁 𝑇𝜶𝑵 = 𝑶⃗⃗ 

𝜷 ≜ ∑ 𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=𝑘+1 }
 
 

 
 

⇒ 𝑇𝜷 = 𝑶⃗⃗  

با توجه به صورت فوق و  𝜷ها برابر صفر هستند؛ با تعریف بردار 𝑐𝑖نتیجه شود که کلیة 

𝑇𝜷و مساوی صفر بودن  به خطی بودن تبدیل = 𝑶⃗⃗  شود که نتیجه می𝜷 ∈ 𝑁𝑇  و لذا

توان آنرا به صورت ترکیب خطی از بردارهای پایه در نظر گرفته شده برای هسته می

 نوشتبه صورت زیر 

𝜷 =∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

= ∑ 𝑑𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=𝑘+1

 

دقت شود که رابطه فوق کماکان معادل با همان فرض اولیه در نظر گرفته شده می

 ه صورت زیر نوشتتوان آن را بباشد که می

∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

− ∑ 𝑑𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=𝑘+1

= 𝑶⃗⃗  

𝑑𝑖توان با جایگذاری می ∑حال با توجه به حدود تغییرات دو علامت  = −𝑐𝑖  به ازای

𝑖مقادیر  = 𝑘 + 1:𝑁 رابطه فوق را به صورت خلاصه زیر نوشت 

∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

= 𝑶⃗⃗  

 شودهستند نتیجه میها مستقل خطی 𝜶𝒊در نهایت با توجه به اینکه مجموعة و 

𝑐𝑖 = 0       𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

…𝑇𝜶𝒌+𝟏  𝑇𝜶𝒌+𝟐〉 مجموعة بنابراین  𝑇𝜶𝑵〉 ای برای پایه𝑅𝑇 شود نتیجه میو لذا  است

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) = 𝑁 − 𝑘  و به این ترتیب𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 𝑁  
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یک ماتریس دلخواه باشد در این صورت رتبة سطری و رتبة  𝑨𝑀×𝑁 اگر (3-3) قضیه

𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨)یعنی  ستونی آن با هم برابرند = 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) 

𝑉یک ماتریس مشخص بوده   𝑨𝑀×𝑁اثبات: فرض کنید  = 𝔽𝑁   و𝑊 = 𝔽𝑀   و تبدیل

:𝑇خطی  𝑉 → 𝑊   به صورت∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝒙 ≜ 𝑨𝒙   تعریف شود در این صورت𝑁𝑇 

𝑨𝒙دستگاه همگن  فضای حل =  توان نوشتاست و می 𝟎

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 𝑁 − 𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) 

𝒚∀از طرفی به ازای هر  ∈ 𝑅𝑇  ⇒ 𝒚 = 𝑨𝒙  یعنی بردار𝒚 ترکیب خطی ستونهای 𝑨 

 توان نوشتخواهد بود و می 𝑨فضای ستونی ماتریس  𝑅𝑇است و لذا 

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) = 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) 

 شودو با توجه به قضیة قبل نتیجه می

𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) = 𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑨) 

 و بنابراین 𝑨شود رتبة ماتریس و به طور خلاصه گفته می

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑨) ≤ 𝑀𝑖𝑛(𝑀,𝑁) 

( فصل قبل را به شکل بهتری توصیف 2-2توان استدلال مطرح شده در قضیه )حال می

𝑨𝒙شرط سازگاری دستگاه معادلات ناهمگن دانیم که کرد؛ می = 𝒃 بردار  آن است که

𝒃 ماتریس در فضای ستونی 𝑨 قرار داشته باشد و این بدان معنی است که اگر بردار 𝒃 

قرار گیرد نباید رتبة ستونی  𝑨 به عنوان یک ستون دیگر در کنار ستونهای ماتریس

تونی با رتبة س  𝑨 تغییر کند یعنی بایستی رتبة ستونی ماتریس این ماتریس افزوده،

ک ی از طرفی طبق قضیه قبل رتبة سطری و ستونی برابر باشد [𝑨 ⧘ 𝒃]اتریس افزودة م

توان به این صورت بیان را می با هم برابرند بنابراین شرط سازگاری دستگاه ماتریس

 برابر باشد. [𝑨 ⧘ 𝒃]ماتریس افزودة باید با رتبة سطری  𝑨رتبة سطری ماتریس کرد که 
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𝑉فرض کنید  = ℝ3 و  (2-3مطابق شکل ) اقلیدسی فضای سِه بعدی𝑇1 تصویر  عملگر

𝒏 ای با قائم یکّهبر روی صفحهعمودی  = 〈𝑛1 𝑛2 𝑛3〉𝑇 بوده و 𝑇2 تصویر  عملگر

اولاً نظیر هر یک از این عملگرها باشد   𝒏بر روی خطی با راستای یکّه عمودی 

𝒙 ماتریسهائی را به دست آورید که حاصلضرب آنها در هر بردار = 〈𝑥1 𝑥2 𝑥3〉𝑇 

متناسب با ماتریس نظیر هر معادل تعریف آنها بوده و سپس بُرد و فضای پوچ آنها را 

 توصیف کنیدیک 

 

 

 عمودی تصویر عملگر برُد و هسته هندسی توصیف

اولاً برداری در  𝑇2𝒙تصویر عمودی واضح است که حاصل عبارت با استفاده از مفهوم 

.𝒙 ضرب داخلیبوده و ثانیاً طول آن برابر  𝒏راستای  𝒏  توان در ابتدا حاصل میاست لذا

 به صورت زیر نوشتبا فرض نمایش ستونی هر بردار را  𝑈𝒙عبارت 

𝑇2𝒙 = (𝒙. 𝒏)𝒏 = 𝒏𝒏𝑇𝒙 = 𝑩𝒙 

𝑩ماتریس  = 𝒏𝒏𝑇  در واقع نمایش ماتریسی عملگر𝑇2  است که در قسمت بعد بیان

 توان آن را به صورت زیر نوشتمیولی در این مثال شود می

𝒙 = {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} 

 

𝑇1𝒙 
  

𝒏 = {

𝑛1
𝑛2
𝑛3
} 

  

𝑇2𝒙 
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𝑩 = {

𝑛1
𝑛2
𝑛3
} 〈𝑛1 𝑛2 𝑛3〉 = [

𝑛1𝑛1 𝑛1𝑛2 𝑛1𝑛3
𝑛2𝑛1 𝑛2𝑛2 𝑛2𝑛3
𝑛3𝑛1 𝑛3𝑛2 𝑛3𝑛3

] 

همچنین فضای پوچ این رتبة آن برابر یک و هیچة آن برابر دو است واضح است که و 

از مفهوم . است 𝒏بوده و بُرد آن همان خط با راستای  𝒏صفحه با قائم همان عملگر 

با فرض را  𝑇1𝒙حاصل عبارت توان مینیز تصویر عمودی و همچنین جمع برداری 

 به صورت زیر نوشتنمایش ستونی هر بردار 

𝑇1𝒙 = 𝒙 − 𝑇2𝒙 = (𝑰 − 𝒏𝒏
𝑇)𝒙 = 𝑨𝒙 

𝑨ماتریس  = 𝑰 − 𝒏𝒏𝑇  در واقع نمایش ماتریسی عملگر𝑇1  است که در قسمت بعد

 توان آن را به صورت زیر نوشتمیدر حال حاضر شود لیکن بیان می

𝑨 = 𝑰 − 𝒏𝒏𝑇 = [

1 − 𝑛1𝑛1 −𝑛1𝑛2 −𝑛1𝑛3
−𝑛2𝑛1 1 − 𝑛2𝑛2 −𝑛2𝑛3
−𝑛3𝑛1 −𝑛3𝑛2 1 − 𝑛3𝑛3

] 

ین رد او برعکس حالت قبل بُبنابراین رتبة آن برابر دو و هیچة آن برابر یک است 

حال  است. 𝒏بوده و فضای پوچ آن همان خط با راستای  𝒏عملگر برابر صفحه با قائم 

ای هر بردار را ینهیتوانید به عنوان تمرین ماتریس نظیر عملگرهای تصویر آآیا می

ه یک خط به دست آورده و سپس رتبه و فضای پوچ نسبت به یک صفحه و یا نسبت ب

 آنها را توصیف کنید.

 

 خطی هاینمایش ماتریسی تبدیل  3-4

ℬو   𝔽 البعد بر میدان فضاهای برداری متناهی  𝑉,𝑊اگر  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉   پایة

′ℬو   𝑉مرتبی برای  = 〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑴〉   پایة مرتبی برای𝑊   باشد و𝑇: 𝑉 → 𝑊   یک

 تبدیل خطی باشد در این صورت
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𝑇𝜶𝒊 =∑𝑎𝑗𝑖𝜷𝒋

𝑀

𝑗=1

     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

 𝑇گیرد را نمایش ماتریسی تبدیل خطی که به صورت فوق شکل می 𝑨𝑀×𝑁ماتریس 

,ℬهای نسبت به پایه ℬ′ نویسیمگوئیم و به شکل زیر می 

𝑨 = [𝑇]ℬ,ℬ′

𝑨 = 〈𝒂𝟏  𝒂𝟐… 𝒂𝑵〉

𝒂𝒊 = [𝑇𝜶𝒊]ℬ′

} 

برابر مختصات  𝑨ام ماتریس iستون  𝒂𝒊همانطور که از ظاهر رابطة فوق مشهود است 

𝑇𝜶𝒊   است نسبت به پایةℬ′   در نتیجه به ازای هر بردار دلخواه∀𝒙 ∈ 𝑉   و مفهوم

 خواهیم داشتمختصات 

𝒙 =∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

  , [𝒙]ℬ = {

𝑥1
⋮
𝑥𝑁
}

𝒚 ≜ 𝑇𝒙 =∑𝑦𝑗𝜷𝒋

𝑀

𝑗=1

 , [𝑇𝒙]ℬ′ = {

𝑦1
⋮
𝑦𝑀
}
}
 
 

 
 

 

 و جابجائی دو علامت جمع خواهیم داشت( 9-3( در رابطة )7-3رابطة )با جایگذاری 

𝒚 = 𝑇𝒙 =∑𝑥𝑖𝑇𝜶𝒊

𝑁

𝑖=1

𝒚 =∑𝑥𝑖 (∑𝑎𝑗𝑖𝜷𝒋

𝑀

𝑗=1

) =∑(∑𝑎𝑗𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑥𝑖)𝜷𝒋

𝑀

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

⇒ 𝑦𝑗 =∑𝑎𝑗𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑥𝑖
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 نوشتنتیجه روابط فوق را به صورت خلاصه زیر توان می در نهایتو 
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𝑨 ≜ [𝑇]ℬ,ℬ′

[𝒚]ℬ′ = 𝑨[𝒙]ℬ
[𝑇𝒙]ℬ′ = [𝑇]ℬ,ℬ′[𝒙]ℬ

} 

:𝑇 اگر لذا 𝑉 → 𝑉  آن نسبت به یک پایة مرتبیک عملگر خطی باشد نمایش ماتریسی 

ℬمانند  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  مربع یماتریس 𝑨𝑁×𝑁 ≜ [𝑇]ℬ,ℬ  که به دهد به دست می

 توان نوشتو مینمایش داده  ℬ[𝑇]اختصار آن را به صورت 

𝑇𝜶𝒊 =∑𝑎𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

     𝑖 = 1,2, … , 𝑁

𝑨𝑁×𝑁 ≜ [𝑇]ℬ,ℬ = [𝑇]ℬ = 〈𝒂𝟏  𝒂𝟐… 𝒂𝑵〉

𝒂𝒊 = [𝑇𝜶𝒊]ℬ
[𝑇𝒙]ℬ = [𝑇]ℬ[𝒙]ℬ = 𝑨[𝒙]ℬ }

  
 

  
 

 

است نسبت به پایة  𝑇𝜶𝒊برابر مختصات  𝑨 مربعی ام ماتریسiستون  𝒂𝒊 به قسمی که

ℬ  ا و یهمانطور که از روابط فوق واضح است نمایش ماتریسی یک تبدیل همچنین

کاملًا ها مقادیر عددی درایهاز نظر ابعادی ثابت بوده لیکن از نظر خطی یک عملگر 

این مقادیر عددی ها هر یک از پایهکردن پایه است و با تغییر بردارهای وابسته به 

 شود. که در بخش بعدی به آن پرداخته می کندماتریس نیز تغییر می

 

 

𝑉فرض کنید  = ℝ3  با پایة استانداردℬ1  و𝑊 = ℝ2  وℬ2, ℬ2
به صورت زیر دو پایة  ′

 اشندمرتب برای آن ب

ℬ1 = 〈𝜶𝟏 = {
1
0
0
} , 𝜶𝟐 = {

0
1
0
} , 𝜶𝟑 = {

0
0
1
}〉

ℬ2 = 〈𝜷𝟏 = {
1
0
} , 𝜷𝟐 = {

0
1
}〉  , ℬ2

′ = 〈𝜷𝟏
′ = {

2
1
} , 𝜷𝟐

′ = {
1
2
}〉}
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,𝑇های تبدیلنشان دهید اولاً  𝑈 خطی هستندهائی زیر تبدیل هایهمطابق رابط 

𝑇𝒙 = 𝑇 {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} ≜ {

𝑥1
𝑥2
}                𝑈𝒙 = 𝑈 {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} ≜ {

𝑥1 − 𝑥3
𝑥2 + 𝑥3

}   

ارائه طبق تعریف  .به دست آورید های فوقپایهنسبت به  ها راثانیاً نمایش ماتریسی آن

 به هر یک از بردارهای پایه داریم 𝑇( با اعمال تبدیل خطی 8-3شده در رابطة )

𝑇𝜶𝟏 = 𝑇 {
1
0
0
} = {

1
0
} = (1)𝜷𝟏 + (0)𝜷𝟐 = (

2

3
)𝜷𝟏

′ + (−
1

3
)𝜷𝟐

′

𝑇𝜶𝟐 = 𝑇 {
0
1
0
} = {

0
1
} = (0)𝜷𝟏 + (1)𝜷𝟐 = (−

1

3
)𝜷𝟏

′ + (
2

3
)𝜷𝟐

′

𝑇𝜶𝟑 = 𝑇 {
0
0
1
} = {

0
0
} = (0)𝜷𝟏 + (0)𝜷𝟐 = (0)𝜷𝟏

′ + (0)𝜷𝟐
′

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

که ضرایب یا مختصات هر یک از بردارهای تبدیل شده ستونهای ماتریس مورد نظر را 

 نمایش ماتریسی این تبدیل خطی را به صورت زیر تواندر نتیجه میدهند تشکیل می

 نوشت

[𝑇]ℬ1,ℬ2 = [
1 0 0
0 1 0

] , [𝑇]ℬ1,ℬ2′ =
1

3
[
2 −1 0
−1 2 0

],   

 و به روش مشابه داریم

[𝑈]ℬ1,ℬ2 = [
1 0 −1
0 1 1

] , [𝑈]ℬ1,ℬ2′ =
1

3
[
2 −1 −3
−1 2 3

] 

 

 

𝑉فرض کنید به عنوان مثال دیگر  = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥} های خطی ایفضای کلیة چندجمله

ℬ, ℬ′ نمایش ماتریسی  در این صورت برای آن باشند مختلف هپایدو زیر  به صورت

 ها عبارت است ازعملگر مشتق گیری نسبت به این پایه

ℬ = 〈(1), (𝑥)〉      ℬ′ = 〈(1 + 𝑥), (1 − 𝑥)〉 

[𝑇]ℬ = [
0 1
0 0

] , [𝑇]ℬ′ =
1

2
[
1 −1
1 −1

] 
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 خطی و عملگرهایتغییر پایه  3-5

:𝑇و  𝔽 البعد بر میدان فضای برداری متناهی 𝑉اگر  𝑉 → 𝑉  یک عملگر خطی در آن

,ℬباشد و اگر  ℬ′ به صورت 

ℬ = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉

ℬ′ = 〈𝜶𝟏
′   𝜶𝟐

′ … 𝜶𝑵
′ 〉
} 

نسبت  𝑇دو پایة مرتب برای آن باشند و همچنین اگر نمایش ماتریسی عملگر خطی 

 ماتریسهای زیر باشند برابرها به ترتیب به این پایه

𝑨 ≜ [𝑇]ℬ
𝑩 ≜ [𝑇]ℬ′

} ⇒
[𝑇𝒙]ℬ = 𝑨[𝒙]ℬ
[𝑇𝒙]ℬ′ = 𝑩[𝒙]ℬ′

} 

را به دست آوریم؛ از قبل  𝑨,𝑩 خواهیم رابطة بین این دو ماتریسمی ر این صورتد

 وجود دارد به قسمی که 𝑷 دانیم که ماتریس معکوس پذیردر مبحث تغییر پایه می

𝜶𝒊
′ =∑𝑝𝑗𝑖𝜶𝒋

𝑁

𝑗=1

 

𝑷 = 〈𝒑𝟏  𝒑𝟐… 𝒑𝑵〉, 𝒑𝒊 = [𝜶𝒊
′]ℬ

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ [𝒙]ℬ = 𝑷[𝒙]ℬ′

𝑇𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ [𝑇𝒙]ℬ = 𝑷[𝑇𝒙]ℬ′ }
 
 
 

 
 
 

 

 ( داریم13-3( در رابطة )14-3با جایگذاری رابطة )

[𝑇𝒙]ℬ′ = 𝑩[𝒙]ℬ′
[𝑇𝒙]ℬ′ = 𝑷

−1[𝑇𝒙]ℬ = 𝑷−1𝑨[𝒙]ℬ = 𝑷
−1𝑨𝑷[𝒙]ℬ′

} ⇒ (𝑩 − 𝑷−1𝑨𝑷)[𝒙]ℬ′ = 𝟎 

و مستقل بودن عبارت داخل پرانتز از آن نتیجه می 𝒙 با توجه به دلخواه بودن بردار

 شود

𝑩 = 𝑷−1𝑨𝑷 ⇒ [𝑇]ℬ′ = 𝑷
−1[𝑇]ℬ𝑷 
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و متشابه هستند  𝑩,𝑨گوئیم ماتریسهای اصطلاحاً که در واقع رابطة تشابه است و 

شود رابطة تشابه یک رابطة هم ارزی است چراکه هر سِه همانطور که مشاهده می

ر زی را به صورتعدّی تیعنی ویژگی انعکاسی، تقارن و  ،رابطة هم ارزییک ویژگی 

 کندارضا می

𝑨~𝑨 ⇒ 𝑨 = 𝑷−1𝑨𝑷 ⇒ 𝑷 = 𝑰 
𝑨~𝑩 ⇒ 𝑨 = (𝑷−1)−1𝑩(𝑷−1)  ⇒ 𝑩~𝑨 

𝑨~𝑩 ⇒ 𝑩 = 𝑷−1𝑨𝑷
𝑩~𝑪 ⇒ 𝑪 = 𝑸−1𝑩𝑸

} ⇒ 𝑪 = 𝑸−1𝑷−1𝑨𝑷𝑸 = (𝑷𝑸)−1𝑨(𝑷𝑸)  ⇒ 𝑨~𝑪
} 

 

 

 

ا ر مایش ماتریسی عملگر مشتق گیرینخطی  توابعفضای فرض کنید بخواهیم در 

ℬپایة نسبت به  = {1 + 𝑥, 1 + 2𝑥}   به دست آوریم برای این کار در ابتدا نمایش

′ℬماتریسی آن را نسبت به پایة استاندارد  = {1, 𝑥}  به صورت[𝑇]ℬ′ = [
0 1
0 0

نوشته  [

𝑷 ارتباط دو پایه برابر از طرفی ماتریس معکوس پذیر = [
1 1
1 2

 ر نتیجهاست د  [

 خواهیم داشت

[𝑇]ℬ = 𝑷
−1[𝑇]ℬ′𝑷 = [

2 −1
−1 1

] [
0 1
0 0

] [
1 1
1 2

] = [
2 4
−1 −2

] 

از لحاظ مفهومی ماتریس فوق این نتیجه را در بر خواهد داشت که اگر مختصات تابعی 

ℬ[𝑓]نسبت به پایة  = {
𝑎
𝑏
ℬ[′𝑓]باشد در این صورت  { = {

2𝑎 + 4𝑏
−𝑎 − 2𝑏

 یعنی {

𝑑

𝑑𝑥
(𝑎(1 + 𝑥) + 𝑏(1 + 2𝑥)) = (2𝑎 + 4𝑏)(1 + 𝑥) − (𝑎 + 2𝑏)(1 + 2𝑥) 

 

 

𝑉در فضای  = ℝ2  نمایش ماتریسی عملگری که هر بردار را بر روی خط نیمساز ربع

ℬکند را نسبت به پایة تصویر میدوم  = 〈{
1
1
} , {

1
2
 به دست آورید. 〈{
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( 10-3نمایش ماتریسی این عملگر نسبت به پایة استاندارد باشد مطابق مثال ) 𝑨اگر 

𝑨 توان نوشتمی =
1

2
[
1 −1
−1 1

ة پاینمایش ماتریسی این عملگر نسبت به  𝑩و اگر  [

ℬ باشد خواهیم داشت 

𝑩 = [𝑇]ℬ = 𝑷−1𝑨𝑷 =
1

2
[
2 −1
−1 1

] [
1 −1
−1 1

] [
1 1
1 2

] =
1

2
[
0 −3
0 2

] 

اگر مختصات یک از لحاظ مفهومی ماتریس فوق این نتیجه را در بر خواهد داشت که 

ℬ[𝒙]بردار نسبت به پایة  = {
𝑎
𝑏
ℬ[𝑇𝒙]باشد در این صورت  { = {

−1.5𝑏
𝑏

 یعنی {

𝑇 (𝑎 {
1
1
} + 𝑏 {

1
2
}) = −1.5𝑏 {

1
1
} + 𝑏 {

1
2
} 

 

 خطی هایجبر تبدیل  3-6

 اسکالر در ضربو  خطی هایجمع تبدیل  3-6-1

,𝑇و  𝔽 فضاهای برداری بر میدان  𝑉,𝑊اگر  𝑈 از  خطی هایتبدیل𝑉 → 𝑊  باشند در

 تعریف شده به صورت هایتبدیلاین صورت 

(𝑇 + 𝑈)𝒙 ≜ (𝑇𝒙) + (𝑈𝒙)

∀𝑐 ∈ 𝔽      (𝑐𝑇)𝒙 ≜ 𝑐(𝑇𝒙)
} 

 هستند چراکه 𝑊 به 𝑉 خطی از تبدیل هاینیز 

∀𝛼 ∈ 𝔽, 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 ⇒ (𝑇 + 𝑈)(𝛼𝒙 + 𝒚) = 𝑇(𝛼𝒙 + 𝒚) + 𝑈(𝛼𝒙 + 𝒚)

= 𝛼𝑇𝒙 + 𝑇𝒚 + 𝛼𝑈𝒙 + 𝑈𝒚 = 𝛼(𝑇 + 𝑈)𝒙 + (𝑇 + 𝑈)𝒚

∀𝛼 ∈ 𝔽, 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 ⇒ (𝑐𝑇)(𝛼𝒙 + 𝒚) = 𝑐𝑇(𝛼𝒙 + 𝒚)

= 𝑐(𝛼𝑇𝒙 + 𝑇𝒚) = 𝛼(𝑐𝑇)𝒙 + (𝑐𝑇)𝒚 }
 
 

 
 

 

تشکیل یک فضای  𝑊به  𝑉از  خطی هایتبدیلتوان گفت که مجموعة بنابراین می

ای برای آن تشکیل توان پایهمیو داده  نمایش 𝐿(𝑉,𝑊) دهند که آنرا با نمادبرداری می
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ℬو  𝔽 البعد بر میدان فضاهای برداری متناهی 𝑉,𝑊اگر  داد. = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  پایة

′ℬو اگر  𝑉مرتبی برای  = 〈𝜷𝟏  𝜷𝟐… 𝜷𝑴〉  پایة مرتبی برای𝑊  در این صورتباشد 

𝐸(𝑝,𝑞)𝜶𝒊 ≜ {
𝑶⃗⃗        𝑖 ≠ 𝑞
𝜷𝒑     𝑖 = 𝑞

    1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑀,   1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑁   

𝐸(𝑝,𝑞)𝜶𝒊 = 𝛿𝑖𝑞𝜷𝒑

} 

توان خطی که در بخش قبل بیان شد می هایتبدیلبا توجه به نمایش ماتریسی 

 خطی تعریف شده فوق را به صورت  هایتبدیلنمایش ماتریسی 

[

1 0
0 0

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

] , [

0 1
0 0

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

] , … , [

0 0
0 0

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

] 

:𝑇هستند؛ حال فرض کنید  𝔽𝑀×𝑁ای برای نوشت که در واقع پایه 𝑉 → 𝑊  یک تبدیل

 به قسمی کهخطی باشد 

𝑇𝜶𝒋 = ∑𝐴𝑝𝑗𝜷𝒑 

𝑀

𝑝=1

     𝑗 = 1,2, … , 𝑁      𝐴𝑝𝑞 ∈ 𝔽  

 خواهیم داشت در این صورت

𝑇 = ∑∑𝐴𝑝𝑞𝐸
(𝑝,𝑞) 

𝑁

𝑞=1

𝑀

𝑝=1

 

 چراکه

𝑇𝜶𝒋 = ∑∑𝐴𝑝𝑞𝐸
(𝑝,𝑞)𝜶𝒋 

𝑁

𝑞=1

𝑀

𝑝=1

= ∑∑𝐴𝑝𝑞𝛿𝑗𝑞𝜷𝒑 

𝑁

𝑞=1

𝑀

𝑝=1

= ∑𝐴𝑝𝑗𝜷𝒑

𝑀

𝑝=1

 

 ورتبه صاز یکدیگر مستقل هستند چراکه اگر ترکیب آنها  𝐸(𝑝,𝑞) تبدیل هایهمچنین 

∑∑𝐴𝑝𝑞𝐸
(𝑝,𝑞) 

𝑁

𝑞=1

𝑀

𝑝=1

= 𝑂 

𝑂𝜶𝒊بایستی  برابر با تبدیل صفر باشد = 𝑶⃗⃗    و با توجه به استقلال𝜷𝒑 ها نتیجه می

 شود



 94                                                                                                                                     1ریاضی مهندسی پیشرفته       

 

 

𝑂𝜶𝒊 = 𝑶⃗⃗ 

∑𝐴𝑝𝑗𝜷𝒑

𝑀

𝑝=1

= 𝑶⃗⃗ 

}
 

 

⇒ 𝐴𝑝𝑗 = 0 

 در نتیجه بُعد آن برابر است باهستند و  𝐿(𝑉,𝑊)ای برای پایه 𝐸(𝑝,𝑞) هایتبدیل بنابراین

𝐷𝑖𝑚(𝐿(𝑉,𝑊)) = 𝑀 × 𝑁 

:𝑇و به تبع فضای کلیة عملگرهای خطی  𝑉 → 𝑉  با نماد𝐿(𝑉,𝑉) شود و نمایش داده می

 خواهیم داشت

𝐷𝑖𝑚(𝐿(𝑉,𝑉)) = 𝑁2 

 

 خطی تبدیل هایضرب  3-6-2

,𝑉,𝑊اگر  𝑍  فضاهای برداری بر میدان 𝔽  و𝑇: 𝑉 → 𝑊  یک تبدیل خطی و𝑈:𝑊 → 𝑍 

:𝑈𝑇یک تبدیل خطی دیگر باشد در این صورت  𝑉 → 𝑍 با تعریف 

(𝑈𝑇)𝒙 ≜ 𝑈(𝑇𝒙) 

 چراکه است 𝑍به  𝑉یک تبدیل خطی از 

∀𝛼 ∈ 𝔽, 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 ⇒ (𝑈𝑇)(𝛼𝒙 + 𝒚) = 𝑈(𝑇(𝛼𝒙 + 𝒚))

= 𝑈(𝛼𝑇𝒙 + 𝑇𝒚) = 𝛼𝑈(𝑇𝒙) + 𝑈(𝑇𝒚) = 𝛼(𝑈𝑇)𝒙 + (𝑈𝑇)𝒚
} 

𝑉اگر به عنوان مثال  = 𝔽𝑁   ،𝑊 = 𝔽𝑀   و𝑍 = 𝔽𝑃   باشند و نگاشت𝑇: 𝑉 → 𝑊   به

 صورت

∀𝒙 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝒙 ≜ 𝑨𝒙 

𝑈:𝑊یک ماتریس مشخص است و نگاشت  𝑨𝑀×𝑁تعریف شود به قسمی که  → 𝑍  به

 صورت

∀𝒚 ∈ 𝑊 ⇒ 𝑈𝒚 ≜ 𝑩𝒚 
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 یک ماتریس مشخص دیگر باشد در این صورت 𝑩𝑃×𝑀تعریف شود به قسمی که 

(𝑈𝑇)𝒙 ≜ 𝑈(𝑇𝒙) = 𝑈(𝑨𝒙) = 𝑩(𝑨𝒙) = (𝑩𝑨)𝒙 

,𝑈به خصوص در مورد عملگرهای خطی  𝑇: 𝑉 → 𝑉 توان عملگر می(𝑈𝑇)  و(𝑇𝑈)  را

(𝑈𝑇)تعریف کرد که البته در حالت کلی  ≠ (𝑇𝑈)   همچنین هر تابع دلخواهی به

 یک عملگر خطی است 𝑓(𝑇)صورت 

𝑇0 ≜ 𝐼
𝑇1 ≜ 𝑇

𝑇2 ≜ 𝑇(𝑇)

𝑇3 ≜ 𝑇2(𝑇)

𝑇𝑁 ≜ 𝑇𝑁−1(𝑇)}
 
 

 
 

⇒ 𝑓(𝑇) = 𝛼0𝐼 + 𝛼1𝑇 +⋯+ 𝛼𝑁𝑇
𝑁 

 

 تبدیل معکوس 3-6-3

:𝑇و  𝔽 فضاهای برداری بر میدان  𝑉,𝑊اگر  𝑉 → 𝑊  باشد در این یک تبدیل خطی

𝑈:𝑊صورت اگر تبدیل  → 𝑉   وجود داشته باشد به قسمی که(𝑈𝑇) = 𝐼   نگاشت

(𝑇𝑈)و   𝑉همانی بر  = 𝐼  نگاشت همانی بر𝑊  باشد در این صورت تبدیل خطی𝑇  را

 1یکبهمعکوس پذیر گوئیم؛ شرط معکوس پذیری یک تبدیل خطی آن است که یک

یک بودن به آن معنی است که دو بردار مختلف به یک بهمفهوم یکباشد  2و پوششی

𝒙𝟏از رابطة  یعنیبردار یکسان نگاشت نشوند  ≠ 𝒙𝟐  نتیجه شود که𝑇𝒙𝟏 ≠ 𝑇𝒙𝟐  و یا

 از روابطاره و به هر شکلی زعکس نقیض این گ

                                                           

 
1

One to One 

 
2

Onto 
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𝒙𝟏 ≠ 𝒙𝟐⇒ 𝑇𝒙𝟏 ≠ 𝑇𝒙𝟐
𝑇𝒙𝟏 = 𝑇𝒙𝟐⇒ 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐

𝑇(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐) = 𝑶⃗⃗ ⇒ 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 = 𝑶⃗⃗ 

𝑇𝒙 = 𝑶⃗⃗ ⇒ 𝒙 = 𝑶⃗⃗ }
 
 

 
 

 

معکوس پذیر باشد  𝑇اولًا اگر یک تبدیل خطی مانند بودن است؛  یکبهیکبه معنای 

 نیز یک تبدیل خطی است چراکه 𝑇−1معکوس آن 

𝑇𝒙𝟏 = 𝒚𝟏⇒ 𝑇−1𝒚𝟏 = 𝒙𝟏
𝑇𝒙𝟐 = 𝒚𝟐⇒ 𝑇−1𝒚𝟐 = 𝒙𝟐

𝑇(𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) = 𝑐𝑇𝒙𝟏 + 𝑇𝒙𝟐 = 𝑐𝒚𝟏 + 𝒚𝟐
𝑇−1(𝑐𝒚𝟏 + 𝒚𝟐) = 𝑐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝑐𝑇−1𝒚𝟏 + 𝑇

−1𝒚𝟐}
 
 

 
 

 

( منجر به غیرمنفرد 20-3مطابق آخرین جملة رابطة ) بودن یکبهثانیاً مفهوم یک

𝑇𝒙خطی را غیرمنفرد گوئیم اگر از  𝑇شود؛ تبدیل بودن می = 𝑶⃗⃗   نتیجه شود𝒙 = 𝑶⃗⃗  

𝑁𝑇یعنی هستة آن باید صرفاً بردار صفر باشد  = {𝑶⃗⃗ } .و یا هیچة آن برابر صفر باشد 

 

:𝑇 شرط لازم و کافی برای اینکه تبدیل خطی (4-3) قضیه 𝑉 → 𝑊  غیرمنفرد باشد آن

 .نگاشت شود 𝑊 به مجموعة مستقل در 𝑉 عة مستقل درواست که هر مجم

:𝑇فرض کنید تبدیل خطی اثبات:  𝑉 → 𝑊   غیرمنفرد باشد وℌ = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑘〉 

′ℌباشد که به مجموعة  𝑉مجموعة مستقلی در  = 〈𝑇𝜶𝟏  𝑇𝜶𝟐… 𝑇𝜶𝑘〉  نگاشت شود

 خواهیم ثابت کنیم که این مجموعه نیز مستقل است از رابطةحال می

∑𝑐𝑖𝑇𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

= 𝑐1𝑇𝜶𝟏 + 𝑐2𝑇𝜶𝟐 +⋯+ 𝑐𝑘𝑇𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗  

 داریم 𝑇 و خطی بودن تبدیل
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∑𝑐𝑖𝑇𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

= 𝑇 (∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

) = 𝑶⃗⃗  

 لذااست مستقل  ℌ چون تبدیل غیرمنفرد بوده و مجموعة

∑𝑐𝑖𝜶𝒊

𝑘

𝑖=1

= 𝑐1𝜶𝟏 + 𝑐2𝜶𝟐 +⋯+ 𝑐𝑘𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗ 

𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑘 = 0

} 

مستقل است. حال برای اثبات طرف دوم قضیه یعنی با فرض  ′ℌبنابراین مجموعة 

اینکه هر مجموعة مستقل به مجموعة مستقل نگاشت شود یک مجموعة تک عضوی 
{𝒙}  را در نظر بگیرید که شرط استقلال این است که𝒙 ≠ 𝑶⃗⃗   به مجموعة تک عضوی
{𝑇𝒙}  نگاشت شود که شرط استقلال آن است که𝑇𝒙 ≠ 𝑶⃗⃗  م که در واقع همان مفهو

 یعنیغیرمنفرد بودن است 

{𝒙} ⟶ {𝑇𝒙}

𝒙 ≠ 𝑶⃗⃗ ⇒ 𝑇𝒙 ≠ 𝑶⃗⃗  
𝑇𝒙 = 𝑶⃗⃗ ⇒ 𝒙 = 𝑶⃗⃗ 

} ⇒ 𝑁𝑇 = {𝑶⃗⃗ }, 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 0 

 

:𝑇فرض کنید  (5-3) قضیه 𝑉 → 𝑊   یک تبدیل خطی و𝐷𝑖𝑚(𝑉) = 𝑁  و𝐷𝑖𝑚(𝑊) =

𝑀 های زیر با هم معادل هستنددر این صورت گزاره 

  تبدیل𝑇 معکوس پذیر است 

  تبدیل𝑇 غیر منفرد است 

  تبدیل𝑇 پوششی است 

:𝑇به عنوان نمونه فرض کنید تبدیل خطی تبدیل خطی  𝑉 → 𝑊  غیرمنفرد باشد یعنی

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇)و با توجه به قضیة  0 + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇) = 𝑁 شود که نتیجه می

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇) = 𝑁   در نتیجه𝑅𝑇 = 𝑊   یعنی تبدیل𝑇   پوششی است به همین ترتیب

ℬاگر مجموعة شوند؛ لذا در چنین حالتی موارد دیگر نتیجه می = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑘〉 

′ℬباشد در این صورت مجموعة  𝑉ای برای پایه = 〈𝑇𝜶𝟏  𝑇𝜶𝟐… 𝑇𝜶𝑘〉 ای برای پایه

𝑊 نتیجه اینکه اگر .است V  متناهی البعد بوده وفضائی 𝑇: 𝑉 → 𝑉  یک عملگر خطی
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توان گفت مجموعة می غیرمنفرد باشد در این صورت معکوس پذیر است و همچنین

 دهندتشکیل یک گروه می 𝑉عملگرهای خطی معکوس پذیر در فضای برداری 

(𝑇1)(𝑇2𝑇3) = (𝑇1𝑇2)(𝑇3)

(𝑇)(𝐼) = (𝐼)(𝑇) = 𝑇 
(𝑇)−1(𝑇) = (𝑇)(𝑇)−1 = 𝐼

} 

های خطی دارای نمایش ماتریسی هستند واضح است که شرط از آنجائی که تبدیل

است که نمایش  پذیر باشد آنلازم و کافی برای اینکه یک تبدیل خطی معکوس

پذیر باشد لذا همانطور که در مورد ماتریسهای غیرمربعی در ماتریسی آن معکوس

های خطی نیز دقیقاً خصوص وجود معکوس چپ و یا راست بحث شد در مورد تبدیل

های مربعی هستند اینچنین است لیکن در مورد عملگرهای خطی که نظیر ماتریس

پذیر باشد و در غیرمنفرد و معکوس ،نظیر پذیری آن است که ماتریسشرط معکوس

ℬ[𝑇]اگر میتوان به سادگی اثبات کرد که واقع  = 𝑨  در این صورت[𝑇−1]ℬ = 𝑨
−1 

 

 

 

به عنوان مثال در فضای سِه بعدی اقلیدسی عملگر تصویر عمودی بر روی یک خط 

)با هیچة برابر دو( و عملگر تصویر عمودی بر روی یک صفحه )با هیچة برابر یک( هر 

پذیر نیستند ولی عملگر دوران حول یک محور دو منفرد بوده و در نتیجه معکوس

پذیر است. به عنوان مثال دیگر در فضای توابع چندجملهدلخواه، غیرمنفرد و معکوس

گیری یک عملگر منفرد )با هیچة برابر واحد( بوده و در نتیجه معکوسای عملگر مشتق

 پذیر نیست.
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 فضای مستوی 3-7

 عریف فضای مستویت  3-7-1

آن  بردارهای دلخواهی در 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝒏〉و مجموعة  𝔽فضای برداری بر میدان  𝑉اگر 

 شامل کلیة بردارهای به صورت 𝑊در این صورت فضای  دنباش

∀𝒙 ∈ 𝑊 ⇒ 𝒙 = 𝜶𝟎 +∑𝑥𝑖𝜶𝒊

𝑛

𝑖=1

 

 𝑉یک بردار مشخص در فضای  𝜶𝟎دهند، به قسمی که تشکیل یک فضای مستوی می

انتقال گسترة یک مجموعه از بردارها به اندازة یک بردار است. فضای مستوی در واقع 

یگر به بیان دخواهد بود؛ ضای برداری ناست که به دلیل عدم وجود بردار صفر، فثابت 

و همانطور که  توان گفت که هر فضای مستوی موازی با یک فضای برداری استمی

 داری و ضرب اسکالر بسته نیست.مشهود است نسبت به دو عمل جمع بر

فضای دانیم که از مباحث قبل میباشد  یک ماتریس مشخص 𝑨𝑀×𝑁به عنوان مثال اگر 

𝑨𝒙 معادلات همگن حل دستگاه = توان و میدهد می فضای برداری یک تشکیل 𝟎

 ای به صورت مجموعه بردارهایپایه

ℬ = 〈𝒙𝟏  𝒙𝟐… 𝒙𝒏〉

𝑨𝒙𝒊 = 𝟎, 𝑖 = 1: 𝑛
}        𝑛 = 𝑁 − 𝑅𝑜𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨) 

𝑨𝒙0وجود داشته باشد به قسمی که   𝒙0اگر بردار حال  تشکیل دادبرای آن  = 𝒃  در

𝑨𝒙این صورت فضای حل دستگاه ناهمگن  = 𝒃 دهد و تشکیل یک فضای مستوی می

 توان حل کامل این دستگاه را به صورت زیر نوشتمی

𝒙 = 𝒙𝟎 +∑𝑐𝑖𝒙𝒊

𝑛

𝑖=1

 

مثال دیگر در فضای تابعی حل همگن یک معادله دیفرانسیل تشکیل یک به عنوان 

حل کامل یک معادلة لیکن که همان حل عمومی است دهد فضای برداری می

دیفرانسیل ناهمگن حاصل جمع حل خصوصی و حل عمومی است که تشکیل یک 
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 یدر ادامه صرفاً به توضیح و تفسیر پیرامون فضاهای مستو دهد.فضای مستوی می

𝑉موجود در فضای  = ℝ𝑁 شود.پرداخته می 

 

 ℝ𝑁تعریف خط در  3-7-2

𝑉اگر  = ℝ𝑁 باشد در این صورت انتقال گسترة یک بردار 𝒙𝟏 به اندازة یک بردار ثابت 

𝒙𝟎 توان نوشتدهد و میتشکیل خط می 

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝛼𝒙𝟏     − ∞ <  𝛼 <  +∞ 

,𝒚𝟏در این صورت معادلة خط عبور کرده از دو نقطة  𝒚𝟐 انتقال گسترة  ازتوان را می

𝒚𝟐)بردار  − 𝒚𝟏)  به اندازة بردار ثابت𝒚𝟏  و یا𝒚𝟐  می یهر دو منجر به معادلة یکسانکه

 به دست آورد شوند

𝒙 = 𝒚𝟏 + 𝛼(𝒚𝟐 − 𝒚𝟏) = (1 − 𝛼)𝒚𝟏 + 𝛼𝒚𝟐     𝛼 ∈ ℝ

𝒙 = 𝒚𝟐 + 𝛽(𝒚𝟏 − 𝒚𝟐) = 𝛽𝒚𝟏 + (1 − 𝛽)𝒚𝟐    𝛽 ∈ ℝ
} 

𝑁یک ماتریس مشخص حقیقی و رتبة آن برابر با  𝑨𝑁×𝑁اگر  همچنین − باشد در  1

𝑨𝒙این صورت فضای حل دستگاه ناهمگن سازگار  = 𝒃  برابر یک خط است. به عنوان

𝑉فرض کنید مثال  = ℝ2  با شیب 〈1,1〉 معادلة خطی که از نقطةدر این صورت باشد 

به اندازة یک بردار ثابت مانند  〈1,2〉انتقال گسترة بردار  عبارت است ازکند عبور میدو 

 شودکه منجر به معادله زیر می 〈1,1〉بردار 

{
𝑥1
𝑥2
} = {

1
1
} + 𝛼 {

1
2
} ⇒ 𝑥2 = 2𝑥1 − 1     𝛼 ∈ ℝ 

البته این بردار ثابت هر بردار دلخواهی است که مبدإ مختصات را به یکی از نقاط 

به  〈1,2〉کند به عنوان مثال انتقال گسترة بردار موجود بر روی این خط متصل می

 منجر به معادله 〈2,3〉اندازة یک بردار ثابت مانند بردار 
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{
𝑥1
𝑥2
} = {

2
3
} + 𝛽 {

1
2
} ⇒ 𝑥2 = 2𝑥1 − 1     𝛽 ∈ ℝ 

 خواهد شد که همان معادله قبل است.

 

 ℝ𝑁تعریف صفحه در  3-7-3

𝑉اگر  = ℝ𝑁  باشد در این صورت انتقال گسترة دو بردار{𝒙𝟏, 𝒙𝟐}  به اندازة یک بردار

 توان نوشتدهد و میصفحه مییک تشکیل  𝒙𝟎 ثابت

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝛼𝒙𝟏 + 𝛽𝒙𝟐    𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 

,𝒚𝟏در این صورت معادلة صفحة عبور کرده از سِه نقطة  𝒚𝟐, 𝒚𝟑 عبارت است از 

𝒙 = 𝛼𝒚𝟏 + 𝛽𝒚𝟐 + (1 − 𝛼 − 𝛽)𝒚𝟑     𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 

𝒚𝟏) هایشود انتقال گسترة بردارکه همانطور که مشاهده می − 𝒚𝟑)  و(𝒚𝟐 − 𝒚𝟑)  به

یک ماتریس مشخص حقیقی و رتبة  𝑨𝑁×𝑁اگر همچنین  .است 𝒚𝟑اندازة بردار ثابت 

𝑁آن برابر با  − 𝑨𝒙باشد در این صورت فضای حل دستگاه ناهمگن سازگار  2 = 𝒃 

 برابر یک صفحه است.

 

 

𝑉در فضای  = ℝ3 محل تقاطع صفحات زیر را مشخص کنید 

𝒙 = {
1
1
0
} + 𝑆𝑝𝑎𝑛 ({

1
2
1
} , {
1
1
1
})        𝒙 = {

2
2
1
} + 𝑆𝑝𝑎𝑛 ({

2
0
1
} , {
1
3
1
})  

بایستی نمایش پارامتری آنها را به برخورد این دو صفحه برای به دست آوردن محل 

 صورت زیر مساوی یکدیگر قرار دهیم
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{
1
1
0
} + 𝛼 {

1
2
1
} + 𝛽 {

1
1
1
} = {

2
2
1
} + 𝛾 {

2
0
1
} + 𝜇 {

1
3
1
} 

ته بسکه  به صورت زیر شدهمعادله و چهار مجهول  هسِجبری منجر به یک دستگاه که 

 شودمختلفی از لحاظ محل برخورد ایجاد میبه وضعیت دستگاه شرایط 

[
1
2
1

1
1
1

2
0
1

1
3
1
]{

𝛼
𝛽
−𝛾
−𝜇

} = {
1
1
1
} 

دستگاه معادلات حاصله کاملاً مستقل باشد در این صورت دو این به طور خلاصه اگر 

معادلة مستقل سازگار باشد دو شامل کنند، اگر قطع میخط صفحه یکدیگر را در یک 

ناسازگار  معادلة مستقلشامل دو بر هم منطبق بوده و اگر در این صورت دو صفحه 

 یک معادلة مستقلباشد بدان معنی است که دو صفحه موازی هستند و در نهایت اگر 

بدان معناست که معادلات فوق مبیّن صفحه نبوده و در  یعنی تناقض و حاصل شود

تریس افزودة با انجام عملیات مقدماتی سطری بر روی ماند. واقع مبیّن خط هست

 دستگاه داریم

[
1
2
1

1
1
1

2
0
1

1
3
1

1
1
1
] ~ [

1
0
0

1
−1
0

2
−2
−1

1
1
0

1
−1
0
]~ [

1
0
0

0
1
0

0
0
1

2
−1
0

0
1
0
] 

کنند و قطع میبه معادله پارامتری زیر در نتیجه دو صفحه یکدیگر را در یک خط 

 خواهیم داشت

𝛼 = 2𝜇
  𝛽 = 1 − 𝜇
𝛾 = 0

}   ⇒   𝒙 = {
1
1
0
} + 2𝜇 {

1
2
1
} + (1 − 𝜇) {

1
1
1
} = {

2
2
1
} + 𝜇 {

1
3
1
} 

 زیر نیز نوشت توان معادله این خط را به صورتو یا می

𝑥1 − 2

1
=
𝑥2 − 2

3
=
𝑥3 − 2

1
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𝑉محل تقاطع دو صفحه با معادلات پارامتری زیر را در  = ℝ4  نشان به دست آورده و

 بر هم منطبق هستندکه دهید 

 𝒙(𝛼,𝛽) = {

1
−1
1
0

} + 𝛼 {

1
2
0
−1

} + 𝛽 {

−1
1
1
0

} 

𝒙(𝛾,𝜇) = {

2
1
1
−1

} + 𝛾 {

0
3
1
−1

} + 𝜇 {

2
1
−1
−1

} 

دهند در سطرهای میبا قرار دادن بردارهائی که صفحات فوق را گسترش روش اول: 

یک ماتریس و محاسبة ماتریس تحویل یافتة سطری پلکانی نظیر هر یک از آنها نتیجه 

 هستند ماتریسها معادل سطری یکدیگر شود که این می

[
1
−1

2
1

0
1

−1
0
]~ [

0
2

3
1

1
−1

−1
−1
] 

نتیجه می که گردیمدنبال یک نقطة مشترک میحال بوده و این دو صفحه موازی لذا 

 شود

𝒙(𝛼=1,𝛽=0) = 𝒙(𝛾=0,𝜇=0) 

 جر به یک دستگاهاین دو صفحه من مساوی قرار دادن معادلات پارامتریروش دوم: 

شرط انطباق این دوصفحه که  شودچهار معادله و چهار مجهول می معادلات جبری با

 منجر شود به بیانسازگار معادلة مستقل  آن است که دستگاه معادلات حاصله به دو

,𝛼دیگر دو پارامتر  𝛽 ه طور مشخص بر حسب دو پارامتر ب𝛾, 𝜇 به دست آیند . 

د در این صورت دو مستقل باشکاملاً  دستگاه معادلات حاصلهبه طور خلاصه اگر 

مستقل سازگار  سِه معادلةکنند، اگر صفحه یکدیگر را در یک نقطة مشخص قطع می

 ناسازگار باشدکرده و اگر باشد در این صورت دو صفحه یکدیگر را در یک خط قطع 

سازگار باشد در این ة مستقل ، اگر دو معادلدر این صورت دو صفحه متنافر هستند

بوده و اگر ناسازگار باشد در این صورت دو صفحه طبق نصورت دو صفحه بر هم م
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ه بدان معناست ک یعنی تناقض و و اگر یک معادلة مستقل حاصل شودموازی هستند، 

 ه و در واقع مبیّن خط هستند.دمعادلات فوق مبیّن صفحه نبو

 شودبا مساوی قرار دادن فرم پارامتری این صفحات دستگاه معادلات زیر حاصل می

[

1
2
0
−1

−1
1
1
0

0
3
1
−1

2
1
−1
−1

]{

𝛼
𝛽
𝛾
𝜇

} = {

1
2
0
−1

} 

 با انجام عملیات مقدماتی سطری بر روی ماتریس افزودة دستگاه داریم

[

1
2
0
−1

−1
1
1
0

0
3
1
−1

2
1
−1
−1

  ⧘  

1
2
0
−1

]~ [

1
0
0
0

0
1
0
0

−1
1
0
0

3
−1
0
0

  ⧘   

1
0
0
0

] 

𝛼 در نتیجه منجر به دو معادلة مستقل سازگار شد = 1 + 𝛾 − 3𝜇  و𝛽 = −𝛾 + 𝜇  که

یعنی نظیر هر نقطه در یکی از  بدان معناست که دو صفحه بر هم منطبق هستند

 توان به طور مشخص و منحصر به فرد یک نقطه در صفحة دیگر یافت.صفحات می

 

 ℝ𝑁برصفحه در تعریف ا   3-7-4

𝑉اگر  = ℝ𝑁   باشد در این صورت انتقال گسترة𝑁 − ,𝒙1}بردار   1 𝒙2, … , 𝒙𝑁−1}   به

 توان نوشتدهد و میصفحه میاَبرتشکیل  𝒙0اندازة یک بردار ثابت  

𝒙 = 𝒙0 + 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝒙1, 𝒙2, … , 𝒙𝑁−1} 

,𝒚1نقطة  𝑁صفحة عبور کرده از اَبردر این صورت معادلة  𝒚2, … , 𝒚𝑁 عبارت است از 

𝒙 = 𝛼1𝒚1 + 𝛼2𝒚2 +⋯+ 𝛼𝑁𝒚𝑁
𝛼1 + 𝛼2 +⋯+ 𝛼𝑁 = 1

}     𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁 ∈ ℝ 
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باشد در این صورت فضای  1یک ماتریس مشخص حقیقی و رتبة آن برابر با  𝑨𝑁×𝑁اگر 

𝑨𝒙حل دستگاه ناهمگن سازگار  = 𝒃 ؛ در این حالت ماتریس برابر یک اَبرصفحه است

𝑨 توان آنرا به صورت دارای یک سطر مستقل بوده یعنی می 

𝑨 = 〈𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑁〉 

نقطة   𝑁به شکل یک بردار سطری نوشت لذا معادلة اَبرصفحة عبور کرده از 

𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑁 عبارت است  

〈𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑁〉𝒚𝑖 = 𝑏
〈𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑁〉〈𝒚1 𝒚2 ⋯ 𝒚𝑁〉 = 𝑏〈1 1 ⋯ 1〉

𝑨𝒀 = 𝑏𝟏𝑇  ⇒  𝑨 = 𝑏𝟏𝑇𝒀−1
} 

توان است و بنابراین معادلة اَبرصفحه را می 𝒀ام ماتریس iبرابر ستون  𝒚𝑖به قسمی که 

  به صورت زیر نوشت

𝟏𝑇𝒀−1𝒙 = 1 

 

 

 

عبور  〈2 0 1〉و  〈0 1 0〉،  〈1 0 1〉که از نقاط  ℝ3ای در به عنوان مثال معادلة صفحه

 توان به صورترا میکند می

〈1 1 1〉 [
1 0 1
0 1 0
1 0 2

]

−1

{

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = 1 

 عبارت است ازنوشت بنابراین 

〈1 1 1〉 [
2 0 −1
0 1 0
−1 0 1

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = 𝑥1 + 𝑥2 = 1 
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 کنندکه از نقاطی به مختصات زیر عبور می ℝ4ای در صفحهابربه عنوان مثال معادلة 

〈1  1  0  0〉, 〈1  2  0  0〉, 〈0  0  2  1〉, 〈0  0  1  1〉 

 توان به این صورت نوشت کهرا می

〈1 1 1 1〉 [

1
1
0
0

   

1
2
0
0

   

0
0
2
1

   

0
0
1
1

]

−1

{

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} = 1 

 عبارت است از که

〈1 1 1 1〉 [

2
−1
0
0

   

−1
1
0
0

   

0
0
1
−1

   

0
0
−1
2

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} = 1 

𝑥1ای به صورت به معادله ابرصفحهو در نهایت منجر  + 𝑥4 =  شود.می 1
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 ها تمرین 3-8

𝑉اگر   .1 = ℝ3   و𝑊 = ℝ2×2   و همچنین اگر تبدیل خطی باشد𝑇: 𝑉 ⟶ 𝑊   و

𝑈:𝑊تبدیل خطی  ⟶ 𝑉 ای به صورت زیر تعریف شده باشد در این صورت پایه

𝑅برای بُرد و فضای تهی هر یک از عملگرهای  = 𝑇𝑈𝑇  و𝑆 = 𝑈𝑇𝑈 تعیین کنید 

𝑇𝒙 = [
𝑥1 + 𝑥2 𝑥3
𝑥3 𝑥1 − 𝑥2

]    𝑈𝑨 = {

𝑎11 + 𝑎22
𝑎12 − 𝑎21
𝑎11 − 𝑎22

} 

باشد؛ ثابت کنید مجموعة   𝑉بُعدی 𝑛 بُعدی فضای برداری𝑚زیرفضای   𝑊اگر   .2

:𝑇عملگرهای خطی  𝑉 ⟶ 𝑉  که فضای تُهی آنها𝑊  است زیرفضائی از𝐿(𝑉,𝑉) 

 است و بُعد آن را تعیین کنید

:𝑇البعد و فضای برداری متناهی 𝑉اگر   .3 𝑉 ⟶ 𝑉  عملگری خطی در آن باشد به

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇)قسمی که  = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇2)  ثابت کنید𝑅𝑇  از بُرد این عملگر خطی𝑁𝑇 

𝐾𝑒𝑟(𝑇) هستة آن از هم استقلال دارند ∩ 𝐼𝑚(𝑇) = {𝑶⃗⃗ } 

ℬالبعد با پایة فضای برداری متناهی 𝑉اگر   .4 = 〈𝜶1, … , 𝜶𝑛〉  بر میدان𝔽  باشد در

 که توسط روابط  𝑇ابتدا نمایش ماتریسی عملگر خطی 

𝑇𝜶𝑛 = 𝑶⃗⃗ , 𝑇𝜶𝑖 = 𝜶𝑖+1    𝑖 = 1: 𝑛 − 1 

𝑇𝑛نوشته و ثابت کنید  ℬ شود را نسبت به پایةتعریف می = 𝑂 است در حالی

𝑇𝑛−1که  ≠ 𝑂  سپس نشان دهید اگر ،𝑈  هر عملگر خطی باشد که برای آن

𝑈𝑛 = 𝑂  ولی𝑈𝑛−1 ≠ 𝑂 یة مرتب ، پاℬ′  را همواره برای فضای𝑉 توان یافت می

  ℬ[𝑇]برابر با  ′ℬنسبت به پایة  𝑈یعنی نمایش ماتریسی  ′ℬ[𝑈]به قسمی که  

 شود. ℬنسبت به پایة  𝑇یعنی نمایش ماتریسی 
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𝑉اگر   .5 = 𝔽2×2  و𝑷2×2  یک ماتریس مشخص باشد؛ چنانچه عملگر خطی𝑇  بر

𝑨∀توسط رابطة 𝑉 فضای  ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑨 ≜ 𝑷𝑨  در این صورت ثابت تعریف شود

𝑡𝑟(𝑇)  کنید = 2𝑡𝑟(𝑨) 

𝑉اگر   .6 = ℝ2×2  و𝑷2×2  یک ماتریس مشخص باشد؛ چنانچه عملگر خطی𝑇  بر

𝑨∀توسط رابطة 𝑉 فضای  ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇𝑨 ≜ 𝑷𝑨 − 𝑨𝑷  در این صورت تعریف شود

هیچة آن را به   𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑇)رُتبه و   𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑇)با نوشتن نمایش ماتریسی آن 

 دست آورید

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑷)ماتریسهای مشخص با   𝑸3×3و   𝑷2×2فرض کنید   .7 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑸) = 2 

𝑉باشند چنانچه در فضای  = ℝ2×3   عملگر خطی𝑇   توسط رابطة∀𝑨 ∈ 𝑉 ⇒

𝑇𝑨 ≜ 𝑷𝑨𝑸  رُتبه و هیچة این عملگر را محاسبه کنیدتعریف شود 

𝑉 بر 𝑇اگر عملگر خطی   .8 = ℝ3  توسط رابطة زیر تعریف شده باشد اولاً بررسی

؛ و بیابید 𝑇مشابه  𝑇−1ای برای کنید که آیا معکوس پذیر است و سپس قاعده

𝑇2)همچنین ثابت کنید  − 𝐼)(𝑇 − 3𝐼) = 𝑂 

𝑇〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3〉 = 〈3𝑥1, 𝑥1 − 𝑥2, 2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3〉 

:𝑇و  𝔽فضای برداری بر میدان  𝑉اگر   .9 𝑉 ⟶ 𝑉  عملگری خطی در آن باشد به

𝑇2قسمی که  = 𝑂  اولًا دربارة رابطة ،𝑅𝑇  و بُرد این عملگر𝑁𝑇  فضای پوچ آن

𝑉در یک عملگر خطی سپس توان گفت چه می = ℝ2 مثال بزنید که برای آن 

𝑇2 = 𝑂  بوده لیکن𝑇 ≠ 𝑂 اگر نیاً باشد ثا𝑇:ℝ3 ⟶ℝ3  با ویژگی𝑇2 = 𝑂, 𝑇 ≠

𝑂  ثابت کنید پایه ℬ   برایℝ3  وجود دارد به قسمی که نمایش ماتریسی 𝑇 

ℬ[𝑇]ی به صورت ماتریسنسبت به آن  = [
0
0
0
  
1
0
0
  
𝑏
0
0
𝑏به قسمی  است [ ∈ ℝ  که یک

 عدد دلخواه حقیقی است
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𝑉بر   𝑇اگر عملگر خطی   .10 = ℝ3  های با ویژگی𝑇3 = 𝐼,   𝑇2 ≠ 𝐼   تعریف شده

 𝑇وجود دارد به قسمی که نمایش ماتریسی  𝑉برای  ℬثابت کنید پایة باشد 

ℬ[𝑇]نسبت به آن ماتریسی به صورت  = [
0
1
0
  
0
0
1
  
1
0
0
 است [

:𝑇اگر   .11 𝑉 ⟶ 𝑊 البعد تبدیل خطی از فضای متناهی𝑉 البعد به فضای متناهی

𝑊 و 𝑨 = [𝑇]ℬ,ℬ1 های نمایش ماتریسی آن نسبت به پایهℬ, ℬ1  باشد در این

,′ℬهای پایه نسبت بهرا  𝑇صورت نمایش ماتریسی  ℬ1
تعیین کنید؛ فرض کنید  ′

𝑷  های پایهماتریس تبدیل بینℬ, ℬ′  بوده و𝑸  های پایهماتریس تبدیل بین

ℬ1, ℬ1
 باشد ′

:𝑇تبدیل خطی   .12 𝑉 → 𝑊  در فضای تابعی از𝑉 = 𝐶2(0,∞) به 𝑊 = 𝐶0(0,∞) 

𝑇(𝑥)توسط معادلة دیفرانسیل رستة دوم  = 𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑡)  با شرط

𝑥(0)ابتدائی  = 𝑥̇(0) = تعریف شده را در نظر بگیرید، ثابت کنید چنانچه  0

𝜆1, 𝜆2 های متمایز معادلة جبری ریشه𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘 = باشند تبدیل خطی  0

𝑈  که توسط رابطة زیر تعریف شده در رابطة𝑇𝑈 = 𝐼 به بیان دیگر  کندصدق می

 است 𝑈برابر با معکوس تبدیل خطی  𝑇تبدیل خطی 

𝑈: 𝐶0(0,∞) → 𝐶2(0,∞)

𝑈(𝑓) ≜
1

𝑚(𝜆1 − 𝜆2)
∫ [𝑒𝜆1(𝑡−𝜏) − 𝑒𝜆2(𝑡−𝜏)]𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

} 

 را به دست آورید ℝ3فصل مشترک صفحات زیر در   .13

𝒙(𝛼,𝛽) = {
1
0
−1
} + 𝛼 {

1
2
−1
} + 𝛽 {

1
0
1
} , 𝒙(𝛾,𝜇) = {

1
1
0
} + 𝛾 {

1
−1
0
} + 𝜇 {

0
1
2
} 

𝑉اگر   .14 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3} ای درجه سِه و عملگر فضای کلیة توابع چندجمله

𝑇: 𝑉 ⟶ 𝑉   توسط رابطة𝑇(𝑢) ≜ 𝑢" + ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
1

0
در این صورت  تعریف شود  

تعیین کنید و سپس با  فضای پوچ آن 𝑁𝑇و بُرد این عملگر  𝑅𝑇ای برای پایه
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𝑇(𝑢)استفاده از آن حلّی برای معادلة  = 9𝑥 + بنویسید و بررسی کنید که آیا  5

 این حل منحصر به فرد است

𝑉اگر   .15 = 𝑓(𝑥)  ای و فضای کلیه توابع چندجمله𝑇𝑓 = 𝑥2𝑓" + 𝑥𝑓′ + 𝑓   یک

پوششی است  𝑇غیرمنفرد است؛ آیا  𝑇عملگر خطی بر آن باشد بررسی کنید آیا 

∑)𝑇−1و در صورت احراز شرایط اخیر معکوس آن  𝑎𝑘𝑥
𝑘)  را به دست آورید 

𝑉فضای کلیة توابع در گستره  𝑉اگر   .16 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥, 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥, 𝑒𝑥𝑝𝑥}  باشد در

𝑇𝑓این صورت  = 𝑓(𝑛)  یعنی مشتق مرتبه𝑛 یک عملگر خطی بر  ،ام𝑉  است

 نشان دهید این عملگر وارون پذیر است و آن را به دست آورید

𝑉اگر   .17 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}   و زیرمجموعة𝑊   با شرط𝑓(0) = 𝑓(𝜋/2) = 0 

ن آن مشخص کرد باتبدیلی خطی با مشخصات زیر باشد  𝑇و  زیرفضای آن

 کنید بنویسیدتعیین می 𝑉,𝑊 هائی که برایرا نسبت به پایه 𝑇نمایش ماتریسی 

𝑇(𝑥) = 𝑥 +
𝜋

2
(𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1)

𝑇(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1

𝑁(𝑇) = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1 + 𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥}

} 
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 چهارمفصل   

 دترمینان
 

 

 

 

 مقدمه و تعریف دترمینان   4-1

س مبنای تعریف دترمینان یک ماتریشروع و یا شاید دقیقاً از لحاظ تاریخی نتوان گفت 

مربع از کجا است لیکن با توجه به مفهوم ضرب ماتریسها و تعریف ماتریس معکوس و 

را به شکل   𝑨𝑁×𝑁در فصل اول که اگر ماتریس مربعی  2-1یادآوری قضیههمچنین 

در کنار هم قرار دهیم و عملیات سطری   [ 𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁]افزوده با ماتریس همانی 

𝑩در این صورت  [ 𝑰𝑁  ⧘  𝑩𝑁×𝑁] ~ [ 𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁]متعددی انجام دهیم به قسمی که  =

𝑨−𝟏   خواهد بود، حال اگر به عنوان مثال ماتریس𝑨2×2    دلخواه زیر را قرار دهیم

 تخواهیم داش

𝑨 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  ⧘  
1 0
0 1

] ~ [
1 0
0 1

  ⧘  
1

𝐷
(
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

)]

𝐷 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

} 

𝐷شود یک تابع دوخطی همانطور که مشاهده می = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐  های این از درایه

و با نماد  ود که در واقع همان دترمینان استشماتریس در معکوس آن ظاهر می

𝑑𝑒𝑡(𝑨) = |𝑨| ؛ با الهام گیری از فوق اگر شودنیز نمایش داده می𝑨𝑁×𝑁   یک ماتریس

های آن خطی از درایه 𝑁مربعی دلخواه باشد دترمینان آن تابعی خطی از سطرها و 
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کند لذا اگر باشد که اگر جای دو سطر ماتریس عوض شوند علامت آن تغییر میمی

خی در بر دو سطر یک ماتریس برابر باشند دترمینان آن صفر است؛ از این ویژگیها

دترمینان یک شود که شده و اینچنین بیان میعنوان متناوب بودن ذکر  مراجع به

ترین تابع خطی از سطرهای . کلیاستماتریس تابعی خطی و متناوب از سطرهای آن 

به  𝑁بر حسب یک تانسور مرتبه توان های آن را میخطی از درایه 𝑁یک ماتریس و 

 نوشتصورت زیر 

𝑑𝑒𝑡(𝑨) ≜ ∑   ∑   

𝑁

𝑖2=1

𝑁

𝑖1=1

⋯  ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑎1𝑖1𝑎2𝑖2 … 𝑎𝑁𝑖𝑁

𝑁

𝑖𝑁=1

 

حال اگر بخواهد رابطة فوق خواص متناوب بودن را در بر داشته باشد بایستی این 

انسور ت که منجر به تعریفنسبت به جابجائی هر دو اندیسش پادمتقارن باشد  تانسور

 شدخواهد به صورت زیر  1معروفی به نام نماد جایگشت

 باشند 𝑁…12ترتیب زوجی از  𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁اگر 

…𝑖1𝑖2اگر  𝑖𝑁  12ردی از ـترتیب ف…𝑁 باشند 

 ر باشندـرابـب س آناز دو اندیـ بیشترو یا اگر دو 
ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁 ≜ {

+1
−1
0

 

یعنی حالتی که کلیة مقدار غیر صفر است  !𝑁مؤلفه دارای  𝑁𝑁اولاً نماد جایگشت از 

𝑁به عنوان مثال در حالت اندیسها مخالف باشند  =  خواهیم داشت 2

ℰ12 = −ℰ21 = +1
ℰ11 = ℰ22 = 0

𝑑𝑒𝑡(𝑨) = ∑   ∑   

2

𝛽=1

2

𝛼=1

ℰ𝛼𝛽𝑎1𝛼𝑎2𝛽
}
 
 

 
 

 

𝑁و یا در حالت  =  خواهیم داشت 3

                                                           

 
1

Permutation Symbol 
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ℰ123 = ℰ231 = ℰ312 = +1
ℰ213 = ℰ321 = ℰ132 = −1

ℰ111 = ℰ112 = ⋯ = ℰ333 = 0

𝑑𝑒𝑡(𝑨) =∑  ∑   ∑  ℰ𝑖𝑗𝑘𝑎1𝑖𝑎2𝑗𝑎3𝑘  

3

𝑘=1

 

3

𝑗=1

3

𝑖=1 }
  
 

  
 

 

𝑨𝑨−1با ترانهاده گرفتن از رابطة  = 𝑰 شود نتیجه می(𝑨−1)𝑇 = (𝑨𝑇)−1  واضح بنابراین

𝑑𝑒𝑡(𝑨)است که  = 𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑇) توان به صورت و لذا روابط بسط سطری دترمینان را می

 ستونی نیز نوشت

𝑑𝑒𝑡(𝑨) ≜ ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑎𝑖11𝑎𝑖22… 𝑎𝑖𝑁𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

 

شود با این تعریف دترمینان ماتریس همانی برابر واحد خواهد مشاهده میهمانطور که 

توان هر یک از روابط زیر را برای محاسبة دترمینان مورد استفاده قرار متعاقباً میبود و 

 داد

ℰ𝑗1𝑗2… 𝑗𝑁𝑑𝑒𝑡(𝑨) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑎𝑖1𝑗1𝑎𝑖2𝑗2 … 𝑎𝑖𝑁𝑗𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

ℰ𝑗1𝑗2… 𝑗𝑁𝑑𝑒𝑡(𝑨) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑎𝑗1𝑖1𝑎𝑗2𝑖2 … 𝑎𝑗𝑁𝑖𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

𝑑𝑒𝑡(𝑨) =
1

𝑁!
∑ ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁ℰ𝑗1𝑗2… 𝑗𝑁𝑎𝑖1𝑗1𝑎𝑖2𝑗2 … 𝑎𝑖𝑁𝑗𝑁

𝑁

𝑗𝑟
,𝑠=1

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1 }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

البته روابط فوق که برای تعریف تابع دترمینان یک ماتریس مربع ارائه شدند عمدتاً 

چرا ات عددی روند و نه برای محاسبمی موجود در مورد آن به کاربرای اثبات قضایای 

را به روش فوق   𝑨100×100که اگر به عنوان مثال بخواهیم دترمینان یک ماتریس 

!𝑁محاسبه کنیم با توجه به اینکه نماد جایگشت دارای  = 100! ≈ مقدار غیر  10158

که عملیات ضرب انجام دهیم حال تصور کنید  10158صفر است لذا بایستی به تعداد 

223های دنیا در حدود انجام رایانهحال حاضر سرعت جمیع اَبردر  × عملیات  1015
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ل زمان لازم برای محاسبة این دترمینان برابر است بنابراین ک ممیز شناور در هر ثانیه

4.5است با  × 1.4و یا ثانیه  10140 × در ادامه که لزوماً غیر منطقی است.  سال 10133

و  رفتهگری بر روی دترمینان مورد بررسی قرار تأثیر عملیات مقدماتی سطاین فصل 

 .شونددر این خصوص ارائه میموجود قضایای 

 تأثیر عملیات مقدماتی سطری بر دترمینان 4-2

 عملیات نوع اول 4-2-1

با انجام عملیات مقدماتی سطری نوع اول به ماتریس    𝑨𝑁×𝑁فرض کنید ماتریس

𝑩𝑁×𝑁   بدل شده باشد یعنی حاصلضرب اسکالر مخالف صفر در یک سطر، مثلاً سطر

𝛼اول آن در اسکالر  ≠ ماتریس مقدماتی  𝑬𝟏اگر ضرب شده است در این صورت  0

 داریمنظیر آن باشد 

𝑩 = 𝑬𝟏𝑨

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑏1𝑖1𝑏2𝑖2 … 𝑏𝑁𝑖𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁(𝛼𝑎1𝑖1)(𝑎2𝑖2)⋯ (𝑎𝑁𝑖𝑁)

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

= 𝛼𝑑𝑒𝑡(𝑨)

𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏) = 𝛼

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏)𝑑𝑒𝑡(𝑨) }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 عملیات نوع دوم 4-2-2

به ماتریس  دومبا انجام عملیات مقدماتی سطری نوع    𝑨𝑁×𝑁فرض کنید ماتریس

𝑩𝑁×𝑁   با هم عوض آن و دوم  مثلاً سطر اولجابجائی دو سطر بدل شده باشد یعنی

 ماتریس مقدماتی نظیر آن باشد داریم 𝑬𝟐در این صورت اگر شده باشد 
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𝑩 = 𝑬𝟐𝑨

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑏1𝑖1𝑏2𝑖2 … 𝑏𝑁𝑖𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

= ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁(𝑎2𝑖1)(𝑎1𝑖2)⋯ (𝑎𝑁𝑖𝑁)

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

= − ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁(𝑎1𝑖1)(𝑎2𝑖2)⋯ (𝑎𝑁𝑖𝑁)

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠
=1

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = −𝑑𝑒𝑡(𝑨)

𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐) = −1

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐)𝑑𝑒𝑡(𝑨) }
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 عملیات نوع سوم 4-2-3

با انجام عملیات مقدماتی سطری نوع سوم به ماتریس    𝑨𝑁×𝑁فرض کنید ماتریس

𝑩𝑁×𝑁   بدل شده باشد یعنی جابجائی یک سطر با مجموع همان سطر و حاصلضرب

برابر سطر اول قرار  𝛼 اسکالر در سطر دیگر مثلاً به جای سطر دوم، سطر دوم به اضافه

 ماتریس مقدماتی نظیر آن باشد داریم 𝑬𝟑در این صورت اگر  گرفته است

𝑩 = 𝑬𝟑𝑨

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑏1𝑖1𝑏2𝑖2 … 𝑏𝑁𝑖𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠
=1

= ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁(𝑎1𝑖1)(𝑎2𝑖2 + 𝛼𝑎1𝑖2)⋯ (𝑎𝑁𝑖𝑁)

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

= ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁(𝑎1𝑖1)(𝑎2𝑖2)⋯ (𝑎𝑁𝑖𝑁)

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠
=1

= 𝑑𝑒𝑡(𝑨)

𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟑) = 1

𝑑𝑒𝑡(𝑩) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟑)𝑑𝑒𝑡(𝑨) }
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𝛼شود عملیات نوع اول دترمینان را با ضریب همانطور که مشاهده می ≠ و تغییر  0

دهد بنابراین اگر داده و  عملیات نوع دوم و یا سوم مقدار دترمینان را تغییر نمی

 به ماتریسنوع دوم و یا سوم متعدد عملیات مقدماتی سطری  طی انجام 𝑨 ماتریس

𝑩  توان نوشتبدل شده باشد می 𝑑𝑒𝑡(𝑩) = (−1)𝐾𝑑𝑒𝑡(𝑨)   به قسمی که𝐾   تعداد

دترمینان یک ماتریس بالا مثلثی اند. از طرفی بارهائی است که جای سطرها عوض شده

بالامثلثی باشد  𝑼ماتریس  اگرهای روی قطر اصلی آن است چراکه حاصلضرب درایه

𝑢𝑖𝑗)رت داریم در این صو = 0 𝑓𝑜𝑟 𝑖 > 𝑗) توان نوشتدر نتیجه می 

𝑑𝑒𝑡(𝑼) = ∑ ℰ𝑖1𝑖2… 𝑖𝑁𝑢𝑖11𝑢𝑖22… 𝑢𝑖𝑁𝑁

𝑁

𝑖𝑟
,𝑠=1

𝑑𝑒𝑡(𝑼) = ℰ12⋯𝑁𝑢11𝑢22… 𝑢𝑁𝑁 = 𝑢11𝑢22… 𝑢𝑁𝑁}
 

 
 

با انجام متعدد عملیات مقدماتی سطری نوع دوم و یا سوم میدانیم که میاز طرفی 

رای ب به عنوان مثال مربعی را به یک ماتریس بالامثلثی بدل کرد توان هر ماتریس

 ماتریس زیر داریم

𝑑𝑒𝑡 [
1 2 4
1 3 6
3 4 7

] = 𝑑𝑒𝑡 [
1 2 4
0 1 2
0 −2 −5

] = 𝑑𝑒𝑡 [
1 2 4
0 1 2
0 0 −1

] = −1 

ای برای محاسبه دترمینان یک ماتریس این روش یکی از روشهای برنامه نویسی رایانه

 ن مورد توجه قرار داد.توان قضایای زیر را در مورد دترمینامچنین میاست. ه

 

غیرمنفرد   𝑨𝑁×𝑁شرط لازم و کافی برای اینکه یک ماتریس مربع مانند (1-4) قضیه

𝑑𝑒𝑡(𝑨)باشد آن است که  ≠ دانیم هر ماتریس غیرمنفرد معادل چراکه می  0

𝑑𝑒𝑡(𝑨)در نتیجه  𝑨~𝑰سطری است با ماتریس همانی  = 𝐾𝑑𝑒𝑡(𝑰) = 𝐾 ≠ 0. 
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𝑪اگر ماتریس  (2-4) قضیه = 𝑨𝑩  باشد در این صورت𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑨)𝑑𝑒𝑡(𝑩)  لذا

ثلًا ماگر یکی از دو ماتریس منفرد باشد حاصلضرب نیز منفرد است؛ چراکه اگر 

𝑨 توان آنرا به صورت حاصلضرب ماتریسهای غیرمنفرد باشد در این صورت می

 مقدماتی نوشت و با توجه به شرکتپذیری ضرب ماتریسی داریم

 

 

𝑨 = 𝑬𝟏𝑬𝟐⋯𝑬𝑵
𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏)𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐)⋯𝑑𝑒𝑡(𝑬𝑵)

𝑪 = 𝑨𝑩 = (𝑬𝟏𝑬𝟐⋯𝑬𝑵)𝑩 = (𝑬𝟏)(𝑬𝟐⋯𝑬𝑵𝑩)

𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏)𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐⋯𝑬𝑵𝑩)

𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏)𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐)𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟑⋯𝑬𝑵𝑩)

𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟏)𝑑𝑒𝑡(𝑬𝟐)⋯𝑑𝑒𝑡(𝑬𝑵)𝑑𝑒𝑡(𝑩)

𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑨)𝑑𝑒𝑡(𝑩) }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 هاد و همسازهک     4-3

 دترمینان جزءهاد یا ک    4-3-1

یک ماتریس مربع باشد در این صورت هر آرایش داخلی از این ماتریس که   𝑨𝑁×𝑁اگر 

𝑚قرار دارد یک زیرماتریس  𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚و ستونهای  𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚مابین سطرهای فی ×𝑚 

سطرها و ؛ که لزوماً این است 𝑚یا دترمینان جزء مرتبة  1هادو دترمینان آن یک کَ

𝑖1بایستی  ستونها به ترتیب نیستند لیکن < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚   و همینطور𝑗1 < 𝑗2 <

⋯ < 𝑗𝑚  .واضح لازم به ذکر است که کهاد مرتبة اول همان درایة ماتریس است. باشد

 سطر برابر است با 𝑚ام در 𝑚است که تعداد کهادهای مرتبة 

                                                           

 
1

Minor 
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(
𝑁
𝑚
) =

𝑁!

𝑚! (𝑁 − 𝑚)!
 

همچنین کهادی که قطر اصلی آن بر روی قطر اصلی ماتریس قرار دارد را کهاد اصلی 

مرتبة دوم موجود در سطرهای اول کهادهای به عنوان مثال کلیة آن ماتریس گویند 

 و سوم ماتریس

[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 عبارتند از

[
𝑎11 𝑎12
𝑎31 𝑎32

] , [
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

] , [
𝑎12 𝑎13
𝑎32 𝑎33

] 

های روی قطر اصلی ماتریس همچنین کلیة کهادهای مرتبة اول اصلی همان درایه

,𝑎11یعنی  𝑎22, 𝑎33 هستند و کهادهای مرتبة دوم اصلی عبارتند از 

[
𝑎11 𝑎22
𝑎21 𝑎22

] , [
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

] , [
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

] 

 و در نهایت کهاد مرتبة سوم که اصلی نیز هست همان دترمینان ماتریس است.

 همسازهو  مکمل کهاد  4-3-2

و   𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚یک ماتریس مربع باشد در این صورت با حذف سطرهای    𝑨𝑁×𝑁اگر 

𝑁)یک زیر ماتریس   𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚ستونهای  − 𝑚) × (𝑁 −𝑚)  شود که حاصل می

مکمل نامیده شده و با نماد یا دترمینان جزء   1لدترمینان آن کهاد مکم

𝑀𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚,𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚  شود همچنین مکمل جبری نمایش داده می𝐴𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚,𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚  آن

 عبارت است از

                                                           

 
1

Complementary Minor 
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𝐴𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚,𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚 = (−1)𝑖1+⋯+𝑖𝑚+𝑗1+⋯+𝑗𝑚𝑀𝑖1𝑖2… 𝑖𝑚,𝑗1𝑗2… 𝑗𝑚 

𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 
} 

𝐴𝑖𝑗مکمل جبری هر درایه = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗  به قسمی شود میآن درایه نامیده  1همسازة

یکی از فرمولهای دیگر برای محاسبة دترمینان  .است  𝑎𝑖𝑗کهاد مکمل درایه   𝑀𝑖𝑗که 

استفاده از بسط لاپلاس است که در ادامه تحت عنوان یک قضیه بیان شده و اثبات 

 شود.آن به عهدة خوانندة محترم واگذار می

 

دترمینان یک ماتریس برابر است با مجموع حاصلضرب کهادهای مرتبه  (3-4) قضیه

𝑚  در𝑚  سطر در مکمل جبری آنها که به بسط لاپلاس برای دترمینان معروف

 است.

𝑚) یک کاربرد از بسط لاپلاس مثلًا در ماتریسبه عنوان  + 𝑛) × (𝑚 + 𝑛) اگر  زیر

𝑨𝑚×𝑚   ،𝑩𝑛×𝑚   و𝑪𝑛×𝑛   𝟎زیرماتریسهای دلخواه و𝑚×𝑛  ماتریس صفر یعنی با درایه

 توان نوشتهای صفر باشد در این صورت می

𝑑𝑒𝑡 [
𝑨 𝟎
𝑩 𝑪

] = 𝑑𝑒𝑡(𝑨)𝑑𝑒𝑡(𝑪) 

در این صورت سطر اول در نظر گرفته شود  𝑚اگر در بسط لاپلاس برای اثبات آن 

باشد چراکه بقیة کهادها حداقل می 𝑑𝑒𝑡(𝑨)سطر همان  𝑚 تنها کهاد غیرصفر در این

است و مکمل  𝑑𝑒𝑡(𝑪)و همچنین کهاد مکمل آن صفر خواهند داشت یک ستون 

 است از جبری آن نیز عبارت

𝐴12⋯𝑚,12⋯𝑚 = (−1)1+⋯+𝑚+1+⋯+𝑚𝑑𝑒𝑡(𝑪) = 𝑑𝑒𝑡(𝑪) 

𝑚اگر کاربرد دیگر از بسط لاپلاس به عنوان  = بر حسب در نظر گرفته شود   1

 توان نوشتمیسطرهای مختلف آن 

                                                           

 
1

Cofactor 
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𝑑𝑒𝑡(𝑨) =∑𝑎𝑖𝑗𝐴
𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

      𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑁

𝑖 = 1  ⇒   𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 𝑎11𝐴
11 + 𝑎12𝐴

12 +⋯+ 𝑎1𝑁𝐴
1𝑁

} 

از طرفی در بسط لاپلاس اگر درایه از یک سطر و همسازه از سطر دیگری باشد در 

شود به عنوان مثال مجموع برابر صفر میحاصلضرب این صورت این مجموع 

𝑎21𝐴 اولهای سطر در همسازه دومهای سطر حاصلضرب درایه
11 + 𝑎22𝐴

12 +⋯+

𝑎2𝑁𝐴
1𝑁 = چرا که مانند بسط دترمینان ماتریسی است که دو سطر اول و دوم آن  0

بر حسب بسط سطری و یا ستونی توان فوق را میبرابر باشند؛ بنابراین ترکیب روابط 

 نوشتبه صورت زیر 

𝑑𝑒𝑡(𝑨)𝛿𝑚𝑛 =∑𝑎𝑗𝑚𝐴
𝑗𝑛

𝑁

𝑗=1

=∑𝑎𝑚𝑗𝐴
𝑛𝑗

𝑁

𝑗=1

  

 معکوس یک ماتریس  4-4

 توان نوشتمعکوس آن باشد در این صورت می   𝑩𝑁×𝑁یک ماتریس مربع و   𝑨𝑁×𝑁اگر 

𝑨𝑩 = 𝑰

∑𝑎𝑚𝑗𝑏𝑗𝑛

𝑁

𝑗=1

= 𝛿𝑚𝑛
}  

 شود( نتیجه می12-4( با رابطه )13-4با مقایسة رابطة )

∑𝑎𝑚𝑗𝑏𝑗𝑛

𝑁

𝑗=1

= 𝛿𝑚𝑛

∑𝑎𝑚𝑗𝐴
𝑛𝑗

𝑁

𝑗=1

= 𝑑𝑒𝑡(𝑨)𝛿𝑚𝑛 
}
 
 

 
 

⇒ 𝑏𝑖𝑗 =
1

𝑑𝑒𝑡(𝑨)
𝐴𝑗𝑖 
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𝑐𝑖𝑗هائی به صورت با درایه  𝑪ماتریس  = 𝐴
𝑗𝑖   ًماتریس   1الحاقی کلاسیکاصطلاحا𝑨 

𝑪نامیده شده و با نماد  = 𝑎𝑑𝑗(𝑨) توان نوشتمیدر نهایت شود و نمایش داده می 

𝑨−1 =
1

𝑑𝑒𝑡(𝑨)
𝑎𝑑𝑗(𝑨) =

1

𝑑𝑒𝑡(𝑨)
[
𝐴11 ⋯ 𝐴𝑁1

⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑁 ⋯ 𝐴𝑁𝑁

] 

رامر در حل دستگاه معادلات خطی را به دست میعنوان یک کاربرد قاعده کِحال به 

𝑨𝒙آوریم؛ واضح است که حل دستگاه معادلات  = 𝒃  عبارت است از𝒙 = 𝑨−1𝒃  که با

 ( خواهیم داشت16-4جایگذاری رابطه )

{

𝑥1
⋮
𝑥𝑁
} =

1

𝑑𝑒𝑡(𝑨)
[
𝐴11 ⋯ 𝐴𝑁1

⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑁 ⋯ 𝐴𝑁𝑁

] {
𝑏1
⋮
𝑏𝑁

} =
1

𝑑𝑒𝑡(𝑨)
{
𝑏1𝐴

11 +⋯𝑏𝑁𝐴
𝑁1

⋮
𝑏1𝐴

1𝑁 +⋯𝑏𝑁𝐴
𝑁𝑁
} 

برابر  𝑥1شود که به عنوان مثال اولین مجهول حال با دقت در روابط فوق نتیجه می

قرار گرفته باشد تقسیم  𝒃که به جای ستون اولش بردار  𝑨است با دترمینان ماتریس 

 توان نوشتو میمجهولات و به همین ترتیب بقیه  𝑨بر دترمینان 

𝑥1 =

|

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑁

 

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑁2

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁
⋮

𝑎𝑁𝑁

|

|

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

 

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑁2

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁
⋮
𝑎𝑁𝑁

|

   𝑥2 =

|

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

 

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑁

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁
⋮
𝑎𝑁𝑁

|

|

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

 

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑁2

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁
⋮

𝑎𝑁𝑁

|

  ⋯  𝑥𝑁 =

|

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

 

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑁2

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑁

|

|

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

 

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑁2

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁
⋮

𝑎𝑁𝑁

|

 

 

 

  

                                                           

 
1

Adjoint 
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 ها تمرین   4-5

 زیر برابر است با   𝑨3×3ثابت کنید دترمینان ماتریس واندرموند   .1

|
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎2 𝑏2 𝑐2

| = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) 

𝑎𝑖𝑗 های آن توسط رابطةکه درایه    𝑨𝑁×𝑁 برای ماتریس واندرموندسپس  =

(𝑎𝑗)
𝑖−1 شودتعریف می 𝑎𝑗 ≠  ثابت کنید 0

𝑑𝑒𝑡(𝑨) = (𝑎2 − 𝑎1)(𝑎3 − 𝑎1)(𝑎4 − 𝑎1)⋯ (𝑎𝑁 − 𝑎1)

                                     (𝑎3 − 𝑎2)(𝑎4 − 𝑎2)⋯ (𝑎𝑁 − 𝑎2)

                                                       (𝑎4 − 𝑎3)⋯ (𝑎𝑁 − 𝑎3)
                                                                 ⋮

                                                                          (𝑎𝑁 − 𝑎𝑁−1)}
 
 

 
 

 

 

𝑨ماتریس   .2 = [
2 −2 2
2 −4 −2
0 1 2

𝑹و معادل سطری آن  [ = [
1 0 3
0 1 2
0 0 0

را در نظر  [

𝑹به دست آورید که چنان با شرط زیر را  𝑷معکوس پذیر  ماتریسبگیرید  =

𝑷𝑨 

∑𝑝𝑖𝑗 = 𝑖

3

𝑗=1

          𝑖 = 1,2,3 

,𝑨,𝑩اگر   .3 𝑪, 𝑫   به قسمی که در ضرب با یکدیگر از  دمربع باشنماتریسهای

 خاصیت جابجائی تبعیت کنند ثابت کنید

𝑑𝑒𝑡 [
𝑨 𝑩
𝑪 𝑫

] = 𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑫 − 𝑩𝑪) 
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𝑨برای ماتریس مربع   .4 = 〈𝒂𝟏 ⋯ 𝒂𝑵〉 ده ش که به صورت ستونی تقسیم بندی

های آن تابع متغیّر مستقل و همچنین درایه ام آن است𝑖ستون  𝒂𝒊یعنی  است

𝑡 ثابت کنید هستند 

𝑑

𝑑𝑡
|𝑨| = 〈𝒂̇𝟏 ⋯ 𝒂𝑵〉 + ⋯+ 〈𝒂𝟏 ⋯ 𝒂̇𝑵〉 

𝒂̇𝒊به قسمی که  =
𝑑

𝑑𝑡
𝒂𝒊 و با استفاده از این نتیجه نشان دهید 

𝑑

𝑑𝑡
𝐿𝑛|𝑨| = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑨̇𝑨−1) 

,𝑓1اگر   .5 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑁  دلخواهی از متغیّر مستقل توابع𝑥  باشند و به صورت زیر در

 ستونهای یک ماتریس مربع قرار گیرند ثابت کنید

𝑑

𝑑𝑡
||

𝑓1
𝑓1
′

⋮

𝑓1
(𝑁−1)

 

𝑓2
𝑓2
′

⋮

𝑓2
(𝑁−1)

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑓𝑁
𝑓𝑁
′

⋮

𝑓𝑁
(𝑁−1)

|| = ||

𝑓1
𝑓1
′

⋮

𝑓1
(𝑁)

 

𝑓2
𝑓2
′

⋮

𝑓2
(𝑁)

 

⋯
⋯
⋱
⋯

 

𝑓𝑁
𝑓𝑁
′

⋮

𝑓𝑁
(𝑁)

|| 

 

𝑨2و در رابطة   𝑨2×2فرض کنید   .6 = ت کنید به ازای هر اسکالر صدق کند ثاب 𝟎

𝑑𝑒𝑡(𝑨داریم  𝛼دلخواهی مانند  − 𝛼𝑰) = 𝛼2 

فرد پادمتقارن باشد در این صورت  𝑁با    𝑨𝑁×𝑁اگر ماتریس مربع اولاً ثابت کنید   .7

𝑑𝑒𝑡(𝑨)متعامد باشد  𝑨. ثانیاً اگر ماتریس دترمینان آن برابر صفر است = ±1 

|𝑑𝑒𝑡(𝑨)|یکانی باشد در این صورت  𝑨ثالثاً اگر ماتریس  = 1, 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 𝑒𝑖𝛼 ,

𝛼 ∈ ℝ  

𝑉اگر   .8 = 𝔽𝑁×𝑁  فضای برداری کلیة ماتریسهای مربع بر روی میدان 𝔽  و 𝑩 

:𝑇 در این صورت اگر عملگر خطیباشد ماتریس مشخصی در آن  𝑉 ⟶ 𝑉  به

𝑨∀رابطة  صورت ∈ 𝑉   𝑇𝑨 ≜ 𝑨𝑩 − 𝑩𝑨  ثابت کنید تعریف شود𝑑𝑒𝑡(𝑇) = 0 
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که منظور دترمینان نمایش ماتریسی این عملگر خطی نسبت به یک پایه دلخواه 

,𝑈 همچنین برای عملگرهای خطی است. 𝐿,𝑀 که به صورت جداگانه با روابط 

𝑈𝑨 ≜ 𝑩𝑨,    𝐿𝑨 ≜ 𝑨𝑩,    𝑀𝑨 ≜ 𝑩𝑨𝑩∗ 

𝑑𝑒𝑡(𝑈)  ثابت کنیدشوند تعریف می = 𝑑𝑒𝑡(𝐿) = |𝑩|𝑁  و𝑑𝑒𝑡(𝑀) = |𝑩|2𝑁 

𝑩متشابه به صورت رابطة  𝑨,𝑩دانیم ماتریسهای می  .9 ≜ 𝑷−1𝑨𝑷  به هم مربوط

های یک ماتریس که بین ماتریسهای متشابه یکسان هستند؛ تابعی از مؤلفه

ثابت کنید رَد هر در ابتدا شود است اصطلاحاً ناوردای آن ماتریس نامیده می

𝑡𝑟(𝑨𝑛)توانی از یک ماتریس ناوردا است یعنی  = 𝑡𝑟(𝑩𝑛) و سپس نشان دهید 

𝑡𝑟(𝑓(𝑨))رَد هر تابع دلخواهی از این ماتریس  = 𝑡𝑟(𝑓(𝑩)) دترمینان  و همچنین

𝑑𝑒𝑡(𝑨)آن نیز  = 𝑑𝑒𝑡(𝑩)  رابطة دترمینان یک توانید آیا میاست.  ناوردا

 ماتریس را بر حسب این رَدها بیان کنید.

 



 مقادیر ویژه و توابع ماتریسی                                                                                                                    125        

 پنجمفصل   

 توابع ماتریسیمقادیر ویژه و 
 

 

 

 

 مقادیر ویژه و فضاهای ویژه عملگرهای خطی  5-1

 مقدمه 5-1-1

تحلیل بسیاری از مسائل مهندسی منجر به محاسبه مقادیر ویژه شده و یا معادلات 

شود؛ به عنوان مثال مقادیر ویژه حاکم بر رفتار آنها منجر به یک معادله مشخصه می

مبیّن تنشهای اصلی و بردارهای ویژه راستای آنها را نمایش ماتریس تنش در یک نقطه 

؛ و یا مثلاً اگر عملگر دوران را در فضای سِه بعدی اقلیدسی در نظر بگیریم دهندمی

 𝔽 البعد بر میدان برداری متناهی فضای 𝑉اگر محور دوران، بردار ویژه آن خواهد بود. 

:𝑇 و 𝑉 → 𝑉  صورت اگر پایة مرتب یک عملگر خطی در آن باشد در این ℬ =

〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  وجود داشته باشد به قسمی که نمایش ماتریسی این عملگر نسبت به

 آن یک ماتریس قطری به صورت

[𝑇]ℬ =

[
 
 
 
𝑐1

𝑐2
⋱

𝑐𝑁]
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𝑇𝜶𝒊شود بدان معنا است که  = 𝑐𝑖  𝜶𝑖 𝑖برای    = 1:𝑁  و در این حالت به این عملگر

های 𝑐𝑖ها تکراری باشند لیکن تعداد 𝑐𝑖؛ ممکن است شودقابل قطری شدن اطلاق می

های مخالف صفر مبیّن 𝑐𝑖و تعداد  𝑇برابر صفر با احتساب درجه تکرار آنها معادل هیچة 

 است. 𝑇رتبة 

 تعریف  5-1-2

:𝑇و  𝔽 فضای برداری بر میدان  𝑉اگر  𝑉 → 𝑉  یک عملگر خطی باشد در این صورت

𝑐 ∈ 𝔽 آن است اگر بردار  1یک مقدار ویژه𝜶 ≠ 𝑶⃗⃗ ∈ 𝑉  وجود داشته باشد به قسمی که

𝑇𝜶در رابطة  = 𝑐𝜶  صدق کند در این صورت𝜶 نظیر مقدار ویژه  2بردار ویژة𝑐  نامیده

𝑇شود؛ واضح است که در این صورت عملگر می − 𝑐𝐼 بایستی یک عملگر منفرد باشد 

𝑓(𝑐)البعد بدان معنا است که که در فضای متناهی = 𝑑𝑒𝑡(𝑇 − 𝑐𝐼) = که منجر به  0

شود همچنین هستة می 𝑇به نام معادله مشخصة عملگر  𝑁یک معادلة جبری درجه 

𝑇عملگر  − 𝑐𝐼  فضای ویژه نظیر مقدار ویژه𝑐 باشد.می 

ℬاگر پایة مرتب  = 〈𝜶𝟏  𝜶𝟐… 𝜶𝑵〉  وجود داشته باشد به قسمی که نمایش ماتریسی

,𝑐1شود و اگر نسبت به آن یک ماتریس قطری خطی عملگر  𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑘  مقادیر ویژة

,𝑑1متمایز با درجه تکرار به ترتیب  𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘  باشند در این صورت 

[𝑇]ℬ =

[
 
 
 
 
𝑐1𝑰𝑑1

𝑐2𝑰𝑑2
⋱

𝑐𝑘𝑰𝑑𝑘]
 
 
 
 

 

𝑑𝑖ماتریس همانی  𝑰𝑑𝑖 به قسمی که × 𝑑𝑖  معادله مشخصه این است در این صورت

 عملگر عبارت است از

                                                           

1
Eigenvalue 

2
Eigenvector 
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𝜑(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝑇 − 𝑥𝐼) = (𝑐1 − 𝑥)
𝑑1(𝑐2 − 𝑥)

𝑑2⋯(𝑐𝑘 − 𝑥)
𝑑𝑘

𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑘 = 𝑁

𝑑𝑖𝑚(𝑊1) + 𝑑𝑖𝑚(𝑊2) + ⋯+ 𝑑𝑖𝑚(𝑊𝑘) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

𝑊1⊕𝑊2⊕⋯⊕𝑊𝑘 = 𝑉 }
 

 

 

𝑊𝑖به قسمی که  ≜ 𝐾𝑒𝑟(𝑇 − 𝑐𝑖𝐼)  یعنی فضای ویژه نظیر مقدار ویژة𝑐𝑖  در این صورت

𝑑𝑖𝑚(𝑊𝑖) = 𝑑𝑖   و بنابراین مجموع مستقیم فضاهای ویژه کل فضای برداری𝑉   را

درجه تکرار ه در معادله مشخصه اصطلاحاً دهد.  درجه تکرار یک مقدار ویژپوشش می

 شود.درجه تکرار هندسی آن مقدار ویژه نامیده می ،عد فضای ویژه نظیربُجبری و 

 

است به  𝑓(𝑇)مقدار ویژه  𝑓(𝑐)باشد در این صورت  𝑇مقدار ویژه عملگر  𝑐اگر  (1-5) قضیه

 هر تابع دلخواه است. 𝑓قسمی که 

𝜶است لذا بردار  𝑇مقدار ویژه عملگر  𝑐چون  ∈ 𝑉 رد به قسمی که وجود دا𝑇𝜶 = 𝑐𝜶 

 توان نوشتمی این صورت در

𝑇𝜶 = 𝑐𝜶
𝑇2𝜶 = 𝑐2𝜶
𝑇3𝜶 = 𝑐3𝜶

⋮
𝑇𝑛𝜶 = 𝑐𝑛𝜶}

 
 

 
 

⇒ 𝑓(𝑇)𝜶 = 𝑓(𝑐)𝜶 

 

فضاهای ویژه نظیر مقادیر ویژة متمایز یک عملگر خطی از یکدیگر   (2-5) قضیه

,𝑐1 گربه بیان دیگر ا استقلال دارند. 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑘 ویژة متمایز عملگر خطیادیر مق 𝑇 

,𝑊1,𝑊2و  باشند ⋯ ,𝑊𝑘  فضاهای ویژه نظیر آنها و اگر𝑊 ≜ 𝑊1⨁𝑊2⨁⋯⨁𝑊𝑘 

𝑑𝑖𝑚(𝑊1) در این صورت + 𝑑𝑖𝑚(𝑊2) + ⋯+ 𝑑𝑖𝑚(𝑊𝑘) = 𝑑𝑖𝑚(𝑊)   که بدان

 هیچ فصل مشترکی ندارند. ی ویژههااست که این فضا یمعن
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𝜶𝟏اثبات: اگر از رابطة  + 𝜶𝟐 +⋯+ 𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗   به قسمی که به عنوان فرض مسئله𝜶𝒊 ∈

𝑊𝑖  نتیجه شود که تمامی𝜶𝒊.ا ب ها برابر با بردار صفر هستند قضیه اثبات شده است

 خواهیم داشت رابطهن ایبه طرفین  𝑓(𝑇)اعمال عملگر 

𝑓(𝑇)𝜶𝟏 + 𝑓(𝑇)𝜶𝟐 +⋯+ 𝑓(𝑇)𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗ 

𝑓(𝑐1)𝜶𝟏 + 𝑓(𝑐2)𝜶𝟐 +⋯+ 𝑓(𝑐𝑘)𝜶𝒌 = 𝑶⃗⃗
 

∑𝑓(𝑐𝑗)𝜶𝒋

𝒌

𝒋=𝟏

= 𝑶⃗⃗ 

}
 
 

 
 

 

ه کدقت شود که رابطه فوق کماکان به منزلة همان فرض اولیه مسئله است به قسمی 

𝑓(𝑥) از  هر تابع دلخواهی𝑥 لاگرانژبه عنوان مثال توابع تواند باشد؛ حال اگر می 𝑓(𝑥)
𝑖   را

 زیر در نظر بگیریمبه صورت 

𝑓(𝑥)
1 =

(𝑥 − 𝑐2)(𝑥 − 𝑐3)⋯ (𝑥 − 𝑐𝑘)

(𝑐1 − 𝑐2)(𝑐1 − 𝑐3)⋯ (𝑐1 − 𝑐𝑘)

𝑓(𝑥)
𝑘 =

(𝑥 − 𝑐1)(𝑥 − 𝑐2)⋯ (𝑥 − 𝑐𝑘−1)

(𝑐𝑘 − 𝑐1)(𝑐𝑘 − 𝑐2)⋯ (𝑐𝑘 − 𝑐𝑘−1)}
 
 

 
 

 

𝑓(𝑥)به بیان دیگر با اعمال مجموعة توابع لاگرانژ 
𝑖  با ویژگی𝑓(𝑐𝑗)

𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 شود نتیجه می

𝜶𝒊 = 𝑶⃗⃗   به ازای𝑖 = 1,2, … , 𝑘  یعنی هیچ ترکیبی از بردارهای موجود در فضاهای ویژة

 متمایز برابر بردار صفر نخواهد شد که به معنای استقلال انها است.

 

,𝑐1البعد و عملگر خطی در فضای متناهی  𝑇اگر   (3-5) قضیه 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑘   مقادیر ویژة

,𝑊1,𝑊2متمایز آن باشند و  ⋯ ,𝑊𝑘 فضاهای ویژه نظیر آنها در این صورت گزاره

 های زیر معادل یکدیگرند

  معادله مشخصة عملگر𝑇  برابر𝜑(𝑥) = (𝑐1 − 𝑥)
𝑑1(𝑐2 − 𝑥)

𝑑2⋯(𝑐𝑘 − 𝑥)
𝑑𝑘  

𝑑𝑖𝑚(𝑊𝑖) داریم وده وب = 𝑑𝑖 

 𝑑𝑖𝑚(𝑊1) + 𝑑𝑖𝑚(𝑊2) + ⋯+ 𝑑𝑖𝑚(𝑊𝑘) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) 

 عملگر 𝑇 قابل قطری شدن است 
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 𝑁ماتریس قطری متشابه است اگر دارای  با یک 𝑨𝑁×𝑁ماتریس مربعی   (4-5) قضیه

𝑷در ستونهای ماتریس را بردار ویژه باشد که اگر آنها  = 〈𝒑𝟏  𝒑𝟐… 𝒑𝑵〉  قرار

𝑷−1𝑨𝑷 حاصل در این صورت دهیم = 𝜦  یک ماتریس قطری به صورت زیر برابر با

  از مقادیر ویژه آن خواهد بود

𝑷−1𝑨𝑷 = 𝜦 = [
𝜆1

⋱
𝜆𝑁

] 

 𝜆𝑖 یر مقدار ویژةظبردار ویژه نبوده و در واقع  𝑷ماتریس  امi ستون 𝒑𝒊به قسمی که 

 است.

 

 

 

 

 

 مطلوب است محاسبه مقادیر ویژه و بردارهای ویژه ماتریس به صورت زیر

𝑨 = [
3 1 −1
2 2 −1
2 2 0

] 

 معادله مشخصه و متعاقباً مقادیر ویژه این ماتریس عبارتند از

𝑑𝑒𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰) = [
3 − 𝜆 1 −1
2 2 − 𝜆 −1
2 2 −𝜆

] = (1 − 𝜆)(2 − 𝜆)2 

𝜆1 = 1,    𝜆2 = 𝜆3 = حال بردارهای ویژه نظیر را از فضای حل دستگاه معادلات   2

𝑨)همگن  − 𝜆𝑰)𝒙 = 𝜆1لذا نظیر مقدار ویژه آوریم به دست می 𝟎 = که درجه تکرار  1

 جبری آن برابر یک است خواهیم داشت

(𝑨 − 𝑰)𝒑𝟏 = [
2 1 −1
2 1 −1
2 2 −1

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

0
0
0
}    ⇒    𝒑𝟏 = {

1
0
2
} 
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𝑨)نظیر این مقدار ویژه برابر هیچة  واضح است که درجه تکرار هندسی − 𝑰)  است که

برابر یک است و همانطور که مشاهده شد یک بردار ویژه نظیر آن به دست آمد لیکن 

𝜆2نظیر مقدار ویژه  =  که درجه تکرار جبری آن برابر دو است خواهیم داشت 2

(𝑨 − 2𝑰)𝒑𝟐 = [
1 1 −1
2 0 −1
2 2 −2

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

0
0
0
}    ⇒    𝒑𝟐 = {

1
1
2
} 

𝑨)واضح است که درجه تکرار هندسی نظیر این مقدار ویژه برابر هیچة  − 2𝑰)  است

که برابر یک است و همانطور که مشاهده شد یک بردار ویژه نظیر آن به دست آمد در 

 باشدنتیجه بردارهای ویژه این ماتریس کامل نیست و لذا قابل قطری شدن نمی

 

 

 ی ویژه ماتریس به صورت زیرمطلوب است محاسبه مقادیر ویژه و بردارها

𝑨 = [
5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

] 

 معادله مشخصه و متعاقباً مقادیر ویژه این ماتریس عبارتند از

𝑑𝑒𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰) = [
5 − 𝜆 −6 −6
−1 4 − 𝜆 2
3 −6 −4 − 𝜆

] = (1 − 𝜆)(2 − 𝜆)2 

𝜆1 = 1,    𝜆2 = 𝜆3 = حال بردارهای ویژه نظیر را از فضای حل دستگاه معادلات   2

𝑨)همگن  − 𝜆𝑰)𝒙 = 𝜆1لذا نظیر مقدار ویژه  آوریمبه دست می 𝟎 = که درجه تکرار  1

 جبری آن برابر یک است خواهیم داشت

(𝑨 − 𝑰)𝒑𝟏 = [
4 −6 −6
−1 3 2
3 −6 −5

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

0
0
0
}    ⇒    𝒑𝟏 = {

3
−1
3
} 

𝑨)واضح است که درجه تکرار هندسی نظیر این مقدار ویژه برابر هیچة  − 𝑰)  است که

به برابر یک است و همانطور که مشاهده شد یک بردار ویژه نظیر آن به دست آمد 

𝜆2نظیر مقدار ویژه همین ترتیب  = که درجه تکرار جبری آن برابر دو است خواهیم  2

 داشت
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(𝑨 − 2𝑰)𝒑𝟐 = [
3 −6 −6
−1 2 2
3 −6 −6

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = {

0
0
0
} ⇒ 𝒑𝟐 = {

2
1
0
} , 𝒑3 = {

2
0
1
} 

𝑨)واضح است که درجه تکرار هندسی نظیر این مقدار ویژه برابر هیچة  − 2𝑰)  است

بردار ویژه نظیر آن به دو است و همانطور که مشاهده شد دو برابر در این مثال که 

یمبوده و لذا قابل قطری شدن دست آمد در نتیجه بردارهای ویژه این ماتریس کامل 

 توان نوشتو می باشد

𝑷 = [
3 2 2
−1 1 0
3 0 1

] ⇒ 𝑷−1𝑨𝑷 = 𝜦 = [
1

2
2

] 

 

توان چنین نتیجه گرفت که اگر تمام مقادیر ویژه یک از بررسی مثالهای اخیر می

متمایز باشند در این صورت لزوماً قابل قطری شدن است لیکن اگر مقدار  ،ماتریس

توان اظهار نظر کرد و بایستی بردارهای ویژه آن را به ویژه تکراری داشته باشد نمی

دست آورده که اگر کامل بود قابل قطری شدن و در غیر این صورت قابل قطری شدن 

بردار  𝜶باشد و اگر  𝑨𝑁×𝑁یک مقدار ویژة ماتریس مربعی  𝑐همچنین اگر  باشد.مین

𝑺 ام یک ماتریس معکوس پذیر مانندiویژة نظیر آن را در ستون  = 〈𝒔𝟏⋯𝜶⋯𝒔𝑵〉  

ام iبرابر ستون  𝑐یعنی  𝑐𝒆𝒊برابر  𝑺−1𝑨𝑺ام ماتریس iقرار دهیم در این صورت ستون 

 توان نوشتمعکوس پذیر است لذا می 𝑺ماتریس همانی خواهد شد. چراکه ماتریس 

𝑺−1𝑺 = 𝑺−1〈𝒔𝟏⋯𝜶⋯𝒔𝑵〉 = 𝑰  ⇒  𝑺
−1𝜶 = 𝒆𝒊  

𝑨𝜶از طرفی با استفاده از رابطة  = 𝑐𝜶 خواهیم داشت 

𝑺−1𝑨𝑺 = 𝑺−1〈𝑨𝒔𝟏⋯𝑨𝜶⋯𝑨𝒔𝑵〉 = 𝑺
−1〈𝑨𝒔𝟏⋯𝑐𝜶⋯𝑨𝒔𝑵〉 

𝑺−1𝑐𝜶برابر  𝑺−1𝑨𝑺ام ماتریس iلذا ستون  = 𝑐𝒆𝒊 .است 

 

در این صورت درجه  باشد 𝑨𝑁×𝑁یک مقدار ویژة ماتریس مربعی  𝑐اگر   (5-5) قضیه

یعنی  آن است 𝑔(𝑐) آن بزرگتر یا مساوی درجه تکرار هندسی 𝑎(𝑐) تکرار جبری
𝑎(𝑐) ≥ 𝑔(𝑐) 
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𝑔(𝑐)اثبات: فرض کنید  = 𝑟   باشد یعنی𝑟   بردار ویژه𝜶𝟏, 𝜶𝟐, ⋯𝜶𝒓   نظیر این مقدار

قرار دهیم  𝑺ستون اول ماتریس معکوس پذیر  𝑟ویژه وجود دارد که اگر آنها را در 

 طبق نتیجه قبل خواهیم داشت

𝑺−1𝑨𝑺 = 𝑺−1〈𝑨𝜶𝟏⋯𝑨𝜶𝒓⋯𝑨𝒔𝑵〉 = 𝑺
−1〈𝑐𝜶𝟏⋯𝑐𝜶𝒓⋯𝑨𝒔𝑵〉 

 به شکل زیر نوشتیک رابطة تشابه توان و لذا می

𝑩 = 𝑺−1𝑨𝑺 = [
𝑐𝑰𝒓 𝑪
𝟎 𝑫

] 

𝑟ماتریس همانی   𝑰𝒓به قسمی که  × 𝑟   ،ماتریس صفر   𝟎است(𝑛 − 𝑟) × 𝑟   است، و

ماتریسهای ایجاد شده ناشی از انجام این عملیات هستند؛ با توجه به  𝑪,𝑫ماتریسهای 

 معادله مشخصة یکسان دارند و داریمتشابه ماتریسهای لذا 

𝑑𝑒𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰) = 𝑑𝑒𝑡(𝑩 − 𝜆𝑰) = 𝑑𝑒𝑡 [
(𝑐 − 𝜆)𝑰𝒓 𝑪

𝟎 𝑫 − 𝜆𝑰
] = (𝑐 − 𝜆)𝑟|𝑫 − 𝜆𝑰| 

𝑫|در احتمال دارد که در نتیجه  − 𝜆𝑰|  ریشة𝑐 = 𝜆  وجود داشته باشد و لذا𝑎(𝑐) ≥ 𝑟 

 

 توابع یک ماتریس مربع 5-2

 مقدمه 5-2-1

کثیرالجمله با ضرایب ثابت باشد در این صورت  𝑓(𝜆) یک ماتریس مربع و 𝑨𝑁×𝑁اگر 

 نوشتتوان می

𝑓(𝜆) = 𝑐0 + 𝑐1𝜆 + 𝑐2𝜆
2 +⋯+ 𝑐𝑛𝜆

𝑛

𝑓(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨 + 𝑐2𝑨
2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑨

𝑛} 

با شود که در ضرب ماتریسهای متعددی ایجاد می ،با در نظر گرفتن توابع مختلف

کثیرالجملة   𝑔(𝜆)اگر به عنوان مثال کنند از خاصیت جابجائی تبعیّت مییکدیگر 

𝑓(𝑨)𝑔(𝑨)دیگری باشد در این صورت  = 𝑔(𝑨)𝑓(𝑨)  همچنین اگر ماتریس𝑔(𝑨)  معکوس
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𝑔(𝑨)شود پذیر باشد با ضرب طرفین این رابطه نتیجه می
−1𝑓(𝑨) = 𝑓(𝑨)𝑔(𝑨)

که امکان می 1−

 به صورتکسری  دهد تابع

ℎ(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑨) = 𝑔(𝑨)
−1𝑓(𝑨) = 𝑓(𝑨)𝑔(𝑨)

−1

} 

 .ردرا محاسبه ک

 

 

𝑨برای ماتریس  = [
1 1
1 2

 مطلوب است محاسبة توابع زیر [

𝑓(𝜆) = 𝜆 + 1

𝑔(𝜆) = 𝜆2 − 2𝜆 + 1

ℎ(𝜆) =
𝑓(𝜆)

𝑔(𝜆)
=

𝜆 + 1

𝜆2 − 2𝜆 + 1}
 
 

 
 

 

 با جایگذاری داریم

𝑓(𝑨) = 𝑨+ 𝑰 = [
1 1
1 2

] + [
1 0
0 1

] = [
2 1
1 3

]

𝑔(𝑨) = 𝑨2 − 2𝑨 + 𝑰 = [
2 3
3 5

] − 2 [
1 1
1 2

] + [
1 0
0 1

] = [
1 1
1 2

]

ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑨)
−1𝑓(𝑨) = 𝑓(𝑨)𝑔(𝑨)

−1 = [
2 1
1 3

] [
2 −1
−1 1

] = [
3 −1
−1 2

] }
 
 

 
 

 

 

 ماتریسیثیرالجمله با ضرایب ک 5-2-2

 رتماتریسهائی به صو لاندا کثیرالجمله با ضرایب ماتریسی یا اصطلاحاً ماتریسهای

𝑭(𝜆) = 𝑪0 + 𝑪1𝜆 + 𝑪2𝜆
2 +⋯+ 𝑪𝑛𝜆

𝑛 

به عنوان است  𝜆 ی جبری ازهای آن تابعداریهماتریسی است که در واقع هستند که 

 مثال ماتریس زیر
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𝑭(𝜆) = [𝜆
2 + 𝜆 + 1 𝜆 − 1
2𝜆2 + 𝜆 −𝜆2 − 1

] = [
1 0
2 −1

] 𝜆2 + [
1 1
1 0

] 𝜆 + [
1 −1
0 −1

] 

شود تأثیری ندارد لیکن فرض هرچند در اثبات قضیه معروفی که در ادامه بیان می

 ماتریس 𝑭(𝑨)منظور از  قرارداد شود کنید

𝑭(𝑨) = 𝑪0 + 𝑪1𝑨 + 𝑪2𝑨
2 +⋯+ 𝑪𝑛𝑨

𝑛 

𝑯(𝜆)اگر در این حالت باشد؛  = 𝑭(𝜆)𝑮(𝜆)  باشد در این صورت𝑯(𝑨) ≠ 𝑭(𝑨)𝑮(𝑨)  چراکه

 به عنوان مثال اگر داشته باشیم

𝑭(𝜆) = 𝑪0 + 𝑪1𝜆

𝑮(𝜆) = 𝑫0 +𝑫1𝜆
} 

 توان نوشتبا توجه به قراردادی که شد می

𝑯(𝜆) = 𝑭(𝜆)𝑮(𝜆)

𝑯(𝜆) = (𝑪0𝑫0) + (𝑪0𝑫1 + 𝑪1𝑫0)𝜆 + (𝑪1𝑫1)𝜆
2

𝑯(𝑨) = (𝑪0𝑫0) + (𝑪0𝑫1 + 𝑪1𝑫0)𝑨 + (𝑪1𝑫1)𝑨
2
}
 
 

 
 

 

 در صورتی که

𝑭(𝑨)𝑮(𝑨) = (𝑪0 + 𝑪1𝑨)(𝑫0 + 𝑫1𝑨) = 𝑪0𝑫0 + 𝑪0𝑫1𝑨 + 𝑪1𝑨𝑫0 + 𝑪1𝑨𝑫1𝑨 

ماتریسهای فوق لزوماً در ضرب با یکدیگر از ویژگی جابجائی تبعیّت و با توجه به اینکه 

𝑯(𝑨)کنند لذا نمی ≠ 𝑭(𝑨)𝑮(𝑨) .خواهد بود 

 

𝑯(𝜆)اگر  (6-5) قضیه = 𝑭(𝜆)𝑮(𝜆)   و داشته باشیم𝑮(𝜆) = 𝑨 − 𝑰𝜆   در این صورت

𝑯(𝑨)ماتریس   =  یعنی ماتریس صفر است 𝟎

 اثبات: فرض کنید 

𝑭(𝜆) = 𝑪0 + 𝑪1𝜆 + 𝑪2𝜆
2 +⋯+ 𝑪𝑛𝜆

𝑛  

 خواهیم داشت در این صورت
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𝑯(𝜆) = (𝑪0 + 𝑪1𝜆 + 𝑪2𝜆
2 +⋯+ 𝑪𝑛𝜆

𝑛)(𝑨 − 𝑰𝜆)

= (𝑪0𝑨 + 𝑪1𝑨𝜆 + 𝑪2𝑨𝜆
2 +⋯+ 𝑪𝑛𝑨𝜆

𝑛)
− (𝑪0𝜆 + 𝑪1𝜆

2 + 𝑪2𝜆
3 +⋯+ 𝑪𝑛𝜆

𝑛+1) 

𝑯(𝑨)و در نتیجه  = 𝟎 

 

هر ماتریس مربع در معادله مشخصة خودش صدق میکند )این قضیه  (7-5) قضیه

𝜑(𝜆)یک ماتریس مربع باشد  𝑨𝑁×𝑁است( یعنی اگر  1همیلتن-معروف کیلی =

|𝑨 − 𝜆𝑰| ب بر حس با ضرایب ثابت معادلة مشخصة آن است که یک کثیرالجمله

 در این صورت خواهیم داشت؛ خواهد بود 𝜆متغیّر 

𝜑(𝜆) = |𝑨 − 𝜆𝑰|

𝜑(𝑨) = 𝟎
} 

𝑎𝑑𝑗(𝑨اثبات: اگر  − 𝜆𝑰)  لاسیک ماتریس الحاقی ک(𝑨 − 𝜆𝑰)   باشد در این صورت

 نوشت توانمی( 13-4)مطابق رابطة 

𝑎𝑑𝑗(𝑨 − 𝜆𝑰)(𝑨 − 𝜆𝑰) = |𝑨 − 𝜆𝑰|𝑰 = 𝑰𝜑(𝜆) 

 شود همچنینای با ضرایب ماتریسی تلقی مییک چندجمله  𝜑(𝜆)𝑰به قسمی که 

𝑎𝑑𝑗(𝑨 الجاقی کلاسیک − 𝜆𝑰)  چراکههمینطور نیز 

𝑎𝑑𝑗(𝑨 − 𝜆𝑰) = 𝑎𝑑𝑗 [

𝑎11 − 𝜆
𝑎21
⋮
𝑎𝑁1

𝑎12
𝑎22 − 𝜆

𝑎𝑁2

⋯

⋱

𝑎1𝑁
𝑎2𝑁

𝑎𝑁𝑁 − 𝜆

] = 𝑭(𝜆) 

𝑰𝜑(𝑨) شودقضیة قبل نتیجه می به این ترتیب طبق = 𝜑(𝑨)که لزوماً بایستی  𝟎 = 𝟎 

 .باشد

                                                           

 
1

Hamilton Theorem-Cayley 
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 معادله مشخصة یک ماتریس مربع 4-2-3

𝜑(𝜆)یک ماتریس مربع باشد در این صورت  𝑨𝑁×𝑁اگر  = |𝑨 − 𝜆𝑰|  معادله مشخصة آن

اگر آن را  𝑨3×3خواهد شد به عنوان مثال برای ماتریس  𝑁ای درجه یک چند جمله

 بسط دهیم خواهیم داشت

𝜑(𝜆) = |𝑨 − 𝜆𝑰| = |

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆

|

= |

−𝜆 𝑎12 𝑎13
0 𝑎22 − 𝜆 𝑎23
0 𝑎32 𝑎33 − 𝜆

| + |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆

|
}
 
 

 
 

 

23ای بیشتر به با ادامه تجزیة شاخه =  خواهیم داشتو  شوددترمینان تبدیل می 8

𝜑(𝜆) = |𝑨 − 𝜆𝑰| = |

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆

|

= |
−𝜆 0 0
0 −𝜆 0
0 0 −𝜆

| + |

−𝜆 0 𝑎13
0 −𝜆 𝑎23
0 0 𝑎33

|

+ |

−𝜆 𝑎12 0
0 𝑎22 0
0 𝑎32 −𝜆

| + |

𝑎11 0 0
𝑎21 −𝜆 0
𝑎31 0 −𝜆

|

+ |

−𝜆 𝑎12 𝑎13
0 𝑎22 𝑎23
0 𝑎32 𝑎33

| + |

𝑎11 0 𝑎13
𝑎21 −𝜆 𝑎23
𝑎31 0 𝑎33

|

+ |

𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0
𝑎31 𝑎32 −𝜆

| + |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|

𝜑(𝜆) = −𝜆3 + 𝛽1𝜆
2 − 𝛽2𝜆 + 𝛽3 }

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

,𝜆1اگر که  𝜆2, 𝜆3 توان نوشتهای این معادله باشند میریشه 

𝛽1 = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3

𝛽2 = |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| + |
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

| + |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

| = 𝜆1𝜆2 + 𝜆1𝜆3 + 𝜆2𝜆3

𝛽3 = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = 𝜆1𝜆2𝜆3
}
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𝑨|ای باشد با تجزیة شاخه  𝑨𝑁×𝑁به طور مشابه اگر  − 𝜆𝑰|   2در حالت کلی به𝑁 

 توان نوشتشود و میدترمینان تبدیل می

𝜑(𝜆) = (−1)
𝑁(𝜆𝑁 − 𝛽1𝜆

𝑁−1 + 𝛽2𝜆
𝑁−2 −⋯+ (−1)𝑁𝛽𝑁) 

 استام iمرتبة مجموع کهادهای اصلی  𝛽𝑖به قسمی که 

𝛽1 = 𝑡𝑟(𝑨) = 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑁
𝛽2 = 𝜆1𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑁−1𝜆𝑁

⋮
𝛽𝑁−1 = 𝐴

11 +⋯+ 𝐴𝑁𝑁

𝛽𝑁 = 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 𝜆1𝜆2⋯𝜆𝑁}
 
 

 
 

 

𝑩 و از آنجائی که ماتریسهای متشابه = 𝑷−1𝑨𝑷  معادله مشخصه یکسانی دارند لذا

همچنین به سادگی ثابت نامند ماتریس می 1ضرایب این معادله را اصطلاحاً ناورداهای

𝑆𝑚شود که رَد هر توانی از یک ماتریس نیز ناوردا است یعنی می = 𝑡𝑟(𝑨𝑚) =

𝑡𝑟(𝑩𝑚) شودبه صورت زیر می 2که منجر به روابط بوشِر 

 

𝜑(𝜆) = (−1)
𝑁(𝜆𝑁 + 𝐶1𝜆

𝑁−1 + 𝐶2𝜆
𝑁−2 +⋯+ 𝐶𝑁)

𝐶1 = −𝑆1

𝐶2 = −
1

2
(𝐶1𝑆1 + 𝑆2)

𝐶3 = −
1

3
(𝐶2𝑆1 + 𝐶1𝑆2 + 𝑆3)

⋮

𝐶𝑁 = −
1

𝑁
(𝐶𝑁−1𝑆1 + 𝐶𝑁−2𝑆2 +⋯+ 𝑆𝑁) }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 صورت زیر نوشتتوان ناورداهای آن را به می 𝑨3×3به عنوان مثال برای ماتریس 

                                                           

 
1

Invariants 

 
2

Bocher 
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𝜑(𝜆) = −(𝜆
3 − 𝛽1𝜆

2 + 𝛽2𝜆 − 𝛽3)

𝛽1 = 𝑡𝑟𝑨

𝛽2 =
1

2
[(𝑡𝑟𝑨)2 − 𝑡𝑟𝑨2]

𝛽3 =
1

6
((𝑡𝑟𝑨)3 − 3(𝑡𝑟𝑨)𝑡𝑟𝑨2 + 2𝑡𝑟𝑨3) = 𝑑𝑒𝑡𝑨}

 
 

 
 

 

 

 روشهای محاسبة توابع ماتریسی  5-3

 اگر ماتریس قابل قطری شدن باشد 5-3-1

𝑩متشابه باشند در این صورت توسط رابطه  𝑨,𝑩اگر ماتریسهای  = 𝑷−1𝑨𝑷  به هم

توان نشان داد که هر توان دلخواهی از این ماتریسها نیز مربوط هستند؛ به سادگی می

 با هم متشابه هستند چراکه

𝑩 = 𝑷−1𝑨𝑷
𝑩2 = 𝑷−1𝑨𝑷𝑷−1𝑨𝑷 = 𝑷−1𝑨2𝑷
𝑩3 = 𝑷−1𝑨2𝑷𝑷−1𝑨𝑷 = 𝑷−1𝑨3𝑷

𝑩𝑚 = 𝑷−1𝑨𝑚𝑷 }
 
 

 
 

⇒ 𝑓(𝑩) = 𝑷
−1𝑓(𝑨)𝑷 

 

 

هر تابع دلخواهی از این شود که مینتیجه  ،و با توجه به بسط تیلور هر تابع دلخواه

قابل قطری شدن باشد یعنی  𝑨𝑁×𝑁اگر ماتریس ؛ ماتریسها نیز با هم متشابه هستند

همین فصل اگر آنها را در ستونهای ماتریس  4بردار ویژه است و مطابق قضیه 𝑁دارای 

 هیم خواهیم داشتر داقر 𝑷معکوس پذیر 
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𝑷−1𝑨𝑷 = 𝜦 =

[
 
 
 
𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑁]
 
 
 

⇒ 𝑨 = 𝑷𝜦𝑷−1 

و متعاقباً هر تابع دلخواهی از این  به بیان دیگر متشابه با یک ماتریس قطری است

𝑓(𝑨)ماتریس نیز به صورت  = 𝑷𝑓(𝜦)𝑷
یک  𝜦ماتریس  با توجه به اینکهاست؛ حال  1−

و همچنین هر تابع دلخواهی از آن  𝜦𝑚ماتریس قطری است در نتیجه هر توانی از آن 

𝑓(𝜦)  زیر یک ماتریس قطری استنیز به صورت 

𝜦𝑚 =

[
 
 
 
(𝜆1)

𝑚

(𝜆2)
𝑚

⋱
(𝜆𝑁)

𝑚]
 
 
 

⇒ 𝑓(𝜦) =

[
 
 
 
 
𝑓(𝜆1)

𝑓(𝜆2)

⋱
𝑓(𝜆𝑁)]

 
 
 
 

 

 در نتیجه خواهیم داشت

𝑓(𝑨) = 𝑷

[
 
 
 
 
𝑓(𝜆1)

𝑓(𝜆2)

⋱
𝑓(𝜆𝑁)]

 
 
 
 

𝑷−1 

 

 

𝑨برای ماتریس  = [
0 −1
2 3

در  در حالت کلی و سپس 𝑓(𝑨)مطلوب است محاسبة  [

𝑓(𝑥)توابع حالت خاص  = 𝑥
100, 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥  

آوریم؛ معادلة بردارهای ویژة این ماتریس را به دست میحل: در ابتدا مقادیر ویژه و 

𝜑(𝜆)مشخصه آن عبارت است از  = 𝑑𝑒𝑡 (𝑨 − 𝜆𝑰) = 𝜆2 − 3𝜆 + در نتیجه دارای دو  2

𝜆1ریشة متمایز  = 1, 𝜆2 = 𝒑1دو بردار ویژه الزاماً  و 2 = {
1
−1
} , 𝒑2 = {

1
−2
بوده و  {

𝑷قابل قطری شدن است در نتیجه  = [
1 1
−1 −2

 توان نوشتبوده و می [
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𝑓(𝑨) = [
1 1
−1 −2

] [
𝑓(1) 0

0 𝑓(2)
] [
2 1
−1 −1

] = [
2𝑓(1) − 𝑓(2) 𝑓(1) − 𝑓(2)
2𝑓(2) − 2𝑓(1) 2𝑓(2) − 𝑓(1)

]

𝑓(𝑨) = 𝑨100 = [2 − 2
100 1 − 2100

2101 − 2 2101 − 1
]

𝑔(𝑨) = 𝑒𝑨 = [ 2𝑒 − 𝑒
2 𝑒 − 𝑒2

2𝑒2 − 2𝑒 2𝑒2 − 𝑒
]

}
 
 

 
 

 

 

 دستورالعمل سیلوستر 4-3-2

𝜑(𝑥) بوده و  𝑨𝑁×𝑁ماتریس  اگر = 𝑑𝑒𝑡 (𝑨 − 𝑥𝑰)  عادله مشخصه آن باشد در این م

است لذا باقیماندة تقسیم هر تابع  𝑁صورت با توجه به اینکه یک معادلة جبری درجه 

𝑁ای درجه یعنی یک چند جمله 𝑃(𝑥)بر آن برابر  𝑓(𝑥)دلخواه  − خواهد بود و می 1

 توان نوشت

𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)𝑞(𝑥) + 𝑃(𝑥)

𝑃(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑁−1𝑥

𝑁−1} 

باقیمانده این تقسیم هستند؛ از طرفی با توجه  𝑃(𝑥)خارج قسمت و  𝑞(𝑥)به قسمی که 

𝜑(𝑨)همیلتن -به قضیه کیلی = 𝑓(𝑨)لذا  بوده و 𝟎 = 𝑃(𝑨)  شودنتیجه میکه 

𝑓(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨 + 𝑐2𝑨
2 +⋯+ 𝑐𝑁−1𝑨

𝑁−1 

ای درجه توان به صورت یک چند جملهیعنی هر تابع دلخواه از یک ماتریس را می

𝑁 − باشیم؛ می 𝑐𝑖از آن نوشت حال بایستی به دنبال روشی برای محاسبه ضرایب  1

𝜑(𝜆𝑖)دانیم که مقادیر ویژه این ماتریس نیز در معادله مشخصه صدق کرده  = در و  0

 نتیجه به ازای هر مقدار ویژه منجر به معادله به صورت

𝑓(𝜆𝑖) = 𝑐0 + 𝑐1(𝜆𝑖) + 𝑐2(𝜆𝑖)
2 +⋯+ 𝑐𝑁−1(𝜆𝑖)

𝑁−1 
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شود؛ حال اگر کلیة مقادیر ویژه یک ماتریس متمایز می 𝑐𝑖بر حسب ضرایب مجهول 

 مجهول منجر شده که با حل آن  𝑁معادلة مستقل و  𝑁باشند به 

𝑃(𝑥) = 𝑓(𝜆1)
(𝑥 − 𝜆2)(𝑥 − 𝜆3)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑁)

(𝜆1 − 𝜆2)(𝜆1 − 𝜆3)⋯ (𝜆1 − 𝜆𝑁)

+𝑓(𝜆2)
(𝑥 − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆3)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑁)

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜆2 − 𝜆3)⋯ (𝜆2 − 𝜆𝑁)
⋮

+𝑓(𝜆𝑁)
(𝑥 − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆2)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑁−1)

(𝜆𝑁 − 𝜆1)(𝜆𝑁 − 𝜆2)⋯ (𝜆𝑁 − 𝜆𝑁−1) }
 
 
 

 
 
 

 

را به صورت زیر  1توان دستورالعمل سیلوسترآیند و در نتیجه میضرایب به دست می

 ارائه کرد

𝑓(𝑨) =∑(𝑓(𝜆𝑘) ∏
(𝑨− 𝜆𝑗𝑰)

(𝜆𝑘 − 𝜆𝑗)

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑘

)

𝑁

𝑘=1

 

 

 

𝑨همان ماتریس مثال قبل برای  = [
0 −1
2 3

در حالت   𝑓(𝑨)مطلوب است محاسبة   [

 کلی

𝜆1متمایز ة ژمقدار ویدارای دو دانیم که این ماتریس مثال قبل میاز حل:  = 1, 𝜆2 =

توان به صورت یک بوده و در نتیجه هر تابع دلخواه از آن را می 𝑨2×2است از طرفی  2

𝑓(𝑨)ای خطی چند جمله = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨 یا درجه یک از آن نوشت لذا خواهیم داشت 

𝑓(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨

𝑐0 + 𝑐1 = 𝑓(1)
𝑐0 + 2𝑐1 = 𝑓(2)

}⇒ {
𝑐0 = 2𝑓(1) − 𝑓(2)
𝑐1 = 𝑓(2) − 𝑓(1)

 

 شوددر نهایت با جایگذاری نتیجه می

                                                           

 
1

Sylvester  Method 
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𝑓(𝑨) = (2𝑓(1) − 𝑓(2))𝑰 + (𝑓(2) − 𝑓(1))𝑨 = [
2𝑓(1) − 𝑓(2) 𝑓(1) − 𝑓(2)
2𝑓(2) − 2𝑓(1) 2𝑓(2) − 𝑓(1)

] 

 و یا با استفاده از دستورالعمل سیلوستر خواهیم داشت

𝑓(𝑨) = 𝑓(1)
(𝑨 − 2𝑰)

(1 − 2)
+ 𝑓(2)

(𝑨 − 𝑰)

(2 − 1)
 

 .دهندرا به دست می قبلمثال که همان نتیجة 

 

 در حالت کلی 𝑓(𝑨)محاسبه  4-3-3

قابل  𝑨𝑁×𝑁ارائه شد در حالتی بود که ماتریس  𝑓(𝑨)دو روشی که در قبل برای محاسبة 

ریشة مکرّر  𝜆𝑖قطری شدن بوده و یا دارای مقادیر ویژة متمایز باشد؛ حال فرض کنید 

𝜑(𝜆) باشد لذا ام معادله مشخصهrمرتبة  = (𝜆 − 𝜆𝑖)
𝑟𝜓(𝜆)  به قسمی که𝜓(𝜆)  یک چند

𝑁ای درجه جمله − 𝑟 توان نوشتاست در این صورت می 

𝑓(𝜆𝑖) = 𝑃(𝜆𝑖)

𝑓(𝜆𝑖)
′ = 𝑃(𝜆𝑖)

′

𝑓(𝜆𝑖)
𝑟−1 = 𝑃(𝜆𝑖)

𝑟−1
}
 
 

 
 

 

𝑟تا مشتق مرتبة  𝜆𝑖یعنی به ازای  − کند؛ به این آن در معادلات فوق صدق می 1

 کرد.ایجاد  𝑐𝑖 ضرایببر حسب معادله و مجهول  𝑁توان دستگاه ترتیب همواره می

نهایت باشد شرط آنکه بتوان یک سری بی 𝑓(𝑥)همچنین لازم به ذکر است که اگر تابع 

𝑓(𝑨) .را محاسبه کرد آن است که مقادیر ویژة ماتریس در دایرة تقارب سری باشند 

 

 

𝑨برای ماتریس  = [
3 −1
1 5

و سپس  در حالت کلی  𝑓(𝑨)مطلوب است محاسبة   [

𝑓(𝑨)محاسبة جذر مثبت آن  = √𝑨 
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𝜑(𝜆)مشخصه این ماتریس عبارت است از حل: معادلة  = 𝜆2 − 8𝜆 + 16 = (𝜆 − 4)2 

𝜆1,2در نتیجه دارای یک ریشة مکرّر  = 𝒑1و یک بردار ویژه  4 = {
1
−1
بوده و قابل  {

توان به صورت بوده و هر تابع دلخواه از آن را می 𝑨2×2از طرفی ؛ قطری شدن نیست

𝑓(𝑨)ای خطی یک چند جمله = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨   یا درجه یک از آن نوشت لذا خواهیم

 داشت

𝑓(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨

𝑓(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥
} ,
𝑓(4) = 𝑐0 + 4𝑐1
𝑓(4)
′ = 𝑐1

}⇒ {
𝑐0 = 𝑓(4) − 4𝑓(4)

′

𝑐1 = 𝑓(4)
′  

 شوددر نهایت با جایگذاری نتیجه می

𝑓(𝑨) = (𝑓(4) − 4𝑓(4)
′ )𝑰 + 𝑓(4)

′ 𝑨 = [
𝑓(4) − 𝑓(4)

′ −𝑓(4)
′

𝑓(4)
′ 𝑓(4) + 𝑓(4)

′ ] 

𝑓(𝑥)در حالت خاص  = √𝑥  تابع دو مقداری است یعنی𝑓(2) = باشد لیکن  تواندمی ±2

𝑓(4)خواهیم جذر مثبت را محاسبه کنیم لذا از آنجائی که می = 𝑓(4)و  2
′ = قرار  0.25

 دهیم در نتیجه خواهیم داشتمی

√𝑨 = [
2 − 0.25 −0.25
0.25 2 + 0.25

] =
1

4
[
7 −1
1 9

] 

 

 

𝑡𝑎𝑛مطلوب است محاسبة  [
𝜋 4⁄ 𝜋 2⁄

0 𝜋 4⁄
] 

همان  ،حل: با توجه به اینکه این ماتریس بالامثلثی است لذا مقادیر روی قطر اصلی

𝜑(𝜆)مقادیر ویژه هستند و خواهیم داشت  = (𝜆 − 𝜋 4⁄ 𝜆1,2 در نتیجه  2( = 𝜋 4⁄ 

بوده و هر تابع  𝑨2×2دارای یک ریشة مکرّر بوده و قابل قطری شدن نیست؛ از طرفی 

𝑓(𝑨)ای خطی توان به صورت یک چند جملهدلخواه از آن را می = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨  از آن

 نوشت لذا خواهیم داشت

𝑡𝑎𝑛(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨

𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥
} ,
1 = 𝑐0 +

𝜋

4
𝑐1

2 = 𝑐1

}⇒ {
𝑐0 = 1 −

𝜋

2
𝑐1 = 2
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 شوددر نهایت با جایگذاری نتیجه می

𝑡𝑎𝑛(𝑨) = (1 −
𝜋

2
) 𝑰 + 2𝑨 = [

1 𝜋
0 1

] 

 

 نیمالای میچند جمله 5-4

𝜑(𝑥) و مربع یک ماتریس 𝑨𝑁×𝑁 اگر = 𝑑𝑒𝑡 (𝑨 − 𝑥𝑰)  معادله مشخصه آن باشد طبق

𝜑(𝑨) دانیم کهقضیة کیلی همیلتن می = هر ماتریس مربع در معادله مشخصة   𝟎

است حال فرض کنید به دنبال  𝑁 درجهجبری کند که یک معادلة خودش صدق می

ماتریس در آن این که  𝑝(𝑥)مانند  بگردیم 𝑁 ای دیگری با درجة کمتر ازچند جمله

𝑝(𝑨)یعنی  صدق کند = ای وجود دارد. به عنوان مثال فرض کنید آیا این چند جمله 𝟎

𝑨 = 𝑰  باشد در این صورت برای ماتریس همانی معادله مشخصه𝜑(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑁 

𝑝(𝑥)بوده لیکن در معادلة  = 𝑥 − بنابراین امکان وجود چندجمله کندنیز صدق می 1

 به آناصطلاحاً ماتریس در آن صدق کند و که  وجود دارد 𝑁ای با درجة کمتر از 

 . شودگفته می 1نیمالای میچندجمله

ای با حداقلّ درجه که ضریب بزرگترین توان آن برابر واحد بوده و چندجمله تعریف:

شود؛ نیمال این ماتریس نامیده میای میدر آن صدق کند چندجمله  𝑨𝑁×𝑁ماتریس 

 نیمال منحصر به فرد است.ای میبا این تعریف چندجمله

 

نیمال یکسان دارند یعنی اگر ای میماتریسهای متشابه چندجمله  (8-5) قضیه

𝑝(𝑨)متشابه باشند و   𝑨,𝑩ای ماتریسه = 𝑩باشد بلافاصله از رابطة تشابه   𝟎 =

𝑷−1𝑨𝑷 شود نتیجه می𝑝(𝑩) = 𝑷
−1𝑝(𝑨)𝑷  در این صورت𝑝(𝑩) =  خواهد بود. 𝟎

                                                           

 
1

Minimal Polynomial 
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های نیمال یک ماتریس و معادله مشخصة آن ریشهای میچندجمله (9-5) قضیه

𝜑(𝑥)یکسانی دارند؛ به بیان دیگر اگر  = 𝑑𝑒𝑡 (𝑨 − 𝑥𝑰)   معادله مشخصه و𝑝(𝑥) 

𝜑(𝑐)یک مقدار ویژه است  𝑐نیمال باشند در این صورت ای میچندجمله = اگر  0

𝑝(𝑐)نیمال باشد ای میو فقط اگر ریشة چندجمله = 0  

یک مقدار ویژه باشد در  𝑐نیمال و ای میچندجمله 𝑝(𝑥)اثبات: در ابتدا فرض کنید 

𝑨𝜶این صورت خواهیم داشت  = 𝑐𝜶   به قسمی که𝜶   بردار ویژه نظیر است لذا

𝑝(𝑨)𝜶 = 𝑝(𝑐)𝜶   و چون𝑝(𝑨) = 𝑝(𝑐)شود که است نتیجه می  𝟎 = یعنی ریشة   0

نیمال و ای میچندجمله 𝑝(𝑥)نیمال است؛ از طرف دیگر فرض کنید ای میچندجمله

𝑐 خواهیم نشان دهیم که یک ریشة آن باشد می𝑐  مقدار ویژه نیز هست، چون𝑝(𝑐) =

𝑝(𝑥)توان نوشت می  0 = (𝑥 − 𝑐)𝑞(𝑥)   و چون𝑝(𝑨) = 𝑨)شود لذا نتیجه می  𝟎 −

𝑐𝑰)𝑞(𝑨) = 𝜷که به ازای هر بردار دلخواه  𝟎 ≠ 𝑨)توان نوشت می  𝟎⃗⃗ − 𝑐𝑰)𝑞(𝑨)𝜷 = 𝟎 

𝜶با تعریف بردار  ≜ 𝑞(𝑨)𝜷 شود نتیحه می(𝑨 − 𝑐𝑰)𝜶 = 𝑨𝜶یعنی  𝟎 = 𝑐𝜶  بنابراین𝑐 

بنابراین با  آن است. بردار ویژه نظیر 𝜶همچنین  است و 𝑨یک مقدار ویژة ماتریس 

شود اگر تمامی مقادیر ویژة یک ماتریس، متمایز باشند توجه به این قضیه نتیجه می

𝑝(𝑥)نیمال آن یکسان هستند ای میدر این صورت معادله مشخصه و چندجمله =

𝜑(𝑥)   و اگر ماتریسی دارای مقدار ویژة تکراری باشد در این صورت احتمال دارد

𝑝(𝑨)ای با درجه کمتر از معادله مشخصه وجود داشته باشد به قسمی که ملهچندج =

,𝜆1در هر صورت اگر  𝟎 𝜆2, … , 𝜆𝑘  مقادیر ویژة متمایز ماتریس با درجه تکرار جبری به

,𝑑1ترتیب  𝑑2, … , 𝑑𝑘   نیمال ای میدر این صورت معادله مشخصه چندجملهباشند

 عبارتند از

𝜑(𝑥) = (𝜆 − 𝜆1)
𝑑1(𝜆 − 𝜆2)

𝑑2 … (𝜆 − 𝜆𝑘)
𝑑𝑘

𝑝(𝑥) = (𝜆 − 𝜆1)
𝑟1(𝜆 − 𝜆2)

𝑟2 … (𝜆 − 𝜆𝑘)
𝑟𝑘
} 

𝑟𝑖به قسمی که  ≤ 𝑑𝑖  به ازای𝑖 = 1,2, … , 𝑘 



 146                                                                                                     1ریاضی مهندسی پیشرفته       

قابل قطری شدن باشد آن  𝑨𝑁×𝑁 شرط لازم و کافی برای اینکه ماتریس (10-5) قضیه

خطی از مقادیر  نیمال آن حاصلضرب فاکتورهایای میچندجمله 𝑝(𝑥) است که

قابل قطری شدن است اگر و  𝑨𝑁×𝑁به عبارت دیگر ماتریس  دویژة متمایزش باش

 نیمال عبارت باشند ازای میفقط اگر معادله مشخصه و چندجمله

𝜑(𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)
𝑑1(𝑥 − 𝜆2)

𝑑2 … (𝑥 − 𝜆𝑘)
𝑑𝑘

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆2) … (𝑥 − 𝜆𝑘)
} 

قضیه به صورت شرط لازم و کافی است لیکن در این کتاب فقط شرط لازم آن اثبات: 

شود؛ و شرط کافی به عنوان تحقیق به عهدة خواننده محترم گذاشته میاثبات شده 

بردار ویژه است حال  𝑁قابل قطری شدن باشد یعنی دارای  𝑨فرض کنید ماتریس 

 به صورت 𝑝(𝑨)کنیم تحت این شرایط ماتریس ثابت می

𝑝(𝑨) = (𝑨 − 𝜆1𝑰)(𝑨 − 𝜆2𝑰)… (𝑨 − 𝜆𝑘𝑰) 

𝑨𝜶1باشد یعنی  𝜆1بردار ویژه نظیر  𝜶1برابر ماتریس صفر است. اگر  = 𝜆1𝜶1  و یا به

𝑨)توان نوشت عبارت دیگر می − 𝜆1𝑰)𝜶1 = و چون هر یک از عبارتهای داخل پرانتز   𝟎⃗⃗

𝑝(𝑨)𝜶1کنند لذا در ضرب با یکدیگر از قاعدة جابجائی تبعیّت می  𝑝(𝑨)در  = به    𝟎⃗⃗

𝑝(𝑨)𝜶𝑖باشد در این صورت  𝑨هر بردار ویژه دلخواه ماتریس  𝜶𝑖استدلال مشابه اگر  =

قرار دهیم  𝑷بردارهای ویژه را در ستونهای ماتریس معکوس پذیر اگر تمام بنابراین   𝟎⃗⃗

𝑝(𝑨)𝑷 خواهیم داشت = 𝑝(𝑨) دهدلزوماً نتیجه میکه  𝟎 = 𝟎 

 

 

زیر قابل قطری شدن نیست  به صورت 1-5به عنوان مثال ماتریس ارائه شده در مثال 

 نیمال آن یکسان بوده و عبارتند ازای میچندجمله و لذا معادله مشخصه و

𝑨 = [
3 1 −1
2 2 −1
2 2 0

] ⇒
𝜑(𝑥) = (1 − 𝑥)(2 − 𝑥)

2

𝑝(𝑥) = (1 − 𝑥)(2 − 𝑥)2
} 

به صورت زیر قابل قطری شدن بوده و  2-5در حالی که ماتریس ارائه شده در مثال 

 نیمال آن عبارتند ازای میلذا معادله مشخصه و چندجمله
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𝑨 = [
5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

] ⇒
𝜑(𝑥) = (1 − 𝑥)(2 − 𝑥)

2

𝑝(𝑥) = (1 − 𝑥)(2 − 𝑥)
} 

𝑝(𝑨)لذا این ماتریس در یک معادلة درجه دو به صورت  = 𝑨2 − 3𝑨 + 2𝑰 = صدق  𝟎

توان هر تابع دلخواهی را به صورت کند این بدان معنا است که برای این ماتریس میمی

𝑓(𝑨) ای خطییک چندجمله = (2𝑓(1) − 𝑓(2))𝑰 + (𝑓(2) − 𝑓(1))𝑨 نوشت. 

 

 

𝑓(𝑥) کسری عبارتبه صورت زیر  𝑨برای ماتریس  =
𝑥

𝑥+1
را به صورت یک چندجمله 

 بنویسید 𝑨بر حسب ای با حداقل درجه 

𝑨 = [
5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

] ⇒ 𝑝(𝑨) = 𝑨2 − 3𝑨 + 2𝑰 = 𝟎 

 کنیم بیان می 𝑨در ابتدا عبارت داخل مخرج این کسر را بر حسب ماتریس 

𝑮 = 𝑨 + 𝑰 = [
6 −6 −6
−1 5 2
3 −6 −3

] ⇒ 𝑮3 − 8𝑮2 + 21𝑮 − 18𝑰 = 𝟎 

 عبارت است از  𝑮−1 در نتیجه

𝑮−1 =
1

18
(𝑮𝟐 − 8𝑮 + 21𝑰) =

1

18
(𝑨𝟐 − 6𝑨 + 14𝑰) =

1

6
(4𝑰 − 𝑨) 

 توان نوشتنهایت میدر 

𝑓(𝑨) = 𝑮−1𝑨 =
1

6
(4𝑨 − 𝑨𝟐) =

1

6
(2𝑰 + 𝑨) 

𝑨 برای البته واضح است که ≠ 𝑩  در حالت کلی𝑓(𝑨) ≠ 𝑓(𝑩) .خواهد بود 

 

 

 نیمال هر یک از ماتریسهای زیر عبارتند ازای میمعادله مشخصه و چندجمله
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𝑨 = [

1
0
0
0

1
1
0
0

0
1
1
0

0
0
1
1

] ⇒
𝜑(𝑥) = (𝑥 − 1)

4

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 1)
4} 

𝑨 = [

1
0
0
0

1
1
0
0

0
1
1
0

0
0
0
1

] ⇒
𝜑(𝑥) = (𝑥 − 1)

4

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 1)
3} 

𝑨 = [

1
0
0
0

1
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

] ⇒
𝜑(𝑥) = (𝑥 − 1)

4

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 1)
2} 

𝑨 = [

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

] ⇒
𝜑(𝑥) = (𝑥 − 1)

4

𝑝(𝑥) = 𝑥 − 1
} 
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 ها تمرین   5-5

به  قطری بوده و معادله مشخصه آن به صورت زیر است 𝑨𝑁×𝑁ماتریس مربعی   .1

,𝑐1قسمی که  𝑐2, … , 𝑐𝑘   اگر مقادیر ویزة متمایز آن هستند؛V  فضای کلیة

از قاعدة جابجائی تبعیّت می 𝑨باشد که در ضرب با   𝑩𝑁×𝑁ماتریسهای مربع 

𝜑(𝑥)به دست آورید  را آن کنند بُعد = (𝑥 − 𝑐1)
𝑑1(𝑥 − 𝑐2)

𝑑2⋯(𝑥 − 𝑐𝑘)
𝑑𝑘  

𝑰ماتریسهای مربع بوده و ماتریس   𝑩𝑁×𝑁و   𝑨𝑁×𝑁اگر    .2 − 𝑨𝑩   معکوس پذیر

𝑰ثابت کنید ماتریس در ابتدا  باشد − 𝑩𝑨  توان مینیز معکوس پذیر بوده و

𝑰)معکوس آن را به صورت  − 𝑩𝑨)−1 = 𝑰 + 𝑩(𝑰 − 𝑨𝑩)−1𝑨   سپس نوشت

توانید رابطة مقادیر ویژة یکسان دارند آیا می 𝑩𝑨و  𝑨𝑩نشان دهید ماتریسهای 

 بین بردارهای ویژة آنها را بیان کنید

𝑨آیا ماتریس   .3 = [
6 −3 −2
4 −1 −2
10 −5 −3

بر روی میدان اعداد حقیقی با یک ماتریس  [

 قطری متشابه است.

𝑨اگر   .4 = [
0 0 0
1 0 1
0 1 1

𝑓(𝑥)و  [ =
𝑥

𝑥+1
ای را بر حسب یک چندجمله 𝑓(𝑨)باشد اولًا  

 𝑓(𝑨)بنویسید؛ ثانیاً بررسی کنید آیا این ماتریس  𝑨با حداقل درجه از ماتریس 

 قابل قطری شدن است

𝜑(𝑥)را تعیین کنید که معادله مشخصه آنها   𝑨3×3کلیة ماتریسهای   .5 =

𝑥2(𝑥 − }و بردارهای ویژة آنها  (1
1
1
0
} , {
1
2
0
} , {
0
0
1
 باشند {

 متشابه هستند 𝑩و  𝑨ماتریسهای  𝛼به ازای چه مقادیر   .6

𝑨 = [
0 1 0
0 0 1
1 0 0

]       𝑩 = [
1 0 0
0 𝛼 0
0 0 𝛼2

]  
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𝑨اگر   .7 = [
1 𝑎
0 𝑏

,𝑎باشد در این صورت   [ 𝑏   در چه شرایطی صدق کنند تا

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑨)𝑛 ( وجود داشته باشد𝑛  سپس در صورت احراز )عدد صحیح مثبت است

 شرایط این حدّ را محاسبه کنید

𝑨3معادله ماتریسی   .8 = [
8 −7 −7
−9 10 11
9 −9 −10

را حل کرده و بگوئید چند جواب  [

 دارد

𝑔(𝜆)بوده   𝑨𝑁×𝑁ثابت کنید اگر ماتریس   .9 = |𝜆𝑰 − 𝑨|    و𝑔(𝜆) − 𝑔(𝜇) =

𝑓(𝜆,𝜇)(𝜆 − 𝜇)   قرار داده شود در این صورت𝑎𝑑𝑗(𝜆𝑰 − 𝑨) = 𝑓(𝜆𝑰,𝑨)   سپس با

𝑎𝑑𝑗(𝜆𝑰استفاده از این نتیجه  − 𝑨)   را برای ماتریس𝑨 = [
2 −1 1
0 1 1
−1 1 1

] 

 محاسبه کنید

𝑨اگر   .10 = [
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

,𝑎باشد به قسمی که  [ 𝑏  اعداد حقیقی هستند در این صورت

𝑨𝑛 ( را محاسبه کرده𝑛 نشان دهید درایه )های آن عدد صحیح مثبت است

 حقیقی است

𝜆1برابر باشند  𝑨3×3مقادیر ویژة ماتریس اگر اولاً   .11 = 𝜆2 = 𝜆3  در این صورت هر

؛ ثانیاً اگر کلیة توان نوشتاز این ماتریس را به چه شکلی می 𝑓(𝑨)تابع دلخواهی 

𝜆1برابر باشند  𝑨𝑁×𝑁مقادیر ویژة ماتریس  = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑁  در این صورت هر

 توان نوشتاز این ماتریس را به چه شکلی می 𝑓(𝑨)تابع دلخواهی 

}توسط بردارهای  ℝ3در  𝑇فضای تهی عملگر   .12
1
0
−1
} , {
−2
1
0
گسترده شده است  {

𝑇اگر  {
0
1
1
} = {

3
6
−3
را نسبت به پایة استاندارد  𝑒𝑇باشد نمایش ماتریسی عملگر  {

 بنویسید
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ایهای را در فضای چندجمله  𝐷 رینیمال عملگر مشتق گیای میچندجمله  .13

𝑁 درجه −  تعیین کنید 1

𝑨3در معادله  𝑨5×5اگر ماتریس   .14 − 2𝑨2 − 𝑨 + 2𝑰 = صدق کند اولاً معادله  𝟎

 را به دست آورید 𝑨−1نیمال ای میرا تعیین کنید ثانیاً  چند جمله 𝑨مشخصه 

𝑇𝒆1توسط روابط   ℝ3در   𝑇عملگر   .15 = 𝒆2, 𝑇𝒆2 = −𝒆1, 𝑇𝒆3 = تعریف شده   𝟎

عملگر نسبت به پایة استاندارد این نمایش ماتریسی  𝑨3×3است اگر ماتریس 

,𝑒𝑥𝑝(𝑨𝜃)𝒆1ثابت کنید  باشد 𝑒𝑥𝑝(𝑨𝜃)𝒆2  بردارهای یکّه هستند و به ترتیب با

,𝒆1بردارهای  𝒆2  زاویه𝜃 سازندمی 

𝑨اگر   .16 = [
1 1 + 𝑖

1 − 𝑖 −1
عدد   𝑛را محاسبه کرده )  𝑨𝑛باشد در این صورت   [

 صحیح مثبت است( 

 توسط رابطه زیر تعریف شده است ℝ3در  𝑇عملگر   .17

𝑇〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3〉 = 𝑥1〈2, −1,2〉 + 𝑥2〈1,0,2〉 + 𝑥3〈2, −2,5〉 

𝑈در این صورت عملگر  = 𝑓(𝑇) ای با حداقل درجه را بر حسب یک چندجمله

𝑓(1) بنویسید و به خصوص نشان دهید اگر  𝑇از  + 𝑓(5) = باشد در این  0

 همانی استعملگر ضریبی از   𝑈2عملگر  صورت

,𝑨3×3اگر   .18 𝑩3×3  ماتریسهای با رتبه واحد باشند ثابت کنید𝑑𝑒𝑡(𝑨 + 𝑩) = 0 

,𝑨3×3اگر ماتریسهای   .19 𝑩3×3   بوده و𝜆1 = 1, 𝜆2 = دو مقدار ویژه متمایز   2

𝑔(1)ماتریس بوده و درجه تکرار هندسی آنها به ترتیب  = 1, 𝑔(2) = باشد در  2

𝑓(𝑨𝑩) داریم  𝑓(𝑥)این صورت ثابت کنید به ازای هر تابع دلخواه  − 𝑓(𝑩𝑨) =

𝑘(𝑨𝑩 − 𝑩𝑨)  مقدار همچنین و𝑘 را محاسبه کنید 
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𝑨اگر   .20 = [
𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼
𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼

را   𝑙𝑛(𝑨)و همچنین   𝑨𝑛باشد در این صورت   [

𝑙𝑛(𝑨𝑛)نشان دهید محاسبه کرده  = 𝑛𝑙𝑛(𝑨) 

توسط رابطه زیر تعریف شده  𝑇ایهای درجه سه و عملگرفضای چندجمله 𝑉اگر   .21

 باشد

 𝑇(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3) = 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎1𝑥 + (𝑎2 + 𝑎3)𝑥
2 

نیمال آن را تعیین ای مییک عملگر خطی است و چندجمله 𝑇اولاً ثابت کنید 

𝑓′(1)رابطه  𝑓(𝑥)کنید ثانیاً ثابت کنید اگر برای تابع  = 𝑓(1) − 𝑓(0)  برقرار

𝑓(𝑇)باشد در این صورت  = 𝑓(0)𝐼 + 𝑓′(0)𝑇  خواهد بود که𝐼  عملگر همانی

 است
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 ششمفصل 

 برداری با ضرب داخلی فضای
 

 

 

 

 ضرب داخلی   6-1

 تعریف 6-1-1

منظور از یک ( باشد اعداد مختلط، حقیقی و یا گویا) 𝔽فضای برداری بر میدان  𝑉اگر 

,𝒙است که به هر زوج بردار  𝔽ضرب داخلی بر آن وجود اسکالرهائی در میدان  𝒚 ∈ 𝑉 

,𝒙)نماد شود آن را با نسبت داده می 𝒚)  دلخواه بردار به ازای هر بایستیو نمایش داده 

𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑉 اسکالر و به ازای هر 𝛼 ∈ 𝔽 گانه زیر را ارضا کندهای سهویژگی 

(𝒙, 𝒚) = (𝒚, 𝒙)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

((𝛼𝒙 + 𝒚), 𝒛) = 𝛼(𝒙, 𝒛) + (𝒚, 𝒛)

 𝒙 ≠ 𝑶⃗⃗      (𝒙, 𝒙) > 0

} 

واضح است که ضرب داخلی بردار صفر در هر بردار دلخواهی بایستی برابر عدد صفر 

ن به موارد توامی د از جملهنشوها منتج میاز این ویژگی که ملاحظاتیباشد چنین 

 زیر اشاره کرد
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(𝛼𝒙, 𝒚) = 𝛼(𝒙, 𝒚)

(𝒙, 𝛼𝒚) = 𝛼̅(𝒙, 𝒚)

(𝒙, 𝑶⃗⃗ ) = 0

} 

 

ار و یا زاویه بین دو بردار یک برد 1ضرب داخلی مبنای تعریف مفاهیمی مانند طول

 عبارت است ازداده شده و نمایش  ‖𝒙‖یک بردار با نماد یا اندازة است؛ طول 

‖𝒙‖2 = (𝒙, 𝒙)

𝒙 ⊥ 𝒚 ⇒ (𝒙, 𝒚) = 0
} 

لزوماً  صفر شودهمچنین اگر طول یک بردار برابر بردار یکّه با طول واحد است بنابراین 

𝒙 برداردو  آن بردار صفر است همچنین ⊥ 𝒚 داخلی  ضرب بر یکدیگر عمود هستند اگر

ضای در ف. بردار صفر بر هر بردار دلخواهی عمود است آنها برابر عدد صفر شود بنابراین

,𝒙زاویه بین دو بردار یکّه اقلیدسی  𝒚 صورت در میدان اعداد حقیقی به𝑐𝑜𝑠(𝒙, 𝒚) =

(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ شود.تعریف می 

 ضربهای داخلی استاندارد  6-1-2

هر چند تعریف ضرب داخلی در یک فضای برداری دلخواه است و صرفاً بایستی ویژگی

برداری معروف و پرکاربرد مانند ( را ارضاء کند لیکن در فضاهای 1-6)رابطة های 

داخلی استاندارد متناسب با مفاهیم هندسی  بردارها، ماتریسها و توابع ضربفضای 

𝑉 بردارها در فضایشود به عنوان مثال تعریف می = ℂ𝑁 ضرب داخلی استاندارد بین

,𝒙دو بردار  𝒚 شودزیر تعریف می صورت به 

                                                           

 
1

Norm of Vector 
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(𝒙 , 𝒚) ≜ 𝒚∗𝒙 = 〈𝑦̅1 𝑦̅2 ⋯ 𝑦̅𝑁〉 {

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} =∑𝑥𝑖𝑦̅𝑖  

𝑁

𝑖=1

 

طول یک بردار  بنابراینکند میرا ارضا  1-5 ویژگیهر سِه این تعریف، که واضح است 

 که لزوماً یک عدد حقیقی مثبت است زیر خواهد بود به صورت

‖𝒙‖2 = 𝒙∗𝒙 =∑𝑥̅𝑖  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

=∑| 𝑥𝑖|
2

𝑁

𝑖=1

∈ ℝ+ 

𝑉حالت خاص میدان اعداد حقیقی یعنی در  = ℝ𝑁 به صورت استاندارد ضرب داخلی 
(𝒙 , 𝒚) = 𝒚𝑇𝒙 .قابل بیان است 

𝑉 ماتریسها در فضایبه عنوان مثال دیگر  = ℂ𝑀×𝑁  ضرب داخلی استاندارد بین دو

 شودصورت زیر تعریف میبه  𝑨,𝑩 دلخواه ماتریس

(𝑨, 𝑩) ≜∑∑𝑎𝑖𝑗 𝑏̅𝑖𝑗  

𝑁

𝑗=1

 

𝑀

𝑖=1

= 𝑡𝑟 (𝑨𝑩∗) = 𝑡𝑟 (𝑩∗𝑨) 

طول یک بنابراین کند و را ارضا می 1-6های رابطة واضح است که این تعریف، ویژگی

 که لزوماً یک عدد حقیقی مثبت است ماتریس به صورت زیر خواهد بود

‖𝑨‖2 = 𝑡𝑟 (𝑨𝑨∗) =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑎̅𝑖𝑗  

𝑁

𝑗=1

 

𝑀

𝑖=1

=∑∑| 𝑎𝑖𝑗|
2
 

𝑁

𝑗=1

 

𝑀

𝑖=1

∈ ℝ+ 

𝑉حالت خاص در میدان اعداد حقیقی یعنی  = ℝ𝑀×𝑁  به  استاندارد ضرب داخلی

,𝑨)صورت  𝑩) = 𝑡𝑟 (𝑨𝑩𝑇) .قابل بیان است 

فضای برداری کلیة توابع  𝑉اگر داخلی استاندارد  هایو به عنوان آخرین تعریف از ضرب

𝑥 حقیقی در بازةبا مقدار مختلط  𝑓(𝑥) هیک متغیّر ∈ (𝑎, 𝑏)  باشد در این صورت ضرب

,𝑓(𝑥)داخلی استاندارد بین دو تابع دلخواه  𝑔(𝑥)  شودصورت زیر تعریف میبه 
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(𝑓, 𝑔) ≜ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔̅(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

بنابراین کند و را ارضا می 1-6های رابطة متعاقباً واضح است که این تعریف، ویژگی

 که لزوماً یک عدد حقیقی مثبت است یک تابع به صورت زیر خواهد بود نرم

‖𝑓(𝑥)‖
2
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑓(̅𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ | 𝑓|2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∈ ℝ+ 

با مقدار مختلط در  𝑓(𝑥,𝑦)متغیّره دو فضای برداری کلیة توابع 𝑉به همین ترتیب اگر 

,𝑥)بازة حقیقی  𝑦) ∈ 𝛺  که باشد𝛺 خم بستة دلخواهی هر داخلی  محدوده دوبُعدی

,𝑓(𝑥,𝑦)رب داخلی استاندارد بین دو تابع در این صورت ضاست  𝑥𝑦در صفحة  𝑔(𝑥,𝑦)  به

 شودصورت زیر تعریف می

(𝑓, 𝑔) ≜ ∬ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑔̅(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

 

چند  برای توابع الی آخر یعنیو برای توابع سِه متغیّره انتگرال روی حجم گرفته شده 

𝑎𝑖با مقدار مختلط در بازة حقیقی   𝑓(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)متغّیره  < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖   به ازای𝑖 = 1: 𝑛 

, 𝑓(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)ضرب داخلی استاندارد بین دو تابع  𝑔(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)   صورت زیر تعریفبه 

 شودمی

(𝑓, 𝑔) ≜ ∫ …∫ ∫ 𝑓(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)𝑔̅(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥𝑛

𝑏1

𝑎1

𝑏2

𝑎2

𝑏𝑛

𝑎𝑛

 

فضای  𝑉اگر در مثالهای اخیر توابعی از یک و یا چند متغیّر مستقل حقیقی بودند حال 

در صفحة  𝛤 و یا بستة باز بر روی خم 𝑓(𝑧)یک متغیّره مختلط  برداری کلیة توابع

,𝑓(𝑧)در این صورت ضرب داخلی استاندارد بین دو تابع دلخواه  باشد 𝑧مختلط  𝑔(𝑧)  به

 شودصورت زیر تعریف می
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(𝑓, 𝑔) ≜ ∮ 𝑓(𝑧)𝑔̅(𝑧) |𝑑𝑧|
𝛤

 

 یابعتطول  متعاقباً کند ورا ارضا می 1-6های رابطة واضح است که این تعریف، ویژگی

 عدد حقیقی مثبت استکه لزوماً یک  به صورت زیر خواهد بودمتغیّر مختلط  از یک

‖𝑓(𝑧)‖
2
= ∮ 𝑓(𝑧)𝑓(̅𝑧) |𝑑𝑧|

𝛤

= ∮ | 𝑓(𝑧)|
2
 |𝑑𝑧|

𝛤

∈ ℝ+ 

بر روی  𝑓(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛)فضای برداری کلیة توابع چند متغیّره مختلط  𝑉اگر به طور مشابه  

ضرب داخلی استاندارد بین دو تابع باشد  𝑧𝑖در صفحة مختلط  𝛤𝑖باز و یا بستة  هایخم

𝑓(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛) , 𝑔(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛)   شودزیر تعریف میو همچنین طول یک تابع به صورت 

(𝑓, 𝑔) ≜ ∮ |𝑑𝑧𝑛|⋯∮ |𝑑𝑧2|∮ 𝑓(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛)𝑔̅(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛)|𝑑𝑧1|
𝛤1𝛤2𝛤𝑛

‖𝑓‖2 ≜ ∮ |𝑑𝑧𝑛|⋯∮ |𝑑𝑧2|∮ | 𝑓(𝑧1,𝑧2,…,𝑧𝑛)|
2
|𝑑𝑧1|

𝛤1𝛤2𝛤𝑛

∈ ℝ+

}
 
 

 
 

 

 

نامیده  1ای از بردارهای دو به دو عمود بر هم یک مجموعة متعامدمجموعه تعریف:

 یا 2متعامد یکّه شده و یک مجموعة متعامد که طول بردارهای آن برابر واحد باشد

𝒮ة مجموعبنابراین شود ارتونرمال نامیده می = 〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑁〉  است اگر ارتونرمال

(𝜶𝑖  , 𝜶𝑗) = 𝛿𝑖𝑗  به ازای𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁 

 

این  )یعنی تعامد غیر صفر از بردارها مستقل خطی استمهر مجموعة  (1-6) قضیه

 مجموعه شامل بردار صفر نباشد(

                                                           

 
1

Orthogonal 

 
2

Orthonormal 
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,𝜶1〉کنیم هر زیرمجموعة ثابت میاثبات:  𝜶2, … , 𝜶𝑘〉  برای دلخواه از آن مستقل است؛

𝜷این کار با تعریف بردار  ≜ 𝑐1𝜶1 + 𝑐2𝜶2 +⋯+ 𝑐𝑘𝜶𝑘  بایستی از𝜷 = 𝑶⃗⃗   نتیجه شود

در  ویژگی دوم ضرب داخلی برابر صفر هستند از طرفی با توجه به 𝑐𝑖کلیة ضرایب 

 توان نوشتمیبردارها تعامد این مجموعه  و( 1-6رابطة )

(𝜷, 𝜶𝑗) = (∑𝑐𝑖𝜶𝑖

𝑘

𝑖=1

, 𝜶𝑗) =∑𝑐𝑖(𝜶𝑖 , 𝜶𝑗)

𝑘

𝑖=1

= 𝑐𝑗(𝜶𝑗 , 𝜶𝑗) 

𝜷بدان معنا است که اگر بردار  این ∈ 𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑘〉 این بردارهای  در گستره

𝑐𝑗برابر است با مجموعه باشد مختصات آن نسبت به این پایه  = (𝜷, 𝜶𝑗) ‖𝜶𝑗‖
2

حال  ⁄

𝜷اگر  = 𝑶⃗⃗   شود نتیجه میباشد𝑐𝑗 = 𝑗به ازای  0 = 1,2, … , 𝑘  یعنی کلیه ضرایب برابر

 صفرند و در نتیجه این مجموعه مستقل خطی است.

 

 تصویر عمودی و زیرفضای عمودی   6-2

 فرآیند گرام اشمیت   6-2-1 

,𝜷1〉فضای برداری با ضرب داخلی و  𝑉فرض کنید  𝜷2, … , 𝜷𝑛〉  مجموعة مستقلی از

,𝜶1〉توان مجموعة متعامد بردارهای آن باشد در این صورت می 𝜶2, … , 𝜶𝑛〉  را در𝑉 

 بنا نهاد به قسمی که 

𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝜷1, 𝜷2, … , 𝜷𝑘〉 = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑘〉      1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 
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,𝜶1〉یعنی  … , 𝜶𝑘〉  ای باشد برای زیرفضائی که توسط پایه〈𝜷1, … , 𝜷𝑘〉  گسترده می

شوند یک فرآیند استقرائی ها ساخته می𝜷𝑖ها از روی 𝜶𝑖ود؛ فرآیندی که توسط آن ش

 معروف است. 1اشمیت -است که به نام فرآیند گرام

,𝜶1〉فرض کنید مجموعه  … , 𝜶𝑚〉 ایم در این صورت را تشکیل داده𝜶𝑚+1  را به صورت

 کنیمزیر انتخاب می

𝜶𝑚+1 = 𝜷𝑚+1 −∑
(𝜷𝑚+1, 𝜶𝑗)

‖𝜶𝑗‖
2 𝜶𝑗

𝑚

𝑗=1

 

𝑚به عنوان نمونه برای  = 1:  خواهیم داشت 4

𝜶1 = 𝜷1

𝜶2 = 𝜷2 −
(𝜷2, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1

𝜶3 = 𝜷3 −
(𝜷3, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 −

(𝜷3, 𝜶2)

‖𝜶2‖
2
𝜶2

𝜶4 = 𝜷4 −
(𝜷4, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 −

(𝜷4, 𝜶2)

‖𝜶2‖
2
𝜶2 −

(𝜷4, 𝜶3)

‖𝜶3‖
2
𝜶3}
 
 
 

 
 
 

 

عمود است  𝜶1بر  𝜶2شود که با دقت در روند تولید این بردارهای متعامد مشاهده می

 چراکه

(𝜶2, 𝜶1) = ((𝜷2 −
(𝜷2, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1) , 𝜶1) = (𝜷2, 𝜶1) −

(𝜷2, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
(𝜶1, 𝜶1) = 0 

,𝜶1بر  𝜶3به همین ترتیب  𝜶2  بوده و الی آخر؛ اولاً عمود𝜶𝑚+1  مخالف صفر است

,𝜶1〉در گسترة   𝜷𝑚+1چراکه در غیر این صورت  … , 𝜶𝑚〉   و در نتیجه در گسترة

〈𝜷1, … , 𝜷𝑚〉  که خلاف فرض استقلال است ثانیاً گرفته قرار(𝜶𝑚+1, 𝜶𝑖) = به ازای  0

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 زیرا 

                                                           

 
1

Scmidt-Gram 
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(𝜶𝑚+1, 𝜶𝑖) = ((𝜷𝑚+1 −∑
(𝜷𝑚+1, 𝜶𝑗)

‖𝜶𝑗‖
2 𝜶𝑗

𝑚

𝑗=1

) , 𝜶𝑖) 

 توان نوشت( می1-6گیری از ویژگی دوم ضرب داخلی در رابطة )با بهره

(𝜶𝑚+1, 𝜶𝑖) = (𝜷𝑚+1, 𝜶𝑖) −∑
(𝜷𝑚+1, 𝜶𝑗)

‖𝜶𝑗‖
2 (𝜶𝑗 , 𝜶𝑖)

𝑚

𝑗=1

 

,𝜶1〉بردار متعامد  𝑚حال با توجه به فرض استقراء که  … , 𝜶𝑚〉  به یعنی تشکیل شده

𝑖 ازای ≠ 𝑗  ضرب داخلی(𝜶𝑗 , 𝜶𝑖) = است لذا تنها یک جمله از مجموع فوق مخالف  0

𝑖صفر است یعنی فقط به ازای  = 𝑗 شودکه نتیجه می 

(𝜶𝑚+1, 𝜶𝑖) = (𝜷𝑚+1, 𝜶𝑖) −
(𝜷𝑚+1, 𝜶𝑖)

‖𝜶𝑖‖
2

(𝜶𝑖 , 𝜶𝑖) = 0         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚   

𝒒𝑖با یکّه کردن بردارهای حاصل به صورت  متعاقباً  = 𝜶𝑖 ‖𝜶𝑖‖⁄ توان طبق فرآیند می

,𝒒1〉اشمیت مجموعة ارتونرمال  -گرام 𝒒2, … , 𝒒𝑛〉 یعنی  را تشکیل داد(𝒒𝑖 , 𝒒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 

شود تعبیر هندسی این فرآیند مورد بحث زیر سعی می هایدر ادامه و همچنین در مثال

باشد که توسط بردارهای   𝑉زیرفضائی از   𝑊𝑚فرض کنید و بررسی قرار گیرد؛ 
〈𝜷1, … , 𝜷𝑚〉   و متعاقباً پایه ارتونرمال〈𝒒1, … , 𝒒𝑚〉  ملگرعو  گسترده شده است 

𝐸: 𝑉 → 𝑊 را به صورت زیر تعریف کنیم 

∀𝜷 ∈ 𝑉     𝐸𝜷 ≜∑(𝜷, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1

 

𝐸𝜷واضح است که اولاً  ∈ 𝑊𝑚  بوده و𝜷 − 𝐸𝜷  بر کلیة بردارهای𝑊𝑚  و اصطلاحاً بر این

 در 𝜷در واقع تصویر عمودی بردار  𝐸𝜷از نظر هندسی  بنابراین زیرفضا عمود است

 توان نتیجه گرفتاشمیت می -است لذا با بازنویسی فرآیند گرام 𝑊𝑚زیرفضای 

𝜶𝑚+1 = 𝜷𝑚+1 −∑(𝜷𝑚+1, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1

= 𝜷𝑚+1 − 𝐸𝜷𝑚+1 
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آن را از تصویر عمودیش در زیرفضای ماقبل کم به ترتیب یعنی برای تولید هر بردار 

 عمود شماقبلو یا همة بردارهای  نیم در این صورت بردار حاصل بر این زیرفضاکمی

 .شودمی

 

ℬمجموعه ارتونرمال  اگر (2-6) قضیه = 〈𝒒1, 𝒒2, … , 𝒒𝑁〉  فضای برداری  ای برایپایه𝑉 

𝑨اگر  ویک عملگر خطی در آن باشد  𝑇 وبوده  = [𝑇]𝓑  یعنی نمایش ماتریسی

 توان نوشتباشد در این صورت می ℬاین عملگر نسبت به پایة 

𝑎𝑖𝑗 = (𝑇𝒒𝑗 , 𝒒𝑖) 

 با توجه به تعریف نمایش ماتریسی یک عملگر خطی مطابق رابطهاثبات: 

𝑇𝒒𝑗 = ∑ 𝑎𝑚𝑗𝒒𝑚

𝑁

𝑚=1

 

( با استفاده از ویژگیهای ضرب داخلی و با توجه به 17-6و قرار دادن آن در رابطة )

 شودتعامد بردارهای پایه نتیجه می

(𝑇𝒒𝑗 , 𝒒𝑖) = (∑ 𝑎𝑚𝑗𝒒𝑚

𝑁

𝑚=1

, 𝒒𝑖) = ∑ 𝑎𝑚𝑗(𝒒𝑚, 𝒒𝑖)

𝑁

𝑚=1

= ∑ 𝑎𝑚𝑗𝛿𝑚𝑖

𝑁

𝑚=1

= 𝑎𝑖𝑗 

 

 

𝑉 فرض کنید = ℝ3 مجموعه بردارهای  با ضرب داخلی استاندارد و〈𝜷1, 𝜷2, 𝜷3〉  به

𝜷1صورت   = 〈3,0,4〉, 𝜷2 = 〈−1,0,7〉, 𝜷3 =  -بق فرآیند گرامحال ط باشد 〈2,9,11〉

,𝜶1〉مجموعه متعامد اشمیت  𝜶2, 𝜶3〉 توان از روی این بردارها به صورت زیر را می

 ادتشکیل د



 162                                                                                               1ریاضی مهندسی پیشرفته       

 

 

𝜶1 = 𝜷1 = 〈3,0,4〉

𝜶2 = 𝜷2 −
(𝜷2, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 = 〈−1,0,7〉 −

25

25
〈3,0,4〉 = 〈−4,0,3〉

𝜶3 = 𝜷3 −
(𝜷3, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 −

(𝜷3, 𝜶2)

‖𝜶2‖
2
𝜶2

𝜶3 = 〈2,9,11〉 −
50

25
〈3,0,4〉 −

25

25
〈−4,0,3〉 = 〈0,9,0〉 }

 
 
 

 
 
 

 

 عبارت 𝜶2یعنی  شود در تشکیل دومین بردارهمانطور که مشاهده می

(𝜷2, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 

شود؛ همچنین در گسترده می 𝜶1در زیرفضائی است که توسط  𝜷2تصویر عمودی 

 عبارت 𝜶3تشکیل سومین بردار یعنی 

(𝜷3, 𝜶1)

‖𝜶1‖
2
𝜶1 +

(𝜷3, 𝜶2)

‖𝜶2‖
2
𝜶2 

,𝜶1در زیرفضائی است که توسط  𝜷3تصویر عمودی  𝜶2 همچنین با شود. گسترده می

 یکّه کردن این بردارها مجموعه ارتونرمال

𝒒1 = {
0.6
0
0.8
} , 𝒒2 = {

−0.8
0
0.6

} , 𝒒3 = {
0
1
0
} 

 تشکیل خواهد شد.

 

 

𝑉فرض کنید  = 𝑓(𝑥) در بازة  و پایین تر ایهای درجه دوفضای کلیه چندجمله𝑥 ∈

,𝑓1〉متعامد باشد؛ پایة  با ضرب داخلی استاندارد (0,1) 𝑓2, 𝑓3〉 تشکیل  را برای این فضا

 دهید
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,𝑔1〉ای از سِه تابع حل: مجموعه 𝑔2, 𝑔3〉   1〉به صورت, 𝑥, 𝑥2〉  ای برای این فضا پایه

 توان نوشتاشمیت می -حال با استفاده از فرآیند گرام هستند،

𝑓1 = 𝑔1 = 1

𝑓2 = 𝑔2 −
(𝑔2, 𝑓1)

‖𝑓1‖
2
𝑓1 = (𝑥) −

∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑑𝑥
1

0

(1) = 𝑥 −
1

2

𝑓3 = 𝑔3 −
(𝑔3, 𝑓1)

‖𝑓1‖
2
𝑓1 −

(𝑔3, 𝑓2)

‖𝑓2‖
2
𝑓2

𝑓3 = (𝑥2) −
∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑑𝑥
1

0

(1) −
∫ 𝑥2 (𝑥 −

1

2
) 𝑑𝑥

1

0

∫ (𝑥 −
1

2
)
2

𝑑𝑥
1

0

(𝑥 −
1

2
) = 𝑥2 − 𝑥 +

1

6
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 نیز تشکیل دادارتونرمال  توان یک پایهتوابع میدن این همچنین با یکّه کر

 

 بهترین تقریب 6-2-2

چنانچه  حال زیرفضائی از آن باشد 𝑊فضای برداری با ضرب داخلی و  𝑉فرض کنید 

𝜷بردار  ∈ 𝑉  منظور از بهترین تقریب برای آن از بردارهای باشد𝑊  بردار𝜶 ∈ 𝑊  است

 به قسمی که 

∀𝜸 ∈ 𝑊     ‖𝜷 − 𝜶‖ ≤ ‖𝜷 − 𝜸‖ 

𝜶شرط لازم و کافی برای اینکه بردار اولاً  (3-6) قضیه ∈ 𝑊  بهترین تقریب برای بردار

𝜷 ∈ 𝑉  باشد آن است که𝜷 − 𝜶  بر زیرفضای𝑊 .ثانیاً بهترین تقریب  عمود باشد

,𝒒1〉در صورت وجود منحصر به فرد است. ثالثاً اگر  … , 𝒒𝑚〉  پایه ارتونرمالی برای

𝑊 توان نوشتباشد می 

𝜶 =∑(𝜷, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1
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,𝒂به ازای هر دو بردار دلخواه را که زیر  اتحادقبل از اثبات این قضیه اثبات:  𝒃  برقرار

 است در نظر بگیرید

‖𝒂 + 𝒃‖2 = (𝒂 + 𝒃, 𝒂 + 𝒃) = ‖𝒂‖2 + 2𝑅𝑒(𝒂, 𝒃) + ‖𝒃‖2 

های ضرب داخلی قابل اثبات است که به سادگی با بسط دادن و استفاده از ویژگی

𝜷با جایگذاری  حال − 𝜸 = (𝜷 − 𝜶) + (𝜶 − 𝜸) خواهیم داشت 

‖𝜷 − 𝜸‖2 = ‖𝜷 − 𝜶‖2 + 2𝑅𝑒((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸)) + ‖𝜶 − 𝜸‖2 

,𝜶بردارهای  دانیم کهمیاز طرفی  𝜸  هر دو در زیرفضای𝑊  هستند لذا تفاضل آنها

𝜶 − 𝜸  نیر در𝑊 است. 

𝜷اگر  این قضیه یعنی اثبات شرط کافی برایحال  − 𝜶  بر𝑊  خواهیم عمود باشد

𝜷))داشت  − 𝜶), (𝜶 − 𝜸)) =  در نتیجه 0

‖𝜷 − 𝜸‖2 = ‖𝜷 − 𝜶‖2 + ‖𝜶 − 𝜸‖2

‖𝜷 − 𝜸‖ ≥ ‖𝜷 − 𝜶‖
} 

و تساوی برای حالتی است که تعبیر هندسی آن همان قضیه معروف فیثاغورث است 

𝜶که این دو بردار  = 𝜸 ا باین قضیه بایستی برای اثبات شرط لازم  .با هم برابر باشند

 بهترین تقریب باشد یعنی داشته باشیم 𝜶فرض اینکه 

∀𝜸 ∈ 𝑊     ‖𝜷 − 𝜶‖ ≤ ‖𝜷 − 𝜸‖ 

𝜷 که نتیجه شود − 𝜶  بر𝑊  ( به ازای هر بردار 19-6؛ با توجه به اتحاد )استعمود

𝜸∀دلخواه  ∈ 𝑊 توان نوشتمی 

2𝑅𝑒((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸)) + ‖𝜶 − 𝜸‖2 ≥ 0 

𝝉با تعریف بردار  ≜ 𝜶 − 𝜸 توان چنین گفت که به ازای هر بردار دلخواه می∀𝝉 ∈ 𝑊 

 داریم
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2𝑅𝑒((𝜷 − 𝜶), 𝝉) + ‖𝝉‖2 ≥ 0 

 کنیمرا به صورت زیر انتخاب میحال این بردار دلخواه 

𝝉 = −
((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸))

‖𝜶 − 𝜸‖2
(𝜶 − 𝜸) 

 داریمدر این صورت 

‖𝝉‖2 =
|((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸))|

2

‖𝜶 − 𝜸‖2

𝑅𝑒((𝜷 − 𝜶), 𝝉) = −
|((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸))|

2

‖𝜶 − 𝜸‖2 }
 
 

 
 

 

 شود( نتیجه می23-6که با جایگذاری در رابطة )

−
|((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸))|

2

‖𝜶 − 𝜸‖2
≥ 0   ⇒  ((𝜷 − 𝜶), (𝜶 − 𝜸)) = 0  

𝜷لذا  − 𝜶 بر زیرفضای 𝑊 شودنیز اثبات می لازمو به این ترتیب شرط  عمود است. 

,𝜶در خصوص اثبات منحصر به فرد بودن بهترین تقریب فرض کنید  𝜸  هر دو بهترین

 توان نوشتباشند در این صورت می 𝜷تقریب برای بردار 

∀𝜸 ∈ 𝑊     ‖𝜷 − 𝜶‖ ≤ ‖𝜷 − 𝜸‖

∀𝜶 ∈ 𝑊     ‖𝜷 − 𝜸‖ ≤ ‖𝜷 − 𝜶‖
}   ⇒  ‖𝜷 − 𝜶‖ = ‖𝜷 − 𝜸‖ 

𝜶‖در نتیجه  − 𝜸‖2 = 𝜶بایستی  که لزوماً 0 = 𝜸  باشد. در نهایت با توجه به فرایند

 ( واضح است که چنانچه 16-6اشمیت و رابطة ) -گرام

𝜶 =∑(𝜷, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1

 

𝜷در این صورت  − 𝜶  بر زیرفضای𝑊 .عمود است 
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 مکمل عمودی 6-2-3

𝒮 فضای برداری با ضرب داخلی و 𝑉فرض کنید  تعریف: = 〈𝜷1, 𝜷2, … , 𝜷𝑛〉 مجموعه

 ⊥𝒮که آن را با  𝒮ای از بردارهای آن باشد در این صورت منظور از مکمل عمودی 

مکمل عمودی عمود هستند.  𝒮است که بر  𝑉بردارهای  ای ازدهیم مجموعهنمایش می

,𝒙∀دو بردار دلخواه است چراکه به ازای هر  𝑉هر مجموعة دلخواه، زیرفضائی از  𝒚 ∈

𝒮⊥  و به ازای هر بردار دلخواه∀𝒛 ∈ 𝒮  داریم(𝒙, 𝒛) = (𝒚, 𝒛) =  در این صورت  0

((𝑐𝒙 + 𝒚), 𝒛) = 𝑐(𝒙, 𝒛) + (𝒚, 𝒛) = 0 

𝑐𝒙یعنی  + 𝒚 ∈ 𝒮⊥   ترکیب خطی آنها نیز بر𝒮   عمود است؛ لذا به طور کلی اگر

بنامیم در این صورت مکمل عمودی آن  𝑊ابد را یگسترش می 𝒮زیرفضائی که توسط 

𝑊⊥  نیز زیرفضای𝑉  است؛ به این ترتیب مکمل عمودی بردار صفر𝑉 = {𝑶⃗⃗ }
خود  ⊥

⊥𝑉است و همچنین   𝑉فضای  = {𝑶⃗⃗ }  

𝐼باشد در این صورت  𝑊عملگر تصویر عمودی در زیرفضای  𝐸اگر  (4-6) قضیه − 𝐸 

تصویر عمودی بردار  𝐸𝜷است به بیان دیگر اگر  ⊥𝑊عملگر تصویر عمودی در 

𝜷 ∈ 𝑉  در زیرفضای𝑊  باشد𝜷 − 𝐸𝜷 ی آن در تصویر عمود𝑊⊥ است. 

𝜸اثبات: فرض کنید  ∈ 𝑊⊥ توان نوشتباشد در این صورت می 

𝜷 − 𝜸 = (𝐸𝜷) + (𝜷 − 𝐸𝜷 − 𝜸) 

𝜷است لذا  𝑊بر  𝜷تصویر عمودی بردار  𝐸𝜷و چون  − 𝐸𝜷  لزوماً در𝑊⊥  قرار دارد در

𝜷)نتیجه  − 𝐸𝜷 − 𝜸)  در𝑊⊥ ( می19-6قرار دارد بنابراین مطابق اتحاد )توان نوشت 

‖𝜷 − 𝜸‖2 = ‖𝐸𝜷‖2 + ‖𝜷 − 𝐸𝜷 − 𝜸‖2 

 در نتیجه

‖𝜷 − 𝜸‖2 ≥ ‖𝐸𝜷‖2 = ‖𝜷 − (𝜷 − 𝐸𝜷)‖2 

𝜷این رابطه بدان معنا است که  − 𝐸𝜷  بهترین تقریب برای بردار𝜷  در زیرفضای𝑊⊥  

 همان تصویر عمودی آن است. کهاست 
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𝑉فرض کنید  = ℝ3  زیرفضای  با ضرب داخلی استاندارد و𝑊   صفحة𝑥1 + 𝑥3 = 0 

𝜷باشد مطلوب است تصویر عمودی  =  این زیرفضا در 〈1,2,2〉

⊥𝑊 به قسمی که آوریمبه دست می  ⊥𝑊را در   𝜷بردار ابتدا تصویر عمودی  =

𝑆𝑝𝑎𝑛{𝜶}  و𝜶 =  است در این صورت خواهیم داشت 〈1,0,1〉

(𝐼 − 𝐸)𝒙 =
(𝒙, 𝜶)

‖𝜶‖2
𝜶 =

𝑥1 + 𝑥3
2

〈1,0,1〉

(𝐼 − 𝐸)𝜷 =
(𝜷, 𝜶)

‖𝜶‖2
𝜶 =

3

2
〈1,0,1〉

}
 
 

 
 

⇒ [𝐼 − 𝐸] =
1

2
[
1 0 1
0 0 0
1 0 1

] 

𝐼واضح است که عملگر  − 𝐸 است و همانطور که از نمایش ماتریسی  یک عملگر خطی

 است؛ در نتیجه  و هیچة دو رتبة یک آن مشخص است دارای

𝐸𝒙 = 〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3〉 −
𝑥1 + 𝑥3
2

〈1,0,1〉

𝐸𝜷 = 〈1,2,2〉 −
3

2
〈1,0,1〉 =

1

2
〈−1,4,1〉

} ⇒ [𝐸] =
1

2
[
1 0 −1
0 2 0
−1 0 1

] 

 .استیک و هیچة یک عملگر خطی با رتبة دو  𝐸همچنین واضح است که عملگر 

 

 

𝑉فرض کنید  = 𝑓(𝑥) در بازة  و پایین تر ایهای درجه دوفضای کلیه چندجمله𝑥 ∈

𝑊با ضرب داخلی استاندارد و  (0,1) = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑥}  مطلوب است بهترین تقریب   باشد

𝑥برای توابع  +  ⊥𝑊,𝑊در  𝑥3و  1

𝑥حل: تابع  +  در توان تصویر عمودی آن راقرار دارد لذا می  𝑉چون در فضای   1

  به صورت زیر نوشت 𝑊زیرفضای 
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𝐸(𝑥 + 1) =
∫ 𝑥(𝑥 + 1)𝑑𝑥
1

0

∫ (𝑥)2𝑑𝑥
1

0

(𝑥) =
5

2
𝑥 

در نتیجه تصویر عمودی این تابع در است  𝑊عملگر تصویر عمودی در  𝐸به قسمی 

𝑊⊥ برابر است با 

(𝐼 − 𝐸)(𝑥 + 1) = 𝑥 + 1 −
5

2
𝑥 = 1 −

3

2
𝑥 

 توان نوشتمی 𝑊در  𝑥3تابع  محاسبه تصویر عمودی برایهمچنین 

𝐸(𝑥3) =
∫ 𝑥4𝑑𝑥
1

0

∫ (𝑥)2𝑑𝑥
1

0

(𝑥) =
3

5
𝑥 

 ⊥𝑊توان تصویر عمودی آن را در قرار ندارد لذا نمی 𝑉لیکن چون این تابع در فضای 

𝐼 عملگر ا استفاده ازب − 𝐸 برای  ینوشت و بایستی پایه متعامد𝑊⊥ با  لذا تشکیل داد

,𝑥 〉فرض اینکه مجموعه توابع  1, 𝑥2〉 ای برایپایه 𝑉 امهستند با استفاده از فرآیند گر- 

 اشمیت داریم

𝑓1 = 𝑥

𝑓2 = 1 −
∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

0

𝑥 = 1 −
3

2
𝑥

𝑓3 = 𝑥2 −
∫ 𝑥3𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

0

𝑥 −
∫ 𝑥2 (1 −

3

2
𝑥) 𝑑𝑥

1

0

∫ (1 −
3

2
𝑥)

2

𝑑𝑥
1

0

(1 −
3

2
𝑥)

𝑓3 = 𝑥
2 − 𝑥 +

1

6 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

1گسترة دو تابع  ⊥𝑊لذا  −
3

2
𝑥  و𝑥2 − 𝑥 +

1

6
توان تصویر عمودی است و در نتیجه می 

 را در آن به صورت زیر نوشت 𝑥3تابع 
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𝐸′(𝑥3) =
∫ 𝑥3 (1 −

3

2
𝑥)𝑑𝑥

1

0

∫ (1 −
3

2
𝑥)

2

𝑑𝑥
1

0

(1 −
3

2
𝑥) +

∫ 𝑥3 (𝑥2 − 𝑥 +
1

6
) 𝑑𝑥

1

0

∫ (𝑥2 − 𝑥 +
1

6
)
2

𝑑𝑥
1

0

(𝑥2 − 𝑥 +
1

6
)

=
3

2
𝑥2 −

6

5
𝑥 +

1

20
 

 است. ⊥𝑊عملگر تصویر عمودی در ′𝐸به قسمی 

 

 𝑊البعد در زیرفضای متناهی  𝑉عملگر تصویر عمودی از فضای   𝐸اگر   (5-6) قضیه

 باشد در این صورت دارای خواص زیر است

(i) 𝐸  خودتوانی است یعنی𝐸2 = 𝐸 

(ii) 𝐸 یک عملگر خطی است 

(iii)  هستة𝑇  برابر است با𝑁𝐸 = 𝑊⊥  

(iv) 𝑉 = 𝑊⊕𝑊⊥ 

𝜷∀واضح است که به ازای هر بردار دلخواه  (i) اثبات ∈ 𝑉  خواهیم داشت𝐸𝜷 = 𝜶 ∈

𝑊   از طرفی𝐸𝜶 = 𝐸2𝜷 = 𝜶 = 𝐸𝜷   در نتیجه(𝐸2 − 𝐸)𝜷 = 𝑶⃗⃗    و لذا عملگر𝐸2 −

𝐸 = 𝑂  یک عملگر صفر است.  

,𝜷1∀یک عملگر خطی است بایستی به ازای هر  𝐸برای اثبات اینکه  (ii)اثبات  𝜷2 ∈ 𝑉  

𝐸(𝑐𝜷1نشان دهیم که  + 𝜷2) = 𝑐𝐸𝜷1 + 𝐸𝜷2  حال عبارت زیر را که یک اتحاد است

 در نظر بگیرید

𝑐(𝜷1 − 𝐸𝜷1) + (𝜷2 − 𝐸𝜷2) = (𝑐𝜷1 + 𝜷2) − (𝑐𝐸𝜷1 + 𝐸𝜷2) 

 است ⊥𝑊سمت چپ اتحاد فوق برداری در  دانیماز طرفی می

(𝜷1 − 𝐸𝜷1) ∈ 𝑊
⊥

(𝜷2 − 𝐸𝜷2) ∈ 𝑊
⊥

(𝑐𝐸𝜷1 + 𝐸𝜷2) ∈ 𝑊 
(𝑐𝜷1 + 𝜷2) ∈ 𝑉 }
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𝑐𝐸𝜷1)شود که با این نحوه جداسازی اینچنین برداشت می + 𝐸𝜷2)  تصویر عمودی

(𝑐𝜷1 + 𝜷2) توان نوشت است در نتیجه می𝐸(𝑐𝜷1 + 𝜷2) = (𝑐𝐸𝜷1 + 𝐸𝜷2)  که به

 است. 𝐸مفهوم خطی بودن عملگر 

,𝒒1〉فرض کنید  (iii)اثبات  𝒒2, … , 𝒒𝑚〉  پایة ارتونرمالی برای زیرفضای𝑊  باشد در این

𝜷∀صورت به ازای هر بردار دلخواه  ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

𝐸𝜷 =∑(𝜷, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1

 

𝜷حال اگر  ∈ 𝑊⊥  باشد(𝜷, 𝜶𝑗) = 𝐸𝜷و در نتیجه  0 = 𝑶⃗⃗   یعنی𝑁𝐸 = 𝑊⊥  و برعکس

𝐸𝜷اگر  = 𝑶⃗⃗  شود با توجه به استقلال بردارهای پایه نتیجه می(𝜷, 𝒒𝑗) = 𝜷یعنی  0 ∈

𝑊⊥  اثبات(iv)  واضح است که𝑊 ∩𝑊⊥ = {𝑶⃗⃗ }  و به ازای هر بردار∀𝜷 ∈ 𝑉 توان به می

𝜷صورت منحصر به فرد نوشت  = (𝐸𝜷) + (𝜷 − 𝐸𝜷) 

دانیم که های فوق برای هر عملگر تصویر عمودی برقرار است به عنوان مثال میویژگی

𝐼 − 𝐸   عملگر تصویر عمودی در𝑊⊥   لذا داریم است(𝐼 − 𝐸)2 = 𝐼 − 𝐸   و همچنین
𝑁𝐼−𝐸 = 𝑊  

 

 نامساوی بسل 6-2-4

نامساوی بسل از نظر هندسی به این معنی است که طول هر بردار از طول تصویر 

,𝜶1〉فضای برداری با ضرب داخلی و  𝑉فرض کنید عمودیش بزرگتر است؛  𝜶2, … , 𝜶𝑚〉 

𝜷∀ای متعامد از بردارهای آن باشد در این صورت به ازای هر بردار دلخواه مجموعه ∈

𝑉 داریم 

‖𝜷‖2 ≥∑
|(𝜷, 𝜶𝑗)|

2

‖𝜶𝑗‖
2

𝑚

𝑗=1
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و تساوی در حالتی برقرار است که این بردار در گسترة آن مجموعه قرار گیرد. با تعریف 

𝑊زیرفضای  = 𝑆𝑝𝑎𝑛〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑚〉  و اگر𝐸 در  عملگر تصویر عمودی در آن باشد

𝜷∀این صورت  ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

‖𝜷‖2 = ‖𝐸𝜷‖2 + ‖𝜷 − 𝐸𝜷‖2         ⇒       ‖𝜷‖2 ≥ ‖𝐸𝜷‖2 

 از طرفی 

  

‖𝐸𝜷‖2 = (∑
(𝜷, 𝜶𝑖)

‖𝜶𝑖‖
2
𝜶𝑖  ,∑

(𝜷, 𝜶𝑗)

‖𝜶𝑗‖
2 𝜶𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

) =∑∑
(𝜷,𝜶𝑖)(𝜷, 𝜶𝑗)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

‖𝜶𝑖‖
2‖𝜶𝑗‖

2 (𝜶𝑖 , 𝜶𝑗)

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1

 

 بردارها داریماین مجموعه و با توجه به تعامد 

‖𝐸𝜷‖2 =∑
|(𝜷, 𝜶𝑗)|

2

‖𝜶𝑗‖
2

𝑚

𝑗=1

 

𝑉فرض کنید  با ضرب داخلی استاندارد به عنوان مثال در فضای تابعی = 𝑓(𝑡)  فضای

𝑡در بازة توابع با مقدار مختلط کلیه  ∈ به   {𝑒2𝑘𝜋𝑖𝑡}باشد در این صورت مجموعه (0,1)

𝑘ازای مقادیر صحیح  ∈ ℤ  یک مجموعه ارتونرمال است در نتیجه مطابق نامساوی بسل

 داریم

∫ |𝑓|2𝑑𝑡
1

0

≥∑|∫ 𝑓(𝑡)𝑒
−2𝑘𝜋𝑖𝑡𝑑𝑡

1

0

|

2𝑛

−𝑛

 

 در گسترة این مجموعه قرار گیرد. 𝑓(𝑡)و تساوی در حالتی برقرار است که تابع 

 

 QRقضیه تجزیه  6-2-5

ارتونرمال است اگر بردارهای ستونی آن یکّه و متعامد باشند  𝑸𝑀×𝑁ماتریس حقیقی 

𝑸𝑇𝑸در این صورت  = 𝑰 شود حال اگر و ماتریس ارتونرمال مربعی متعامد نامیده می
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,𝜷1〉بردارهای مستقل  𝜷2, … , 𝜷𝑁〉  ستونهای ماتریس𝑨𝑀×𝑁 هند در این دتشکیل  را

توان را می  𝑹𝑁×𝑁و ماتریس بالامثلثی غیرمنفرد   𝑸𝑀×𝑁صورت ماتریس ارتونرمال 

𝑨 به قسمی کهتشکیل داد  = 𝑸𝑹 میت اش -تفاده از فرآیند گرامبه این ترتیب که با اس

تشکیل داد به عنوان مثال  𝑨توان مجموعه متعامدی از روی ستونهای ماتریس می

 برای چهار ستون اول داریم

𝜶1 = 𝜷1
𝜶2 = 𝜷2 − (𝜷2, 𝒒1)𝒒1

𝜶3 = 𝜷3 − (𝜷3, 𝒒1)𝒒1 − (𝜷3, 𝒒2)𝒒2
𝜶4 = 𝜷4 − (𝜷4, 𝒒1)𝒒1 − (𝜷4, 𝒒2)𝒒2 − (𝜷4, 𝒒3)𝒒3}

 

 
 

 حال با تعریف 

𝑟𝑖𝑖 = ‖𝜶𝑖‖,   𝒒𝑖 =
𝜶𝑖
‖𝜶𝑖‖

,   𝑟𝑖𝑗 = (𝜷𝑗 , 𝒒𝑖) 

 داریم

𝜷1 = 𝑟11𝒒1
𝜷2 = 𝑟22𝒒2 + 𝑟12𝒒1

𝜷3 = 𝑟33𝒒3 + 𝑟23𝒒2 + 𝑟13𝒒1

𝜷𝑛 = 𝑟𝑛𝑛𝒒𝒏 +⋯+ 𝑟2𝑛𝒒2 + 𝑟1𝑛𝒒1}
 
 

 
 

 

 و یا به صورت ماتریسی

𝑨 = 〈𝜷1, 𝜷2, … , 𝜷𝑁〉 = 〈𝒒1, 𝒒2, … , 𝒒𝑁〉 [

𝑟11
0
⋮
0

𝑟12
𝑟22

0

⋯

⋱

𝑟1𝑛
𝑟2𝑛

𝑟𝑛𝑛

] = 𝑸𝑹 
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 حلدرونیابی خطی و بهترین  6-2-6

𝑨𝒙فرض کنید دستگاه معادلات  = 𝒃 حل وجود  برای آن ناسازگار باشد در این صورت

را برای این دستگاه  𝒙ندارد؛ حال فرض کنید بخواهیم بهترین تقریب از بردارهای 

 که کنیمتعریف میآن را به این صورت بهترین تقریب باشد  𝒙𝑚بیابیم؛ اگر 

∀𝒙 ∈ ℝ𝑁   ‖ 𝒃 − 𝑨𝒙𝑚‖ ≤ ‖ 𝒃 − 𝑨𝒙‖ 

𝑨𝒙𝑚در نتیجه  = 𝒃⊥  یعنی تصویر عمودی بردار𝒃  در فضای ستونی ماتریس𝑨  خواهد

𝑨که با توجه به تجزیه بود  = 𝑸𝑹  گستره ستونهای𝑨  با گستره ستونهای𝑸  یکسان

 توان نوشتاست و لذا می

𝒃⊥ =∑(𝒃, 𝒒𝑗)𝒒𝑗

𝑚

𝑗=1

= (𝒒1)(𝒒1)
𝑇𝒃 + ⋯+ (𝒒𝑁)(𝒒𝑁)

𝑇𝒃 = 𝑸𝑸𝑇𝒃 

⊥𝒃در نتیجه با جایگذاری  = 𝑸𝑸𝑇𝒃 در دستگاه معادله داریم 

𝑨𝒙𝑚 = 𝑸𝑹𝒙𝑚 = 𝑸𝑸𝑇𝒃 

نتیجه  𝑹−1و سپس در  𝑸𝑇با ضرب طرفین دستگاه فوق از سمت چپ به ترتیب در 

 شودمی

𝒙𝑚 = 𝑹−1𝑸𝑇𝒃 

توان با ضرب کردن که این نتیجه را میشود به سادگی و با جایگذاری ثابت میحال 

 ت آوردنیز به دس 𝑨𝑇دستگاه معادله از سمت چپ در 

𝑨𝑇𝑨𝒙𝑚 = 𝑨𝑇𝒃  ⇒ 𝒙𝑚 = (𝑨𝑇𝑨)−1𝑨𝑇𝒃  

𝑹𝑇𝑹𝒙𝑚 = 𝑹𝑇𝑸𝑇𝒃  ⇒ 𝒙𝑚 = 𝑹−1𝑸𝑇𝒃  
} 
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ترین مثال از یک دستگاه ناسازگار، دو برای درک بیشتر مطالب فوق به عنوان ساده

}معادله و یک مجهول را به صورت 
𝑥 = 1
𝑥 = 2

؛ با یک قضاوت منطقی  میدر نظر بگیرید 

𝑥توان گفت بهترین جواب دستگاه فوق  =  یعنی متوسط جواب دو معادله است 1.5

𝑨در این حالت ماتریس دستگاه  = [
1
1
 داریم 𝑨𝑇بوده که با ضرب طرفین آن در  [

〈1 1〉 [
1
1
] 𝑥 = 〈1 1〉 {

1
2
} ⇒ 2𝑥 = 3 

2𝑥که منجر به معادله   = 𝑥شده و در نتیجه  3 = خواهد شد. حال فرض کنید  1.5

یکی از معادلات دستگاه اخیر را در یک اسکالر مخالف صفر ضرب کنیم مثلاً دومین 

} معادله را دو برابر کنیم یعنی دستگاه به صورت
𝑥 = 1
2𝑥 = 4

این رسد به نظر می؛ باشد  

چون ماتریسهای افزوده آنها همارز باشند همقبل اه معادلات دستگدستگاه معادله با 

ارزند و قاعدتاً بایستی جواب یکسانی داشته باشند لیکن اینطور نیست چراکه با ضرب 

 داریم 𝑨𝑇طرفین آن در 

〈1 2〉 [
1
2
] 𝑥 = 〈1 2〉 {

1
4
} ⇒ 5𝑥 = 9 

5𝑥که منجر به معادله  = 𝑥شده و در نتیجه  9 = این اختلاف جواب خواهد شد؛  1.8

𝑥 در واقعبه این صورت قابل توجیه است که  = 𝑥بهترین جواب دستگاه قبلی  1.5 →

𝑥 همچنین به سمت عدد دو و 1 سمت عدد یک را به 𝑥یعنی مجهول  1 → نزدیک  2

𝑥این دستگاه جواب در حالی که بهترین کرده  = 𝑥ای است که به گونه 1.8 → و  1

2𝑥 →  شودنزدیک می 4

 

 

 ه به مختصات نقطسه که از را  𝑥𝑦بهترین معادله خطی در صفحه د بخواهیم فرض کنی

{
1
1
} , {

2
2
} , {

2
3
کند به دست آوریم؛ در حل این گونه مسائل باید به این نکته عبور می {
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شود جوابهای خط در نظر گرفته می یک که برای ایتوجه کرد که بسته به نوع معادله

خط به صورت بهترین معادله اگر فرض کنید آید به عنوان مثال متفاوتی به دست می

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 =  آن دستگاه در هر سه نقطه با قرار دادن مختصات مورد نظر باشد  1

[
1 1
2
2

2
3
] {
𝑎
𝑏
} = {

1
1
1
} 

 به صورت 𝑨𝑇در  آن و با ضرب طرفیناست که یک دستگاه ناسازگار حاصل شده 

[
1 2 2
1 2 3

] [
1 1
2
2

2
3
] {
𝑎
𝑏
} = [

1 2 2
1 2 3

] {
1
1
1
} 

 رسیمبه دستگاه سازگار زیر می

[
9 11
11 14

] {
𝑎
𝑏
} = {

5
6
} ⇒ {

𝑎
𝑏
} =

1

5
[
14 −11
−11 9

] {
5
6
} =

1

5
{
4
−1
} 

0.8𝑥به معادلة  بهترین خط و در نهایت − 0.2𝑦 = بخواهیم . حال اگر شودمنجر می 1

𝑦معادله خط به صورت  = 𝑎𝑥 + 𝑏 ًبا قرار دادن مختصات  را به دست آوریم مجددا

  در آن دستگاهنقاط 

[
1 1
2
2

1
1
] {
𝑎
𝑏
} = {

1
2
3
} 

 به صورت 𝑨𝑇که با ضرب طرفین آن در حاصل شده 

[
1 2 2
1 1 1

] [
1 1
2
2

1
1
] {
𝑎
𝑏
} = [

1 2 2
1 1 1

] {
1
2
3
} 

 رسیمبه دستگاه سازگار زیر می

[
9 5
5 3

] {
𝑎
𝑏
} = {

11
6
} ⇒ {

𝑎
𝑏
} =

1

2
[
3 −5
−5 9

] {
11
6
} =

1

2
{
3
−1
} 

𝑦و در نهایت به معادلة  = 1.5𝑥 − شود . همانطور که مشاهده میشودمنجر می 0.5

آید لذا بایستی به این نکته توجه کرد که محاسبه کدام جوابهای متفاوتی به دست می

𝑎𝑥به صورتی است که  اوّلین جواب بیشتری دارد، در این مثالمجهول اهمیّت  +
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𝑏𝑦 → 𝑎𝑥نزدیک شده در حالی که در حالت دوم به سمت عدد یک   1 + 𝑏 → 𝑦 

 .شودنزدیک می

 خودالحاقی و یکانی هایعملگر  6-3

 عملگر الحاقی 6-3-1

 با یک عملگر خطی در آن باشد در این صورت الحاقی آن را 𝑇فضای برداری و  𝑉اگر 

𝑇∗ ؛ که به ازای هر دو بردار دلخواه کنیمنمایش داده و مطابق رابطة زیر تعریف می
𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉     (𝑇𝒙, 𝒚) = (𝒙, 𝑇∗𝒚) 

,𝒚1که به ازای هر دو بردار  چرا یک عملگر خطی است ∗𝑇 اولاً عملگر الحاقی 𝒚2 ∈ 𝑉 

𝑐و به ازای هر اسکالر  ∈ 𝔽 توان نوشتمی 

(𝑇𝒙, 𝑐𝒚1 + 𝒚2) = 𝑐̅(𝑇𝒙, 𝒚1) + (𝑇𝒙, 𝒚2) = 𝑐̅(𝒙, 𝑇
∗𝒚1) + (𝒙, 𝑇

∗𝒚2) 
= (𝒙, 𝑐𝑇∗𝒚1) + (𝒙, 𝑇

∗𝒚2) = (𝒙, 𝑐𝑇∗𝒚1 + 𝑇
∗𝒚2) 

 توان نوشتنیز میاز طرفی 

(𝑇𝒙, 𝑐𝒚1 + 𝒚2) = (𝒙, 𝑇
∗(𝑐𝒚1 + 𝒚2)) 

 در نتیجه خواهیم داشت

𝑇∗(𝑐𝒚1 + 𝒚2) = 𝑐𝑇∗𝒚1 + 𝑇
∗𝒚2 

ز بلافاصله بعد ابا توجه به تعریف فوق یک عملگر خطی است.  ∗𝑇یعنی عملگر الحاقی 

شود به عنوان تعریف هر عملگر خطی در یک فضای برداری، الحاقی آن مشخص می

 توان مورد توجه قرار داد.مثال موارد زیر را می
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𝑉فرض کنید  = ℂ𝑁 عملگر خطی  با ضرب داخلی استاندارد و𝑇  صورتاین در آن به 

𝒙∀تعریف شود که به ازای هر بردار دلخواه  ∈ 𝑉  داشته باشیم𝑇𝒙 ≜ 𝑴𝒙  به قسمی که

𝑴𝑁×𝑁  باشد. در این صورت برای تعریف الحاقی آن با توجه مشخص مربع یک ماتریس

 توان نوشتبه تعریف ضرب داخلی می

(𝑇𝒙, 𝒚) = (𝑴𝒙, 𝒚) = 𝒚∗𝑴𝒙 = (𝑴∗𝒚)∗𝒙 = (𝒙,𝑴∗𝒚) = (𝒙, 𝑇∗𝒚) 

𝒙∀در نتیجه عملگر الحاقی به صورت  ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇∗𝒙 = 𝑴∗𝒙 شود.مشخص می 

 

 

𝑉فرض کنید  = ℂ𝑀×𝑁  عملگر خطی  با ضرب داخلی استاندارد و𝑇   در آن به این

𝑨∀دلخواه ماتریس صورت تعریف شود که به ازای هر  ∈ 𝑉  داشته باشیم𝑇𝑨 ≜ 𝑴𝑨 

یک ماتریس مربع مشخص باشد. در این صورت برای تعریف  𝑴𝑀×𝑀به قسمی که 

 توان نوشتمی ضرب داخلی استاندارد الحاقی آن با توجه به تعریف

(𝑇𝑨, 𝑩) = (𝑴𝑨,𝑩) = 𝑡𝑟(𝑩∗𝑴𝑨) = 𝑡𝑟((𝑴∗𝑩)∗𝑨) = (𝑨,𝑴∗𝑩) = (𝑨, 𝑇∗𝑩) 

𝑨∀در نتیجه عملگر الحاقی به صورت  ∈ 𝑉 ⇒ 𝑇∗𝑨 = 𝑴∗𝑨 شود.مشخص می 

 

𝓑اگر مجموعه ارتونرمال  (6-6) قضیه = 〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑁〉  فضای برداری  ای برایپایه

𝑉  بوده و𝑇  یک عملگر خطی در آن باشد در این صورت اگر𝑨 = [𝑇]𝓑  یعنی

𝓑[∗𝑇]باشد در این صورت  𝓑نمایش ماتریسی این عملگر نسبت به پایة  = 𝑨
∗ 

 𝑨ماتریس  مقلوب هرمیتیبرابر با  𝓑نسبت به پایه  ∗𝑇یعنی نمایش ماتریسی 

 است.

𝑩فرض کنید ثبات: ا = [𝑇∗]𝓑 ( می17-6باشد در این صورت با توجه به رابطة ) توان

𝑏𝑖𝑗نوشت  = (𝑇
∗𝜶𝑗 , 𝜶𝑖) در نتیجه 
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𝑏𝑖𝑗 = (𝑇
∗𝜶𝑗 , 𝜶𝑖) = (𝜶𝑗 , 𝑇𝜶𝑖) = (𝑇𝜶𝑖, 𝜶𝑗)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑗𝑖 

𝑩که به آن معنی است که ماتریس  = 𝑨∗ باشد.می 

 

 عملگر خود الحاقی 6-3-2

𝑇یک عملگر خطی در آن باشد به قسمی که  𝑇فضای برداری و  𝑉ر اگ = 𝑇∗  یعنی با

جه با تورا یک عملگر خودالحاقی گویند؛ ین صورت آن الحاقی خودش برابر باشد در ا

بدیهی است که نمایش ماتریسی یک عملگر خود الحاقی نسبت ( 6-6)قبل  به قضیه

𝑨 پایه ارتونرمال برابر یک ماتریس هرمیتییک به  = 𝑨∗ توان همچنین می .خواهد شد

عملگر خود الحاقی المثنی و یا تعمیم عملگر تصویر عمودی در فضای اقلیدسی گفت 

توان ثابت کرد که در حالت کلی هر عملگر به یک فضای برداری دلخواه است و می

 تصویر عمودی، خود الحاقی است.

𝑇و  ℂفضای برداری بر روی میدان  𝑉اگر  (7-6) قضیه = 𝑇∗  یک عملگر خود الحاقی

در آن باشد در این صورت اولاً مقادیر ویژة آن همگی حقیقی بوده و ثانیاً بردارهای 

 دیر ویژة متمایزش بر هم عمود هستند.ویژه نظیر مقا

𝑐اثبات: فرض کنید   ∈ ℂ  عملگر واین یک مقدار ویژة 𝜶 ∈ 𝑉 باشد  شبردار ویژة نظیر

𝑇𝜶در این صورت  = 𝑐𝜶 توان نوشتو می 

(𝑇𝜶, 𝜶) = (𝑐𝜶, 𝜶) = 𝑐(𝜶, 𝜶) = 𝑐‖𝜶‖2

(𝑇𝜶, 𝜶) = (𝜶, 𝑇𝜶) = (𝜶, 𝑐𝜶) = 𝑐̅(𝜶, 𝜶) = 𝑐̅‖𝜶‖2
} ⇒ (𝑐 − 𝑐̅)‖𝜶‖2 = 0  

𝜶 از طرفی با توجه به اینکه ≠ 𝑶⃗⃗   است در نتیجهبردار ویژه مخالف صفر ‖𝜶‖ ≠ 0 

𝑐 بایستیطول آن نیز مخالف صفر بوده و لذا  = 𝑐̅ باشد یعنی 𝑐 ∈ ℝ  بنابراین مقدار

𝑑همچنین اگر  .حقیقی است ویژة یک عملگر خود الحاقی لزوماً ≠ 𝑐  یک مقدار ویژة

𝜷بوده و  𝑇دیگر عملگر  ∈ 𝑉  در این صورت بردار ویژة نظیرش باشد𝑇𝜷 = 𝑑𝜷 و می

 توان نوشت
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(𝑇𝜶, 𝜷) = (𝑐𝜶, 𝜷) = 𝑐(𝜶, 𝜷)

(𝑇𝜶, 𝜷) = (𝜶, 𝑇𝜷) = (𝜶, 𝑑𝜷) = 𝑑̅(𝜶, 𝜷) = 𝑑(𝜶, 𝜷)
} ⇒ (𝑐 − 𝑑)(𝜶, 𝜷) = 0 

𝑑از طرفی با توجه به اینکه  ≠ 𝑐  مقادیر ویژه متمایز هستند در نتیجه لزوماً بایستی
(𝜶, 𝜷) =  باشد که به معنای تعامد بردارهای ویژة متمایز است. 0

𝑨نتیجه اینکه اگر ماتریس  = 𝑨∗  هرمیتی باشد در این صورت کلیّة مقادیر ویژة آن

حقیقی بوده و بردارهای ویژه نظیر مقادیر ویژة متمایزش بر هم عمودند همچنین اگر 

𝑨ماتریس حقیقی  = 𝑨𝑇  متقارن باشد در این صورت کلیّة مقادیر ویژة آن حقیقی

 .ندبوده و بردارهای ویژه نظیر مقادیر ویژة متمایزش بر هم عمود

 عملگر یکانی 6-3-3

برداری  به یک فضای عملگر یکانی المثنی و یا تعمیم عملگر دوران در فضای اقلیدسی

است به قسمی که زاویه بین دو بردار و همچنین طول یک بردار را تغییر نمی دلخواه

در این فضا را یکانی  𝑈 با ضرب داخلی باشد عملگر خطی فضای برداری 𝑉اگر دهد؛  

,𝒙اگر به ازای هر دو بردار دلخواه گویند  𝒚 ∈ 𝑉 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉     
(𝑈𝒙, 𝑈𝒚) = (𝒙, 𝒚)

‖𝑈𝒙‖ = ‖𝒙‖
} 

𝑈𝒙واضح است که عملگر یکانی غیرمنفرد است چراکه اگر  = 𝑶⃗⃗   باشد خواهیم داشت
‖𝑈𝒙‖ = ‖𝒙‖و به تبع  0 = 𝒙شود که نتیجه می 0 = 𝑶⃗⃗   معکوس پذیر است در نتیجه

 چراکه نیز یک عملگر یکانی است 𝑈−1 و همچنین معکوس آن

𝑈𝒙 = 𝒚 ⇒  𝒙 = 𝑈−1𝒚 

‖𝑈−1𝒚‖ = ‖𝒙‖ = ‖𝑈𝒙‖ = ‖𝒚‖
} 

,𝑈1همچنین اگر  𝑈2  دو عملگر یکانی باشند حاصلضرب آنها(𝑈1𝑈2)  نیز یک عملگر

 یکانی است چراکه

‖(𝑈1𝑈2)𝒙‖ = ‖𝑈1(𝑈2𝒙)‖ = ‖𝑈2𝒙‖ = ‖𝒙‖ 

 دهند.بنابراین مجموعه عملگرهای یکانی تشکیل یک گروه می
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 که یکانی باشد آن است 𝑈شرط لازم و کافی برای اینکه عملگر خطی  (8-6) قضیه

𝑈∗𝑈 با معکوس آن برابر باشد به بیان دیگرآن  الحاقی = 𝑈𝑈∗ = 𝐼 

یکانی باشد لذا به ازای  𝑈این قضیه فرض کنید عملگر شرط کافی اثبات: برای اثبات 

,𝒙∀هر دو بردار دلخواه  𝒚 ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

(𝑈𝒙, 𝒚) = (𝑈𝒙, 𝑈𝑈−1𝒚) = (𝒙, 𝑈−1𝒚) = (𝒙, 𝑈∗𝒚) 

∗𝑈شود که نتیجه می = 𝑈−1  فرضیعنی شرط لازم برای اثبات طرف دیگر این قضیه 

𝑈∗𝑈کنید  = 𝐼 توان نوشتمی در نتیجه باشد 

(𝑈𝒙, 𝑈𝒚) = (𝒙, 𝑈∗𝑈𝒚) = (𝒙, 𝐼𝒚) = (𝒙, 𝒚) 

برای اثبات شرط کافی این قضیه فرض کنید  یکانی است. 𝑈عملگر  شودکه نتیجه می

,𝒙∀یکانی باشد لذا به ازای هر دو بردار دلخواه  𝑈 عملگر 𝒚 ∈ 𝑉 توان نوشتمی 

(𝑈𝒙, 𝒚) = (𝑈𝒙, 𝑈𝑈−1𝒚) = (𝒙, 𝑈−1𝒚) = (𝒙, 𝑈∗𝒚) 

∗𝑈شود که نتیجه می = 𝑈−1  برای اثبات طرف دیگر این قضیه یعنی شرط لازم فرض

𝑈∗𝑈کنید  = 𝐼 توان نوشتباشد در نتیجه می 

(𝑈𝒙, 𝑈𝒚) = (𝒙, 𝑈∗𝑈𝒚) = (𝒙, 𝐼𝒚) = (𝒙, 𝒚) 

در نتیجه واضح است که نمایش ماتریسی هر  یکانی است. 𝑈شود عملگر که نتیجه می

نسبت به یک پایة ارتونرمال برابر یک ماتریس یکانی خواهد بود  𝑈عملگر یکانی مانند 

𝑨∗𝑨یعنی  = 𝑨𝑨∗ = 𝑰 

 

 

𝑉فرض کنید  = ℂ𝑁 عملگر یکانی  با ضرب داخلی استاندارد و𝑈  در آن به این صورت

𝒙∀تعریف شود که به ازای هر بردار دلخواه  ∈ 𝑉  داشته باشیم𝑈𝒙 = 𝑨𝒙  در این صورت

 توان نوشتبا توجه به تعریف ضرب داخلی می

(𝑈𝒙, 𝑈𝒚) = (𝑨𝒙, 𝑨𝒚) = (𝑨𝒚)∗(𝑨𝒙) = 𝒚∗𝑨∗𝑨𝒙 = 𝒚∗𝒙 
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𝑨∗𝑨بایستی  𝑨𝑁×𝑁بنابراین برای ماتریس مربع  = 𝑨𝑨∗ = 𝑰  ماتریس باشد یعنی یک

|𝑑𝑒𝑡𝑨|و اندازة دترمینان آن برابر  یکانی است = یعنی مقدار دترمینان در صفحة  1

 عبارت است از  مختلط بر روی دایرة واحد قرار دارد نمایش اندیسی روابط اخیر

∑ 𝑎𝑖𝑚𝑎̅𝑗𝑚

𝑁

𝑚=1

= ∑ 𝑎̅𝑚𝑖𝑎𝑚𝑗

𝑁

𝑚=1

= 𝛿𝑖𝑗 

دهند ونرمال میستونهای یک ماتریس یکانی تشکیل یک مجموعه ارتسطرها و یعنی 

های حقیقی را یک ماتریس متعامد گویند که برای همچنین ماتریس یکانی با درایه

𝑨𝑇𝑨آن رابطه به صورت  = 𝑨𝑨𝑇 = 𝑰  در این حالت قدر مطلق  برقرار خواهد بود

𝑑𝑒𝑡𝑨دترمینان برابر واحد است و  = ±1 

 

 

𝑨2×2فرض کنید بخواهیم شکل کلی ماتریسهای  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

را به دست آوریم یکانی  [

 در این صورت داریم

𝑨∗ = 𝑨−1 = [
𝑎̅ 𝑐̅
𝑏̅ 𝑑̅

] =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

𝑎𝑑|با اعمال شرط  − 𝑏𝑐| = 𝑎𝑑به صورت  1 − 𝑏𝑐 = 𝑒𝑖𝛼  ،𝛼 ∈ ℝ خواهیم داشت 

𝑨 = [
𝑎 𝑏

−𝑏̅𝑒𝑖𝛼 𝑎̅𝑒𝑖𝛼
]    |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1   𝑎, 𝑏 ∈ ℂ 

𝑨2×2همچنین فرض کنید بخواهیم شکل کلی ماتریسهای  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

متعامد را به  [

 دست آوریم در این صورت داریم

𝑨𝑇 = 𝑨−1 = [
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

] =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

𝑎𝑑با اعمال شرط  − 𝑏𝑐 =  به دو شکل کلی زیر خواهیم رسید ±1

𝑨 = [
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

]         𝑨 = [
𝑎 𝑏
𝑏 −𝑎

]         𝑎2 + 𝑏2 = 1 
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𝓑اگر مجموعه بردارهای  (9-6) قضیه = 〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑁〉   و𝓑′ = 〈𝜶1
′ , 𝜶2

′ , … , 𝜶𝑁
′ دو   〈

منحصر  𝑈عملگر خطی باشند در این صورت  𝑉پایة ارتونرمال برای فضای برداری 

𝑈𝜶𝑖به فرد که توسط رابطة  = 𝜶𝑖
 شود یک عملگر یکانی استتعریف می ′

اثبات: برای درک بهتر تعبیر هندسی این قضیه در فضای اقلیدسی همان دوران 

گیرد. در متعامد صورت می مختصات دکارتی به دکارتی است که توسط یک ماتریس

 حالت کلی داریم

(𝑈𝜶𝑖 , 𝑈𝜶𝑗) = (𝜶𝑖
′ , 𝜶𝑗

′) = 𝛿𝑖𝑗 = (𝜶𝑖 , 𝜶𝑗) 

ماتریس ارتباط بین بردارهای  𝑷از طرفی اگر لذا واضح است که یک عملگر یکانی است 

 توان نوشتاین دو پایه باشد می

𝜶𝑖
′ =∑𝑝𝑗𝑖𝜶𝑗

𝑁

𝑗=1

= 𝑈𝜶𝑖 

𝑷شود این ماتریس برابر که نتیجه می = [𝑈]𝓑  یعنی نمایش ماتریسی عملگر𝑈  نسبت

𝑷∗𝑷است و لذا یک ماتریس یکانی است  𝓑به پایة  = 𝑷𝑷∗ = 𝑰 و بنابراین اگر 𝑇  یک

𝓑[𝑇]و  باشد  𝑉 عملگر خطی دلخواه در فضای برداری = 𝑨   و[𝑇]𝓑′ = 𝑩   در این

𝑩 توان نوشتصورت می = 𝑷−1𝑨𝑷 = 𝑷∗𝑨𝑷   و گوئیم ماتریسهای𝑨,𝑩   به صورت

𝑩هستند در فضای حقیقی رابطه به صورت  1یکانی با یکدیگر متشابه = 𝑷𝑇𝑨𝑷  در

 هستند. 2متعامداً با یکدیگر متشابه 𝑨,𝑩آید که در این صورت گوئیم ماتریسهای می

 

                                                           

 
1

Unitarily Similar 

 
2

Orthogonally Similar 
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نامتغیّر  𝑇تحت عملگر خطی  𝑉از فضای برداری  𝑊اولاً اینکه زیرفضای  (10-6) قضیه

𝒙∀است اگر به ازای هر  ∈ 𝑊 اشته باشیم د𝑇𝒙 ∈ 𝑊  ثانیاً اگر زیرفضای𝑊  تحت

 نامتغیّر است. ∗𝑇تجت  ⊥𝑊نامتغیّر باشد در این صورت  𝑇عملگر 

نامتغیّر است واضح است که به  𝑇تحت عملگر  𝑊اثبات: با توجه به اینکه زیرفضای 

𝒙∀ازای هر  ∈ 𝑊   و∀𝒚 ∈ 𝑊⊥   داریم(𝑇𝒙, 𝒚) = (𝒙, 𝑇∗𝒚) = 𝑇∗𝒚بنابراین   0 ∈ 𝑊⊥ 

 .نامتغیّر است ∗𝑇تجت  ⊥𝑊است یعنی 

𝑑𝑖𝑚(𝑉)البُعد فضای برداری متناهی  𝑉اگر  (11-6) قضیه = 𝑁   و𝑇 = 𝑇∗   یک عملگر

توان یافت به می 𝑉خود الحاقی در آن باشد در این صورت پایة ارتونرمالی برای 

 باشند. 𝑇قسمی که بردارهایش بردارهای ویژة 

شود این قضیه برای فضا یا یعنی فرض میاثبات: به طریق استقراء بر روی بُعد فضا؛ 

𝑁زیرفضای  − 𝜶بُعدی صادق است. اگر  1 ∈ 𝑉  بردار ویژة عملگر𝑇  باشد واضح است

𝜶1که زیرفضای با بُعد واحد که توسط بردار یکّة  ≜ 𝜶/‖𝜶‖ ابد یگسترش می𝑊 =

𝑆𝑝𝑎𝑛{𝜶1}   تحت عملگر𝑇   نامتغیّر است در نتیجه𝑊⊥   با بُعد𝑑𝑖𝑚(𝑊⊥ ) = 𝑁 − 1 

𝑇جت ت = 𝑇∗  نامتغیّر است و طبق فرض استقراء پایه ارتونرمال〈𝜶2, 𝜶3, … , 𝜶𝑁〉  برای

𝑊⊥   وجود دارد به قسمی که بردارهایش بردارهای ویژة𝑇 دانیم باشند از طرفی می

⊥𝑊⊕𝑊که  = 𝑉   بنابراین مجموعة𝓑 = 〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑁〉   پایة ارتونرمالی برای

هستند و لذا نمایش ماتریسی  𝑇است به قسمی که بردارهایش بردارهای ویژة  𝑉فضای 

 آن نسبت به این پایه عبارت است از

[𝑇]𝓑 = [

𝑐1
𝑐2

⋱
𝑐𝑁

] 

هستند  𝑇ها که همگی حقیقی هستند مقادیر ویژة این عملگر خطی 𝑐𝑖به قسمی که 

∗𝑨نتیجه اینکه اگر ماتریس  که ممکن است تکراری باشند. = 𝑨 اشد در این هرمیتی ب

𝑷∗𝑨𝑷صورت  = 𝜦  یعنی به صورت یکانی متشابه است با𝜦  که یک ماتریس قطری

و  هستند  𝑨بردارهای ویژة یکّه شده ماتریس   𝑷حقیقی است و ستونهای ماتریس 
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𝑷∗𝑷 = 𝑰  همچنین اگر ماتریس حقیقی𝑨𝑇 = 𝑨  متقارن باشد در این صورت𝑷𝑇𝑨𝑷 =

𝜦 طلاحاً متعامداً متشابه است با یعنی به صورت متعامد و یا اص𝜦  که یک ماتریس

 𝑨بردارهای ویژة یکّه شده ماتریس  𝑷قطری حقیقی است و نیز ستونهای ماتریس 

𝑷𝑇𝑷و  هستند = 𝑰 تواند مورد بررسی قرار کیرد.به عنوان مثال موارد زیر می 

 

 

𝑨3×3ماتریس هرمیتی  = [
0 0 1 + 𝑖
0 1 0

1 − 𝑖 0 0
را در نظر بگیرید محاسبه مقادیر و   [

𝜑(𝜆)بردارهای ویژة آن منجر به معادله مشخصه  = −𝜆3 + 𝜆2 + 2𝜆 − شده که   2

 نظیر یکّه ویژة هایهای زیر است و متعاقباً برداردارای ریشه

𝜆1 = 1, 𝒑1 = {
0
1
0
}     𝜆2 = √2, 𝒑2 =

1

2
{
1 + 𝑖
0

√2

}       𝜆3 = −√2, 𝒑3 =
1

2
{
−1 − 𝑖
0

√2

} 

𝑷∗𝑨𝑷در این صورت داریم  = 𝜦 = [

1

√2

−√2

 به قسمی که [

𝑷 =
1

2
[
0 1 + 𝑖 −1 − 𝑖
2 0 0

0 √2 √2

]          𝑷∗ = 𝑷−1 =
1

2
[

0 2 0

1 − 𝑖 0 √2

−1 + 𝑖 0 √2

] 

  

 

𝑨3×3ماتریس متقارن حقیقی  = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

را در نظر بگیرید محاسبه مقادیر و   [

𝜑(𝜆)بردارهای ویژة آن منجر به معادله مشخصه  = −𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆 − شده که دارای  1

 یکّه نظیرهای زیر است و متعاقباً بردارهای ویژة ریشه
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𝜆1 = 1, 𝒑1 = {
0
1
0
}     𝜆2 = 1,𝒑2 =

1

√2
{
1
0
1
}       𝜆3 = −1, 𝒑3 =

1

√2
{
−1
0
1
} 

𝑷𝑇𝑨𝑷در این صورت داریم  = 𝜦 = [
1

1
−1

 به قسمی که [

𝑷 =
1

2
[
0 √2 −√2
2 0 0

0 √2 √2

]          𝑷∗ = 𝑷𝑇 =
1

2
[

0 2 0

√2 0 √2

−√2 0 √2

] 

 

 

 1هر ماتریس مربع به صورت یکانی متشابه است با یک ماتریس بالامثلثی (12-6) قضیه

یک ماتریس مربع باشد در این صورت ماتریس یکانی  𝑨𝑁×𝑁به بیان دیگر اگر 

𝑼∗𝑼 = 𝑰 که  یافت ایبه گونه توانرا می𝑼∗𝑨𝑼 = 𝑻  که𝑻  یک ماتریس بالامثلثی

 باشد.

کنیم این قضیه برای اثبات: به طریق استقراء بر روی بُعد ماتریس، یعنی فرض می

اثبات می 𝑨𝑁×𝑁صادق است سپس آن را برای ماتریس  𝑩(𝑁−1)×(𝑁−1) ماتریس مربعی

𝜶فرض کنید  کنیم. ∈ ℂ𝑁  یک بردار ویژه نظیر مقدار ویژة𝜆  ماتریس برای𝑨  باشد

𝒑1بردار یکّة  ضمن تعریف ≜ 𝜶/‖𝜶‖ توان ماتریس یکانی می𝑷 = 〈𝒑1, 𝒑2, … , 𝒑𝑁〉  را

صرفاً متعامد و واه بوده و بقیه ستونها دلخستون اول آن  𝒑1 تشکیل داد به قسمی که

برابر ستون  𝜆 یعنی 𝜆𝒆1 برابر 𝑷∗𝑨𝑷باشند طبق قضیه )؟؟( ستون اول ماتریس یکّه 

 توان نوشتو لذا می اول ماتریس همانی خواهد شد

𝑷∗𝑨𝑷 = 𝑫 = [
𝜆 𝑪1×(𝑁−1)

𝟎(𝑁−1)×1 𝑩(𝑁−1)×(𝑁−1)
] 

یک بردار   𝑪1×(𝑁−1)یک بردار ستونی با عدد صفر بوده و   1×(𝑁−1)𝟎به قسمی که 

یک ماتریس مربع دلخواه هستند که با توجه به فرض استقرا  𝑩(𝑁−1)×(𝑁−1)سطری و 

                                                           

 
1

Schur Theorem 
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𝑸∗𝑸برای این ماتریس مربعی ماتریس یکانی  = 𝑰  وجود دارد به قسمی که𝑸∗𝑩𝑸 =

𝑻  بالامثلثی به این ترتیب ماتریس𝑺𝑁×𝑁 با تعریف زیر یکانی است 

𝑺𝑁×𝑁 = [
1 𝟎𝑇

𝟎 𝑸
] 

𝑼در نتیجه ماتریس  = 𝑷𝑺 یکانی است و داریم 

𝑼∗𝑨𝑼 = (𝑷𝑺)∗𝑨(𝑷𝑺) = 𝑺∗𝑷∗𝑨𝑷𝑺 = 𝑺∗𝑫𝑺 

 توان نوشتو می

𝑼∗𝑨𝑼 = [
1 𝟎𝑇

𝟎 𝑸∗
] [
𝜆 𝑪
𝟎 𝑩

] [
1 𝟎𝑇

𝟎 𝑸
] = [

𝜆 𝑪𝑸
𝟎 𝑸∗𝑩𝑸

] = [
𝜆 𝑪𝑸
𝟎 𝑻

] 

برای درک بیشتر از روند اثبات این قضیه توجه  که یک ماتریس بالامثلثی است.

 کنیم.خواننده را به مثال زیر جلب می

 

 

𝑨3×3فرض کنید بخواهیم برای ماتریس  = [
2 −1 0
−6 2 1
2 −3 2

را به   𝑼ماتریس یکانی   [

با توجه به اینکه برابر یک ماتریس بالامثلثی شود.  𝑼∗𝑨𝑼ای تشکیل دهیم که گونه

𝜆دترمینان این ماتریس برابر صفر است لذا دارای یک مقدار ویژه  = است و بردار  0

𝜶𝑇ویژه نظیر آن عبارت است از  = 〈1 2 یکّه کردن و قرار دادن آن در ستون با  〈 2

های در ستوندلخواه دیگر صرفاً به صورت متعامد  یکّه نوشتن دو بردارو  𝑷اول ماتریس 

 خواهیم داشتدیگر 

𝑷 =
1

3
[
1 −2 −2
2 −1 2
2 2 −1

] 

 ماتریس فوق یکانی بوده و داریم
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𝑷∗𝑨𝑷 = 𝑫 = [
0 3 0
0 0 −3
0 3 6

] ⇒ 𝑩 = [
0 −3
3 6

] 

𝑩حال بایستی برای ماتریس  = [
0 −3
3 6

کانی تشکیل دهیم با توجه به ماتریس ی [

𝜆اینکه این ماتریس دارای یک مقدار ویژة  = است و بردار ویژه نظیر آن عبارت است  3

𝜷𝑇از  = 〈1 و  𝑸ر ستون اول ماتریس این بردار دبا یکّه کردن و قرار دادن  〈1−

 متعامد خواهیم داشتیکّه و صورت به نوشتن ستون دیگر 

𝑸 =
1

√2
[
1 1
−1 1

] ⇒ 𝑺 =
1

√2
[
√2 0 0
0 1 1
0 −1 1

] 

𝑼در نتیجه ماتریس  = 𝑷𝑺 یکانی است و داریم 

𝑼 = 𝑷𝑺 =
1

3√2
[
√2 0 −4

2√2 −3 1

2√2 3 1

] 

 و در نهایت خواهیم داشت

𝑼∗𝑨𝑼 = [
0 3/√2 3/√2
0 3 −6
0 0 3

] 

 که یک ماتریس بالامثلثی است.

 

 

∗𝑨توان به سادگی اثبات کرد که هر ماتریس هرمیتی با استفاده از قضیه قبل می = 𝑨 

به صورت یکانی متشابه است با یک ماتریس قطری حقیقی چراکه با توجه به این 

𝑼∗𝑨𝑼به صورت یکانی متشابه است با یک ماتریس بالامثلثی  𝑨دانیم که قضیه می =

𝑻  حال اگر از طرفین این رابطه ترانهاده مزدوج بگیریم داریم𝑼∗𝑨∗𝑼 = 𝑻∗  که با توجه

𝑻شود ماتریس یجه مینت 𝑨به هرمیتی بودن ماتریس  = 𝑻∗  ماتریس  بایستییعنی𝑻 

 شود لزوماً یک ماتریس قطری حقیقی است.بالامثلثی و هرمیتی باشد که نتیجه می

در واقع در وجود اثبات اخیر اینکه مقادیر ویژة یک ماتریس هرمیتی حقیقی هستند 
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ی شدن است و اینکه بردارهای ویژه متمایزش بر هم عمودند و هم اینکه قابل قطر

 نهفته است.

 

 ماتریسهای ساده و نرمال  6-4

 ماتریسهای ساده 6-4-1

ماتریسهائی که قابل قطری شدن باشند و یا بردارهای ویژة آنها کامل باشد را طبقة 

نامند به بیان دیگر هر ماتریسی که متشابه با یک ماتریس قطری ماتریسهای ساده می

ساده است اگر ماتریس  𝑨توان چنین گفت که ماتریس . بنابراین میباشد ساده است

𝑷−1𝑨𝑷وجود داشته باشد به قسمی که   𝑷معکوس پذیر  = 𝜦   که𝜦   یک ماتریس

 قطری است.

 ماتریسهای نرمال 6-4-2

ماتریسهای نرمال حالت خاصی از طبقه ماتریسهای ساده بوده به قسمی که به صورت 

هستند به بیان دیگر ماتریسهای ساده و یا قابل یکانی متشابه با یک ماتریس قطری 

قطری شدن که بردارهای ویژة آنها بر یکدیگر عمود باشد طبقة ماتریسهای نرمال را 

نرمال است اگر ماتریس  𝑨توان چنین گفت که ماتریس بنابراین می دهندتشکیل می

𝑼∗𝑨𝑼وجود داشته باشد به قسمی که  𝑼یکانی  = 𝜦  که𝜦  قطری استیک ماتریس . 

شود که اگر اشاره می لِمّ قبل از بیان قضایای مربوط به ماتریسهای نرمال به این 

∗𝑻𝑻 از قاعدة جابجایی تبعیت کند ∗𝑻 در ضرب با 𝑻ماتریس بالامثلثی  = 𝑻∗𝑻  در این

که اثبات آن بسیار ساده بوده و به عهدة خوانندة  یک ماتریس قطری است 𝑻 صورت

 شود.میمحترم قرار داده 
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نرمال باشد آن است  𝑨𝑁×𝑁شرط لازم و کافی برای اینکه ماتریس مربعی  (13-6) قضیه

∗𝑨𝑨که داشته باشیم  = 𝑨∗𝑨 

وجود دارد به قسمی  𝑼ماتریس یکانی  یعنینرمال است  𝑨اثبات: فرض کنید ماتریس 

𝑼∗𝑨𝑼که  = 𝜦  که𝜦 در نتیجه  یک ماتریس قطری است𝑨 = 𝑼𝜦𝑼∗ شودو نتیجه می 

𝑨𝑨∗ = 𝑼𝜦𝑼∗𝑼𝜦∗𝑼∗ = 𝑼𝜦𝜦∗𝑼∗

𝑨∗𝑨 = 𝑼𝜦∗𝑼∗𝑼𝜦𝑼∗ = 𝑼𝜦∗𝜦𝑼∗
} 

𝜦∗𝜦یک ماتریس قطری است لذا  𝜦چون  = 𝜦𝜦∗  در نتیجه𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨  خواهد بود؛

به صورت  𝑨ماتریس ( 12-6از طرف دیگر اگر این رابطه برقرار باشد با توجه به قضیه )

𝑼∗𝑨𝑼یکانی  = 𝑻  متشابه با یک ماتریس بالامثلثی است و خواهیم داشت𝑨 = 𝑼𝑻𝑼∗ 

∗𝑨𝑨به قسمی که یک ماتریس بالامثلثی است در نتیجه با فرض  = 𝑨∗𝑨  خواهیم

 داشت

𝑨𝑨∗ = 𝑼𝑻𝑼∗𝑼𝑻∗𝑼∗ = 𝑼𝑻𝑻∗𝑼∗

𝑨∗𝑨 = 𝑼𝑻∗𝑼∗𝑼𝑻𝑼∗ = 𝑼𝑻∗𝑻𝑼∗
} ⇒ 𝑻𝑻∗ = 𝑻∗𝑻 

 𝑨و بنابراین ماتریس  یک ماتریس قطری است 𝑻شود که و طبق لِمّ قبل نتیجه می

بنابراین کلیة ماتریسهای معروف مانند ماتریسهای هرمیتی، پادهرمیتی،  نرمال است.

متقارن حقیقی، پادمتقارن حقیقی، یکانی و متعامد حقیقی، نرمال هستند یعنی 

 بردارهای ویژة آنها کامل بوده و بر هم عمودند.

 

 

𝑨ماتریس  = [
𝑖 1
1 −𝑖

𝜆1رن غیر حقیقی با دو مقدار ویژه متقا [ = 𝜆2 = و با رتبة  0

 واحد لذا غیر ساده است

𝑨𝑨∗ = [
𝑖 1
1 −𝑖

] [
−𝑖 1
1 𝑖

] = [
2 2𝑖
−2𝑖 2

]

𝑨∗𝑨 = [
−𝑖 1
1 𝑖

] [
𝑖 1
1 −𝑖

] = [
2 −2𝑖
2𝑖 2

]
} ⇒ 𝑨𝑨∗ ≠ 𝑨∗𝑨 
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𝑨ماتریس  = [
𝑖 1
1 𝑖

ایز لذا ساده بوده و با متقارن غیر حقیقی با دو مقدار ویژة متم [

 توجه به 

𝑨𝑨∗ = [
𝑖 1
1 𝑖

] [
−𝑖 1
1 −𝑖

] = [
2 0
0 2

]

𝑨∗𝑨 = [
−𝑖 1
1 −𝑖

] [
𝑖 1
1 𝑖

] = [
2 0
0 2

]
} ⇒ 𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨 

 شود که نرمال است که ماتریس بردارهای ویژه عبارت است ازنتیجه می

𝑷∗𝑨𝑷 =
1

2
[
1 1
1 −1

] [
𝑖 1
1 𝑖

] [
1 1
1 −1

] = [
𝑖 + 1 0
0 𝑖 − 1

] 

 

𝑨ماتریس  = [
6 2𝑖
2𝑖 1

متقارن غیرحقیقی با دو مقدار ویژة متایز لذا ساده بوده و با  [

 توجه به 

𝑨𝑨∗ = [
6 2𝑖
2𝑖 1

] [
6 −2𝑖
−2𝑖 1

] = [
40 −10𝑖
10𝑖 5

]

𝑨∗𝑨 = [
6 −2𝑖
−2𝑖 1

] [
6 2𝑖
2𝑖 1

] = [
40 10𝑖
−10𝑖 5

]
} ⇒ 𝑨𝑨∗ ≠ 𝑨∗𝑨 

 شود که نرمال نیست و ماتریس بردارهای ویژه عبارت است ازنتیجه می

𝑷−1𝑨𝑷 =
1

3𝑖
[
1 2𝑖
−2 −𝑖

] [
6 2𝑖
2𝑖 1

] [
−𝑖 −2𝑖
2 1

] = [
2 0
0 5

] 

 

 

مقادیر ویژة آن حقیقی  کلیة نرمال باشد و  𝑨𝑁×𝑁اگر ماتریس مربعی  (14-6) قضیه

 یک ماتریس هرمیتی است. 𝑨 باشند در این صورت

وجود دارد به قسمی  𝑼نرمال است یعنی ماتریس یکانی  𝑨اثبات: فرض کنید ماتریس 

𝑼∗𝑨𝑼که  = 𝜦  که𝜦 توان نوشت و یا می یک ماتریس قطری است𝑨 = 𝑼𝜦𝑼∗   حال
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𝜦با توجه به اینکه مقادیر ویژه حقیقی هستند یعنی  = 𝜦∗  یک ماتریس قطری حقیقی

∗𝑨شود می است که نتیجه = 𝑼𝜦∗𝑼∗ = 𝑼𝜦𝑼∗ = 𝑨 .یعنی هرمیتی است 

 

توان های مختلط را میبا درایه  𝑨𝑁×𝑁دانیم که هر ماتریس مربعی می (15-6) قضیه

𝑨 منحصر به فرد = 𝑯1 + 𝑖𝑯2  به دو صورت مجموع دو ماتریس هرمیتی𝑯1 =

1

2
(𝑨 + 𝑨∗)   و پادهرمیتی𝑖𝑯2 =

1

2
(𝑨 − 𝑨∗)  که البته  نوشت𝑯1, 𝑯2   هر دو

رمال ن مختلط، این ماتریس مربعیشرط لازم و کافی برای اینکه ؛ هرمیتی هستند

𝑯1𝑯2که  باشد آن است = 𝑯2𝑯1  یعنی جزء هرمیتی و جزء پادهرمیتی آن در 

 ضرب با یکدیگر از قاعدة جابجائی تبعیت کنند.

𝑨اثبات: فرض کنید ماتریس  = 𝑯1 + 𝑖𝑯2  و داشته باشیم𝑯1𝑯2 = 𝑯2𝑯1  در این

 ( میتوان نوشت13-5صورت طبق قضیه )

𝑨𝑨∗ = (𝑯1 + 𝑖𝑯2)(𝑯1 − 𝑖𝑯2) = (𝑯1)
2 − (𝑯2)

2

𝑨∗𝑨 = (𝑯1 − 𝑖𝑯2)(𝑯1 + 𝑖𝑯2) = (𝑯1)
2 − (𝑯2)

2} ⇒ 𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨 

کنیم ماتریس . برای اثبات طرف دوم قضیه فرض مینرمال است 𝑨در نتیجه ماتریس 

𝑨 یعنی ماتریس یکانی  نرمال است𝑼  وجود دارد به قسمی که𝑼∗𝑨𝑼 = 𝜦  که𝜦  یک

𝜦توان آن را به صورت میلذا است مختلط ماتریس قطری  = 𝜦1 + 𝑖𝜦2  نوشت به این

 ترتیب داریم

𝑨 = 𝑼𝜦𝑼∗ = 𝑼(𝜦1 + 𝑖𝜦2)𝑼
∗ = 𝑼𝜦1𝑼

∗ + 𝑖𝑼𝜦2𝑼
∗

𝑨 = 𝑯1 + 𝑖𝑯2

𝑯1 = 𝑼𝜦1𝑼
∗ = (𝑯1)

∗

𝑯2 = 𝑼𝜦2𝑼
∗ = (𝑯2)

∗

} 

,𝜦1واضح است که ( قبل 14-5طبق قضیه ) 𝜦2   ویژة مقادیر به ترتیب حقیقی

,𝑯1هرمیتی لزوماً  هایماتریس 𝑯2  و واضح است که در ضرب با یکدیگر از قاعدة هستند

𝑨𝑠کنند لذا با تعریف جزء هرمیتی جابجائی تبعیّت می = 𝑯1  و جزء پادهرمیتی𝑨𝑎 =

𝑖𝑯2 و همانطور که مشاهده میشود هر دو جزء بردارهای ویژة  شودنتیجه حاصل می

 یکسانی دارند.
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توان منحصر های حقیقی را میبا درایه 𝑨𝑁×𝑁هر ماتریس مربعی که دانیم میاز طرفی 

𝑨به فرد  = 𝑨𝑠 + 𝑨𝑎  به دو صورت مجموع دو ماتریس متقارن𝑨𝑠 =
1

2
(𝑨 + 𝑨𝑇)  و

𝑨𝑎پادمتقارن  =
1

2
(𝑨 − 𝑨𝑇)  که با تعریف ماتریسهای هرمیتی  نوشت𝑯1 = 𝑨𝑠   و

𝑯2 = −𝑖𝑨𝑎 شرط لازم  که حالت خاصی از قضیه قبل است در نتیجه شودمی مشاهده

 نرمال باشد آن است که داشته باشیم ،مربعی حقیقی ماتریسیک و کافی برای اینکه 

𝑨𝑠𝑨𝑎 = 𝑨𝑎𝑨𝑠  دیگر از قاعدة در ضرب با یکمتقارن و پادمتقارن آن یعنی دو جزء

 جابجائی تبعیت کنند.

 

نرمال است اگر و فقط اگر یا متقارن باشد، یا   𝑨2×2ماتریس حقیقی  (16-6) قضیه

 ضریبی از یک ماتریس متعامد باشد.

𝑨توان به صورت را می 𝑨2×2 ماتریس در حالت کلی یکاثبات:  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

بر نوشت  [

∗𝑨𝑨با اعمال شرط ( 13-5اساس قضیه ) = 𝑨∗𝑨 به صورت زیر 

𝑨𝑨∗ = 𝑨𝑨𝑇 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

] = [𝑎
2 + 𝑏2 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 𝑐2 + 𝑑2

]

𝑨∗𝑨 = 𝑨𝑇𝑨 = [
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [𝑎
2 + 𝑐2 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 𝑏2 + 𝑐2
]
}
 
 

 
 

⇒ {
𝑏 = 𝑐

𝑏 = −𝑐, 𝑎 = 𝑑 
 

𝑏که یا بایستی شود مینتیجه  = 𝑐 ماتریس یعنی 𝑨 = [
𝑎 𝑏
𝑏 𝑑

و یا باشد متقارن باید  [

𝑏اینکه  = −𝑐, 𝑎 = 𝑑  یعنی𝑨 = [
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

 .باشدضریبی از یک ماتریس متعامد باید  [
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 هاتمرین   6-5

ثابت کنید مقادیر ویژة یک ماتریس پادمتقارن حقیقی، موهومی محض بوده و   .1

 بردارهای ویژة متمایزش بر هم عمودند

𝑉فرض کنید   .2 = 𝑓(𝑥)   در بازة توابع پیوسته فضای کلیه𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)   با ضرب

𝑓(𝑎)با شرط داخلی استاندارد  = 𝑓(𝑏) = در این  𝑇باشد حال اگر عملگر خطی  0

𝑇𝑓فضا را توسط رابطة  = 𝑑𝑓 𝑑𝑥⁄ ای برای تعریف کنیم مطلوب است ارائه رابطه

 𝑇∗𝑓محاسبه الحاقی آن یعنی 

ℬمجموعه بردارهای   .3 = 〈𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑁〉  در یک فضای برداری را در نظر بگیرید

𝑔𝑖𝑗با تعریف  = (𝜶𝑖 , 𝜶𝑗) گیرد ثابت کنید شرط لازم یک ماتریس مربع شکل می

𝑑𝑒𝑡 (𝑔𝑖𝑗)مستقل خطی باشد آن است که  ℬی برای اینکه مجموعه و کاف ≠ 0 

شود  برابر صفر (𝑔𝑖𝑗)  ماتریس اصلی همچنین نشان دهید اگر یکی از کهادهای

برابر صفر خواهد  𝑑𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗)و متعاقباً  وابسته است ℬدر این صورت کلّ مجموعة 

 شد

𝑉فرض کنید   .4 = ℂ𝑁  با ضرب داخلی استاندارد و𝑇  یک عملگر خطی در آن باشد

ℬ[𝑇]به قسمی که اگر  = 𝑨  نمایش ماتریسی آن نسبت به پایه استاندارد برابر

𝑎𝑚𝑛باشد در این صورت داشته باشیم  𝑨ماتریس  = 𝑖𝑚+𝑛 به قسمی که 𝑖2 =

 𝑇𝑘ای برای فضای تهی عملگر است مطلوب است تشکیل پایه 1−

کنید اولًا عملگر تصویر عمودی خودالحاقی است ثانیاً نشان دهید ثابت   .5

حاصلضرب دو عملگر خودالحاقی، خودالحاقی است اگر و فقط اگر این دو عملگر 

 در ضرب با یکدیگر از ویژگی جابجائی تبعیت کنند

𝑉فرض کنید   .6 = 𝑓(𝑥) های درجه دو در بازة ایفضای کلیه چندجمله𝑥 ∈ (0,1) 

بوده در این صورت یک عدد حقیقی  𝑡اگر  حال باشدبا ضرب داخلی استاندارد 
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که به ازای هر تابع ای به دست آورید در این فضا را به گونه 𝑔𝑡 ایچندجمله

,𝑓) داشته باشیمدر این فضا  𝑓(𝑥)دلخواه  𝑔𝑡) = 𝑓(𝑡) 

𝑉فرض کنید   .7 = 𝑓(𝑥) های درجه دو در بازةایفضای کلیه چندجمله 𝑥 ∈ (0,1) 

𝑊با ضرب داخلی استاندارد و  = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑥 + 𝑥2}  باشد مطلوب است بهترین

𝑓1تقریب برای توابع  = 1, 𝑓2 = 𝑥, 𝑓3 = 𝑥3 در دو زیرفضای 𝑊,𝑊⊥ 

𝑉 اگر  .8 = 𝑓(𝑥) های درجه دو در بازة ایفضای کلیه چندجمله𝑥 ∈ با ضرب  (0,2)

:𝑇فانگشنال یا تبدیل خطی  و داخلی استاندارد 𝑉 → ℝ  توسط رابطة𝑇𝑓 = 𝑓(1) 

𝑔(𝑥)تعریف شده باشد در این صورت تابع  ∈ 𝑉  را چنان به دست آورید که داشته

𝑇𝑓باشیم  = (𝑓, 𝑔) 

𝑉اگر   .9 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}   با ضرب داخلی(𝑓, 𝑔) = ∫ 𝑓𝑔𝑑𝑥
𝜋

0
عملگر   𝑇و   

پادهرمیتی  را تعیین کرده و نشان دهید ∗𝑇 در این صورت مشتق گیری باشد

 است

𝑉اگر   .10 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}   با ضرب داخلی(𝑓, 𝑔) = ∫ 𝑓𝑔𝑑𝑥
𝜋

0
و عملگر   

𝑇𝑓در آن توسط رابطة  𝑇خطی  = 𝑓" + 2𝑓  تعریف شده باشد اولاً مقادیر ویژة

2𝑇−1آن را تعیین کرده و نشان دهید وارون پذیر است و داریم  = 3𝐼 − 𝑇  ًثانیا

 ،را تعیین کرده و به خصوص نشان دهید حاصل عبارت زیر ∗𝑇 الحاقی آن یعنی

𝜋2) تابع ثابتی است − 16)𝑇∗(1) + 4𝜋𝑇∗(𝑠𝑖𝑛𝑥) و آن را به دست آورید 

𝑉فرض کنید   .11 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶
 ضرب با توابع دوبار مشتق پذیرفضای کلیه  (0,1)2

𝑥در بازة  داخلی استاندارد ∈ 𝑓(0)با شرط  (0,1) = 𝑓(1) = باشد تبدیلی  𝑇و   0

𝑇𝑓که توسط رابطة  = 𝑓" + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
یک  𝑇تعریف شده است اولاً ثابت کنید  
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ای برای الحاقی و فاقد مقدار ویژه است ثانیاً رابطهبوده غیرمنفرد عملگر خطی 

 در صورت وجود به دست آورید ∗𝑇آن یعنی 

𝑉فرض کنید   .12 = 𝐶2(0,1)   با شرط𝑓(1) = ر و عملگ با ضرب داخلی استاندارد 0

𝑇𝑓توسط رابطة  𝑇خطی  = (𝑥2𝑓′)′  تعریف شده باشد اولاً ثابت کنید𝑇  یک

 عملگر خودالحاقی است و ثانیاً مقادیر ویژه و توابع ویژة آن را تعیین کنید

𝑉اگر   .13 = ℂ𝑁×𝑁   با ضرب داخلی استاندارد و𝑊  های قطری زیرفضای ماتریس

 را تعیین کرده و بُعد آنرا به دست آورید ⊥𝑊باشد 

𝑉اگر   .14 = ℝ4  ، 𝑊 ≜ {〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4〉
𝑇  ↳  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑥4 =  زیرفضای  { 0

 توسط رابطة زیر تعریف شده باشد 𝑉در  𝑇𝑉بوده و عملگر خطی ن آ

𝑇 {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} = {

3𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4
−𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4
2𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 2𝑥4
2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 + 4𝑥4

} 

 𝑉ای برای پایه. ثانیاً نامتغیّر است 𝑇تحت عملگر  𝑊اولاً نشان دهید زیرفضای 

نمایش و سپس  باشد 𝑊ای برای ای تشکیل دهید که دو بردار اولش پایهبه گونه

𝑇𝑉ماتریسی عملگر  , 𝑇𝑊 نیمال ای مینوشته و چندجمله هارا نسبت به این پایه

 آنها را به دست آورید

یکانی باشد )ضرب داخلی را حفظ کند( با استفاده از اصول فضای  𝑈اگر تبدیل   .15

 یک عملگر خطی است 𝑈برداری با ضرب داخلی و اثبات روابط زیر نشان دهید 

‖𝑈(𝒙 + 𝒚) − (𝑈𝒙 + 𝑈𝒚)‖ = ‖𝑈(𝑐𝒙) − 𝑐(𝑈𝒙)‖ = 0 

𝑉عملگر تصویر عمودی از فضای برداری   𝐸اگر   .16 = ℝ3   به زیر فضای𝑊 ≜

𝑆𝑝𝑎𝑛{〈1,1, −1〉𝑇 , 〈2,0,−1〉𝑇 }  باشد اولاً نمایش ماتریسی𝐸  را نسبت به پایة

𝑠𝑖𝑛 استاندارد نوشته و ثانیاً نشان دهید عملگر (
𝜋

2
𝑇) ر عمودی نیز عملگر تصوی

 است 𝑊بر  𝑉از 
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𝑉فرض کنید   .17 = ℝ2×3   با ضرب داخلی(𝑨, 𝑩) = 0.5𝑡𝑟(𝑨𝑩𝑇)   و𝑊   زیرفضای

𝑨∀آن بوده به قسمی که به ازای هر ماتریس  ∈ 𝑊 داشته باشیم 

𝑎11 + 𝑎23 = 𝑎12 + 𝑎22 = 𝑎21 + 𝑎13 = 0 

𝑇:𝑊فانگشنال یا تبدیل خطی  اگر → ℝ  توسط رابطة𝑇𝑨 = 𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13 

تشکیل داده و سپس  𝑊فضای زیر پایة ارتونرمالی برای ابتدا تعریف شده باشد 

𝑩 ماتریس ∈ 𝑊  را طوری تعیین کنید که𝑇𝑨 = (𝑨, 𝑩) 

,𝜷فضای برداری با ضرب داخلی و  𝑉اگر   .18 𝜸  بردارهای ثابت و مستقلی در آن

𝑇𝜶ثابت کنید رابطة اولاً باشند،   ≜ (𝜶, 𝜷)𝜸 + (𝜶, 𝜸)𝜷  مبیّن یک عملگر خطی

البعد باشد مقادیر و متناهی  𝑉. ثانیاً اگر فضای است  𝑉خودالحاقی بر فضای 

 را مشخص کنید 𝑇بردارهای ویژة این عملگر 

,𝜷البعد با ضرب داخلی و ای برداری متناهیفض 𝑉اگر   .19 𝜸  بردارهای ثابتی در آن

𝑇𝜶باشند،  ثابت کنید رابطة  ≜ (𝜶, 𝜷)𝜸  عملگری خطی بر فضای𝑉  را تعریف

𝑉بیان کنید، چنانچه  ∗𝑇ای مشابه برای الحاقی آن یعنی کند سپس رابطهمی =

ℂ𝑁  با ضرب داخلی استاندارد 𝜷 = 〈𝑦1, 𝑦2 , … , 𝑦𝑁〉   و𝜸 = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁〉 

دیر تبه و مقارا نسبت به پایه استاندارد نوشته، رُ 𝑇باشند نمایش ماتریسی عملگر 

 ویژة آن را تعیین کنید

زیرفضائی از آن باشد  𝑊البعد با ضرب داخلی و فضای برداری متناهی 𝑉اگر    .20

𝑉دانیم که می = 𝑊 +𝑊⊥  یعنی هر بردار دلخواه∀𝜶 ∈ 𝑉 توان به صورت را می

𝜶حصر به فرد به شکل من = 𝜷+ 𝜸  نوشت که𝜷 ∈ 𝑊  و𝜸 ∈ 𝑊⊥ .حال  باشد

𝑈𝜶در این فضا را توسط رابطة  𝑈اگر عملگر خطی  ≜ 𝜷 − 𝜸  تعریف کنیم ثابت

𝑉کنید که اولاً این عملگر هم یکانی است و هم خودالحاقی ثانیاً چنانچه  = ℝ3 

1〉زیرفضائی باشد که توسط بردار   𝑊با ضرب داخلی استاندارد و  0 1〉 
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آیا  ،را نسبت به پایة استاندارد بنویسید 𝑈گسترش یافته است نمایش ماتریسی 

 توانید تعبیر هندسی این عملگر خطی را در یک فضای برداری بیان کنیدمی

𝑉فرض کنید   .21 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥} در بازة  خطیهای ایفضای کلیه چندجمله𝑥 ∈

که توسط روابط زیر  𝑈 باشد ثابت کنید عملگربا ضرب داخلی استاندارد  (0,1)

و مقادیر ویژه و بردارهای ویژه آن را  تعریف شده است یک عملگر یکانی است

 به دست آورید

𝑈(1) =
√2 − √6

2
+ √6𝑥,   𝑈(𝑥) =

3√2 − √6

6
+
√6 − √2

2
𝑥 

𝑦مطلوب است بهترین معادله تابع نمایی به صورت   .22 = 𝑎𝑥𝑏  در صفحه𝑥𝑦  که از

}سه نقطه به مختصات 
1
1
} , {

𝑒
2
} , {𝑒

2

8
 کندعبور می {

𝑨اگر ماتریس   .23 = [
0 −1 2
1 0 −2
−2 2 0

و  𝑸باشد در این صورت ماتریس متعامد  [

𝑨را بیابید به قسمی که   𝑹بالامثلثی  = 𝑸𝑹   باشد سپس بهترین حل𝒙𝑚 

𝑨𝒙دستگاه  = 𝒃  را به ازای𝒃 = 〈1 1 1〉𝑇 به دست آورید 

در ضرب با الحاقی خودش از قاعدة  𝑻𝑁×𝑁ثلثی ثابت کنید اگر ماتریس بالام  .24

∗𝑻𝑻جابجائی تبعیّت کند  = 𝑻∗𝑻 در این صورت یک ماتریس قطری خواهد بود 

𝑨3×3ثابت کنید ماتریس   .25 = [
0 1 0
2 −2 2
2 −3 2

بر میدان اعداد حقیقی با یک   [

 𝑻مثلثی بالاو  𝑷مثلثی متشابه است سپس ماتریس معکوس پذیر بالاماتریس 

𝑷−1𝑨𝑷را بیابید به قسمی که داشته باشیم  = 𝑻 

های غیر صفر آن برابر که همة درایه 𝑻4×4ثابت کنید برای ماتریس بالامثلثی   .26

را طوری یافت که حاصل   𝑷پذر توان ماتریس معکوسواحد هستند می

𝑷−1𝑻𝑷 = 𝑩  به صورت زیر باشد و نشان دهید ماتریس𝑷 منحصر به فرد نیست 

𝑩 = [

1 1
0 1

0 0
1 0

0 0
0 0

1 1
0 1

] 
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𝑉اگر   .27 = ℝ3  با ضرب داخلی استاندارد و𝑈 ی باشد که هر بردار دلخواه را عملگر

𝒏بردار یکّه  محوری با حول = 〈𝑛1 𝑛2 𝑛3〉𝑇  به اندازة زاویه𝜃  دوران دهد

ℬ[𝑈]مطلوب است محاسبه  = 𝑸   یعنی نمایش ماتریسی𝑈   نسبت به پایه

سپس در حالت خاصی که   𝜃ه و زاوی 𝒏های بردار مؤلفه بر حسباستاندارد 

𝒏 =
1

√3
〈1 1 1〉𝑇  باشد ماتریس دوران𝑸 را به دست آورید 

𝑨𝑇پادمتقارن باشد  𝑨𝑁×𝑁ثابت کنید اگر ماتریس حقیقی   .28 = −𝑨  در این صورت

𝑸ماتریس  = 𝑒𝑥𝑝(𝑨)   یک ماتریس متعامد است یعنی𝑸𝑇𝑸 = 𝑰   سپس در

𝑨3×3حالت خاص  = [
0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

𝑸ماتریس   [ = 𝑒𝑥𝑝(𝑨)   را محاسبه

 محور و زاویه دوران را مشخص کنید ،کرده

𝑼هرمیتی باشد  𝑯ثابت کنید اگر ماتریس   .29 = (𝑖𝑰 − 𝑯)(𝑖𝑰 + 𝑯)−1  یکانی است

𝑨سپس نتیجه را برای ماتریس هرمیتی  = [
2 𝑖
−𝑖 −1

 تأیید کنید [

𝑡𝑟(𝑨)یکانی بوده و  𝑨3×3اگر ماتریس   .30 = 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = باشد در این صورت در  1

𝑡𝑟(𝑨2ابتدا مقادیر  + 𝑰), 𝑑𝑒𝑡(𝑨2 + 𝑰)  را محاسبه کرده و سپس نشان دهید به

𝑚ازای مقادیر صحیح  ≥ 𝑨2)داریم  1 + 𝑰)𝑚 = 2𝑚−1(𝑨2 + 𝑰) 

نداشته باشد در این  1−یکانی بوده و مقدار ویژه  𝑼ثابت کنید اگر ماتریس   .31

𝑯صورت  = 𝑖(𝑰 − 𝑼)(𝑰 + 𝑼)−1 یک حالت را برای  سپس نتیجه هرمیتی است

 تأیید کنیدخاص 

𝑡𝑟(𝑨∗𝑨)ثابت کنید اگر   .32 = برابر صفر  𝑨∗𝑨در این صورت کلیه مقادیر ویژه  0

 است

 



 معادلات دیفرانسیل خطی                                                                                                   199        

 هفتمفصل 

 خطی معادلات دیفرانسیل

 

 

 

 

 مقدمه 7-1

حل دستگاه معادلات دیفرانسیل عادی مرتبه اول پرداخته مینحوة در این فصل به بررسی و 

بر  𝒙(𝑡) متغیّر وابسته 𝑁شود. به طور کلی یک دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه اول شامل 

 توان به صورت زیر نوشترا می 𝑡 یک متغیّر مستقلحسب 

𝒙̇ =
𝑑

𝑑𝑡
{

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑁

} = 𝑨𝒙 + 𝑭 

لازم به ذکر است  مبین تحریک خارجی است 𝑭𝑁×1ماتریس ضرایب و  𝑨𝑁×𝑁به قسمی که 

توان به صورت یک یک متغیّر وابسته را میشامل  𝑁هر معادله دیفرانسیل عادی مرتبه که 

 معادله دیفرانسیلمثال به عنوان  متغیّر وابسته نوشت 𝑁دستگاه معادلات مرتبه یک بر حسب 

بر را ( 1-7کننده مطابق شکل )مستهلک فنر حاکم بر تعادل دینامیکی یک سیستم جرم

 در نظر بگیرید 𝑡تابعی از زمان به عنوان  𝑢حسب جابجائی 

𝑚𝑢̈ + 𝑐𝑢̇ + 𝑘𝑢 = 𝑓(𝑡) 

 باشدسختی فنر می 𝑘ضریب استهلاک و  𝑐جرم جسم،  𝑚به قسمی که 
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 کننده مستهلک و فنر جرم، سیستم یک آزاد ارتعاش

𝑢در این صورت با تغییر متغیّر  = 𝑥1  و𝑢̇ = 𝑥2 دله دیفرانسیل مرتبة دوم فوق به دستگاه امع

 زیر تبدیل خواهد شددو معادله و دو مجهول 

{

𝑢̇ = 𝑥̇1 = 𝑥2

𝑢̈ = 𝑥̇2 = −
𝑐

𝑚
𝑥2 −

𝑘

𝑚
𝑥1 + 𝑓(𝑡)

 

 توان آن را به صورت ماتریسی زیر نوشتکه می

𝒙̇ =
𝑑

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

0 1
−𝑘/𝑚 −𝑐/𝑚

] {
𝑥1
𝑥2
} + {

0
𝑓(𝑡)
} 

به  ( همانطور که حل معادله دیفرانسیل مرتبه دوم2-7لازم به ذکر است که مطابق رابطه )

𝑚𝑢̈صورت  + 𝑐𝑢̇ + 𝑘𝑢 = 𝑓(𝑡)نظیر  0 = حل عمومی بوده که شامل دو جواب مستقل  0

𝒙̇است بنابراین حل دستگاه معادلات  = 𝑨𝒙  نظیر𝑭 = شامل حل همگن نامیده شده که  𝟎

ت و برای به دست آوردن جواب کامل، بایستی دو شرط ابتدائی دو بردار جواب مستقل اس

,𝑢اعم از  𝑢̇  یعنی𝑥1, 𝑥2  در زمان اولیه𝑡0 بنابراین با تعمیم این استدلال می مشخص باشد

𝒙̇توان گفت دستگاه همگن  = 𝑨𝒙  به ازای𝑨𝑁×𝑁   دارای𝑁  بردار جواب مستقل است و برای

معلوم باشد که به آن شرط ابتدائی گفته می 𝑡0در یک زمان ابتدائی  𝒙حل آن بایستی بردار 

 شود.

𝑘 
𝑐 

𝑚 
𝑢 
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 دستگاه معادلات همگن  7-2

 ماتریس انتقال حالت 7-2-1

𝒙اگر  همانطور که در قبل توضیح داده شد در حالت کلی ∈ 𝔽𝑁  دستگاه معادلات همگن

𝒙̇ = 𝑨𝒙 دارای 𝑁  حل مستقلبردار 𝝍1, 𝝍2, … , 𝝍𝑁 یک را در ستونهای ا است که اگر آنه

 قرار دهیم ماتریس 

𝜳 = 〈𝝍1, 𝝍2, … , 𝝍𝑁〉 

برای ماتریس اصلی یک حاصل شده که آن را   𝜳𝑁×𝑁در این صورت ماتریس مربع غیر منفرد 

𝜳̇رابطة و واضح است که در گویند دستگاه این  = 𝑨𝜳 حال اگر دستگاه  کند؛صدق می

𝒙̇معادلات همگن  = 𝑨𝒙  به همراه شرط ابتدائی𝒙(𝑡0)  در زمان𝑡 = 𝑡0  معلوم باشد در این

ستگاه نامیده این دبرای  1یک ماتریس انتقال حالت 𝜱(𝑡,𝑡0)ماتریس مربع غیر منفرد صورت 

𝒙(𝑡)شود اگر در رابطة می = 𝜱(𝑡,𝑡0)𝒙(𝑡0)  های اصلی زیر دارای ویژگیبایستی  وصدق کند

 باشد

{
𝜱̇ = 𝑨𝜱
𝜱(𝑡0,𝑡0) = 𝑰

 

توان ویژگیهمچنین می معادله دیفرانسیل و شرط ابتدائی را ارضاء کندباید همزمان چرا که 

 زیر را نیز برای آن اثبات کردروابط  ی مانندهای دیگر

{
 
 

 
 

𝜱̇(𝑡0,𝑡0) = 𝑨

𝜱(𝑡2,𝑡0) = 𝜱(𝑡2,𝑡1)𝜱(𝑡1,𝑡0)

𝜱(𝑡2,𝑡1) = 𝜱(𝑡1,𝑡2)
−1

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝜳(𝑡)𝜳(𝑡0)
−1

 

 شود.که اثبات آنها به عنوان تمرین به عهده خواننده محترم واگذار می

 

                                                           

 
1

State Transition Matrix 
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رده و را به دست آوانتقال حالت  و ماتریس اصلیابتدا  زیردیفرانسیل برای دستگاه معادلات 

𝑡0سپس به ازای  =  را به دست آوریداسخ نهائی و شرط ابتدائی داده شده پ 0

𝑑

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

0 1
1 0

] {
𝑥1
𝑥2
}          {

𝑥1
𝑥2
}
𝑡0=0

= {
1
−1
} 

 با ادغام دستگاه معادلات فوق خواهیم داشت

𝑥̇1 = 𝑥2
𝑥̇2 = 𝑥1

} ⇒
𝑥̈1 = 𝑥̇2
𝑥̈2 = 𝑥̇1

} ⇒
𝑥̈1 − 𝑥1 = 0
𝑥̈2 − 𝑥2 = 0

} 

 در نتیجه دو جواب مستقل این دستگاه عبارتند از

𝝍1 = {
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡

} , 𝝍2 = {
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡

}  

 آیدو متعاقباً ماتریس اصلی به صورت زیر به دست می

 𝜳(𝑡) = [
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡

]    ⇒    𝜳(𝑡0) = [
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡0) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡0)
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡0) 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡0)

] 

 ( خواهیم داشت6-7در نهایت بر اساس رابطه )

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝜳(𝑡)𝜳(𝑡0)
−1 = [

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡

] [
−𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡0) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡0)
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡0) −𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡0)

]

= [
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡 − 𝑡0) 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡 − 𝑡0)
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡 − 𝑡0) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡 − 𝑡0)

] 

 مسئله را به صورت زیر نوشتنهائی توان پاسخ و با توجه به شرط ابتدائی داده شده می

{
𝑥1
𝑥2
} = [

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡

] {
1
−1
} = { 𝑒

−𝑡

−𝑒−𝑡
} = 𝑒−𝑡 {

1
−1
} 

 

 

𝑡0برای دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر به ازای  = های و شرط ابتدائی داده شده ماتریس 1

 را به دست آوریدجواب نهائی متعاقباً و انتقال حالت  اصلی و
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𝑑

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

0 𝑡2

−2/𝑡4 0
] {
𝑥1
𝑥2
}     {

𝑥1
𝑥2
}
𝑡0=1

= {
1
1
}      

 مشابه مثال قبل با ادغام دستگاه معادلات فوق خواهیم داشت

𝑥̇1 = 𝑡
2𝑥2

𝑥̇2 = −2𝑥1/𝑡
4} ⇒

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑥̇1
𝑡2
) = −

2𝑥1
𝑡4

⇒ 𝑡2𝑥̈1 − 2𝑡𝑥̇1 + 2𝑥1 = 0 

دو جواب مستقل  شده کهبه معادله اویلر منجر  𝑥1شود بر روی متغیر همانطور که مشاهده می

𝑥1 ن عبارتند ازآ = 𝑡  و𝑥1 = 𝑡
دو جواب مستقل و اصلی دستگاه را به توان در نتیجه می 2

 صورت زیر نوشت

𝝍1 = {
𝑡

1/𝑡2} , 𝝍2 = {
𝑡2

2/𝑡
}  

 آیدزیر به دست میو متعاقباً ماتریس اصلی به صورت 

 𝜳(𝑡) = [
𝑡 𝑡2

1/𝑡2 2/𝑡
]    ⇒    𝜳(𝑡0) = [

1 1
1 2

] 

 خواهیم داشتبرای ماتریس انتقال حالت ( 6-7در نهایت بر اساس رابطه )

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝜳(𝑡)𝜳(𝑡0)
−1 = [

𝑡 𝑡2

1

𝑡2
2

𝑡

] [
2 −1
−1 1

] = [
2𝑡 − 𝑡2 𝑡2 − 𝑡
2

𝑡2
−
2

𝑡

2

𝑡
−
1

𝑡2
] 

 نوشتپاسخ مسئله را به صورت زیر توان و با توجه به شرط ابتدائی می

{
𝑥1
𝑥2
} = [

2𝑡 − 𝑡2 𝑡2 − 𝑡
2

𝑡2
−
2

𝑡

2

𝑡
−
1

𝑡2
] {
1
1
} = {

𝑡
1

𝑡2
} 

 

 

 

𝑑اگر بخواهیم برای دستگاه معادلات دیفرانسیل همگن 

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

2𝑡 1
−1 2𝑡

] {
𝑥1
𝑥2
به ازای  {

𝑡0 = ال توان مشابه مثمیم ماتریس اصلی و متعاقباً ماتریس انتقال حالت را به دست آوری 0

 به صورت زیر معادلات تفکیکقبل با 

𝑥̇1 = 2𝑡𝑥1 + 𝑥2
𝑥̇2 = 2𝑡𝑥2 − 𝑥1

} 
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𝑒−𝑡دریافت که تابع 
یک فاکتور انتگرال برای این معادلات بوده و با ضرب در طرفین آن  2

 خواهیم داشت

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑡

2
𝑥1) = 𝑒

−𝑡2𝑥2

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑡

2
𝑥2) = −𝑒−𝑡

2
𝑥1

} 

𝑒−𝑡شود بر روی متغیر همانطور که مشاهده میکه  
2
𝑥1  ه منجر شده کمرتبه دوم به معادله

𝑒−𝑡دو جواب مستقل آن عبارتند از 
2
𝑥1 = 𝑠𝑖𝑛𝑡  و𝑒−𝑡

2
𝑥1 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 توان دو در نتیجه می

 جواب مستقل و اصلی دستگاه را به صورت زیر نوشت

𝝍1 = {
𝑒𝑡

2
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑒𝑡
2
𝑐𝑜𝑠𝑡

} , 𝝍2 = { 𝑒
𝑡2𝑐𝑜𝑠𝑡

−𝑒𝑡
2
𝑠𝑖𝑛𝑡

}  

 آیدو متعاقباً ماتریس اصلی به صورت زیر به دست می

 𝜳(𝑡) = 𝑒𝑡
2
[
𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑡 −𝑠𝑖𝑛𝑡

]    ⇒    𝜳(𝑡0) = [
0 1
1 0

] 

 ( برای ماتریس انتقال حالت خواهیم داشت6-7در نهایت بر اساس رابطه )

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝜳(𝑡)𝜳(𝑡0)
−1 = 𝑒𝑡

2
[
𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

] 

 

 دستگاه با ضرائب ثابت 7-2-2

𝒙̇برای دستگاه معادلات همگن  = 𝑨𝒙  که ماتریس ضرایب در حالتی𝑨  ثابت باشد ماتریس

 انتقال حالت عبارت است از

𝜱(𝑡,𝑡0)
= 𝑒𝑥𝑝(𝑨(𝑡 − 𝑡0)) = 𝑒

𝑨(𝑡−𝑡0)

𝒙(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(𝑨(𝑡 − 𝑡0))𝒙(𝑡0)
} 

 تابع ماتریسی فوق داریمتیلور بسط نوشتن چرا که با 
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𝜱(𝑡,𝑡0)
=∑

1

𝑘!
𝑨𝑘(𝑡 − 𝑡0)

𝑘

∞

𝑘=0

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑰 + 𝑨(𝑡 − 𝑡0) +
1

2!
𝑨2(𝑡 − 𝑡0)

2 +
1

3!
𝑨3(𝑡 − 𝑡0)

3 +⋯
}
 
 

 
 

 

در دانیم که هر عدد به توان ماتریس صفر برابر ماتریس همانی خواهد شد فصل قبل میاز 

𝜱(𝑡0,𝑡0)نتیجه 
= 𝑒𝑥𝑝(𝟎) = 𝑰 از طرفی با مشتق گیری از بسط فوق داریم 

𝜱̇(𝑡,𝑡0) =
𝑑

𝑑𝑡
𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑨 + 𝑨

2(𝑡 − 𝑡0) +
1

2!
𝑨3(𝑡 − 𝑡0)

2 +⋯

𝜱̇(𝑡,𝑡0)
= 𝑨(∑

1

𝑘!
𝑨𝑘(𝑡 − 𝑡0)

𝑘

∞

𝑘=0

) = 𝑨𝜱
}
 
 

 
 

 

ی دیگر را هاتوان ویژگیکند و میماتریس انتقال حالت را ارضاء میبنابراین دو ویژگی اصلی 

 نیز برای آن اثبات کرد.

 

 

به صورت زیر با شرط ابتدائی داده  1-7برای دستگاه معادلات دیفرانسیل ارائه شده در مثال 

𝑡0شده به ازای  =  ماتریس انتقال حالت و پاسخ نهائی را به دست آورید 0

𝑑

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

0 1
1 0

] {
𝑥1
𝑥2
}          {

𝑥1
𝑥2
}
𝑡0=0

= {
1
−1
} 

𝑨( به ازای 7-7با استفاده از رابطة ) = [
0 1
1 0

 خواهیم داشت [

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑒
𝑨(𝑡−𝑡0) = 𝑒𝑥𝑝 ([

0 (𝑡 − 𝑡0)

(𝑡 − 𝑡0) 0
]) 

𝑩با تعریف ماتریس  = [
0 (𝑡 − 𝑡0)

(𝑡 − 𝑡0) 0
𝜆1,2با مقادیر ویژه   [ = ±(𝑡 − 𝑡0)   به

  پرداختای خواهیم محاسبة تابع ماتریسی فوق به روش چندجمله

𝑒𝑩 = 𝛼0𝑰 + 𝛼1𝑩 

 رسیمکه با جایگذاری مقادیر ویژه به معادلات زیر می

𝑒(𝑡−𝑡0) = 𝛼0 + 𝛼1(𝑡 − 𝑡0)

𝑒−(𝑡−𝑡0) = 𝛼0 − 𝛼1(𝑡 − 𝑡0)
}    ⇒      

𝛼0 = 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡 − 𝑡0)

𝛼1 = (𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡 − 𝑡0))/(𝑡 − 𝑡0)
}  
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 و در نتیجه ماتریس انتقال حالت برابر است با

𝜱((𝑡,𝑡0)) = [
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡 − 𝑡0) 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡 − 𝑡0)

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡 − 𝑡0) 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡 − 𝑡0)
] 

 

 دستگاه با ضرائب متغیرّ 7-2-3

𝒙̇برای دستگاه معادلات همگن  = 𝑨𝒙  در حالتی که ماتریس ضرایب𝑨(𝑡)  ثابت نباشد یعنی

تحت چه شرایطی ماتریس که کنیم باشد با الهام گیری از حالت قبل بررسی می 𝑡 تابع زمان

 توان به صورت زیر نوشترا میانتقال حالت 

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

) 

واضح است که رابطة فوق یکی از ویژگیهای اصلی ماتریس انتقال حالت یعنی شرط ابتدائی 

𝜱(𝑡0,𝑡0)کند چرا که را ارضاء می = 𝑒𝑥𝑝(𝟎) = 𝑰   تابع این با نوشتن بسط تیلور حال

 مانند قبل خواهیم داشتماتریسی 

𝜱(𝑡,𝑡0) =∑
1

𝑘!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)

𝑘∞

𝑘=0

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑰 + (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

) +
1

2!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)

2

+
1

3!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)

3

+⋯
}
 
 

 
 

 

 با مشتق گیری از بسط فوق داریم

𝜱̇ = 𝑨(𝑡) +
1

2!
𝑨(𝑡) (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

) +
1

2!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)𝑨(𝑡) +
1

3!
𝑨(𝑡) (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)

2

+
1

3!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)𝑨(𝑡) (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

) +
1

3!
(∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)

2

𝑨(𝑡) +⋯

 

𝜱̇ ل حالتماتریس انتقادیگر ویژگی اصلی شرط ارضای بنابراین  = 𝑨𝜱  ارضای معادله یا

 عنیید نآن است که ماتریسهای فوق در ضرب از ویژگی جابجائی تبعیّت کن ،دیفرانسیل
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𝑨(𝑡) (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

) = (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

)𝑨(𝑡) 

𝜱̇فاکتور گرفته و به رابطة  𝑨 تا بتوان از ماتریس = 𝑨𝜱 با مشتق گیری از  سپس رسید

 شودنتیجه می زیررابطة  𝑡0نسبت به متغیّر فوق طرفین رابطة 

𝑨(𝑡)𝑨(𝑡0) = 𝑨(𝑡0)𝑨(𝑡) 

های دوبعدی  توانید فرم کلی ماتریسآیا میحال شرط ارضای تمامی شرایط فوق است؛ که 

ب با ضرای معادلاتدستگاه یک  برایکنند به دست آورید. را ارضا می 9-7که شرط بعدی و سه

رای محاسبة ماتریس انتقال کلی ب فرمول تواننمی 9-7از ارضای رابطة غیر حالاتی در  متغیّر

بردار  𝑁و بایستی در صورت امکان با حل دقیق معادلات و به دست آوردن حالت ارائه کرد 

𝜱(𝑡,𝑡0)استفاده از فرمول  و سپس  𝜳(𝑡)جواب مستقل و تشکیل ماتریس اصلی  =

𝜳(𝑡)𝜳(𝑡0)
 ماتریس انتقال حالت را محاسبه کرد و یا از روشهای عددی استفاده کرد. 1−

 

 

𝑑دستگاه معادلات دیفرانسیل همگن به عنوان مثال برای 

𝑑𝑡
{
𝑥1
𝑥2
} = [

2𝑡 1
−1 2𝑡

] {
𝑥1
𝑥2
به ازای  {

𝑡0 =  مورد بررسی قرار گرفت داریم 3-7که در مثال  0

[
2𝑡0 1
−1 2𝑡0

] [
2𝑡 1
−1 2𝑡

] = [
2𝑡 1
−1 2𝑡

] [
2𝑡0 1
−1 2𝑡0

] = [
2𝑡𝑡0 − 1 2𝑡 + 2𝑡0
−2𝑡 − 2𝑡0 2𝑡𝑡0 − 1

] 

به صورت  8-7استفاده از رابطة ماتریس انتقال حالت را با  توانمی 9-7لذا با ارضای شرط 

 به دست آورد زیر

𝜱(𝑡,𝑡0) = 𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

) = 𝑒𝑥𝑝 ([ 𝑡
2 𝑡
−𝑡 𝑡2

]) 

 ضرب دو ماتریس زیر نوشتتوان آن را به صورت حاصلکه برای محاسبة آن می

𝑒𝑥𝑝 ([ 𝑡
2 𝑡
−𝑡 𝑡2

]) = (𝑒𝑥𝑝 [𝑡
2 0
0 𝑡2

]) (𝑒𝑥𝑝 [
0 𝑡
−𝑡 0

]) 

 خواهیم داشتکه با محاسبة هر یک از توابع نمائی ماتریسی فوق 

𝜱(𝑡,0) = [
𝑒𝑡

2
0

0 𝑒𝑡
2] [

𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

] = 𝑒𝑡
2
[
𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

] 
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 دستگاه همگن و ماتریزان 7-2-4

𝒙̇برای دستگاه معادلات همگن  = 𝑨𝒙   با ضرایب متغیّر𝑨(𝑡)   اگر𝜱(𝑡,𝑡0)   ماتریس انتقال

𝜱(𝑡0,𝑡0)حالت باشد در این صورت دو ویژگی اساسی ارضای شرط ابتدائی 
= 𝑰  و ارضای

𝜱̇معادله دیفرانسیل  = 𝑨𝜱 توان در قالب اتحاد زیر بیان کردرا می 

𝜱 = 𝑰 + ∫ 𝑨𝜱𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

 

𝑡متعلق به بازة  𝑡حال فرض کنید  ∈ (𝑡0, 𝑡1) ریسو مات 𝑨(𝑡)   در این بازه پیوسته و کراندار

 دنبالهبوده در این صورت 

𝜱(1) = 𝑰

𝜱(2) = 𝑰 +∫ 𝑨𝜱(1)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

𝜱(3) = 𝑰 +∫ 𝑨𝜱(2)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

⋮

𝜱(𝑟+1) = 𝑰 + ∫ 𝑨𝜱(𝑟)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

شود؛ سری بینهایتی که به صورت فوق در صورت همگرائی به ماتریس انتقال حالت منجر می

 توان نوشتگویند و با جایگذاری می 𝑨(𝑡)ماتریس  1شود را اصطلاحاً ماتریزانایجاد می

𝜱 = 𝑰 +∫ 𝑨(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

+∫ 𝑨(𝜏)∫ 𝑨(𝑛)𝑑𝑛
𝜏

𝑡0

𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

+∫ 𝑨(𝜏)∫ 𝑨(𝑛)∫ 𝑨(𝑠)𝑑𝑠
𝑛

𝑡0

𝑑𝑛
𝜏

𝑡0

𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

+⋯  

                                                           

 
1

Matrizant 
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توان به سادگی نشان داد که فرم ماتریزان فوق به ثابت باشد می 𝑨که در حالتی که ماتریس 

𝑒𝑥𝑝(𝑨(𝑡بسط تیلور تابع  − 𝑡0)) شود.تبدیل می 

 

 همگنغیر دستگاه   7-3

 دستگاه غیر همگن با ضرایب ثابت 7-3-1

𝒙̇برای دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر همگن  = 𝑨𝒙 + 𝑭  در حالتی که ماتریس ضرایب𝑨 

 به دیفرانسیل کامل تبدیل شده و داریم 𝑒𝑥𝑝(−𝑨𝑡)ثابت باشد با ضرب طرفین آن در 

𝑒−𝑨𝑡𝒙̇ − 𝑒−𝑨𝑡𝑨𝒙 = 𝑒−𝑨𝑡𝑭
𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑨𝑡𝒙) = 𝑒−𝑨𝑡𝑭

} 

یک فاکتور انتگرال برای این معادله است حال با انتگرال گیری از  𝑒𝑥𝑝(−𝑨𝑡)به بیان دیگر 

,𝑡0( بین 13-7طرفین رابطة ) 𝑡 شودنتیجه می 

𝑒−𝑨𝑡𝒙(𝑡) − 𝑒
−𝑨𝑡0𝒙(𝑡0) = ∫ 𝑒−𝑨𝜏𝑭𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

 خواهیم داشت 𝑒𝑥𝑝(𝑨𝑡) در ماتریسرابطة فوق و در نهایت با ضرب طرفین 

𝒙(𝑡) = 𝑒𝑨(𝑡−𝑡0)𝒙(𝑡0) +∫ 𝑒𝑨(𝑡−𝜏)𝑭𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

 

 ثابت باشد خواهیم داشت  𝑭که در حالت خاصی که بردار 

𝒙(𝑡) = 𝑒𝑨(𝑡−𝑡0)𝒙(𝑡0) + 𝑨
−1(𝑒𝑨(𝑡−𝑡0) − 𝑰)𝑭 

 

 متغیرّدستگاه غیر همگن با ضرایب  7-3-1

𝒙̇برای دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر همگن  = 𝑨𝒙 + 𝑭  در حالتی که ماتریس ضرایب

𝑨(𝑡)  ثابت نباشد یعنی تابع زمان𝑡  باشد با الهام گیری از حالت قبل که𝑒𝑥𝑝(−𝑨𝑡)  معکوس
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ماتریس انتقال  𝜱(𝑡,𝑡0)ماتریس انتقال حالت به عنوان فاکتور انتگرال برای آن معادله بود اگر 

𝜱(𝑡,𝑡0)𝜱(𝑡,𝑡0)حالت این معادله باشد با مشتق گیری از طرفین رابطة 
−1 = 𝑰  نسبت به زمان

 داریم

𝑑

𝑑𝑡
(𝜱(𝑡,𝑡0)

𝜱(𝑡,𝑡0)
−1 ) = 𝟎

𝑑

𝑑𝑡
𝜱(𝑡,𝑡0)𝜱(𝑡,𝑡0)

−1 +𝜱(𝑡,𝑡0)

𝑑

𝑑𝑡
𝜱(𝑡,𝑡0)
−1 = 𝟎

} ⇒
𝑑

𝑑𝑡
𝜱−1 = −𝜱−1𝑨 

𝜱(𝑡,𝑡0)واضح است که 
شود در نتیجه با ضرب یک فاکتور انتگرال برای معادله اخیر تلقی می 1−

 در آن خواهیم داشتطرفین معادله 

𝜱−1𝒙̇ − 𝜱−1𝑨𝒙 = 𝜱−1𝑭
𝑑

𝑑𝑡
(𝜱−1𝒙) = 𝜱−1𝑭

} 

,𝑡0( بین 16-7حال با انتگرال گیری از طرفین رابطة ) 𝑡 شودنتیجه می 

𝜱(𝑡,𝑡0)
−1 𝒙(𝑡) − 𝒙(𝑡0) = ∫ 𝜱(𝜏,𝑡0)

−1 𝑭𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

 

و همچنین استفاده از ویژگی  𝜱(𝑡,𝑡0)و در نهایت با ضرب طرفین رابطة فوق در ماتریس 

𝜱(𝑡,𝑡0)𝜱(𝜏,𝑡0)
−1 = 𝜱(𝑡,𝜏) خواهیم داشت 

𝒙(𝑡) = 𝜱(𝑡,𝑡0)𝒙(𝑡0) +∫ 𝜱(𝑡,𝜏)𝑭𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

 

 روشهای عددی  7-4

,𝑡)یکی از روشهای تقریبی محاسبه ماتریس انتقال حالت تقسیم بندی بازة زمانی  𝑡0)  به

قسمت تقسیم شده به  𝑛تعداد زیادی بازة زمانی کوچک است؛ فرض کنید این بازة زمانی به 

𝑡قسمی که  = 𝑡𝑛 توان نوشتدر این صورت با استفاده از ویژگی ماتریس انتقال حالت می 

𝜱(𝑡,𝑡0)
= 𝜱(𝑡𝑛,𝑡𝑛−1)

𝜱(𝑡𝑛−1,𝑡𝑛−2)
…𝜱(𝑡3,𝑡2)

𝜱(𝑡2,𝑡1)
𝜱(𝑡1,𝑡0)
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را در این  𝑨(𝑡)توان ماتریس حال اگر این بازة زمانی بسیار کوچک باشد در این صورت می

 خواهیم داشت 𝑡∆بازه ثابت در نظر گرفت و در نتیجه با صرف نظر از توانهای بالای 

𝜱(𝑡𝑘+1,𝑡𝑘)
= 𝑒𝑨(∆𝑡𝑘)

∆𝑡𝑘 = (𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)
} ⇒ 𝜱(𝑡𝑘+1,𝑡𝑘)

≈ 𝑰 + 𝑨(∆𝑡𝑘) 

  شود( نتیجه می18-7که با جایگذاری در رابطة )

𝜱(𝑡,𝑡0)
≈ (𝑰 + 𝑨(𝑡𝑛)(∆𝑡𝑛))…(𝑰 + 𝑨(𝑡2)(∆𝑡2)) (𝑰 + 𝑨(𝑡1)(∆𝑡1)) 

 ها تمرین   7-5

𝑑𝑒𝑡[𝜱(𝑡,𝑡0)]اولاً رابطة   .1 = 𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝑡𝑟[𝑨(𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
را برای ماتریس انتقال حالت   (

𝑨(𝑡)برای حالت خاص   𝜱(𝑡,𝜋/2)اثبات کرده و سپس  = [
−𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡/𝑡
0 1/𝑡

] ,

𝑡 >  نوشته و صحّت رابطة قسمت اول را تأیید کنید 0

𝒙̇را برای دستگاه همگن  𝜱(𝑡,𝑡0)و انتقال حالت  𝜳(𝑡)های اصلی ماتریس  .2 = 𝑨𝒙  در هر

𝑡0به ازای های خاص زیر یک از حالت =  به دست آورید 0

𝑨(𝑡) = [
0 𝑒−𝑡

−𝑒𝑡 1
] , [−1 𝑒2𝑡

0 −1
] , [
0 1
0 𝑡

] , [
2𝑡 1
1 2𝑡

] , [
1 2𝑡
−2𝑡 1

] 

𝒙̇را برای دستگاه همگن  𝜱(𝑡,𝑡0)و انتقال حالت  𝜳(𝑡)ماتریسهای اصلی   .3 = 𝑨𝒙  در هر

𝑡0های خاص زیر به ازای یک از حالت =  به دست آورید 1

𝑨(𝑡) = [
0 1/𝑡2

−1 1/𝑡
] , [

0 1
1/𝑡2 −1/𝑡

] , [
1/𝑡 1
1 1/𝑡

] , [
1 1/𝑡

−1/𝑡 1
]    

ت مرتبة معادلادستگاه های حقیقی باشد ابتدا یک ماتریس مربع با درایه 𝑨𝑁×𝑁اگر   .4

𝒙̈دوم  + 𝑨2𝒙 = 𝒙(0)با شرایط ابتدائی  𝟎 = 𝒙0, 𝒙̇(0) = 𝒙0
با  را حل کنید سپس ′

𝑩4×4 حالت خاصبرای کمک از این حل،  = [
𝟎2 𝑰2
𝑪 𝟎2

] , 𝑪 = −𝜋2/4 [
1 0
4 1

] 

 را محاسبه کنید 𝑒𝑥𝑝(𝑩)اتریس م
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𝒙̇دستگاه معادلات همگن   .5 = 𝑨𝒙 برای حالت خاص 𝑨(𝑡) = [
−1 −𝛼𝑐𝑜𝑠𝑡
𝛼𝑐𝑜𝑠𝑡 −1

به  [

𝑡قسمی که  > 0,   𝛼 ∈ ℝ   با شرط ابتدائی𝒙(0) = 𝒙0   حل کرده و به طور خاص

‖𝒙0‖نشان دهید اگر  < 𝑙𝑖𝑚باشد در این صورت داریم  ∞
𝑡→∞

‖𝒙(𝑡)‖ = 0 

𝒙̇دستگاه معادلات همگن   .6 = 𝑨𝒙  را در نظر بگیرید اگر𝑨𝑁×𝑁  بوده و صرفاً دارای دو

,𝜆1مقدار ویژه متمایز  𝜆2 نیمال آن از درجه دو باشد ثابت ای میباشد و اگر چند جمله

𝒙(0)کنید حل این معادله با شرط ابتدائی  = 𝒙0 توان به صورتا میر 

𝒙(𝑡) = (𝑨1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑨2𝑒

𝜆2𝑡)𝒙0 

,𝑨1نوشت ماتریسهای  𝑨2  محاسبه کرده و ثابت کنید𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨1) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨2) =

𝑁  معادله همگن را حل کنید زیرو سپس در حالت خاص 

𝑨 = [
5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

]     𝒙0 = {
1
0
1
}   

𝒙̇دستگاه معادلات همگن   .7 = 𝑨𝒙 + 𝒃𝑢   را برای𝑦(𝑡) = 𝒄𝑇𝒙   با شرایط𝑦(1) =

𝑦(1)
′ =  برای حالت خاص زیر حل کنید 0

𝑨(𝑡) = [
0 1

−2/𝑡2 −4/𝑡
] , 𝒄 = {

1
1
} , 𝒃 = {

0
1
} , 𝑢 = {

0       𝑡 ≤ 1
𝑡 − 1   𝑡 ≥ 1
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 تمشهفصل 

 فرمهای درجه دوم
 

 

 

 

 

 مقدمه    8-1

𝒙اگر بردار  = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁〉
𝑇 ∈ ℝ𝑁  شاملN  متغیّر حقیقی باشد در این صورت

𝐹(𝒙)را با نماد  از آنام  𝑟ترین فرم درجة کلیتوان می
𝑟 به صورت زیر نوشت 

𝐹(𝒙)
1 =∑𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐹(𝒙)
2 =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

⋮

𝐹(𝒙)
𝑟 = ∑ ∑⋯ ∑ 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑟𝑥𝑖1𝑥𝑖2⋯𝑥𝑖𝑟

𝑁

𝑖𝑟=1

𝑁

𝑖2=1

𝑁

𝑖1=1 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

𝑎𝑖به قسمی که  ∈ ℝ  با𝑁  یک تانسور مرتبة اولمؤلفه ،𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ  با𝑁2  مؤلفه یک

𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑟تانسور مرتبة دوم و به همین ترتیب الی آخر  ∈ ℝ  با𝑁𝑟  مؤلفه یک تانسور
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𝐹(𝒙)ام است. از میان این موارد، فرم درجة دوم با نماد  𝑟مرتبه 
2 = 𝑄(𝒙)  در تحلیل

 نوشت آن را به صورت زیر توانکاربرد بیشتری دارد و میمسائل مهندسی 

𝑄(𝒙) = 𝑎11𝑥1
2 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + 2𝑎13𝑥1𝑥3 +⋯+ 2𝑎1𝑁𝑥1𝑥𝑁

                                  +𝑎22𝑥2
2 + 2𝑎23𝑥2𝑥3 +⋯+ 2𝑎2𝑁𝑥2𝑥𝑁

                                                         +𝑎33𝑥3
2 +⋯+ 2𝑎3𝑁𝑥3𝑥𝑁

                                                                       ⋮
                                                                                       +𝑎𝑁𝑁𝑥𝑁

2

𝑄(𝒙) =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

= 𝒙𝑇𝑨𝒙

𝑄(𝒙) = 〈𝑥1, … , 𝑥𝑁〉 [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑁
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑁1 ⋯ 𝑎𝑁𝑁

] {

𝑥1
⋮
𝑥𝑁
}

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

حقیقی بوده و اصطلاحاً ماتریس نظیر این فرم درجه ماتریس یک  𝑨𝑁×𝑁به قسمی که 

𝒙ه ازای هر بردار دلخواه از آنجائی که بشود و دوم نامیده می ∈ ℝ𝑁  حاصل عبارت

𝑄درجه دوم  = 𝒙𝑇𝑨𝒙 ∈ ℝ  همواره یک عدد حقیقی است و 𝑄 = 𝑄𝑇   در نتیجه

 خواهیم داشت

𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 = 𝒙𝑇𝑨𝑇𝒙 =
1

2
𝒙𝑇(𝑨 + 𝑨𝑇)𝒙 

را   𝑨ماتریس  قسمت متقارنتوان یعنی بدون اینکه از کلیّت موضوع کم شود می

 با یک ماتریساست جایگزین کرد، بنابراین هر فرم درجه دوم در تناظر یک به یک 

 . متقارن حقیقی

مهندسی که با کمیّتهای برداری سر و کار داریم فرمهای در اکثر قریب به اتفاق مسائل 

شوند که بسته به نوع مسئله، مفهوم هندسی متفاوتی دارند به درجه دوم ظاهر می

‖𝒙‖طول هر بردار  مثال،عنوان ساده ترین  = 𝒙𝑇𝒙 = 𝒙𝑇𝑰𝒙  یک فرم درجه دوم
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𝑨است که ماتریس نظیرش  = 𝑰 در یک  ماتریس همانی است؛ به عنوان مثال دیگر

باشد  𝑲 ختی سیستمسماتریس  راگ 𝜟 با بردار درجات آزادیجزاء محدود ا مسئله

𝑲𝜟 داریم = 𝑭  به قسمی که 𝑭   ای است حال عبارتنیروهای گرهبردار 𝜟𝑇𝑭 =

 𝜟𝑇𝑲𝜟  میزان انرژی ذخیره شده در این سیستم است که یک فرم درجه متناسب با

 𝑲ماترس نظیرش همان ماتریس سختی بوده و  𝜟 بردار درجات آزادی دوم بر حسب

 ؛متقارن حقیقی استهر سیستمی یک ماتریس ماتریس سختی که دانیم میاست و 

در مختصات به عنوان مثال دیگر در مسائل مکانیک محیط پیوسته اگر همچنین 

 𝜎𝑛 باشد در این صورت 𝑻برابر در یک نقطه از جسمی کوشی ماتریس تنش دکارتی 

𝒏 ی با قائم یکّهحبر روی سطمودی تنش مؤلفه ع = 〈𝑛1, 𝑛2, 𝑛3〉
𝑇 برابر خواهد بود 

𝜎𝑛با  = 𝒏
𝑇𝑻𝒏  که در واقع یک فرم درجه دوم بر حسب بردار𝒏  است و ماتریس تنش

وم جه دکوشی که یک ماتریس متقارن حقیقی است همان ماتریس نظیر این فرم در

  است.

 

 فرمهای درجه دوم 8-2

 فرمهای درجه دوممربوط به تعاریف  8-2-1

 بر اساسو به تبع ماتریسهای نظیر، بندی و معیار تفکیک فرمهای درجه دوم طبقه

ه طول هر بردار ک به عنوان مثالعلامت آنها است اعم از اینکه مثبت و یا منفی باشند 

𝑄(𝒙)با فرم درجه دوم  = 𝒙𝑇𝑰𝒙  بیان شد به ازای هر بردار دلخواه∀𝒙 ∈ ℝ𝑁  بدیهی

همواره یک عدد مثبت است همینطور میزان انرژی ذخیره شده در یک است که 

𝑄(𝜟)سیستم چند درجه آزادی با فرم درجه دوم  = 𝜟𝑇𝑲𝜟  همواره یک عدد نیز

ه کدر یک نقطه از یک جسم مادی بر روی یک سطح مثبت است لیکن تنش نرمال 

𝑄(𝒏)با فرم درجه دوم  = 𝒏𝑇𝑻𝒏 بر این ثبت و یا منفی باشدتواند مبیان شد می .

تعاریف مربوط به فرمهای درجه دوم و همچنین ماتریسهای نظیر آنها در ذیل اساس، 

𝒙بیان شده و مثالهای خاصی در حالت سادة  ∈ ℝ2  شده استدو متغیّره ارائه. 



 216                                                                                                   1ریاضی مهندسی پیشرفته       

 

 

 

 گوئیم اگر به ازای  1نیمه معین فرم درجه دوم و به تبع ماتریس نظیر آن را مثبت

𝒙∀واه هر بردار دلخ ∈ ℝ𝑁   داشته باشیم𝑄(𝒙) ≥ یعنی همواره بزرگتر یا   0

زیر فرم درجه دوم  متغیّره دوخاص به عنوان مثال در حالت مساوی صفر باشد 

 و ماتریس نظیرش مثبت نیمه معیّن است

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 = (𝑥1 + 𝑥2)
2         𝑨 = [

1 1
1 1

] 

 

  گوئیم اگر به ازای هر  2مثبت معینفرم درجه دوم و به تبع ماتریس نظیر آن را

𝒙∀بردار دلخواه  ∈ ℝ𝑁   داشته باشیم𝑄(𝒙) > یعنی مطلقاً بزرگتر از صفر   0

𝒙باشد و صرفاً به ازای بردار صفر  = 𝑄(𝒙)داشته باشیم  𝟎 = به عنوان مثال  0

در حالت خاص دو متغیّره زیر فرم درجه دوم و ماتریس نظیرش مثبت معیّن 

 است

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2         𝑨 = [
1 0
0 1

] 

 

 گوئیم اگر به ازای  3نیمه معین فرم درجه دوم و به تبع ماتریس نظیر آن را منفی

𝒙∀هر بردار دلخواه  ∈ ℝ𝑁  داشته باشیم𝑄(𝒙) ≤ یعنی کوچکتر یا مساوی  0

                                                      

 

1
 Positive Semidefinite 

2
 Positive Definite 

3
 Negative Semidefinite 
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زیر فرم درجه دوم و ماتریس  دو متغیّره خاص صفر باشد به عنوان مثال در حالت

 استنظیرش منفی نیمه معین 

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 − 𝑥2

2 = −(𝑥1 − 𝑥2)
2      𝑨 = [

−1 1
1 −1

] 

 

 گوئیم اگر به ازای هر  1فرم درجه دوم و به تبع ماتریس نظیر آن را منفی معین

𝒙∀بردار دلخواه  ∈ ℝ𝑁  داشته باشیم𝑄(𝒙) < یعنی مطلقاً کوچکتر از صفر  0

𝒙باشد و صرفاً به ازای بردار صفر  = 𝑄(𝒙)داشته باشیم  𝟎 = وان مثال به عن 0

 زیر فرم درجه دوم و ماتریس نظیرش منفی معیّن است در حالت دو متغیّره

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1
2 − 𝑥2

2         𝑨 = [
−1 0
0 −1

] 

 

 به علامت آن گوئیم اگر  2فرم درجه دوم و به تبع ماتریس نظیر آن را نامعین

𝒙∃ازای برخی مقادیر  ∈ ℝ𝑁  به عنوان مثال در مثبت، منفی و یا صفر شود

 دو متغیّره زیر فرم درجه دوم و ماتریس نظیرش نامعین است حالت

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 − 𝑥2

2         𝑨 = [
1 0
0 −1

] 

 

|𝑨| شود اگرامیده مینمنفرد  𝑄(𝒙) همچنین یک فرم درجه دوم = ماتریس یعنی  0

𝑨𝒙حال چنانچه یک فرم درجه دوم منفرد باشد معادلة  نظیر آن منفرد باشد = 𝟎 

𝒙توان ه یعنی میدارای حل غیربدیهی بود ≠ 𝑄(𝒙)پیدا کرد به قسمی که  𝟎 = 0 

رد اً غیر منفحتممعین  هایفرم تواند معین باشد به بیان دیگردر نتیجه فرم منفرد نمی

یعنی فرمهای غیرمنفرد لزوماً معین لزوماً صادق نیست  جملهاین البته عکس هستند 

                                                      

 
1

 Negative Definite 

2
 Indefinite 
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 البه عنوان مث نامعین باشدچراکه امکان دارد یک فرم درجه دوم غیرمنفرد و نیستند 

 زیر غیرمنفرد لیکن نامعین است در حالت خاص دو متغیّره فرم درجه دوم

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1
2 + 𝑥2

2       𝑨 = [
−1 0
0 1

]  

 

 قضایای مربوط به فرمهای درجه دوم 8-2-2

 با توجه به اینکه ماتریس نظیر هر فرم درجه دوم، متقارن حقیقی است لذا مطابق

اش بر اولًا کلیه مقادیر ویژه آن حقیقی بوده و ثانیاً بردارهای ویژه 11-6قضیه نتیجه 

 توان نوشتهم عمودند یعنی متعامداً متشابه با یک ماتریس قطری حقیقی است و می

𝜦 = 𝑷𝑇𝑨𝑷 = [
𝜆1

⋱
𝜆𝑁

] 

𝒚حال با تغییر متغیّر  ≜ 𝑷𝑇𝒙 داریم 

𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 = 𝒙𝑇𝑷𝜦𝑷𝑇𝒙 = 𝒚𝑇𝜦𝒚
= 𝜆1(𝑦1)

2 +⋯+ 𝜆𝑁(𝑦𝑁)
2 

 توان نتیجه روابط فوق را به صورت قضیه زیر مطرح کردحال می

𝑄(𝒙)شرط لازم و کافی برای اینکه  (1-8) قضیه ≥ یک فرم درجه دوم مثبت باشد  0

𝜆𝑖آن است که  ≥  کلیه مقادیر ویژة ماتریس نظیرش مثبت باشند و همچنین 0

شرط لازم و کافی برای اینکه یک فرم درجه دوم مثبت معین باشد آن است که 

برای  به همین ترتیب لیه مقادیر ویژه ماتریس نظیرش مثبت غیرصفر باشند وک

و به طور خلاصه  (Wiley, 1990)شود فرمهای منفی نیز استدلال مشابهی بیان می

 توان نوشتمی
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𝑄(𝒙) ≥ 0 ⇔ 𝜆𝑖 ≥ 0   𝑖 = 1,… ,𝑁 

𝑄(𝒙) > 0 ⇔ 𝜆𝑖 > 0   𝑖 = 1,… ,𝑁

𝑄(𝒙) ≤ 0 ⇔ 𝜆𝑖 ≤ 0   𝑖 = 1,… ,𝑁

𝑄(𝒙) < 0 ⇔ 𝜆𝑖 < 0   𝑖 = 1,… ,𝑁}
 

 
 

𝑟دانیم که می < 𝑁  تعداد مقادیر ویژه غیرصفر𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑟  مبیّن رتبة یک ماتریس

,𝜆1است حال چنانچه از این مقادیر  𝜆2, … , 𝜆𝑝 > و بقیه منفی باشند در این صورت  0

𝑝 ماتریس و  1شاخص𝑟 − 𝑝 شود.ماتریس نامیده می 2علامت 

 

  

𝑨فرض کنید بخواهیم ویژگی مثبت و یا منفی بودن ماتریس  = [
1 −2
0 1

با را   [

در این صورت معادله مشخصه و مقادیر  مشخص کنیماستفاده از روش مقادیر ویژه 

 ویژه آن عبارتند از

𝜙(𝜆) = 𝜆2 − 2𝜆 + 1 = 0  ⇒   𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1 

ه فرم دن باز آنجائی که مفاهیم مثبت و یا منفی بواین ماتریس، متقارن نیست و  چون

 خواهیم داشت نظیر آندرجه دوم با نوشتن فرم شود لذا درجه دوم نسبت داده می

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 〈𝑥1   𝑥2〉 [
1 −2
0 1

] {
𝑥1
𝑥2
} = 𝑥1

2 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2 = (𝑥1 − 𝑥2)

2 

ماتریس نظیرش عبارت و معین است  نیمه واضح است که این فرم درجه دوم مثبت

𝑨است از  = [
1 −1
−1 1

 مقادیر ویژه به صورت زیر استصه و خکه دارای معادله مش [

𝜙(𝜆) = 𝜆2 − 2𝜆 = 0         𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2 

  

                                                      

 

 
1

Index 

 
2

Signature 
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 ماتریسهای همنهشت ویژگی یکسانی از نظر مثبت و یا منفی بودن دارند. (2-8) قضیه

ماتریس نظیر هر فرم درجه دوم یک ماتریس متقارن و حقیقی است لذا همانطور که 

𝜦در قبل بیان شد داریم  = 𝑷𝑇𝑨𝑷 است با یک ماتریس قطری  یعنی متعامداً متشابه

را  𝑫 مانند یدلخواهحقیقی یک ماتریس قطری اش حال اگر حقیقی از مقادیر ویژه

𝑸غیرمنفرد  سپس با تعریف ماتریسگرفته و به صورت زیر در نظر  ≜ 𝑷𝑫  خواهیم

 داشت

𝑫 = [
𝑑1

⋱
𝑑𝑁

]    𝑑𝑖 ≠ 0

𝑩 ≜ 𝑸𝑇𝑨𝑸 = [
𝜆1𝑑1

2

⋱
𝜆𝑁𝑑𝑁

2
]

}
  
 

  
 

 

𝑩رابطة  = 𝑸𝑇𝑨𝑸   ًماتریسهای  شود ونامیده می  1همنهشتی اصطلاحا𝑨,𝑩   که به

شوند همنهشت با یکدیگر هستند اولًا واضح است که این صورت به هم مربوط می

ی ویژگی یکسان همنهشت رابطة همنهشتی یک رابطة هم ارزی است ثانیاً ماتریسهای

𝒚چرا که با تغییر متغیّر دارند نظیر از نظر فرم درجه دوم  ≜ 𝑸−1𝒙 ریمدا 

𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 = 𝒙𝑇𝑸−𝑇𝑩𝑸−1𝒙 = 𝒚𝑇𝑩𝒚
= 𝜆1(𝑑1𝑦1)

2 +⋯+ 𝜆𝑁(𝑑𝑁𝑦𝑁)
2 

 شود.میعددی ارائه مثال یک برای درک بهتر روابط فوق 

                                                      

 

 
1

Congruent 
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زیر و ماتریس نظیرش را مشخص  با استفاده از رابطة همنهشتی ویژگی فرم درجه دوم

 کنید

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2

2 

 داریمبه صورت زیر  با تغییر متغیّر

𝒚 = {
𝑦1
𝑦2
} = [

1 1
0 1

] {
𝑥1
𝑥2
} = 𝑸−1𝒙 

𝑄(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2

2 = 𝑦1
2 − 3𝑦2

2 

𝑩با ماتریس قطری  𝑨در نتیجه ماتریس  = 𝑸𝑇𝑨𝑸 = [
1 0
0 −3

همنهشت است و  [

و به تبع فرم درجه دوم مربوطه نیز  𝑨چون این ماتریس نامعین است لذا ماتریس 

 نامعین است.

  

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑨)با ستونهای مستقل یعنی  𝑨𝑀×𝑁اگر ماتریس  (3-8) قضیه = 𝑁  باشد در

𝑩𝑁×𝑁این صورت ماتریس  = 𝑨
𝑇𝑨   و ماتریسبوده مثبت معین متقارن و 

𝑪𝑀×𝑀 = 𝑨𝑨
𝑇  است متقارن و مثبت نیمه معین 

 خواهیم داشت  𝑩با نوشتن فرم درجه دوم نظیر ماتریس اثبات: 

𝑄𝐵(𝒙) = 𝒙
𝑇𝑩𝒙 = 𝒙𝑇𝑨𝑇𝑨𝒙 = ‖𝑨𝒙‖2 > 0 

 با توجه به اینکه ماتریسواضح است که این فرم درجه دوم لزوماً مثبت است همچنین 

𝑨 دارای ستونهای مستقل است لذا دستگاه 𝑨𝒙 = 𝒙 صرفاً دارای حل بدیهی 𝟎 = 𝟎 

 استمثبت معین  𝑨𝑇𝑨و در نتیجه این فرم درجه دوم و ماتریس نظیرش یعنی بوده 

 خواهیم داشت  𝑪با نوشتن فرم درجه دوم نظیر ماتریس به طور مشابه 

𝑄𝐶(𝒙) = 𝒙
𝑇𝑪𝒙 = 𝒙𝑇𝑨𝑨𝑇𝒙 = ‖𝑨𝑇𝒙‖2 ≥ 0 
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واضح است که این فرم درجه دوم نیز لزوماً مثبت است لیکن با توجه به اینکه ماتریس 

𝑨𝑇   دارای سطرهای مستقل است لذا دستگاه𝑨𝑇𝒙 = دارای جواب غیر بدیهی   𝟎

مثبت نیمه  𝑨𝑨𝑇ش یعنی نظیرو ماتریس فرم درجه دوم این نتیجه  خواهد بود در

 معین است.

 

یکانی و مثبت نیمه معین باشد در این صورت  𝑼𝑁×𝑁 اگر ماتریس مربع (4-8) قضیه

𝑼 = 𝑰 یعنی برابر ماتریس همانی خواهد بود 

𝑼𝒙که اگر  چرااثبات:  = 𝛼𝒙 برای مقدار ویژه ماتریس یکانی داریم 

‖𝒙‖2 = (𝑼𝒙,𝑼𝒙) = (𝛼𝒙, 𝛼𝒙) = 𝛼𝛼̅(𝒙, 𝒙) = 𝛼𝛼̅‖𝒙‖2 

|𝛼|یعنی  = مثبت باشد  𝑼اندازه مقادیر ویژه برابر واحد است از طرفی اگر بخواهد  1

𝛼بایستی مقادیر ویژه مثبت بوده  > 𝛼و در نتیجه  0 = خواهد بود بنابراین داریم  1

𝑷−1𝑼𝑷 = 𝑰  که منجر به𝑼 = 𝑰 .خواهد شد 

 

است  اینمثبت معین باشد  𝑨𝑁×𝑁ماتریس آنکه شرط لازم و کافی برای  (5-8) قضیه

 𝑨𝑁×𝑁 ماتریس مربع اگرکه کلیة زیرماتریسهای اصلی آن مثبت معین باشند. 

 متقارن باشد در این صورت ماتریسهای زیر را زیرماتریسهای اصلی مقدم آن گویند

𝑨1 = 𝑎11    𝑨2 = [
𝑎11
𝑎21

  
𝑎12
𝑎22

]    𝑨3 = [

𝑎11
𝑎21
𝑎31

  

𝑎12
𝑎22
𝑎32

  

𝑎13
𝑎23
𝑎33

]    𝑨𝑟 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑟
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑟1 ⋯ 𝑎𝑟𝑟

]  

,𝑨1 زیرماتریسهای اصلی اگریعنی  طرف اول قضیهاثبات:  𝑨2, … , 𝑨𝑁  مثبت معین

𝑨باشند بدیهی است که  = 𝑨𝑁  نیز مثبت معین است طرف دوم قضیه یعنی با فرض

𝒙∀مثبت معین باشد واضح است که به ازای هر بردار دلخواه  𝑨اینکه  ∈ ℝ𝑁  داریم
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𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 > 𝒙𝑟با تعریف حال  0 = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟〉
𝑇 ∈ ℝ𝑟  و سپس انتخاب

𝒙𝑇به صورت   𝒙بردار  = 〈𝒙𝑟, 𝟎1×(𝑁−𝑟)〉
𝑇 شودنتیجه می 

𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 = 𝒙𝑟
𝑇𝑨𝑟𝒙𝑟 > 0 

𝑟به ازای  𝑨𝑟 کلیه زیرماتریسهای یعنی بایستی  = 1,… ,𝑁 دنمثبت معین باش. 

 

مثبت معین باشد آن است که  𝑨𝑁×𝑁شرط لازم و کافی برای ماتریس  (6-8) قضیه

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑟)کلیة کهادهای اصلی مقدم آن مثبت باشند یعنی  > 𝑟به ازای  0 =

1,… ,𝑁 

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑟) اولاً اگراثبات:  ≠ سطری در این صورت تنها با انجام عملیات مقدماتی  0

 را به ماتریس بالامثلثی 𝑨توان ماتریس می)که اثری روی دترمینان ندارد(   نوع سوم

𝑼 سطری با توجه به اینکه  مقدماتی عملیات، در اولین بدل کرد𝑑𝑒𝑡(𝑨1) = 𝑎11 ≠

 شودمنجر به ماتریس زیر می 0

𝑨~

[
 
 
 
 
𝑎11
0
0
⋮
0

  

𝑎12
𝑏22
𝑏32
⋮
𝑏𝑁2

  

𝑎13
𝑏23
𝑏33
⋮
𝑏𝑁3

  …  

𝑎𝑁1
𝑏2𝑁
𝑏3𝑁
⋮
𝑏𝑁𝑁]

 
 
 
 

    

𝑑𝑒𝑡(𝑨2) = 𝑎11𝑏22

𝑏22 =
𝑑𝑒𝑡(𝑨2)

𝑎11
=
𝑑𝑒𝑡(𝑨2)

𝑑𝑒𝑡(𝑨1)

}   

𝑑𝑒𝑡(𝑨2)در دومین عملیات مقدماتی سطری با توجه به اینکه  ≠ منجر به ماتریس  0

 شودزیر می

𝑨~

[
 
 
 
 
𝑎11
0
0
⋮
0

  

𝑎12
𝑏22
0
⋮
0

  

𝑎13
𝑏23
𝑐33
⋮
𝑐𝑁3

  …  

𝑎𝑁1
𝑏2𝑁
𝑐3𝑁
⋮
𝑐𝑁𝑁]

 
 
 
 

    

𝑑𝑒𝑡(𝑨3) = 𝑎11𝑏22𝑐33

𝑐33 =
𝑑𝑒𝑡(𝑨3)

𝑎11𝑏22
=
𝑑𝑒𝑡(𝑨3)

𝑑𝑒𝑡(𝑨2)

}   

بدل شود  𝑼به ماتریس بالامثلثی  𝑨به همین ترتیب الی آخر اگر در نهایت ماتریس 

 های روی قطر اصلی آن عبارتند از  در این صورت درایه
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𝑨~𝑼 =

[
 
 
 
 
𝑢11
0
0
⋮
0

  

𝑢12
𝑢22
0
⋮
0

  

𝑢13
𝑢23
𝑢33
⋮
0

  …  

𝑢𝑁1
𝑢2𝑁
𝑢3𝑁
⋮

𝑢𝑁𝑁]
 
 
 
 

    𝑢𝑛𝑛 =
𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑛)

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑛−1)
 

یاز طرفی اگر  را به شکل افزوده با ماتریس همانی    𝑨𝑁×𝑁ماتریس مربع
[𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁 ] قبل  متعددمقدماتی  عملیات سطری همان در کنار هم قرار دهیم و

در این صورت   [ 𝑼𝑁×𝑁  ⧘  𝑳𝑁×𝑁] ~ [ 𝑨𝑁×𝑁  ⧘  𝑰𝑁]انجام دهیم به قسمی که را 

𝑳𝑨 = 𝑼 خواهد بود به قسمی که 𝑳 ثلثی به صورتیک ماتریس معکوس پذیر پائین م 

 زیر است

𝑳 =

[
 
 
 
 
1
𝑙21
𝑙31
⋮
𝑙𝑁1

  

0
1
𝑙32
⋮
𝑙𝑁2

  

0
0
1
⋮
𝑙𝑁3

  …  

0
0
0
⋮
1]
 
 
 
 

     

های روی قطر اصلی آن برابر واحد است در نتیجه با ضرب طرفین رابطه که همه درایه

𝑳𝑨𝑳𝑻 خواهیم داشت  𝐿𝑇فوق در  = 𝑼𝑳𝑻   سمت چپ این رابطه یعنی از طرفی

𝑳𝑨𝑳𝑻   آن حاصلضرب دو ماتریس  راستیک ماتریس متقارن است لیکن سمت

بایستی  𝑼𝑳𝑻یک ماتریس بالامثلثی خواهد شد در نتیجه حاصل بالامثلثی است که 

شود و چون منجر به یک ماتریس قطری میباشد که ماتریس بالامثلثی متقارن یک 

 های روی قطر اصلیه درایهبرابر واحد هستند در نتیج 𝑳𝑻های روی قطر ماتریس درایه

𝑼𝑳𝑻  ماتریس با𝑼 توان نوشتبوده و می برابر 
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𝑳𝑨𝑳𝑻 = 𝑫 =

[
 
 
 
 
 𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑛)

  

𝑑𝑒𝑡(𝑨2)

𝑑𝑒𝑡(𝑨1)  
𝑑𝑒𝑡(𝑨3)

𝑑𝑒𝑡(𝑨2)
 

⋱

 

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑁)

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑁−1)

 

]
 
 
 
 
 

 

همنهشت بوده و ویژگی یکسانی از نظر فرم  𝑫 با ماتریس قطری 𝑨 بنابراین ماتریس

مثبت معین باشد آن است که  𝑨دوم نظیر دارند در نتیجه شرط اینکه ماتریس درجه 

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑟)مثبت باشند که منجر به رابطة   𝑫های قطری کلیه درایه > یا همان   0

 شود. اثبات قضیه می

منفی معین باشد آن است که کلیه  𝑨نتیجه: شرط لازم و کافی برای اینکه ماتریس 

 شودزیر مییک در میانی منفی باشند که منجر به روابط  𝑫های قطری درایه

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑟) < 0          𝑟 = 1,3,5,…

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝑟) > 0          𝑟 = 2,4,6,…
} 

از حالات فوق تبعیت نکند یعنی برخی  𝑫های قطری و در نهایت چنانچه علامت درایه

 نامعین است. 𝑨مثبت و برخی منفی باشند در این صورت ماتریس 

 

مثبت   𝑨𝑁×𝑁ماتریس  آنکه یه چولسکی: شرط لازم و کافی برایتجز  (7-8) قضیه

وجود داشته باشد  𝑾𝑁×𝑁است که ماتریس بالامثلثی غیر منفرد  اینمعین باشد 

𝑨که   = 𝑾𝑇𝑾 

 مثبت معین باشد 𝑨𝑁×𝑁طرف اول قضیه یعنی با فرض اینکه اگر ماتریس  اثبات: 

𝑳𝑨𝑳𝑻طبق قضیه قبل داریم  = 𝑫  به قسمی که𝑑𝑖 > 0    𝑖 = 1,2,… ,𝑁  در نتیجه

𝑨 = 𝑳−1𝑫𝑳−𝑻 توان آن را به صورت و می𝑨 = 𝑳−1𝑫1/2𝑫1/2𝑳−𝑻  به قسمی که

𝑫1/2  ماتریس  و یا منفی جذر مثبتبرابر𝑫 در نتیجه با تعریف ماتریس  است𝑾 =

𝑫1/2𝑳−𝑻 شود مثلثی و معکوس پذیر است نتیجه می که بالا𝑨 = 𝑾𝑇𝑾 ی اثبات برا
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𝑨طرف دوم قضیه یعنی با فرض اینکه  = 𝑾𝑇𝑾 باشد فرم درجه دوم نظیر آن را می

 توان به صورت زیر نوشت

𝑄(𝒙) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 = 𝒙𝑇𝑾𝑇𝑾𝒙 = ‖𝑾𝒙‖2 > 0 

 مثبت معین است. 𝑨در نتیجه 

 

 

 

𝑨که دست آورید ای گونهرا به  𝑾2×2ماتریس بالامثلثی و غیر منفرد  = 𝑾𝑇𝑾 =

[
1 2
2 5

] 

مقدماتی  عملیات سطریانجام  در کنار هم و [ 𝑨2×2  ⧘  𝑰2]افزوده با تشکیل ماتریس 

 داریم [ 𝑼2×2  ⧘  𝑳2×2] ~ [ 𝑨2×2  ⧘  𝑰2] نوع سوم تا تبدیل به متعدد

[
1 2
2 5

  ⧘  
1 0
0 1

]~ [
1 2
0 1

  ⧘  
1 0
−2 1

] ⇒ 𝑼 = [
1 2
0 1

] ,   𝑳 = [
1 0
−2 1

] 

𝑳𝑨𝑳𝑻 = [
1 0
−2 1

] [
1 2
2 5

] [
1 −2
0 1

] = 𝑫 = [
1 0
0 1

] 

𝑾حال با استفاده از رابطة  = 𝑫1/2𝑳−𝑻  ماتریس بالامثلثی𝑾 آوریم را به دست می

توان جذر منحصر به فرد نیست چراکه می 𝑾واضح است که به این روش ماتریس 

𝑳−1حال با چایگذاری را در آن قرار داد   𝑫مثبت و یا منفی ماتریس  =

[
1 0
2 1

],   𝑳−𝑻 = [
1 2
0 1

 داریم [

𝑾 = 𝑫1/2𝑳−𝑻 = ±[
1 0
0 1

] [
1 2
0 1

] = ±[
1 2
0 1

] 

𝑾 = 𝑫1/2𝑳−𝑻 = ±[
1 0
0 −1

] [
1 2
0 1

] = ±[
1 2
0 −1

] 
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 آزمون مشتق دوم 8-3

 اکسترمم توابع چند متغیرّه 8-3-1

𝒙اگر بردار  = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁〉
𝑇 ∈ ℝ𝑁   شاملN  متغیّر حقیقی بوده و𝑓(𝒙)   تابع

𝜵𝑓(𝒙)دلخواهی از آن باشد در این صورت دستگاه معادلات  = یا به صورت اندیسی  𝟎

 زیر

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 0      𝑖 = 1,2,… ,𝑁 

حال برای تشخیص نقطه اکسترمم این تابع خواهد شد مختصات  𝒙0 محاسبهمنجر به 

 ااین نقطه از نظر ماکزیمم موضعی، مینیمم موضعی و یا نقطة زینی بودن بوضعیت 

 به صورت زیر خواهیم داشت 𝒙0 بسط تیلور این تابع در همسایگینوشتن 

∆𝑓 =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
∆𝑥𝑖

∞

𝑖=1

+
1

2!
∑∑

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
∆𝑥𝑖∆𝑥𝑗

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

+
1

3!
∑∑∑

𝜕3𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
∆𝑥𝑖∆𝑥𝑗∆𝑥𝑘

∞

𝑘=1

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

+⋯ 

مختصات نقطه اکسترمم این تابع باشد جمله اول بسط فوق برابر صفر  𝒙0حال اگر 

 میتوان با تقریب قابل قبولی نوشتشده و لذا در همسایگی این نقطه 

∆𝑓 = 𝑓(𝒙) − 𝑓(𝒙0) ≈
1

2!
∑∑

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
∆𝑥𝑖∆𝑥𝑗

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

𝑓(𝒙) − 𝑓(𝒙0) ≈
1

2!
(𝒙 − 𝒙0)

𝑇𝑯(𝒙 − 𝒙0) }
 
 

 
 

  ℎ𝑖𝑗 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
 



 228                                                                                                   1ریاضی مهندسی پیشرفته       

 

 

 

 های آننامیده شده و درایه 1اصطلاحاً ماتریس هسِین  𝑯𝑁×𝑁به قسمی که ماتریس 

ℎ𝑖𝑗 به صورت = 𝑓,𝑖𝑗 که اگر در یک همسایگی  خواهند بود𝒙0  به ازای هر𝒙  دلخواهی

 𝑓∆نیمم موضعی است، اگر نقطه یک می مثبت باشد در این صورت آن 𝑓∆مقدار 

به ازای برخی  𝑓∆ اگر و موضعی استاکزیمم منفی باشد در این صورت آن نقطه یک م

منفی باشد در این صورت یک نقطة زینی  دیگر مثبت و به ازای برخی 𝒙 از مقادیر

یک نقطة توان شرایط کافی زیر را در خصوص میبه طور خلاصه خواهیم داشت و 

 رمم بیان کرداکست

  چنانچه ماتریس𝑯  در نقطه𝒙0  مثبت معین باشد در این صورت این نقطه

 یک مینیمم موضعی است

  چنانچه ماتریس𝑯  در نقطه𝒙0  منفی معین باشد در این صورت این نقطه

 یک ماکزیمم موضعی است

  چنانچه ماتریس𝑯  در نقطه𝒙0  نامعین باشد در این صورت این نقطه یک

 نقطة زینی است

  چنانچه ماتریس𝑯  در نقطه𝒙0  نیمه معین و منفرد باشد هیچ اظهار نظری

 نمیتوان کرد

 

 

 

                                                      

 

 
1

Hessian Matrix 
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,𝑓برای هر سه تابع  𝑔, ℎ  زیر مبدأ مختصات𝒙0 = 〈0, 0〉
𝑇 ∈ ℝ2  یک نقطة اکسترمم

𝑯 هدر این نقط است و همچنین برای هر سه تابع ماتریس هسِین = [
0 0
0 0

نامعین  [

,𝑓(𝑥است لیکن این نقطه برای تابع  𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2   یک نقطة زینی برای تابع

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥4 + 𝑦2  یک مینیمم موضعی و برای تابعℎ(𝑥, 𝑦) = −𝑥4 − 𝑦2  یک

 .ماکزیمم موضعی است

 

  

,𝑓(𝑥برای تابع  𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑥𝑦 + 2𝑦2   مبدأ مختصات𝒙0 = 〈0, 0〉
𝑇 ∈

ℝ2 یک نقطة اکسترمم است چراکه یکی از جوابهای دستگاه معادلات زیر است 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑦 = 0

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑥 + 4𝑦 = 0

}
 

 
⇒ 𝑯 = [

2 1 + 𝑐𝑜𝑠𝑦
1 + 𝑐𝑜𝑠𝑦 4 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦

]  

𝑯همچنین ماتریس هسِین در این نقطه برابر  = [
2 2
2 4

است که با انجام عملیات  [

𝑯~𝑼س بالامثلثی مقدماتی سطری نوع سوم به ماتری = [
2 2
0 2

شود لذا بدل می [

 نیمم موضعی است.مثبت معین بوده و بنابراین این نقطه یک می

 

 و ضرایب لاگرانژ شرایط جانبی 8-3-2

𝒙اگر بردار  = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁〉
𝑇 ∈ ℝ𝑁   شاملN  متغیّر حقیقی بوده و𝑓(𝒙)   تابع

اکسترمم این تابع به همراه شرایط جانبی دلخواهی از آن باشد در این صورت 

𝜑𝑗(𝒙) = 0   𝑗 = 1: 𝑟   منجر به تعریف یک تابع تعمیم یافته𝑓  به صورت زیر خواهد

 شد
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𝑓 = 𝑓 +∑𝜆𝑗𝜑𝑗

𝑟

𝑗=1

 

,𝜆1 جدید به قسمی که متغیّرهای 𝜆2, … , 𝜆𝑟 اولاً واضح شوند ضرایب لاگرانژ نامیده می

𝑓مقادیر دو تابع  𝒙است که به ازای هر بردار دلخواه  = 𝑓  ًبا هم برابر هستند ثانیا

 منجر به ارضای قید جانبی  𝜆𝑗 متغیّرهر نسبت به   𝑓 ابع تعمیم یافتهتاکسترمم 

𝜑𝑗(𝒙) =  توان نوشتمربوط به آن شده و لذا می 0

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 0      𝑖 = 1:𝑁

𝜕𝑓

𝜕𝜆𝑗
= 𝜑𝑗 = 0      𝑗 = 1: 𝑟

}
 
 

 
 

 

   

𝑓(𝒙) فرم درجه دومنیمم محاسبه ماکزیمم مییکی از مسائل پرکاربرد مهندسی  =

𝒙𝑇𝑨𝒙 به همراه قید 𝒙𝑇𝑩𝒙 = یر ز که با تعریف تابع تعمیم یافته به صورتباشد می 1

 توان نوشتبا قرارداد جمع بندی روی اندیس تکراری می

𝑓(𝒙, 𝜆) = 𝒙𝑇𝑨𝒙 + 𝜆(1 − 𝒙𝑇𝑩𝒙)

𝑓(𝒙, 𝜆) = 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝜆(1 − 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗)
} 

را متقارن در نظر گرفته و با  𝑨,𝑩توان ماتریسهای از کلیّت موضوع میبدون کاستن 

 مشتق گیری از تابع تعمیم یافته فوق نتیجه میشود

𝜕𝑓

𝜕𝒙
= 2𝑨𝒙 − 2𝜆𝑩𝒙 = 2(𝑨 − 𝜆𝑩)𝒙 = 𝟎

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 2𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 − 2𝜆𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗 = 2(𝑎𝑖𝑗 − 𝜆𝑏𝑖𝑗)𝑥𝑗 = 0

}
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𝒙جواب لذا شرط اینکه  ≠ 𝑶⃗⃗   وجود داشته باشد آن است برای دستگاه معادلات فوق

𝑨|دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر باشد که  − 𝜆𝑩| = که منجر به یک معادله  0

 𝒙𝑖 این معادله و یک ریشة 𝜆𝑖 حال اگرخواهد شد.  𝜆بر حسب متغیّر  𝑁جبری درجه 

𝑨𝒙𝑖یعنی  بردار ویژه نظیرش باشد = 𝜆𝑩𝒙𝑖 ر عددی فرم درجه در این صورت مقدا

 دوم در این نقطه برابر است با

𝑓(𝒙𝑖) = 𝒙𝑖
𝑇𝑨𝒙𝑖 = 𝜆𝒙𝑖

𝑇𝑩𝒙𝑖 = 𝜆 

𝑨| های معادله دترمینانیریشه دقیقاً به بیان دیگر − 𝜆𝑩| = همان مقادیر   0

𝒙𝑇𝑩𝒙 به همراه قید 𝒙𝑇𝑨𝒙 اکسترمم فرم درجه دوم = د بود و بیشترین نخواه 1

درجه دوم و کمترین مقدار ویژه برابر مینیمم فرم درجه مقدار ویژه برابر ماکزیمم فرم 

 دوم است.

 

   

𝑨|های معادله دترمینانی ریشه − 𝜆𝑩| = نیمم مقادیر ماکزیمم، میاست با برابر  0

𝑓(𝒙)تابع کسری  = (𝒙𝑇𝑨𝒙)/(𝒙𝑇𝑩𝒙)  ا قرارداد جمع بندی روی اندیس چراکه ب

 توان نوشتتکراری می

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
=
(2𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗)(𝒙

𝑇𝑩𝒙) − (2𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗)(𝒙
𝑇𝑨𝒙)

(𝒙𝑇𝑩𝒙)2
= 0

(2𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗) − (2𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗)
(𝒙𝑇𝑨𝒙)

(𝒙𝑇𝑩𝒙)
= 0

}
 
 

 
 

 

𝑎𝑖𝑗)روابط فوق عبارتند از دستگاه معادلات  − 𝑓𝑏𝑖𝑗)𝑥𝑗 = که شرط وجود جواب  0

𝑨|غیر بدیهی برای آن منجر به معادله دترمینانی  − 𝑓𝑩| =  خواهد شد. 0
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 قطری سازی همزمان با استفاده از همنهشتی  8-4

𝑨|در دو مثال اخیر با معادله دترمینانی به صورت  − 𝜆𝑩| = مواجه شدیم به قسمی  0

یز برخی مسائل مهندسی نتحلیل ماتریسهای مربعی متقارن و حقیقی بودند،  𝑨,𝑩که 

به عنوان یکی از مسائل پرکاربرد  تی از مسئله مقدار ویژه خواهد شدمنجر به چنین حال

شود تحلیل پایداری و یا ای منجر میقدار ویژهمهندسی که به اینچنین مسئله م

 کمانش است 

 

 آزادی درجه دو ستون یک کمانش

به عنوان مثال معادلات تعادل حاکم در حالت تغییر شکل یافته ستون دو درجه آزادی 

 مفصل این تیر عبارت است از( با ارضای تعادل گشتاور حول دو 2-8مطابق شکل )

𝑘1𝑥1𝑙1 + 𝑘2𝑥2(𝑙1 + 𝑙2) = 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2
𝑘2𝑥2𝑙2 = 𝑝2𝑥2 − 𝑝2𝑥1

} 

که با ترکیب این دو معادله به قسمی که ماتریس سختی این سیستم شکل گیرد می

 توان این معادلات را به صورت ماتریسی زیر نوشت

𝑘1 𝑘2 

𝑥1 
𝑥2 𝑝1 

𝑝2 

𝑙1 𝑙2 
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{
 
 

 
 

𝑲𝒙 = 𝑲𝐺𝒙

𝑲 = [
𝑘1 0
0 𝑘2

]       𝑲𝐺 = [

𝑝1 + 𝑝2
𝑙1

+
𝑝2
𝑙2

−
𝑝2
𝑙2

−
𝑝2
𝑙2

𝑝2
𝑙2

]
 

𝒙به قسمی که  = 〈𝑥1, 𝑥2〉
𝑇   ،بردار جابجائی𝑲   ماتریس سختی و𝑲𝐺   ًاصطلاحا

توان این میبه صورت ساده شود که نامیده می ستونماتریس سختی هندسی این 

 معادلات را به صورت زیر نیز نوشت 

{
 
 

 
 

(𝑲̅ − 𝜆𝑲̅𝐺)𝒙 = 𝟎

𝜆 =
𝑝2
𝑘2𝑙2

,   𝛼 =
𝑙2
𝑙1
,   𝛽 =

𝑝1
𝑝2

𝑲̅ = [
𝑘1/𝑘2 0
0 1

]       𝑲̅𝐺 = [
𝛼𝛽 + 𝛼 + 1 −1

−1 1
]

 

همچنین در حالت کلی معادلات  بار کمانش استپارامتر بدون بُعد  𝜆به قسمی که 

و  اخیر، ذاتاً ناپیوسته هستند مثالتعادل حاکم بر تحلیل پایداری مسائلی که مانند 

های تحت اثر نیروهای غشائی ای مانند ستونها، صفحات و پوستهچه مسائل پیوسته

های محدود، ناپیوسته به یکی از روشهای عددی مانند اجزای محدود و یا تفاضلکه 

به عنوان نمونه دیگر از مسائل  اند به صورت ماتریسی فوق قابل بیان است.شده

 های چند درجه آزادی اشاره کردتوان به تحلیل ارتعاش آزاد سیستممهندسی می

 

 

 فنر جرم آزادی درجه سه سیستم یک آزاد ارتعاش

 

سه  مسیستیک حاکم بر حرکت و یا ارتعاش  دینامیکی به عنوان مثال معادلات تعادل

,𝑥1( بر حسب 2-8آزادی مانند شکل )درجه  𝑥2, 𝑥3  یعنی جابجائی هر یک از جرمهای

𝑚1,𝑚2,𝑚3 عبارت است از 

𝑚1 
𝑘1 

𝑚2 
𝑘2 

𝑚3 
𝑘3 𝑘4 
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{

𝑚1𝑥̈1 + 𝑘1𝑥1 + 𝑘1(𝑥1 − 𝑥2) = 0

𝑚2𝑥̈2 + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑘3(𝑥2 − 𝑥3) = 0

𝑚3𝑥̈3 + 𝑘3(𝑥3 − 𝑥2) + 𝑘4𝑥3 = 0

 

 به صورت ماتریسی زیر نوشتتوان این معادلات را که می

{
 
 

 
 

𝑴𝒙̈ + 𝑲𝒙 = 𝟎

𝑴 = [

𝑚1

𝑚2

𝑚3

]        𝑲 = [

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3 + 𝑘4

]
 

𝒙به قسمی که  = 〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3〉
𝑇   ،بردار جابجائی𝑴   ماتریس جرم و𝑲   ماتریس

که با جداسازی متغیّرهای زمان و مکان به صورت  سختی این سیستم جرم فنر است

𝒙 = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝒙̂  که مبیّن ارتعاش آزاد با فرکانس ثابت𝜔 شود باشد نتیجه میمی𝒙̈ =

−𝜔2𝒙  که با جایگذاری در معادلات فوق به مسئله مقدار ویژه(𝑲 − 𝜔2𝑴)𝒙̂ = 𝟎 

 شود.یبر حسب پارامتر فرکانس منجر م

𝑨)حال در حالت کلی به بررسی مسئله مقدار ویژه  − 𝜆𝑩)𝒙 = شود پرداخته می 𝟎

متقارن  𝑨,𝑩 همانطور که در مثالهای کاربردی اخیر نیز مشاهده شد اولًا ماتریسهای

 فردماتریس غیر منلذا اگر یکی از آنها لزوماً مثبت معین است و حقیقی هستند ثانیاً 

𝑻 وجود داشته باشد به قسمی که 

𝑻𝑇𝑩𝑻 = 𝑰

𝑻𝑇𝑨𝑻 = 𝑫 = [
𝑑1

⋱
𝑑𝑁

]

}
 
 

 
 

 

𝑻𝑇𝑩𝑻 حاصلیعنی  = 𝑰 برابر ماتریس همانی شده و حاصل 𝑻𝑇𝑨𝑻 = 𝑫  برابر یک

𝒙 تغیّرقطری شود در این صورت با تغییر م ماتریس = 𝑻𝒚 خواهیم داشت 
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𝑨𝑻𝒚 − 𝜆𝑩𝑻𝒚 = 𝟎

(𝑻𝑇𝑨𝑻)𝒚 − 𝜆(𝑻𝑇𝑴𝑻)𝒚 = 𝟎
(𝑫 − 𝜆𝑰)𝒚 = 𝟎

} ⇒∏(𝜆 − 𝑑𝑖)

𝑁

𝑖=1

= 0  

در نتیجه متعامداً متشابه است با یک مثبت معین باشد متقارن و  𝑩اگر ماتریس 

جذر مثبت آن یک ماتریس  𝑩1/2لذا اش ماتریس قطری حقیقی مثبت از مقادیر ویژه

متقارن  𝑨حقیقی متقارن و مثبت معین خواهد بود متعاقباً با توجه به اینکه ماتریس 

𝑪به صورت  𝑪است ماتریس  = 𝑩−1/2𝑨𝑩−1/2  ماتریس متعامد نیز متقارن است لذا

𝑸𝑇𝑸 = 𝑰 وجود دارد به قسمی که 

𝑸𝑇𝑪𝑸 = 𝑫 = [
𝑑1

⋱
𝑑𝑁

] 

𝑻 حال با تعریف ماتریس به صورت = 𝑩−1/2𝑸 خواهیم داشت 

𝑻𝑇𝑩𝑻 = 𝑰
𝑻𝑇𝑨𝑻 = 𝑫

} 

است بنابراین لزوماً حقیقی خواهد  𝑪برابر مقدار ویژة ماتریس متقارن حقیقی  𝜆یعنی 

 بود.

 

 

مطلوب است محاسبه بار کمانش و شکل مودهای کمانشی ستون سه درجه آزادی 

 قرار دارد. 𝑝مطابق شکل زیر که تحت اثر بار محوری ثابت 

و ماتریس  𝑲با ترسیم حالت تغییر شکل یافته ستون به ترتیب ماتریس سختی مماسی 

 عبارتند از 𝑲𝐺سختی هندسی 

𝑲 = [
𝑘

4𝑘
𝑘

]       𝑲𝐺 =
𝑝

𝑙
[
1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

] 
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 ثابت بار تحت آزادی درجه سه ستون یک کمانش

 

𝑲𝒙معادلات تعادل این ستون در حالت تغییرشکل یافته منجر به دستگاه  = 𝑲𝐺𝒙 

𝜆با تعریف  شود کهمی = 𝑝/𝑘𝑙  خواهیم داشتپارامتر بدون بُعد بار کمانش 

𝑑𝑒𝑡 ([
1

4
1

] − 𝜆 [
1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

]) = 0 

 ( داریم14-8با توجه به رابطة ) همچنین

(𝑲−1/2𝑲𝐺𝑲
−1/2 − 𝜆−1𝑰)𝒚 = 0 

𝒙به قسمی که  = 𝑲−1/2𝒚 

[
1

1/2

1

] [
1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

] [
1

1/2

1

] = [

1 −1/2 0
−1/2 1/2 −1/2
0 −1/2 1

] 

𝜆−1مقادیر ویژه ماتریس فوق در واقع مقادیر  = 𝑘𝑙/𝑝  هستند لذا سه مقدار ویژه به

𝜆−1صورت  = 0, 1, دست صورت زیر به که نظیر هر یک مود کمانش به  داریم 1.5

 آیدمی

𝒚1 = {
1
2
1
}     𝒚2 = {

1
0
−1
}      𝒚3 = {

2
−2
2
} 

4𝑘 𝑘 

𝑥2 
𝑥3 

𝑝 

𝑙 𝑙 

𝑥1 
𝑝 

𝑘 
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𝒙توان با استفاده از رابطة و در نهایت می = 𝑲1/2𝒚 داریم 

𝒙1 = {
1
1
1
}     𝒙2 = {

1
0
−1
}      𝒙3 = {

2
−1
2
} 

 اندزیر به صورت شماتیک رسم شده که این مودهای کمانش در شکل

 

 ثابت بار تحت آزادی درجه سه ستون یک کمانش

 

 

 ها تمرین  8-5

𝑨ویژگی مثبت و یا منفی بودن فرم درجه دوم نظیر ماتریس   .1 = [
1 3
1 4

را  [

 مشخص کنید

𝑄(𝒙)فرم درجه دوم   .2 = 𝒙𝑇𝑨𝒙   را در نظر بگیرید به قسمی𝑨   یک ماتریس

𝑄(𝜆𝒙 است نشان دهید + 𝜇𝒚) = 𝜆2𝒙𝑇𝑨𝒙 + 2𝜆𝜇𝒙𝑇𝑨𝒚 + 𝜇2𝒚𝑇𝑨𝒚 

ه و بگوئید تساوی در چسپس رابطه زیر را برای فرم مثبت معین اثبات کنید 

𝑥1 = 1 

𝜆 = ∞ 𝜆 = ∞ 
𝑥2 = 1 𝑥3 = 1 

𝑥1 = 1 
𝜆 = 1 

𝜆 = 1 
𝑥2 = 0 𝑥3 = −1 

𝑥1 = 2 

𝜆 = 2/3 𝜆 = 2/3 

𝑥2 = −1 𝑥3 = 2 
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2(𝒙𝑇𝑨𝒚) داریم  بردار دلخواه دو به ازای هرحالتی برقرار است  ≤

(𝒙𝑇𝑨𝒙)(𝒚𝑇𝑨𝒚) 

تبدیلهائی را بیابید که هر یک از فرمهای درجه دوم زیر را به مجموع مربعات   .3

تقلیل دهد و سپس ویژگی مثبت و یا منفی بودن ماتریس نظیر هر یک را 

 مشخص کنید

𝑄1 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 3𝑥3
2 + 4𝑥4

2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3 + 2𝑥2𝑥4
+ 6𝑥3𝑥4 

𝑄2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥3𝑥4 

 

نیمم عبارت زیر را به دست آورید و همچنین مختصات مقادیر ماکزیمم و می  .4

 اکسترمم است را نیز مشخص کنید 𝐼ای که به ازای آن نقطه

𝐼 =
7𝑥2 + 4𝑦2 + 3𝑧2 + 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑧 − 2𝑦𝑧

6𝑥2 + 3𝑦2 + 2𝑧2
 

8𝑥2 کمترین فاصله مبدأ مختصات تا منحنیمقدار   .5 + 12𝑥𝑦 + 17𝑦2 = 16 

 به دست آوریدرا  𝑥𝑦 در صفحه

ه سه درج مطلوب است محاسبه فرکانسها و مودهای ارتعاش آزاد نظیر سیستم  .6

 مطابق شکل زیر جرم فنر  آزادی

 

 

𝑚 2𝑚 
𝑘 

𝑚 
2𝑘 
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 منهفصل 

 تغییرات حساب
 

 

 

 

 و مبانی حساب تغییرات مقدمه  9-1

 ترین مسئله در تئوری تغییراتلمِّ اساسی و ساده  9-1-1

یکی از مباحث ریاضی پیرامون حساب دیفرانسیل، انتگرال محاسبه اکسترمم توابعی 

 𝑦(𝑥)اکسترمم تابع  دانیم تعیینمی از یک و یا چند متغیّر مستقل است به عنوان مثال

 خواهد شد که رابطهاین منجر به 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 برابر صفر باشد 𝑥 مستقل نسبت به متغیّر  𝑦(𝑥) تابع بایستی مشتق و یا تغییراتیعنی 

نیمم میماکزیمم و یا می 𝑦 که به ازای آن تابع 𝑥 دار عددیمق ،با حل این معادله که

 محاسبهبرای دانیم می آید همچنیننظیر به دست میاکسترمم  𝑦دار شود و متعاقباً مق

به همراه قیود جانبی به  𝑦(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛) ی از چند متغیّر مستقل ماننداکسترمم تابع

 صورت

𝐺(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)
𝑗

= 0     𝑗 = 1,2,… ,𝑚 

 تابع تعمیم یافتهمشتق جزئی و یا تغییرات  بایستی
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𝑦∗ = 𝑦 +∑𝜆𝑗𝐺
𝑗

𝑚

𝑗=1

 

 برابر صفر باشد 𝜆𝑖و همچنین ضرایب لاگرانژ  𝑥𝑖نسبت به هر یک از متغیّرهای مستقل 

𝑦,𝑖 =
𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖
= 0      𝑖 = 1,2,… , 𝑛

𝜕𝑦

𝜕𝜆𝑗
= 𝐺𝑗 = 0      𝑗 = 1,2, … ,𝑚

}
 
 

 
 

 

و همچنین  𝑥𝑖 مختصاتبا حل آن  وستگاه معادلات جبری شده دیک منجر به که 

ود جانبی به همراه آن قی 𝑦(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)که به ازای آن تابع  𝜆𝑗مقادیر عددی ضرایب 

؛ آیدنظیر به دست میاکسترمم  𝑦شود و متعاقباً مقادیر نیمم میماکزیمم و یا می

شود در این گونه مسائل با توابعی از یک و یا چند متغیّر همانطور که مشاهده می

لیکن اگر تابعی خودش تابعی از یک و یا چند متغیّر وابسته اشتیم مستقل سر و کار د

قبل از شروع بحث پیرامون تئوری تغییرات است. باشد محاسبه اکسترمم آن چگونه 

فرض کنید بخواهیم از بین تمام  ؛مفید خواهد بود ،سئلهم صورت چندبیان 

,𝐴هائی که از دو نقطة مشخص منحنی 𝐵  در صفحة𝑥𝑦 ( عبور 1-9مطابق شکل )

 خمی را به دست آوریم که دارای کمترین طول باشدآن کنند می

 

 صفحه در مشخص نقطة دو از کرده عبور های منحنی

𝑥 

𝑦 

𝐴 

𝐵 

𝑥2 𝑥1 
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𝑑𝑠2با تعریف عمومی المان طول به صورت  = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2  بر روی یک منحنی مانند

𝑦(𝑥)  خواهیم داشت𝑑𝑠 = √1 + (𝑦′)2  𝑑𝑥  لذا طول یک خم مسطح دلخواه در حد

 توان به صورت رابطة انتگرالی زیر نوشتفاصل این دو نقطه را می

𝐿 = ∫ √1 + (𝑦′)2  𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

هدف  و شودطول نامیده می 1اصطلاحاً فانکشنالکه است  𝑦(𝑥)در واقع تابعی از تابع 

ایستا یگر ن دابیبه اکسترمم و یا چگونه  این فانگشنال اینکه استآن اکسترمم کردن 

کند سؤالاتی هستند که پاسخ به چه صورت تغییر می yبا تغییر کردن تابع  و شودمی

 خواهد شد 2تئوری تغییرات یا تئوری وردشها منجر به توسعه مبحثی به نام به آنها

(Wiley, 1990) .ساب تغییرات در این بخش از این فصل، نگاه مختصری به مبانی ح

 .شودمی

,𝑥1]پیوسته در بازة  یتابع 𝑦(𝑥)اگر ؛ تئوری تغییرات بر یک لِمّ اساسی استوار است 𝑥2] 

,𝐶1(𝑥1 تابعی 𝜉(𝑥)و  𝑥2)  )در این بازه باشد )یعنی خود تابع و مشتق آن پیوسته باشد

  انتگرال و 

∀𝜉(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑥1, 𝑥2)

∫ 𝑦(𝑥)𝜉(𝑥)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 0
} ⇒ 𝑦(𝑥) ≡ 0 

𝑦(𝑥)باشد در این صورت در این بازه تابع ابر صفر بر 𝜉(𝑥)به ازای هر تابع دلخواه  ≡ 0 

نیمم ترین مسئله در تئوری تغییرات که ماکزیمم میمتحد با صفر است. حال ساده

 انکشنالفکردن 

                                                      

1
 Functional 

2
 Calculus of Variation  
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𝐼 = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

شخصی هستند مقادیر م 𝑦(𝑥2)و  𝑦(𝑥1)به قسمی که  گیردقرار میبررسی مورد است 

,𝐶2(𝑥1 یک تابع 𝑦(𝑥)و فرض بر آن است که تابع  𝑥2)  رسد به نظر میاست. هرچند

روند  است لیکن خاصّ فانگشنال فوق، تحلیل یک مسئله موردی و کردن که اکسترمم 

 .خواهد شدمنجر به بیان مبانی تئوری تغییرات شود ارائه میکه در زیر حل آن 

، یک تغییر یا نموّ بسیار 𝜉(𝑥)است لذا به ازای هر تابع دلخواه  𝑦(𝑥)تابعی از  Iفانکشنال 

𝑦کوچک در این فانکشنال به ازای  + 𝜀𝜉 شود؛ به قسمی که ایجاد می𝜀  یک عدد

 بسیار کوچک است

𝐼(𝑦 + 𝜀𝜉) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝜉, 𝑦′ + 𝜀𝜉′)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

اکسترمم است در  𝑦(𝑥)به ازای  Iیعنی  بودهپاسخ مسئله  𝑦(𝑥)حال فرض کنید که 

𝐼(𝑦تغییرات یا مشتق  نتیجه بایستی + 𝜀𝜉)  نسبت به پارامتر𝜀  در𝜀 = برابر صفر  0

 باشد یعنی

(
𝑑𝐼

𝑑𝜀
)
𝜀=0

= 0 

 توان نوشتمیبا انجام عملیات مشتق گیری 

𝑑𝐼

𝑑𝜀
= ∫ (

𝜕𝐹

𝜕(𝑦 + 𝜀𝜉)

𝑑(𝑦 + 𝜀𝜉)

𝑑𝜀
+

𝜕𝐹

𝜕(𝑦′ + 𝜀𝜉′)

𝑑(𝑦′ + 𝜀𝜉′)

𝑑𝜀
)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

(
𝑑𝐼

𝑑𝜀
)
𝜀=0

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝜉 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝜉′)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= 0
}
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 از مجموعه توابع 𝜉(𝑥)با جزء به جزء کردن جملة دوم انتگرال فوق و با انتخاب تابع 

𝐶2(𝑥1, 𝑥2)  با شرط𝜉(𝑥1) = 𝜉(𝑥2) =  خواهیم داشت 0

(
𝑑𝐼

𝑑𝜀
)
𝜀=0

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝜉) 𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝜉]

𝑥1

𝑥2

−∫ (
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) 𝜉𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= 0

(
𝑑𝐼

𝑑𝜀
)
𝜀=0

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) 𝜉𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= 0              ∀𝜉(𝑥) ∈ 𝐶2

}
 
 

 
 

 

 شودشد نتیجه میدر قبل بیان با توجه به لِمّ اساسی در تئوری تغییرات که 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
= 0 

 انژلاگر-به معادلة اویلریک معادله دیفرانسیل عادی غیرخطی مرتبه دوم است و  که

شرط لازمی بوده و  𝐼به معنای ایستا شدن فانگشنال و در واقع ارضای آن  معروف است

 و ممکن است اکسترمم موضعی است لیکن شرط کافی نیست آن برای اکسترمم شدن

با شرط صفر بودن در نقاط مرزی، محدودیتی در اثبات لِمّ  𝜉(𝑥)انتخاب توابع . باشد

 تابع با این ویژگی وجود دارد که بتواندنهایت کند چراکه کماکان بیاساسی، ایجاد نمی

نیز  توان آنرا به صورت زیرهستة انتگرال را متّحد با صفر کند. با بسط معادلة اویلر می

 نوشت

𝜕2𝐹

𝜕𝑦′𝜕𝑦′
𝑦′′ +

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦′
𝑦′ +

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦′
−
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 0 

 

 

دا مطرح شد که در ابتنیمم فانگشنال طول مقدار میمحاسبه به عنوان مثال برای 

 داریم

𝐹 = √1 + (𝑦′)2 
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 است لذا معادلة اویلر به صورت 'yصرفاً تابع  Fیعنی 

𝜕2𝐹

𝜕𝑦′𝜕𝑦′
𝑦′′ =

𝑦′′

√(1 + (𝑦′)2)3
= 0 

 شوددر نهایت منجر به معادلة خط میکه آید در می

𝑦′′ = 0
𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏

}   

 

 تعریف اپراتور تغییرات یا وردش  9-1-2

 یا وردش یک تابع به صورت با توجه به توضیح داده شده در قبل، تغییرات

𝛿𝑦(𝑥)  ≜ 𝜀𝜉(𝑥) 

یا هسته  𝐹 توان تغییر ایجاد شده درمی yشود. حال با یک تغییر در تابع تعریف می

 را به صورت زیر نوشت 𝐼 شنالگفان

∆𝐹 = 𝐹(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝜉, 𝑦′ + 𝜀𝜉′) − 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 

𝜀شنال حول گبا بسط تیلور این فان =  داریم 0

∆𝐹 = (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝜉 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝜉′) 𝜀

+
1

2!
(
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦
𝜉2 + 2

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑦′
𝜉𝜉′ +

𝜕2𝐹

𝜕𝑦′𝜕𝑦′
𝜉′

2
)𝜀2

+⋯ }
 
 

 
 

 

کنیم و به صورت را انتخاب کرده و به نام وردش تعریف می 𝜀حال تا مرتبة خطی از 

 نویسیمزیر می
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𝛿𝐹 ≜ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝜉 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝜉′) 𝜀

𝛿𝑦 = 𝜀𝜉, 𝛿𝑦′ = 𝜀𝜉′ 

} ⇒ 𝛿𝐹 ≜
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦′ 

 هماندر واقع که به صورت فوق وردش تغییرات یا با توجه به نحوة تعریف اپراتور 

 توان نتیجه گرفتمیجملة خطی بسط تیلور است 

𝛿(𝐹1 ± 𝐹2) = 𝛿𝐹1 ± 𝛿𝐹2
𝛿(𝐹1𝐹2) = 𝐹1𝛿𝐹2 + 𝐹2𝛿𝐹1

𝛿 (
𝐹1
𝐹2
) =

𝐹2𝛿𝐹1 − 𝐹1𝛿𝐹2
(𝐹2)

2

𝛿𝐹𝑛 = 𝑛𝐹𝑛−1𝛿𝐹
}
 
 

 
 

 

حال اگر به همان کند. معمولی تبعیّت می دیفرانسیلحساب با قوانینی مشابه از یعنی 

 مسئلة ساده در تئوری تغییرات بازگردیم داریم

𝛿𝐼 = ∫ 𝛿𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦′)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

توان آنرا روی نقاط مرزی برابر صفر در نظر دلخواه است و می 𝛿𝑦با توجه به اینکه 

 خواهیم داشتگرفت لذا با جزء به جزء کردن جملة دوم انتگرال 

𝛿𝐼 = ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) 𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦]

𝑥1

𝑥2

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) 𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

𝛿𝐼درنتیجه شرط لازم و کافی برای اینکه  = ر اویل باشد آنست که معادله دیفرانسیل 0

𝛿𝐼 شنال برابر صفر باشدگفان یک برقرار باشد. وقتی تغییرات یا وردش = اصطلاحاً  0

و همانطور که مشاهده شد منجر به یک  شده است 1شنال ایستاگفانگویند که آن 

                                                      
1

 Stationary 
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اشد ل اویلر بتابعی که پاسخ معادله دیفرانسیبه ازای شود یعنی معادله دیفرانسیل می

توان گفت که هر چنین نیز می. ایناکسترمم استبه صورت موضعی   𝐼فانگشنال 

فانگشنال یک معادله دیفرانسیل نظیر دارد و برعکس هر معادله دیفرانسیل یک 

 فانگشنال نظیر دارد که اصطلاحاً آن را فرم تغییراتی آن معادله دیفرانسیل گویند.

معادلات دیفرانسیل  در واقع همان فرم تغییراتیسی اصل کار مجازی در مسائل مهند

تعادل یا همان اصول بقای اندازه حرکت است؛ به بیان دیگر شرط لازم و کافی برای 

شنال انرژی پتانسیل کل ایستا شود آن است که معادلات دیفرانسیل تعادل گاینکه فان

 ارضا شوند.

 

 

کنند خمی قطه مشخص عبور میهای مسطح دو بعدی که از دو ناز بین تمام منحنی

ای با کمترین را تعیین کنید که از دوران آن حول یکی از محورهای مختصات رویه

 مساحت پیرامونی حاصل شود

دوران دهیم در این صورت مساحت   𝑥را حول محور   𝑦(𝑥)حل: فرض کنید تابع  

 اصل شده عبارت است ازحجانبی رویة 

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑦√1 + (𝑦′)2  𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

𝐹آن است که معادلة اویلر به ازای    𝑆لذا شرط لازم برای اکسترمم شدن  =

𝑦√1 + (𝑦′)2 توان ثابت کرد کهبه سادگی می از طرفی برقرار باشد 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹 − 𝑦′

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) = 𝑦′ (

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) +

𝜕𝐹

𝜕𝑥
 

لاگرانژ -رنباشد ارضای معادلة اویل 𝑥تابع متغیّر  𝐹لذا در مواردی که هستة انتگرال 

 منجر به انتگرال اولی به صورت زیر خواهد شد
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𝑦′
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
− 𝐹 = 𝑘 

 یک عدد ثابت است بنابراین در این مثال خاص داریم 𝑘به قسمی که 

𝑦(𝑦′)2

√1 + (𝑦′)2
− 𝑦√1 + (𝑦′)2 = 𝑘

𝑦2 − 𝑘2 = 𝑘2(𝑦′)2
} ⇒ 𝑑𝑥 =

±𝑘

√𝑦2 − 𝑘2
𝑑𝑦 

 ت زیر نوشتبا حل معادلة دیفرانسیل فوق جواب مسئله را به صورتوان در نهایت می

𝑥 = ±𝑘∫
𝑑𝑦

√𝑦2 − 𝑘2
= ±𝑘 𝑐𝑜𝑠ℎ−1 (−

𝑦

𝑘
) + ℎ

𝑦 = −𝑘 𝑐𝑜𝑠ℎ (
𝑥 − ℎ

𝑘
)

}
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

"𝑥𝑦 در ابتدا فانگشنال نظیر معادله دیفرانسیل مرتبة دوم  + 2𝑦′ − 𝑥𝑦 + 1 = در  0

𝑥 بازة  ∈ ′𝑦)با شرایط مرزی   [0,1] + 𝑦)𝑥=1 = 𝑃,   (𝑦)𝑥=0 = را استخراج   0

𝑦کرده و سپس بهترین تقریب از خانواده توابع  = 𝑎𝑥2  برای حل تقریبی این معادله

𝑃دیفرانسیل را در حالت  =  به دست آورید. 4

حل: به طور کلی برای اینکه فانگشنال نظیر یک معادله دیفرانسیل را استخراج کنیم 

ای حذف کنیم و اگر مرتبة معادله دیفرانسیل بهتر است در ابتدا مشتقات فرد را به گونه

صورت با مشتقر صورت امکان با انتگرالگیری و یا در غیر اینلزوماً بایستی د فرد باشد

گیری آنرا به یک معادله دیفرانسیل با مرتبة زوج بدل کرد و سپس مشتقات فرد را 

تواند با تغییرمتغیِّر در حوزة متغیر مستقل و یا متغیر وابسته حذف کرد. این روند می
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حوزة متغیر وابسته به صورت  باشد. در این مورد خاص فرض کنید تغییرمتغیر در

𝑦 = 𝑧𝑓(𝑥) شود بهگیری منجر میدر نظر گرفته شود که با مشتق 

𝑦′ = 𝑧′𝑓 + 𝑧𝑓′

𝑦" = 𝑧"𝑓 + 2𝑧′𝑓′ + 𝑧𝑓"
} 

 شودو با جایگذاری در معادله دیفرانسیل نتیجه می

𝑥𝑧"𝑓 + 2𝑥𝑧′𝑓′ + 𝑥𝑧𝑓" + 2𝑧′𝑓 + 2𝑧𝑓′ − 𝑥𝑧𝑓 + 1 = 0

(𝑥𝑓)𝑧" + 2(𝑥𝑓′ + 𝑓)𝑧′ + (𝑥𝑓" + 2𝑓′ − 𝑥𝑓)𝑧 + 1 = 0
} 

 شودمشخص می 𝑓(𝑥)دهیم در این صورت تابع را برابر صفر قرار می ′𝑧حال ضریب 

𝑥𝑓′ + 𝑓 = 0 ⇒  
𝑓′

𝑓
= −

1

𝑥
 ⇒ 𝑓 =

1

𝑥
 

𝑦در نتیجه با جایگذاری  = 𝑧 𝑥⁄ در معادله دیفرانسیل اولیه داریم 

𝑧" − 𝑧 + 1 = 0 

و انتگرالگیری در بازة مربوطه و نیز انجام   𝛿𝑧حال با ضرب معادله دیفرانسیل در 

 عملیات جزء به جزء داریم

𝛿𝐼 = ∫ (𝑧" − 𝑧 + 1)
1

0

𝛿𝑧𝑑𝑥 = 0

= 𝑧′𝛿𝑧]𝑥=0
𝑥=1 −∫ (𝑧′𝛿𝑧′ + 𝑧𝛿𝑧 − 𝛿𝑧)

1

0

𝑑𝑥

= (𝑥𝑦′ + 𝑦)𝑥𝛿𝑦]𝑥=0
𝑥=1 −∫ (𝑧′𝛿𝑧′ + 𝑧𝛿𝑧 − 𝛿𝑧)

1

0

𝑑𝑥

= 𝑃𝛿𝑦]𝑥=1 −∫ (𝑧′𝛿𝑧′ + 𝑧𝛿𝑧 − 𝛿𝑧)
1

0

𝑑𝑥
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

توان به صورت فرانسیل با شرایط مرزی مربوطه را میدر نتیجه فانگشنال این معادله دی

 زیر نوشت
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𝐼 =
1

2
∫ ((𝑧′)2 + 𝑧2 − 2𝑧)𝑑𝑥
1

0

− 𝑃𝑦]𝑥=1

𝐼 =
1

2
∫ ((𝑥𝑦′ + 𝑦)2 + 𝑥2𝑦2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥
1

0

− 𝑃𝑦]𝑥=1
}
 
 

 
 

 

𝑦حال با قرار دادن تابع تقریبی  = 𝑎𝑥2  یا𝑧 = 𝑎𝑥3 در فانگشنال فوق داریم 

𝐼 =
1

2
∫ ((3𝑎𝑥2)2 + (𝑎𝑥3)2 − 2𝑎𝑥3)𝑑𝑥
1

0

− 𝑃𝑎

𝐼 =
9

10
𝑎2 +

1

14
𝑎2 −

1

4
𝑎 − 4𝑎 }

 

 

 

 دهیمبرابر صفر قرار می 𝑎اکنون تغییرات فانگشنال را نسبت به تنها متغیّر آن یعنی 

𝛿𝐼 =
𝜕𝐼

𝜕𝑎
𝛿𝑎 = (

9

5
𝑎 +

1

7
𝑎 −

17

4
)𝛿𝑎 = 0

𝑎 =
35

16
= 2.1875

} 

𝑦در واقع تابع  = 35𝑥2 کند لیکن بهترین معادله دیفرانسیل مربوطه را ارضا نمی ⁄16

نیمم کردن به بیان مهندسی همان می تقریب ممکن برای یک چنین تابعی است

′𝑦)انرژی پتانسیل کل یا اصل کار مجازی است و  + 𝑦)𝑥=1 = 𝑃  مبیِّن یک عامل یا

 دهد.کار انجام می 𝑦باشد که با تغییر مقدار نیروی خارجی متمرکز در انتهای عضو می

 

 

𝐼معادله دیفرانسیل نظیر فانگشنال  = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)𝑑𝑥
𝑥2
𝑥1

 را به دست آورید 

 حل: با ایستا کردن این فانگشنال خواهیم داشت

𝛿𝐼 = ∫ 𝛿𝐹𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦′ +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝛿𝑦′′)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

 با انجام یک بار عملیات جزء به جزء کردن جملة دوم انتگرال خواهیم داشت

∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦′)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

=
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝛿𝑦]

𝑥1

𝑥2

−∫ (
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
) 𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1
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 همچنین با انجام دو بار عملیات جزء به جزء کردن جملة سوم انتگرال خواهیم داشت

∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝛿𝑦′′)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

=
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝛿𝑦′]

𝑥1

𝑥2

−∫ (
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)𝛿𝑦′𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

=
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝛿𝑦′]

𝑥1

𝑥2

− (
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
) 𝛿𝑦]

𝑥1

𝑥2

+∫ (
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

ط مرزی برابر روی نقارا ا هتوان آندلخواه است و می ′𝛿𝑦و به تبع  𝛿𝑦با توجه به اینکه 

 صفر در نظر گرفت در نتیجه با جایگذاری روابط فوق داریم

𝛿𝐼 = ∫ 𝛿𝐹𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= 0 

 نال منجر به معادله دیفرانسیل زیر خواهد شدایستا کردن این فانگش درنتیجه شرط

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
= 0 

 

 فانگشنالهای چند متغیرّه و قیود جانبی 9-1-3

فرض کنید بخواهیم فانگشنال طول را برای یک خم سِه بُعدی فضائی در مختصات 

𝑥𝑦𝑧  نوشته و با اکسترمم کردن آن معادله خط را نتیجه بگیریم در این صورت با

𝑑𝑠2تعریف عمومی المان طول به صورت  = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2  بر روی یک خم

,𝑥(𝑡) دلخواه با بیان پارامتری 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)  خواهیم داشت𝑑𝑠 = √𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2  𝑑𝑡 

فانگشنال توان به صورت را میدلخواه در حد فاصل دو نقطه  فضائیلذا طول یک خم 

 زیر نوشت

𝐿 = ∫ √𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2  𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

,𝑥(𝑡)تابع سِه در واقع تابعی از که  𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) .است 
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بر حسب یک متغیّر مستقل  𝑥𝑖متغیّر وابسته  𝑛شنال تابعی از گفانیک اگر به طور کلی 

𝑡 باشد به عنوان مثال به صورت 

𝐼 = ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥𝑖 , 𝑥̇𝑖)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

      𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

آن  Iتوان ثابت کرد شرط لازم برای اکسترمم شدن در این صورت به طور مشابه می

 است که دستگاه معادلات اویلر به صورت زیر برقرار باشد

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑥̇𝑖
−
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
= 0      𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

 جانبی به صورت زیر داشته باشیم ودشنال، شرایط و قیگو همچنین اگر در کنار فان

𝐼 = ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥̇𝑖)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

      𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝐺𝑗(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥̇𝑖) = 0     𝑗 = 1,2,… ,𝑚 < 𝑛

∫ 𝐺𝑗(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥̇𝑖)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0       𝑗 = 1,2,… ,𝑚 < 𝑛
}
 
 

 
 

 

آن است که دستگاه معادلات اویلر  Iدر این صورت شرط لازم برای اکسترمم شدن 

 به صورت زیر برقرار باشد برای تابع تعمیم یافته

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹̂

𝜕𝑥̇𝑖
−
𝜕𝐹̂

𝜕𝑥𝑖
= 0      𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝐹̂ = 𝐹 +∑𝜆𝑘𝐺𝑘

𝑚

𝑘=1

𝜕𝐹̂

𝜕𝜆𝑘
= 𝐺𝑘 = 0    𝑘 = 1,2, … ,𝑚

}
 
 
 

 
 
 

 

میم اخیر قابل تع روابط و مفاهیمکلیة  ا اصطلاحاً ضرایب لاگرانژ گویند.ر 𝜆𝑘که در آن 

𝑧به عنوان مثال اگر باشد نیز می با چندمتغیِّره مستقل به توابع  = 𝑧(𝑥,𝑦)  یک تابع
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از این تابع و مشتقات مرتبه اولش شنال گفانترین در این صورت سادهدو متغیِّره باشد 

 توان به صورت زیر نوشت را می

𝐼 = ∬𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧,
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)𝑑𝑎

ℜ

  

𝑑𝑎و  است 𝑥𝑦در صفحه  ℜ��هر حوزه بستة دلخواه با مرز  ℜبه قسمی که  = 𝑑𝑥𝑑𝑦 

 با اکسترمم کردن فانگشنال فوق خواهیم داشتباشد حال المان سطح می

𝛿𝐼 = ∬𝛿𝐹𝑑𝑥𝑑𝑦

ℜ

=∬(
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝛿𝑧 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑥
𝛿𝑧𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑦
𝛿𝑧𝑦)𝑑𝑎

ℜ

 

 شودبا استفاده از انتگرال گیری جزء به جزء نتیجه می

𝛿𝐼 = ∮ (
𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑥
𝑛𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑦
𝑛𝑦)𝛿𝑧𝑑𝑠

𝜕ℜ

−∬[
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑦
) −

𝜕𝐹

𝜕𝑧
] 𝛿𝑧𝑑𝑎

ℜ

 

𝑛𝑥و  المان خط 𝑑𝑠 به قسمی که , 𝑛𝑦 های بردار یکّه عمود بر مرز مؤلفه𝜕ℜ د. نباشمی

𝛿𝑧 داشته باشیم ℜ��با فرض اینکه بر روی مرز حال  = معادله فوق منجر به معادله  0

 شوداویلر دوبعدی به صورت زیر می

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝐹

𝜕𝑧𝑦
) −

𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 0 
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,𝑥در فضای سه بعدی  𝑦, 𝑧 ای به جرم واحد بر روی کره ذره𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = در  1

رسد مطلوب می  〈1−,0,0〉به نقطة   〈0,0,1〉ای به مختصات از نقطه  𝑇مدت زمان 

 نیمم باشد.ای که انرژی جنبشی آن میاست تعیین مسیر حرکت این ذره به گونه

انرژی جنبشی این ذره به همراه قید حرکت بر روی کرة واحد را میحل:  فانگشنال 

 توان به صورت زیر نوشت

𝐸 =
1

2
∫ (𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2)𝑑𝑡
𝑇

0

−
1

2
∫ 𝜇(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1)𝑑𝑡
𝑇

0

𝐹̂ = 𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2 − 𝜇(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1)

} 

𝜇به قسمی که  = 𝜇(𝑡) لاگرانژ -ضریب لاگرانژ است که با قرار دادن در معادلات اویلر

 داریم

𝑥̈ + 𝜇𝑥 = 0
𝑦̈ + 𝜇𝑦 = 0
𝑧̈ + 𝜇𝑧 = 0

} ⇒
𝑥̈

𝑥
=
𝑦̈

𝑦
=
𝑧̈

𝑧
 

 توان آنها را به صورت معادلات دیفرانسیل زیر نوشتکه می

𝑥̈𝑦 − 𝑦̈𝑥 = 0
𝑥̈𝑧 − 𝑧̈𝑥 = 0
𝑦̈𝑧 − 𝑧̈𝑦 = 0

} 

 با انجام عملیات انتگرال گیری خواهیم داشت

𝑥̇𝑦 − 𝑦̇𝑥 = 𝑎
𝑥̇𝑧 − 𝑧̇𝑥 = 𝑏
𝑦̇𝑧 − 𝑧̇𝑦 = 𝑐

} 

,𝑎به قسمی که  𝑏, 𝑐 ختصات کروی بر روی کرة اعداد ثابت هستند حال با استفاده از م

𝑥واحد   = 𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑐𝑜𝑠𝜃,   𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜃,   𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝜙   اولین معادله فوق به

 آیدصورت زیر در می

−(𝑠𝑖𝑛𝜙 )2𝜃̇ = 𝑎 
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𝑡و چون در زمان  = 𝜙ذره در بالای کره یعنی در  0 = 𝑎قرار دارد لذا بایستی  0 =

𝜃̇باشد بنابراین معادلة فوق منجر به  0 = 𝜃و یا  0 = 𝑐𝑡𝑒′  ثابت خواهد شد که به

النهار میاین معنی است که مسیر حرکت ذره بر روی دوایر عظیمه و یا همان نصف

 با اعمال این نتیجه دو معادله دیفرانسیل دیگر منجر به باشد

𝜙̇ =
𝑏

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜙̇ =
𝑐

𝑠𝑖𝑛𝜃

} 

𝜙̇یعنی  = 𝑐𝑡𝑒′ نی داریم برابر مقدار ثابت خواهند شد که با اعمال شرط زما𝜙 =

𝜋𝑡/𝑇 نیمم انرژی جنبشی را نیز در طول این حرکت توان مقدار میبه این ترتیب می

 به دست آورد

𝐸 =
1

2
∫

𝜋2

𝑇2
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜋2

2𝑇
 

 

 

 اصل کار مجازی  9-2

اصل کار مجازی  برای مسائل استاتیکی و یا تعمیم آن برای مسائل دینامیکی از جمله 

دارای قرابتند و برای تحلیل تئوری تغییرات روابط مفیدی هستند که به نحوی با 

اصل کار  گیردهای عددی مورد استفاده قرار میمسائل مهندسی به خصوص تحلیل

است که همان معادلات  مجازی از لحاظ ریاضی در واقع فرم تغییراتی معادلات بقاء

نسور تا 𝑡𝑖𝑗دیفرانسیل تعادل موضعی یک نقطة مادی از یک محیط پیوسته است؛ اگر 

شتاب این   𝑎𝑖 چگالی نیروی بدنه و  𝑏𝑖 چگالی این محیط پیوسته،  𝜌 تنش کوشی،

 د در این صورت فرم موضعینباش 𝑥𝑖جسم بر حسب مختصات دکارتی هیئت فعلی 

 شودمنجر به روابط زیر میتعادل معادله  شِش
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∑𝐹1 = 0 ⇒
𝜕𝑡1𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝑏1 = 𝜌𝑎1

∑𝐹2 = 0 ⇒
𝜕𝑡2𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝑏2 = 𝜌𝑎2

∑𝐹3 = 0 ⇒
𝜕𝑡3𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝑏3 = 𝜌𝑎3

}
  
 

  
 

  

∑𝑀1 = 0 ⇒ 𝑡23 = 𝑡32

∑𝑀2 = 0 ⇒ 𝑡13 = 𝑡31

∑𝑀3 = 0 ⇒ 𝑡12 = 𝑡21}
 
 

 
 

   

ای بر حسب که در واقع سِه معادله دیفرانسیل پارهبا جمع بندی روی اندیس تکراری 

( هندسة یک بدنه از یک محیط 2-7شکل ) .شِش مؤلفه تانسور تنش کوشی است

رجع و در حالت تعادل )استاتیکی و یا دینامیکی( پیوسته را به همراه مرز آن در هیئت م

دهد نیروهای خارجی اعمال شده به جسم شامل نیروهای در هیئت فعلی نشان می

بدنه و بردارهای تراکشن مرزی هستند مرز این بدنه، متناسب با شرایط مرزی به دو 

 که است قسمتی از مرز با شرایط مرزی هندسی  ℜ1��قسمت تقسیم شده است؛

قسمتی از مرز با شرایط مرزی  ℜ2��است و ی جائی بر روی آن برابر مقدار مشخصجاب

یت حال اگر از وضع .استی که تراکشن بر روی آن برابر مقدار مشخص است استاتیکی

کل یعنی  ℛ𝑒𝑥𝑡 تعادل فعلی یک جابجائی مجازی به جسم اعمال کنیم در این صورت

 𝑑𝑎رت زیر قابل بیان است به قسمی که به صوخارجی نیروهای کار انجام شده توسط 

 (Washizu, 1982)باشد المان حجم می 𝑑𝑣المان سطح و 

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝜌(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜ

+∫ 𝑡̂𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑎
𝜕ℜ2

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝜌(𝒃 − 𝒂). 𝛿𝒖𝑑𝑣
ℜ

+∫ 𝒕̂. 𝛿𝒖𝑑𝑎
𝜕ℜ2 }

 
 

 
 

 

لیکن چنین  شوداستفاده می 𝛿𝒖 برای جابجایی مجازی از نماد تغییراتی گرچه معمولاً 

توان توابعی هموار های مجازی را میای اصولًا ضرورت نداشته بلکه جابجائیاستفاده

 .های واقعی ندارنددر حوزه برقراری معادلات تعادل انگاشت که ارتباطی با جابجائی
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 فعلی هیئت در تعادل حال در بدنه به مجازی تغییرمکان یک اعمال

𝒕̂با جایگذاری  حال = 𝑻𝒏  و یا به صورت اندیسی𝑡̂𝑖 = 𝑡𝑖𝑗𝑛𝑗  و با فرض اینکه جابجائی

مجازی بر روی قسمتی از مرز که شرایط مرزی هندسی وجود دارد یعنی بر روی 

 برابر صفر باشد و همچنین با استفاده از قضیة دیورژانس داریم ℜ1��مرز

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ (𝜌𝑏𝑖 − 𝜌𝑎𝑖 + 𝑡𝑖𝑗,𝑗)𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜ

+∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑢𝑖,𝑗𝑑𝑣
ℜ

 

فر انتگرال اول عبارت فوق برابر ص خطی تکانه پایستگیکه با اعمال فرم موضعی اصل 

 شودنتیجه می کوشی تقارن تانسور تنش در  نظر گرفتنشود و با می

𝑋1, 𝑥1 

𝑿 

𝛿𝒖 

𝒙 

𝑋2, 𝑥2 

𝑋3, 𝑥3 

𝒙 + 𝛿𝒙 

ℜ0 ℜ 

𝒕̂ 𝜕ℜ1 

 𝜕ℜ2 

𝒖 = 𝒙 − 𝑿  

 

𝒖 = 𝒙 − 𝑿
𝜕ℜ = 𝜕ℜ1 ∪ 𝜕ℜ2

𝒙 ∈ 𝜕ℜ1 ⇒ 𝒙 = 𝒙 

𝒙 ∈ 𝜕ℜ2 ⇒ 𝒕 = 𝑻𝒏 = 𝒕̂

 



 حساب تغییرات                                                                                                                             257        

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝜌(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜ

+∫ 𝑡̂𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑎
𝜕ℜ2

= ∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑢𝑖,𝑗𝑑𝑣
ℜ

= ℛ𝑖𝑛𝑡 = ∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑣
ℜ

 

𝛿𝜀𝑖𝑗به قسمی که  =
1

2
(𝛿𝑢𝑖,𝑗 + 𝛿𝑢𝑗,𝑖) .سمت راست رابطه فوق است ℛ𝑖𝑛𝑡  مبین

کار انجام شده توسط تانسور تنش بر کرنش مجازی است بنابراین برای جسمی که در 

اگر یک جابجائی مجازی سازگار با شرایط  است و یا دینامیکی حالت تعادل استاتیکی

 لازم به ذکر است که د کار خارجی برابر کار داخلی استمرزی هندسی، اعمال شو

سازگار نبودن جابجائی مجازی با شرایط مرزی هندسی از اعتبار اصل کار مجازی 

گاهی بایستی در محاسبات های تکیهالعملکاهد صرفاً کار خارجی مربوط به عکسنمی

ها همان ضرائب لاگرانژ هستند همچنین العملوارد شوند؛ از لحاظ ریاضی این عکس

تی بر اصل کار مجازی مترتب نیست، اعم از لازم به ذکر است که هیچ گونه محدودی

تغییرشکلهای کوچک و یا بزرگ و اینکه ساختار داخلی ماده تشکیل دهندة جسم 

ستیک رخطی، الاچگونه باشد اعم از ایزوتروپیک یا غیر ایزوتروپیک، خطی باشد و یا غی

فرم  ( از لحاظ ریاضی در واقع26-9باشد و یا پلاستیک. اصل کار مجازی در رابطة )

اثبات  توانهمچنین می ( است.23-9تغییراتی معادلات دیفرانسیل تعادل در روابط )

در هیئت مرجع بر حسب تانسور تنش پیولای توان میرا  ℛ𝑖𝑛𝑡کار داخلی  کرد که

به قسمی که  (Naghdi, 1994) به صورت زیر نوشت 𝑆𝐴𝐵و نوع دوم  𝑃𝑖𝐴نوع اول 

𝐹𝑖𝐴 = 𝑥𝑖,𝐴 =
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑋𝐴
 تانسور گرنش گرین است 𝐸𝐴𝐵تانسور گرادیان تغییرفرم و  

ℛ𝑖𝑛𝑡 = ∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑣
ℜ

= ∫ 𝑃𝑖𝐴𝛿𝐹𝑖𝐴𝑑𝑉
ℜ0

= ∫ 𝑆𝐴𝐵𝛿𝐸𝐴𝐵𝑑𝑉
ℜ0

 

چنانچه بدون توجه به نحوه استخراج رابطه کار مجازی این رابطه به عنوان یک حال 

جه نتی از آن را به همراه شرایط مرزیپایستگی توان معادلات می اصل پذیرفته شود

با  به ازای هر جابجائی مجازی دلخواه برقرار باشد( 26-9). فرض کنید رابطة فترگ

توجه به متقارن بودن کرنش مجازی بدیهی است که جزء پاد متقارن تانسور تنش 
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تنش را متقارن در نظر توان تانسور سهمی در سمت راست رابطه فوق نداشته و می

گرفت با در نظر گرفتن این نکته، سمت راست رابطه فوق با استفاده از قضیه دیورژانس 

 شودبه نحو زیر ساده می

∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑣 = ∫ 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑢𝑖,𝑗𝑑𝑣

ℜ
ℜ

= ∫ (𝑡𝑖𝑗𝛿𝑢𝑖),𝑗 𝑑𝑣 − ∫ 𝑡𝑖𝑗,𝑗𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜℜ

= ∫ 𝑡𝑖𝑗𝑛𝑗𝛿𝑢𝑖𝑑𝑎
𝜕ℜ2

−∫ 𝑡𝑖𝑗,𝑗𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜ }

 
 

 
 

 

 شودگذاری در رابطه اصل کار مجازی نتیجه میبا جا

∫ (𝑡𝑖𝑗,𝑗 + 𝜌𝑏𝑖 − 𝜌𝑎𝑖)𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣
ℜ

+∫ (𝑡̂𝑖 − 𝑡𝑖𝑗𝑛𝑗)𝛿𝑢𝑖𝑑𝑎
𝜕ℜ2

= 0 

برقرار باشد بایستی  ،که در واقع اگر رابطة فوق بخواهد به ازای هر جابجائی مجازی

. که در واقع همان معادلات دیفرانسیل تعادل دنهستة انتگرالهای فوق برابر صفر باش

 (Washizu, 1982)و شرایط مرزی هستند 

 اصل کار مجازیکاربرد   9-3

ه در دست باشد بیک محیط پیوسته  در داخل کوشی تنش و واقعی اگر میدان دقیق

یکی از کاربردهای  است( فوق برقرار 26-9ازی دلخواه رابطة )ازای هر تغییر مکان مج

توسعة  که گستردة اصل کار مجازی در حل عددی معادلات دیفرانسیل تعادل است

ر به این صورت است که روش اجزای محدود و یا گالرکین بر آن استوار است. روند کا

های تغییرمکان هستند بر روی دامنة جسم رهای وابسته که عمدتاً مؤلفهابتدا متغیّ

درونیابی شده و سپس با  ،مرزی هندسی بر حسب ضرائب مجهول سازگار با شرایط

نکتة بسیار مهم در اینجا  آینداین ضرائب به دست می استفاده از اصل کار مجازی
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است که اگر میدان جابجائی درونیابی شده میدان دقیق مسئله باشد مستقل از اینکه 

و اگر میدان جابجائی  شودجابجائی مجازی چگونه باشد منجر به حل دقیق مسئله می

 نباشد در این صورت میزان دقت مسئله درونیابی شده شامل کلیة توابع پاسخ دقیق

شود؛ روش عددی وابسته به توابعی است که برای جابجائی مجازی در نظر گرفته می

لیل چون مبنای تحه تعریفی که از میزان خطا داریم پاسخ به این سؤال وابسته است ب

کار و انرژی است لذا اگر تابع خطا را به صورت زیر تعریف کنیم با در عددی بر اساس 

𝑡𝑖𝑗نظر گرفتن رفتار خطی ماده  = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 توان در یک بازة زمانی بسیار کوچک می

 نوشت

ℇ𝑟𝑟𝑜𝑟 ≜
1

2
∫ (𝑡𝑖𝑗

𝑒𝑥𝑡 − 𝑡𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

)(𝜀𝑖𝑗
𝑒𝑥𝑡 − 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑝𝑝
)𝑑𝑣

ℜ

=
1

2
∫ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜀𝑖𝑗

𝑒𝑥𝑡 − 𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

)(𝜀𝑘𝑙
𝑒𝑥𝑡 − 𝜀𝑘𝑙

𝑎𝑝𝑝
)𝑑𝑣

ℜ }
 
 

 
 

 

𝑡𝑖𝑗به قسمی که 
𝑒𝑥𝑡 , 𝜀𝑖𝑗

𝑒𝑥𝑡  میدان تنش و کرنش دقیق و𝑡𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

, 𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝  میدان تنش و

اشد در آیند بکرنش تقریبی که بر اساس میدان جابجائی درونیابی شده به دست می

 این صورت با صفر قرار دادن تغییرات این تابع خطا به صورت

 
𝛿ℇ𝑟𝑟𝑜𝑟 = ∫ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(−𝛿𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑝𝑝
)(𝜀𝑘𝑙

𝑒𝑥𝑡 − 𝜀𝑘𝑙
𝑎𝑝𝑝

)𝑑𝑣
ℜ

= 0

𝛿ℇ𝑟𝑟𝑜𝑟 = −∫ 𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑥𝑡𝛿𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑝𝑝
𝑑𝑣

ℜ

+∫ 𝑡𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

𝛿𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

𝑑𝑣
ℜ

= 0
}
 
 

 
 

⇒ 

 شودنتیجه می

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝑡𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

𝛿𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑝𝑝

𝑑𝑣
ℜ

 

از همان توابعی که برای محاسبة تنشها به کار رفته اگر به عنوان جابجائی مجازی یعنی 

نیمم کردن خطای روش عددی خواهد بود. در اکثر مسائل استفاده شود به منزلة می

میدان جابجائی درونیابی شده دقیق نیست؛ در حالتی که میدان جابجائی دقیق نباشد 
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نیمم شود آنست که میدان جابجائی مجازی، همان شرط اینکه خطای روش عددی می

در ه ف شدمیدان درونیابی شده برای محاسبة تنش باشد؛ با بسط تابع خطای تعری

انرژی پتانسیل  نیمم کردنتوان اصل میمیمسائل خطی و تغییر شکلهای کوچک 

در ادامه به ذکر چند مثال مختلف در خصوص نحوة کاربرد و کل را نتیجه گرفت 

 پردازیم.توانائی اصل کار مجازی در تحلیل عددی مسائل مهندسی می

 در تغییرشکلهای کوچک مسائل مهندسی  9-4

 ت اثر بار محوریمیله تح 9-4-1

تحت  (1-6)مطابق شکل  𝐸مدول الاستیسیتة و  𝐴 یک میله یک بعدی با سطح مقطع

در نظر بگیرید در این جسم تنها مؤلفة غیر صفر تانسور را  𝛾اثر بار طولی با شدت 

𝑁بوده که برآیند آن برابر  𝑡𝑥کوشی  تنش = 𝐴𝑡𝑥  نیروی محوری میله خواهد شد

ه زمانی بسیار کوچک رفتار ماده را تک محوری خطی در نظر حال اگر در یک باز

𝑁توان نیروی محوری میله را به صورت بگیریم می = 𝐴𝐸𝜀𝑥  بر حسب مؤلفه کرنش

𝜀𝑥   نوشت همچنین اگر تغییرشکل کوچک باشد𝜀𝑥 = 𝑑𝑢/𝑑𝑥   یعنی ترم خطی

 تعادل موضعی این میله منجرلذا  مشتق جابجائی نسبت به مختصات فعلی خواهد شد

 مربوطه زیر خواهد شد شرایط مرزیبه معادله دیفرانسیل به همراه 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐴𝐸

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) + 𝛾 = 0

𝐴𝐸
𝑑𝑢

𝑑𝑥
)
𝑥=𝑥1

= 𝑁1

𝐴𝐸
𝑑𝑢

𝑑𝑥
)
𝑥=𝑥2

= 𝑁2
}
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 محوری نیروی اثر تحت بعدی یک میلة

 بنابراین فرم تغییراتی این معادله دیفرانسیل عبارت است از

𝛿𝐼 = ∫ ((𝐴𝐸𝑢′)′ + 𝛾)𝛿𝑢𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 0 

توان فرم تغییراتی این معادله دیفرانسیل و میکه با انجام انتگرال گیری جزء به جزء 

 همچنین اصل کار مجازی نظیر این مسئله را به صورت زیر نوشت

𝛿𝐼 = 𝐴𝐸
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝛿𝑢]

𝑥1

𝑥2

−∫ (𝐴𝐸𝑢′𝛿𝑢′ − 𝛾𝛿𝑢)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 0

∫ 𝑁𝛿𝜀𝑥𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ 𝛾𝛿𝑢𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

+𝑁𝛿𝑢]𝑥1
𝑥2

}
 
 

 
 

 

که اصطلاحاً توان فانگشنال این معادله دیفرانسیل با اعمال شرایط مرزی مربوطه می

 شود را به صورت زیر نوشتانرژی پتانسیل کل این میله نیز نامیده می

𝐼 = ∫ (
1

2
𝐴𝐸(𝑢′)2 − 𝛾𝑢)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

−𝑁𝑢]𝑥1
𝑥2 

نیمم کند که که پاسخ مسئله است بایستی تابع فوق را می 𝑢در واقع میدان جابجائی 

پیوندد شود که تعادل در حداقل انرژی پتانسیل به وقوع میاصطلاحاً چنین بیان می

 مستلزم تغییرشکلهای کوچک و رفتار خطی ماده است این اصل،لازم به ذکر است که 

 

𝑥, 𝑢 

𝐿 

𝑁2 𝑁1 𝛾 

𝑁 𝑁 + 𝑑𝑁 

𝛾𝑑𝑥 

𝑥1 𝑥2 
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را  𝐴 سطح مقطع یکنواخت طول واحد و میله یک بعدی بابه عنوان یک مثال عددی 

در نظر که در انتها تحت اثر اعمال یک بار متمرکز قرار دارد  (4-9)مطابق شکل 

 بگیرید؛ فرض کنید تغییرشکلها کوچک بوده و قانون هوک برقرار باشد 

 

 محوری نیروی اثر تحت بعدی یک میلة 

𝛾و نیز شدت بار طولی  همعین بوداینکه این مسئله از نظر استاتیکی با توجه به  = 0 

 است لذا نیروی محوری در طول آن ثابت بوده

𝐴𝐸
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝐹 

اگر درونیابی میدان . حال است 𝑥از  خطیتابعی  ،این میلهدقیق تغییرمکان و در نتیجه 

𝑢 جابجائی به صورت خطی = 𝑎𝑥   باشد در این صورت مستقل از اینکه میدان

همواره به حل دقیق مسئله که همان در نظر گرفته شود  جابجائی مجازی چگونه

دقیق این میله  تنشدر این صورت میدان  شوداست منجر می 𝑎 ضریب دقیق محاسبة

 توان به صورت زیر نوشترا می

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑎 ⇒ 𝑡𝑥 = 𝐸𝑎 

𝑢ی سازگار با شرایط مرزی به صورت حال فرض کنید یک جابجائ = 𝑏𝑥𝑛  به عنوان

𝛿𝑢جابجائی مجازی  = 𝛿𝑏𝑥𝑛  جسم اعمال شود به قسمی که این به 𝑏, 𝑛   اعداد

𝑥1 

𝑥2 

𝐿 = 1 

𝐹 



 حساب تغییرات                                                                                                                             263        

ℛ𝑒𝑥𝑡 دلخواه هستند در این صورت کار خارجی برابر = 𝐹𝛿𝑏 و کار داخلی  خواهد شد

 برابر است با 

ℛ𝑖𝑛𝑡 = ∫ 𝑡𝑥𝛿𝜀𝑥𝐴𝑑𝑥
1

0

= 𝐴𝐸𝑎∫ 𝛿𝑏𝑛(𝑥)𝑛−1𝑑𝑥
1

0

= 𝐴𝐸𝑎𝛿𝑏 

𝑎تساوی کار داخلی و خارجی منجر به محاسبه  = 𝐹/𝐴𝐸  لازم به ذکر خواهد شد

است با توجه به اینکه در این مسئله، میدان دقیق تنش داخلی جسم موجود بود اصل 

منجر به حل دقیق مسئله  𝑛یعنی مقدار  کار مجازی مستقل از نوع جابجائی مجازی

 شد.

 

 تحت اثر خمش و برشبرنولی تیر  9-4-2

تحت  (5-9)مطابق شکل  𝐸مدول الاستیسیتة و  𝐴 یک بعدی با سطح مقطع تیریک 

 غیر صفر تانسور تنشهای همؤلف تیردر نظر بگیرید در این را  𝑝اثر بار عرضی با شدت 

𝑡𝑥کوشی  , 𝑡𝑥𝑦  .تئوری تیر برنولی برای بررسی خمش خالص تیرهای کم عمق هستند

گیرد و فرض اساسی آن این است که صفحات عمود بر محور استفاده قرار میمورد 

مانند که منجر به این تیر بعد از خمش کماکان به صورت صفحه و عمود باقی می

𝜀𝑥 شود که تغییرات کرنش خمشینتیجه می = −𝜅𝑦   در راستای عمق مقطع به

انحنای تار  𝜅می که به قس برابر صفر است 𝜀𝑥𝑦 صورت خطی بوده و کرنش برشی

باشد. اگر تیر کم عمق باشد میزان کرنش خمشی کوچک خنثی تیر بعد از خمش می

𝑡𝑥توان نوشت بوده و لذا قانون هوک برقرار است و می = −𝐸𝑦𝜅 این آیند بنابراین بر

 شودمی 𝑀تنشهای خمشی در مقطع تیر منجر به محاسبه لنگر خمشی 

𝑀 =∬ 𝑡𝑥𝑦𝑑𝐴
𝐴

= −𝐸𝜅 (∬ 𝑦2𝑑𝐴
𝐴

) = −𝐸𝐼𝜅 
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𝐼به قسمی که  = ∬ 𝑦2𝑑𝐴
𝐴

تیر تعادل موضعی این ممان اینرسی مقطع تیر است.  

نیروی برشی موجود در  𝑉به قسمی که  دیفرانسیل زیر خواهد شدت منجر به معادلا

 مقطع تیر است

𝑑𝑉

𝑑𝑥
+ 𝑝 = 0

𝑑𝑀

𝑑𝑥
− 𝑉 = 0

} ⇒
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑝 = 0 

 

 محوری نیروی اثر تحت بعدی یک میلة

𝜅توان انحنای تیر را تقریباً برابر در تغییر مکانهای کوچک می ≈ −𝑣′′  در نظر گرفت

𝑀در نتیجه لنگر خمشی برابر میدان جابجائی قائم تیر است   𝑣به قسمی که  =

−𝐸𝐼𝑣′′  و نیروی برشی برابر𝑉 = −(𝐸𝐼𝑣′′)′  تعادل موضعی خواهد بود و بنابراین

 مربوطه زیر خواهد شد شرایط مرزیمنجر به معادله دیفرانسیل به همراه  تیراین 

𝑥, 𝑢 

𝐿 

𝑉2 𝑉1 

𝑝 

𝑉 

𝑀 + 𝑑𝑀 

𝑝𝑑𝑥 

𝑥1 𝑥2 

𝑦, 𝑣 

𝑀1 

𝑀1 

𝑉 + 𝑑𝑉 

𝑀 
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𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
) − 𝑝 = 0

−𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
)
𝑥=𝑥𝑖

= 𝑀𝑖

−
𝑑

𝑑𝑥
(𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
)
𝑥=𝑥𝑖

= 𝑉𝑖
}
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 تغییراتی این معادله دیفرانسیل عبارت است از فرمبه طور مشابه قبل 

𝛿𝐼 = ∫ ((𝐸𝐼𝑣′′)′′ − 𝑝)𝛿𝑣𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 0 

 که با انجام انتگرال گیری جزء به جزء خواهیم داشت

𝛿𝐼 =
𝑑

𝑑𝑥
(𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
)𝛿𝑣]

𝑥1

𝑥2

− (𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
)𝛿𝑣′]

𝑥1

𝑥2

+∫ (𝐸𝐼𝑣′′𝛿𝑣′′ − 𝑝𝛿𝑣)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 0 

توان فانگشنال این معادله دیفرانسیل که اصطلاحاً با اعمال شرایط مرزی مربوطه می

 شود را به صورت زیر نوشتنیز نامیده میتیر  انرژی پتانسیل کل این

𝐼 = ∫ (
1

2
𝐸𝐼(𝑣′′)2 − 𝑝𝑣) 𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 𝑉𝑣]𝑥1
𝑥2 +𝑀𝑣′]𝑥1

𝑥2 

نیمم کند که که پاسخ مسئله است بایستی تابع فوق را می 𝑣در واقع میدان جابجائی 

پیوندد شود که تعادل در حداقل انرژی پتانسیل به وقوع میبیان میاصطلاحاً چنین 

لازم به ذکر است که استخراج فرم فانگشنال و یا اصل حداقل انرژی پتانسیل مستلزم 

توان فرم تغییرشکلهای کوچک و رفتار خطی ماده است و در غیر این صورت می

 به صورت زیر بیان کرد یتغییراتی معادلات دیفرانسیل را در قالب اصل کار مجاز
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∫ 𝑀𝛿𝜅𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ 𝑝𝛿𝑣𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

+ 𝑉𝛿𝑣]𝑥1
𝑥2 −𝑀𝛿𝑣′]𝑥1

𝑥2 

 

 

 (6-9)سطح مقطع یکنواخت را مطابق شکل  گاه گیردار وتکیهیک با تیر یک بعدی 

ها در نظر بگیرید؛ فرض کنید تغییرشکلتحت تأثیر یک بار متمرکز در انتهای آزاد آن 

 . استقانون هوک برقرار ، کوچک بوده

 

 عرضی بار اثر تحت بعدی یک تیر

 از وزن تیر معادله دیفرانسیل حاکم بر رفتار خمشی آن به صورت با صرفنظر کردن

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
) = 0   ⇒    

𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
= 0 

استاتیکی در باشد و شرایط مرزی هندسی در تکیه گاه گیردار و شرایط مرزی می

 انتهای آزاد به ترتیب زیر خواهند بود

𝑥 

𝑦 

𝐿 = 1 

𝐹 
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𝑣 = 0
𝑣′ = 0 

}
𝑥=0

𝑀 = −𝐸𝐼𝑣′′ = 0
𝑉 = −𝐸𝐼𝑣′′′ = 𝐹 

}
𝑥=𝐿

 
} 

برای اگر  باشد؛ حالای درجه سِه میواضح است که پاسخ دقیق مسئله یک چند جمله

فرم معادله دیفرانسیل به همراه شرایط مرزی فوق از  تحلیل این تیر به جای حل

 میدان جابجائیبایستی یک استفاده شود یا همان اصل کار مجازی  آنتغییراتی 

ر این تیحقیقی و یک میدان جابجائی مجازی سازگار با شرایط مرزی هندسی برای 

 در ابتدا فرض کنید میدان جابجائی حقیقی به صورت زیر باشد درونیابی کنیم

𝑣 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥4 ⇒ 𝑣′′ = 2𝑎 + 6𝑏𝑥 + 12𝑐𝑥2 

,𝑎به قسمی که  𝑏, 𝑐  مجهولات مسئله بوده و اصطلاحاً مختصات تعمیم یافته نامیده

𝑣مانند  هندسیسازگار با شرایط مرزی اگر از یک تابع حال شوند. می = 𝑎̂𝑥𝑛  به

یک عدد  𝑎̂یک عدد صحیح و  𝑛 به قسمی کهاستفاده شود ) جابجائی مجازیعنوان 

𝛿𝑣به صورت  در این صورت یک جابجائی مجازیاست( دلخواه حقیقی  = 𝛿𝑎̂𝑥𝑛  به

𝐿 با توجه به طول واحد تیرشده و اعمال  تیر = کار و صرفاً تأثیر یک بار متمرکز،  1

 آیندانجام شده به صورت زیر به دست میکار داخلی و همچنین خارجی 

ℛ𝑒𝑥𝑡 = 𝐹𝛿𝑣)𝑥=𝐿 = 𝛿𝑎̂𝐿𝑛)𝐿=1 = 𝐹𝛿𝑎̂ 

ℛ𝑖𝑛𝑡 = ∫ 𝑀𝛿𝜅𝑑𝑥
𝐿

0

= ∫ 𝐸𝐼𝑣′′𝛿𝑣′′𝑑𝑥
1

0

 

= 𝐸𝐼∫ (2𝑎 + 6𝑏𝑥 + 12𝑐𝑥2)𝛿𝑎̂𝑛(𝑛 − 1)(𝑥)𝑛−2𝑑𝑥
1

0

 

 شوداز طرفین آن نتیجه می 𝛿𝑎̂با تساوی کار داخلی و خارجی و حذف 

[𝐸𝐼 (
2𝑎

𝑛 − 1
+
6𝑏

𝑛
+

12𝑐

𝑛 + 1
) 𝑛(𝑛 − 1)] 𝛿𝑎̂ = 𝐹𝛿𝑎̂

2𝑎𝑛(𝑛 + 1) + 6𝑏(𝑛2 − 1) + 12𝑐𝑛(𝑛 − 1) =
𝐹

𝐸𝐼
(𝑛 + 1)

} 

 نوشت 𝑛توان رابطه فوق را به صورت زیر بر حسب توانهای مختلف که می
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−(6𝑏 +
𝐹

𝐸𝐼
) + (2𝑎 − 12𝑐 −

𝐹

𝐸𝐼
) 𝑛 + (2𝑎 + 6𝑏 + 12𝑐)𝑛2 = 0 

𝑛 واضح است مستقل از اینکه مقدار > چه عددی باشد معادلة فوق منجر به   2

 شودمحاسبة میدان جابجائی به صورت زیر می

𝑎 =
𝐹

2𝐸𝐼
  𝑏 = −

𝐹

6𝐸𝐼
  𝑐 = 0  ⇒ 𝑣 =

𝐹

6𝐸𝐼
(3𝑥2 − 𝑥3) 

به صورت فوق و همچنین  روند تحلیل این تیرکه در واقع حل دقیق مسئله است. در 

 اعمال جابجائی وو استفاده از اصل کار مجازی جابجائی درونیابی میدان ( با 6-9مثال )

منجر به حل دقیق مسئله شد؛ به این دلیل که میدان جابجائی  ،کاملًا دلخواه مجازی

درونیابی شده میدان دقیق مسئله یا شامل کلیة ترمهای دقیق مسئله بود. حال فرض 

یر عنوان مثال برای ت نباشد؛ به و یا کامل میدان جابجائی درونیابی شده دقیق کنید

𝑣فوق اگر میدان جابجائی حقیقی به صورت  یکسرگیردار = 𝑎𝑥𝑚   درونیابی شود

ای که منجر شود و لذا به هر نتیجهکند بدیهی است که معادله دیفرانسیل را ارضا نمی

𝑣از تابع  جابجائی مجازیرای اگر ب در این حالتتقریبی خواهد بود  = 𝑎̂𝑥𝑛  استفاده

 خواهیم داشتاعمال اصل کار مجازی  شود با

ℛ𝑖𝑛𝑡 = 𝑎𝐸𝐼∫ 𝑚(𝑚 − 1)(𝑥)𝑚−2𝛿𝑎̂𝑛(𝑛 − 1)(𝑥)𝑛−2𝑑𝑥
1

0

= 𝐹𝛿𝑎̂ 

𝑎 =
𝑚 + 𝑛 − 3

𝑚(𝑚 − 1)𝑛(𝑛 − 1)

𝐹

𝐸𝐼
 

بنابراین در این حالت جواب مسئله وابسته به تابع جابجائی مجازی است یعنی بایستی 

این حل تقریبی به جواب  𝑛معلوم به ازای چه مقدار  𝑚بررسی شود که برای یک 

هرچند محاسبه میزان خطای این روش تقریبی وابسته به تعریفی دقیق نزدیکتر است؛ 

در جدول زیر نسبت جابجائی انتهای ای نمونه شود لیکن براست که از تابع خطا می

 تیر به جابجائی دقیق مسئله به ازای مقادیر مختلف آورده شده است

𝑛 = 5 𝑛 = 4 𝑛 = 3 𝑛 = 2  
3.333 2.667 2.000 0.750 𝑚 = 2 
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8.000 6.000 4.000  𝑚 = 3 

13.333 9.600   𝑚 = 4 

19.048    𝑚 = 5 

یعنی اختلاف میزان انرژی تعریف کنیم  (29-9حال اگر تابع خطا را به صورت رابطه )

 داریم

ℇ𝑟𝑟𝑜𝑟 =
1

2
∫ 𝐸𝐼(𝜅𝑒𝑥𝑡 − 𝜅𝑎𝑝𝑝)2𝑑𝑣
ℜ

 

𝛿𝜅𝑒𝑥𝑡نیمم کردن آن با توجه به اینکه که می = یعنی تغییرات مقدار دقیق انحنا  0

 شودزیر می رابطهمنجر به برابر صفر است 

𝛿ℇ𝑟𝑟𝑜𝑟 = ∫ 𝐸𝐼(𝜅𝑒𝑥𝑡 − 𝜅𝑎𝑝𝑝)(−𝛿𝜅𝑎𝑝𝑝)𝑑𝑣
ℜ

= 0 

𝑀𝑒𝑥𝑡از طرفی اگر  = 𝐸𝐼𝜅𝑒𝑥𝑡  اصل کار مجازی مبیّن رابطهتابع ممان دقیق تیر باشد 

ℛ𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝑀𝑒𝑥𝑡(𝛿𝜅𝑎𝑝𝑝)𝑑𝑣
ℜ

 

 نیمم کردن تابع خطا به صورت فوق منجر به رابطه زیر خواهد شداست بنابراین می

∫ 𝐸𝐼(𝜅𝑎𝑝𝑝)(𝛿𝜅𝑎𝑝𝑝)𝑑𝑣
ℜ

= ℛ𝑒𝑥𝑡 

ی درونیابی میدان جابجائی حقیقی تیر استفاده مییعنی بایستی از هر تابعی که برا

شود از همان تابع نیز برای اعمال جابجائی مجازی استفاده شود تا میزان خطا به فرم 

نیمم خطا نیمم شود؛ بنابراین در مثال قبل میاختلاف انرژی به صورت رابطه فوق می

𝑚به ازای  = 𝑛 جدول نیز مشهود است. خواهد بود البته این نتیجه به صورت کمّی در 
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 ها تمرین   9-5

دو نقطة مشخص عبور کرده مسطحی را به دست آورید که از  𝑦(𝑥)معادله خم   .1

 ای با حداقل مساحت جانبی ایجاد شودرویه 𝑦حاصل دروان آن حول محور و 

 زیر باشد در این لاگرانژ برای انتگرال-جوابی از معادله اویلر 𝑦(𝑥)ثابت کنید اگر   .2

𝑦(𝑥)متناظر با  𝐼صورت مقدار  ∈ 𝐶2(𝑥1, 𝑥2)  که مقادیر انتهائی𝑦(𝑥1) = 𝑦1,

𝑦(𝑥2) = 𝑦2 نیمم مطلق استکنند یک میرا اتخاذ می (𝑝, 𝑞 از  توابع مشخصی

𝑥 )هستند 

𝐼 = ∫ (𝑝2(𝑦′)2 + 𝑞2𝑦2)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

را به یکدیگر وصل کرده  (2,3)و  (0,1)معادلة خمی را تعیین کنید که نقاط   .3

 نیمم استو بر روی آن مقدار انتگرال زیر می

𝐼 = ∫
√1 + (𝑦′)2

𝑦
𝑑𝑥

2

0

 

در این  𝑔شتاب جاذبه ، رو به پائین بوده 𝑦فرض کنید محور  𝑥𝑦در صفحه   .4

معادلة خمی را تعیین کنید که ذرهو از اصطکاک صرفنظر شود اولاً راستا باشد 

ة به نقطمبدإ مختصات  سرعت اولیة صفر از ای بر روی آن در کمترین زمان با

ای با سرعت ثانیاً معادلة خمی را تعیین کنید که بر روی آن ذره رسدمی (1,1)

𝑥اولیة صفر از مبدإ مختصات بلغزد و به خط  + 2𝑦 = برسد و همچنین  2

 محل تماس با این خط را نیز مشخص کنید

های ا اصطلاحاً ژئودزیکمطلوب است معادلة کوتاهترین فاصلة بین دو نقطه ی  .5

𝑟الف( روی یک استوانه به شعاع  واقع بر = 𝑎    ب( بر روی یک کره به شعاع

𝑟 = 𝑎    ج( بر روی یک مخروط با زاویة رأس𝜃 
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𝐼ثابت کنید دستگاه معادلات اویلر لاگرانژ برای فانگشنال   .6 = ∫ 𝐹(𝑥𝑖, 𝑥̇𝑖)𝑑𝑡
𝑡2
𝑡1

 

نیست دارای  𝑡تابع صریحی از متغیّر مستقل  𝐹به قسمی که هستة انتگرال 

یک عدد ثابت است و با توجه  𝑘انتگرال اولی به صورت زیر است به قسمی که 

 شودبه شرایط ابتدائی و انتهائی مشخص می

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
−∑𝑥̇𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝑥̇𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑘       

𝑦(0)که در شریط   𝑦(𝑥)مطلوب است تعیین کلیة توابع   .7 = 𝑦(𝑎) =  صدق  0

𝐼کرده و فانگشنال  = ∫ (𝑦′)2𝑑𝑥
𝑎

0
∫را به همراه قید    𝑦2𝑑𝑥

𝑎

0
= اکسترمم   1

 نمایند

,𝑎)را که از نقاط  2𝑙معادله خمی به طول   .8 ,𝑎−)و  (0 عبور کرده طوری به  (0

 دست آورید که گرانیگاه آن در پائین ترین سطح ممکن قرار گیرد

تحت اثر  (1,0)و  (0,1)با طول و وزن ثابت بین دو نقطة کابل انعطاف پذیری   .9

وزنش آویزان است با فرض اینکه در حالت تعادل پایدار استاتیکی انرژی 

نیمم است شکلی که کابل به خود میپتانسیل کابل نسبت به محور افق می

 گیرد را به دست آورید

′′𝑥2𝑦در ابتدا معادله دیفرانسیل   .10 + 4𝑥𝑦′ + (2 + 𝑥2)𝑦 = به همراه   1

𝑦(0)شرایط انتهائی  = 𝑦(1) = را به فرم یک مسئله تغییراتی در آورده و  0

𝑦ای از توابع سپس خانواده = 𝑎(𝑥 − 𝑥2)  را که بهترین جواب برای این معادله

 باشند تعیین کنید

در ابتدا معادله دیفرانسیل و سپس فرم تغییراتی حاکم بر رفتار کمانش یک   .11

ستون یک سرگیردار که تحت اثر وزنش قرار داد را نوشته و سپس با در نظر 

𝑣گرفتن میدان جابجائی جانبی به صورت  = 𝑎𝑥2  طول بحرانی آن را به دست

 آورید
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فرم تغییراتی معادله دیفرانسیل تعادل یک تیر کم عمق را در تغییرشکلهای   .12

بسیار بزرگ نوشته و سپس برای یک تیر دوسر مفصل ثابت در مقابل جابجائی 

قرار دارد  𝑝که تحت اثر بار عرضی با شدت یکنواخت  𝑙داخل سطح با طول 

𝑣بهترین پاسخ را با استفاده از توابع درونیاب  = 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥/𝑙)  برای جابجائی

𝑢عرضی یا خارج سطح و  = 𝑏 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑥/𝑙)  برای جابجائی داخل سطح به

 دست آورید

معادله دیفرانسیل حاکم بر رفتار خمش خالص صفحات نازک در تغییرشکلهای   .13

𝐷𝛻4𝑤کوچک به صورت  = 𝑝  قابل بیان است به قسمی که𝐷  سختی خمشی

عرضی اعمال شده در واحد سطح ورق است با شدت بار  𝑝جابجائی و  𝑤ورق، 

فانگشنال نظیر این معادله  و فرم تغییراتی ،استخراج شرایط مرزی طبیعی

 به دست آوریدکه همان انرژی کرنشی ناشی از خمش ورق است دیفرانسیل را 
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