
جايگشت�ها مورد در قضيه�ای

زاده عين�اله مصطفی

۱۳۹۲ دی ۲۷

جالب قضيه�ی يک ريمانی، رويه�های نظريه�ی از استفاده با ،۱۹۷۱ سال در مقاله�ای در [۴] Ree
اثباتی است، نتوانسته که می�کند Reeاشاره مقاله، اين در کرد. بيان جايگشت�ها با رابطه در ترکيبياتی
و Lyndon ، Feit اينکه تا کند. پيدا خاص) حالت�های بعضی در (حتی قضيه�اش برای ترکيبياتی
اين [۲] Lehrer و Herzog بعد مدتی کردند. ارائه Ree قضيه�ی از ترکيبياتی اثباتی [۱] Scott
آن از تعميمی مشابه، ايده�هايی با نيز [۶] Scott و دادند تعميم کاکستر گروه�های ديگر به را قضيه

بود. Ree قضيه�ی برای هم جبری اثباتی نتيجه در که آورد دست به ماتريسی گروه�های به
گراف�ها نشاندن� در توپولوژيک اثبات از کاربردهايی به اثبات، سه اين ارائه�ی بر علاوه مقاله اين در

کرد. خواهيم اشاره رويه�ها، در

اصلی قضيه�ی ۱

نمادگذاری.

.{۱, . . . , n} =: [۱, n] .۱

.g۱, . . . , gn توسط شده توليد گروه =: ⟨g۱, . . . , gn⟩ .۲

اين ،[۱, n] روی σ توسط شده توليد گروه عمل باشد. Sn در جايگشتی σ کنيد فرض .۳
ν(σ) با را n−k باشد، k برابر مدارها اين تعداد اگر می�کند. افراز مدار تعدادی به را مجموعه
دورهای اگر البته است، σ دوری تجزيه�ی در دورها تعداد با برابر k واقع در ) می�دهيم. نشان

بگيريم.۱) نظر در هم را يک طول به
است. ۱ طول به دورهای گرفتن نظر در با دوری تجزيه�ی دوری، تجزيه�ی از منظور جا همه مقاله اين ۱در
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شده تولید گروه که باشند Sn در جایگشت تعدادی ،σ۱, . . . , σk کنید فرض اصلی[۴]. قضيه�ی
دراین�صورت: .σ۱ · · · σk = ۱ و می�کند عمل [۱, n] روی تراگذر صورت به آنها توسط

ν(σ۱) + · · ·+ ν(σk) ≥ ۲(n− ۱).

با که باشند Sn در جايگشت دو β و α اگر که می�گويد ما به قضيه اين ،k = ۳ حالت در مثلاً
تعداد جمع اين�صورت در کرد، تبديل يکديگر به را [۱, n] دلخواه عضو دو هر بتوان آنها ترکيب�های

نيست. بيشتر n+ ۲ از αβ و β ،α دوری تجزيه�ی در دورها

ترکيبياتی اثبات ۲

تولیدشده گروه که باشند Sn ترانهش�های از مینیمال زیرمجموعه�ی یک τ۱, . . . , τm کنید فرض لم.
: دراین�صورت می�کند. عمل [۱, n] روی تراگذر صورت به آنها، توسط

،m = n− ۱ الف)

است. n طول به دور یک τ۱ . . . τm ب)

هم به را دوتايی�ها اين اگر است. [۱, n] عضو دو بين ترانهشی صورت به τi جايگشت هر .[١] اثبات
می�دهيم. نمايش G با را آن که می�آيد دست به يال m و [۱, n] رئوس با گرافی کنيم، وصل

پس است. G بودن همبند با معادل ،⟨τ۱, . . . , τm⟩ عمل بودن تراگذر شرط که است واضح الف)
است. يال m = n− ۱ با درخت يک G که می�شود نتيجه بودن مينيمال شرط از

داريم: باشد. G درخت در a برگ به متصل يال يک با متناظر τi = (ab) کنيد فرض ب)
(τ۱ · · · τi−۱)

−۱(τ۱ · · · τm)(τ۱ · · · τi−۱) = τiτi+۱ · · · τmτ۱ · · · τi−۱.

کنيم فرض می�توانيم پس يکديگرند. مزدوج τi · · · τmτ۱ · · · τi−۱ و τ۱ · · · τm نتيجه در
روی ترانهش�هايی τ۲, . . . , τm که نکته اين و n روی استقرا از استفاده با اما .i = ۱
τ۲ · · · τm که گرفت نتيجه می�توان می�دهند، درخت يک تشکيل که هستند [۱, n]\{a}

داريم: پس است. [۱, n]\{a} روی کامل دور يک
τ۱ · · · τm = (ab)(bc۱ . . . cn−۲) = (abc۱ . . . cn−۲).
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l − ۱ از ترکيبی صورت به می�توان را l طول به دور هر که می�دانيم .[١] اصلی قضیه�ی اول اثبات
باشد، l۱, . . . , lt طول به دورهايی دارای σ ∈ Sn دوری تجزيه�ی اگر نتيجه در داد. نمايش ترانهش
برای پس داد. نمايش ترانهش ν(σ) = n − t =

∑
(li − ۱) از ترکيبی صورت به می�توان را σ

τijها و rj = ν(σj) که دهيم نمايش τ۱j · · · τrjj صورت به می�توانيم را σj ،۱ ≤ j ≤ k هر
بنابراين .ν(σj) =

∑
i ν(τij)پس است، ۱ برابر ترانهش�ها برای ν مقدار ضمن در هستند. ترانهش

کنيم. ثابت ترانهش�ها برای را قضيه کافيست
⟨τ۱, . . . , τk⟩ گروه عمل تراگذری و τ۱ · · · τk = خاصيت۱ ترانهشبا k ،τ۱, . . . , τk فرضکنيد
زيرمجموعه�ای (i۱ < · · · < im) τi۱ , . . . , τim اگر .k ≥ ۲(n − ۱) دهيم نشان بايد باشند.
m = n−۱ لم، بنابر باشد، ⟨τi۱ , . . . , τim⟩ گروه عمل تراگذری خاصيت با τ۱, . . . , τk از مينيمال
ترانهش�ها بقيه�ی کردن مزدوج با ديگر طرف از است. n طول به دوری جايگشت يک τi۱ · · · τim و
هم τها ′j که رسيد τi۱ · · · τimτ ′۱ · · · τ ′k−m = ۱ رابطه�ی به τ۱ · · · τk = ۱ رابطه�ی از می�توان
تراگذر صورت به که است n طول به دوری جايگشتی هم τ ′۱ · · · τ ′k−m نتيجه در هستند. ترانهش

می�شود: نتيجه حکم و k −m ≥ n− ۱ لم، بنابر پس می�کند. عمل [۱, n] روی
k = m+ (k −m) ≥ n− ۱+ n− ۱ = ۲(n− ۱).

جبرخطی از استفاده با اثبات ۳

را V وارون�پذير خطی تبديلات است. n-بعدی برداری فضای يک V کنيد فرض نمادگذاری.
از متشکل زيرفضای V g ،g ∈ Gl(V ) برای می�دهيم. نمايش ۱ با را همانی تبديل و Gl(V ) با
عمل برای مشابه عدد زيرفضا. اين بعد نقص ν(g) و می�دارد نگه ثابت را آنها g که است V از اعضايی
بزرگترين باشد، Gl(V ) از زيرگروهی G اگر همين�طور می�دهيم. نمايش ν(g∗) با را۲ V ∗ روی g
را بعدش نقص و (V ∗G) V G با را می�کند عمل بديهی صورت به آن روی G که (V ∗) V زيرفضای

می�دهيم. نمايش (ν(G∗)) ν(G) با
دارد: وجود زير صورت به تناظری V ∗ و V زيرفضاهای بين تذکر.

W ⊆ V ∗ ←→
∩
f∈W

Ker(f) ⊆ V,

اين به توجه با است. برابر V در آن متناظر زيرفضای بعد نقص با V ∗ زيرفضای هر بعد آن در که
عمل بديهی آن روی ،G ⊆ Gl(V ) زيرگروه که V ∗ از زيرفضايی بزرگترين که ديد می�توان تناظر

.∀v ∈ V, g∗f(v) = f(g−۱v) می�شود: داده نشان g∗f با f روی g عمل f ∈ V ∗ ۲برای
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بديهی V/W خارج�قسمت روی G عمل که است V در W زيرفضای کوچکترين با متناظر می�کند،
ضمناً است، W بعد با برابر ν(G∗) پس است.

W =
∑
g∈G

(۱− g)V.

داريم: g ∈ Gl(V ) برای رابطه، اين به توجه با

ν(g∗) = dim((۱− g)V ) = codim(Ker(۱− g)) = codim(V g) = ν(g).

در را حالتی اگر اما نيست. برابر ν(G∗) با ν(G) لزوماً ،G ⊆ Gl(V ) دلخواه زيرگروه هر برای اما
V روی معين مثبت داخلی ضرب يک می�توان باشد، R ضرايب ميدان و متناهی G که بگيريم نظر
که می�کند القا V ∗ و V بين ايزومورفيسم يک داخلی ضرب اين باشد. ناوردا G تحت که کرد پيدا

. ν(G) = ν(G∗) نتيجه در و می�گذارد احترام G عمل به

رابطه�ی در g۱, . . . , gk ∈ Gl(V ) است، n-بعدی برداری فضای یک V کنید فرض .۱ قضيه
این�صورت: در .G = ⟨g۱, . . . , gk⟩ و می�کنند صدق g۱ · · · gk = ۱

ν(g۱) + · · ·+ ν(gk) ≥ ν(G) + ν(G∗).

کنيد: تعريف زير صورت به را V k از C زيرفضای .[۶] اثبات
C = {((۱− g۱)v۱, . . . , (۱− gk)vk) : vi ∈ V }.

.ν(g۱) + · · ·+ ν(gk) با: است برابر C بعد پس است، ν(g) با برابر (۱− gi)V بعد ،i هر برای
کنيم: تعريف زير صورت به را β : C → V و α : V → C خطی نگاشت�های اگر

α(v) = ((۱− g۱)v, . . . , (۱− gk)v),

β((v۱, . . . , vk)) = v۱ + g۱v۲ + · · ·+ g۱ · · · gk−۱vk.

داريم:

βα(v) = (۱− g۱)v + g۱(۱− g۲)v + · · ·+ g۱ · · · gk−۱(۱− gk)v

= (۱− g۱ · · · gk)v = ۰.

ديگر طرف از .Imα ⊆ Ker β =: Z پس

Kerα =
k∩

i=۱
Ker(۱− gi) = V G.
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می�کنيم: ادعا است. ν(G) همان يعنی V G بعد نقص با برابر Imα بعد پس

Im β =
k∑

i=۱
(۱− gi)V.

نتيجه در
dimC/Z = dim(Imβ) = ν(G∗),

می�آيد: دست به زير رابطه�ی از حکم و

ν(g۱) + · · ·+ ν(gk) = dimC

= dimZ + dimC/Z

≥ dim(Imα) + dim(Im β)

= ν(G) + ν(G∗).

داريم: β تعريف به توجه با ادعا، اثبات برای اما
Im β = (۱− g۱)V + g۱(۱− g۲)V + · · ·+ g۱ · · · gk−۱(۱− gk)V.

:i ≤ k هر برای که می�دهيم نشان استقرا با
(۱− g۱)V + · · ·+ g۱ · · · gi−۱(۱− gi)V = (۱− g۱)V + · · ·+ (۱− gi)V.

ادعا اگر است. واضح i = ۱ حالت می�دهيم.) نشان W ′
i با را راست سمت و Wi با را چپ (سمت

دهيم: نشان کافيست Wها، ′
i و Wiها بودن تودرتو به توجه با بعدی گام برای باشد، برقرار i−۱ برای

Wi/W
′
i−۱ = W ′

i/W
′
i−۱.

پس: است، همانی V/W ′
i−۱ روی g۱, . . . , gi−۱ عمل اما

Wi/W
′
i−۱ = (g۱ · · · gi−۱(۱− gi)V +W ′

i−۱)/W
′
i−۱

= ((۱− gi)V +W ′
i−۱)/W

′
i−۱ = W ′

i/W
′
i−۱.

روی V برداریn-بعدی فضای برای پايه يک e۱, . . . , en فرضکنيد .[۶] اصلی قضیه�ی دوم اثبات
eσ(i) به را ei که می�دهيم نسبت Tσ نام به خطی تبديلی ،σ ∈ Sn جايگشت هر به Kباشد. ميدان

صورت به σ دوری تجزيه�ی اگر می�برد.
(i۱i۲ . . . is)(j۱j۲ . . . jt) · · ·
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که ديد می�توان راحتی به باشد،
ei۱ + · · ·+ eis , ej۱ + · · ·+ ejt , . . .

.ν(Tσ) = ν(σ) و است σ دورهای تعداد برابر V Tσ بعد نتيجه در می�سازند. V Tσ برای پايه يک
می�دهد: نتيجه ⟨σ۱, . . . , σk⟩ تراگذری خاصيت ،G = ⟨Tσ۱ , . . . , Tσk

⟩ اگر همين�طور

V G = K(e۱ + · · ·+ en),

V ∗G = K(e∗۱ + · · ·+ e∗n).

جايگذاری و ν(G) = ν(G∗) = n− ۱ پس است.) (e۱, . . . , en) دوگان پايه�ی (e∗۱, . . . , e∗n))
می�دهد. نتيجه را اصلی قضيه�ی قبل، قضيه�ی در مقادير اين

توپولوژيک اثبات ۴

نظر در (S۲) دوبعدی کره�ی روی را x۰, . . . , xk متمايز نقطه�ی k + ۱ اصلی. قضیه�ی سوم اثبات
(مانند γi بسته�ی خم�های از مناسبی انتخاب با .X = S۲\{x۱, . . . , xk} کنيد تعريف و بگيريد

که ديد می�توان ،(۱ شکل
π۱(X, x۰) = ⟨γ۱, . . . , γk|γ۱ · · · γk = ۱⟩.

شاخه x۱, . . . , xk نقاط روی فقط که ،n درجه�ی از S۲ همبند شاخه�ای پوشش هر که می�دانيم
در که می�شود داده مونودرومی) (عمل x۰ بالای تار روی π۱(X, x۰) از تراگذری عمل با باشد، شده
يک کنيم، تعريف σi با را γi عمل اگر گروه، اين از فوق نمايش به توجه با است. [۱, n] با تناظر
جهت�پذير و ��همبند شاخه�ای پوشش يک با که می�آيد دست به تراگذر و خوش�تعريف يکتای عمل
xiها از يک هر وارون تصوير است. تناظر در هست، نيز شده ذکر خواص همه�ی واجد که S۲ از Y �
جمع بنابراين و هستند ( xi حول موضعی مونودرومی مدارهای ≃ ) σi مدارهای با متناظر Y در
فرمول بنابر دهيم، نمايش g با را Y گونای اگر است. ν(σi) برابر نقاط اين در شاخه�ای انديس�های

داريم: ريمان-هرويتز

۲− ۲g = ۲n−
k∑

i=۱
ν(σi).

پس باشد، منفی نمی�تواند رويه يک گونای اما
k∑

i=۱
ν(σi)− ۲(n− ۱) = ۲g ≥ ۰.
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:۱ شکل

در ساده�تر بيانی به را آن می�افتد، اتفاقی چه دقيقاً بالا اثبات در ببينيم اينکه برای اثبات. دیگر بیان
می�کنيم. ارائه k = ۳ حالت

آنها توسط توليدشده گروه که باشند Sn در جايگشت دو σ۲ = β و σ۱ = α کنيد فرض پس
اين به را سفيد و سياه بخش دو با G دوبخشی گراف می�کند. عمل [۱, n] روی تراگذر صورت به
يک ،β دور هر برای و سفيد بخش در رأس يک α دوری تجزيه�ی در دور هر برای می�سازيم. صورت
که دارد قرار β دور يک و α دور يک دقيقاً در ۱ ≤ i ≤ n هر می�گيريم. نظر در سياه بخش در رأس
اضافه G به می�کند، متصل هم به را رأس دو اين که i شماره�ی با يالی هستند؛ G رأس دو با متناظر
شده�اند. شماره�گذاری n تا ۱ اعداد با آن يال�های که است بخشی دو گرافی G نتيجه در می�کنيم.
دو اين کرد. جهت�دهی سفيد، به سياه يا سياه به سفيد طريق دو به می�توان را i مانند G � يال هر

می�دهيم. نشان i۲ و i۱ با را جهت�دهی
ساخت: زير صورت به جهت�دار بسته�ی گردش يک می�توان ،۱ ≤ i ≤ n هر برای

i۱, (β(i))۲, (αβ(i))۱, (βαβ(i))۲, . . .

گردش�هايی دهد.) رخ جهت، گرفتن نظر در با تکرار اولين که می�دهيم ادامه جايی تا را روند (اين
،G جهت�دهی�شده�ی يال هر و هستند αβ دورهای با تناظر در می�آيند۳ دست به طريق اين به که
به و کنيد نگاه توپولوژيک گرافی عنوان به را G� حال می�شود. ظاهر گردش�ها اين از يکی دقيقاً در
G به گردش همين روی را آن مرز و بگيريد نظر در ديسک يک بسته، گردش�های اين از يک هر ازای
حاصل توپولوژيک فضای شد، گفته آنچه به توجه با Mبرسيد. توپولوژيک فضای به نهايتاً تا بچسبانيد

می�گيريم. نظر در يکی را می�دهند جهت�دار يال�های روی يکسان دوری ترتيب يک که گردش ۳دو
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:۲ شکل

اگر می�دهد. نتيجه هم را M همبندی تراگذری شرط ضمناً است.۴ جهت�پذير و فشرده رويه�ی يک
می�شود: نتيجه داشتيم، αβ دورهای و M وجوه بين که تناظری به توجه با باشد، g برابر M گونای

(αدورهای (تعداد + (β دورهای (تعداد + (αβ دورهای −(تعداد n = χ(M)

= ۲− ۲g ≤ ۲.

�

در باشند، شده داده زير صورت به β و α که حالتی در M رويه�ی ساختن نحوه�ی از مثال يک
است: شده داده نشان ۲ شکل

α = (۱۲)(۳)(۴۵), β = (۱۵)(۲۴۳).

حاصل رويه�ی است. شکل در دورنی و بيرونی وجه دو با متناظر که دارد دور دو αβ حالت اين در
است. يکريخت کره با نيز

جهت�دار رويه�های در همبند دوبخشی� گراف�های برای نشاندن�هايی می�توان ايده اين از استفاده با
می�کنيم. شماره�گذاری n تا ۱ با را يال�هايش باشد، داشته يال n ،G اگر که ترتيب اين به کرد. ارائه
تناظرند در سياه) و (سفيد G بخش دو رئوس با آنها دورهای که می�سازيم β و α � جايگشت دو بعد
هر درون اعداد ترتيب در معمولاً البته است. آن مجاور يال�های شامل رأس هر با متناظر دور و
مانند را M رويه�ی سپس است. مؤثر نهايی نتيجه�ی در که داريم زيادی عمل آزادی دورها از يک
است. محاسبه قابل راحتی به آن گونای که می�آيد دست به M در G نشاندن يک و می�سازيم اثبات
رأس بدون بسته (گردش دور می�دهند، تشکيل Mرا وجوه مرزهای که بسته�ای گردش�های اگر ضمناً
دوبخشی Gگرافی که صورتی در می�آيد. دست Gبه برای قوی نشاندن يک اصطلاحاً باشند، تکراری)
G با هوميومورف و دوبخشی گرافی به می�توان يال هر وسط در رأس يک کردن اضافه با باز نباشد،

کرد. استفاده G برای خوبی نشاندن�های يافتن برای ايده همين از و رسيد
يال هر اينکه از نيز جهت�پذيری شود. بررسی يال�ها درون و رئوس در M موضعی رفتار بايد ادعا اين اثبات ۴برای
می�شود. واگذار علاقه�مند خوانندگان به نکات اين اثبات می�شود. نتيجه دارد، قرار گردش دو دقيقاً در شده جهت�دهی

۸



و G بخش دو هر رأس�های بين تناظری اگر و است دوبخشی G حالت اين در .G = Kn,n مثال.
دو کافيست ،G نشاندن�های يافتن برای می�شود. Zn × Zn با متناظر G يال�های کنيم، برقرار Zn

به β دورهای و {i} × Zn صورت به α دورهای که کنيم معرفی Zn × Zn روی β و α جايگشت
باشند. Zn × {j} صورت
دهيم: قرار اگر مثلاً

α(i, j) =

{
(i, j + ۱) i ̸= ۰
(i, j − ۱) i = ۰,

β(i, j) = (i+ ۱, j).

داريم: αβ دورهای برای اين�صورت در

(۰, ۰) αβ−→ (۱, ۱) αβ−→ · · · αβ−→ (n− ۱, n− ۱) αβ−→ (۰, n− ۲) αβ−→

· · · αβ−→ (۰, n− ۴) αβ−→

. . .

دارد: دور ۲ αβ زوج، nهای برای و دور يک فقط αβ فرد، nهای برای پس

g =
۱
۲

(
n۲ − ۲n−

{
۱ nفرد
۲ nزوج

+ ۲
)

=

⌊
(n− ۱)۲

۲

⌋
.

ديسک تعدادی مجزای اجتماع G مکمل که می�دهد را G از نشاندن�هايی گونای ماکزيمم که
دارد) را ممکن وجوه کمترين باشد.(چون
دهيم: قرار زوج n حالت در اگر اما

α(i, j) = (i, j + (−۱)i), β(i, j) = (i+ (−۱)j, j).

درمی�آيد: زير صورت به وجوه مرز تعريف اين با

(i, j)
β−→ (i+ (−۱)j, j) α−→ (i+ (−۱)j, j − (−۱)i) β−→

(i, j − (−۱)i) α−→ (i, j).

گونای با رويه�ا�ی در G قوی نشاندن يک و هستند ۴ طول به دورهای گردش�ها، اين همه�ی پس
است. G گونای کمترين که می�آيد دست به (n۲ − ۱)۲
∗ ∗ ∗

دوبخشی کامل گراف�های و کامل گراف�های مينيمم گونای زمينه�ی در بيشتر اطلاعات مشاهده�ی برای
مرتبط رياضی از مختلفی زمينه�های به رويه�ها در گراف�ها نشاندن��های کنيد. مراجعه [۵] به می�توانيد

است. پرداخته آن مختلف کاربردهای و موضوع اين به [۳] است.

۹
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