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سپاس�گزاری

در که آورم به�جا یگانه�ام معبود از را خود بی�کران سپاس و شکر نهایت است بایسته کس، هر و چیز هر از فراتر و قبل

و دریغ بی باشم، داشته را آن شایستگی ذره�ای آن�که بدون را خود خاص توجه و عنایت و لطف جا، همه و حال همه

است. نکاسته مهرش ازلی پرتو از ذره�ای بنده�اش، گستاخی و حق�ناشناسی و کرده نثارم زحمت، بی و مستمر منت، بی

چراغ، امید، مشوق، انگیزه، تاکنون که کنم کسانی نثار را خود قدردانی و سپاس است شایسته آن، از فروتر و پس

دردسر بدون کلی، به�طور خدا، شکر به را اخیر سال چهار من که پنهان چه شما از بودند. من برای دستی یا و چشم

بود. لذت�بخش و دل�نشین برایم طبیعی، فرودهای و فراز رغم علی آن، لحظات اکثر و گذراندم نسبی آرامش در و جدی

دانشجوی هیچ�وقت احتمالا است، آن طبیعی خاصیت دکتری، دوره بودن لذت�بخش یا دردسر بی می�کنید فکر (اگر

نشده�اید!) هم�صحبت دکتری دانشجوی یک با و نبوده دکتری

بدون که هستم دانشگر دکتر آقای جناب عزیزم، راهنمای استاد مدیون کس، هر از پیش و بیش را خوش�وقتی این

ایشان، علمی اشراف و جامعیت و دید وسعت علمی، لحاظ از کنم. ذکر این�جا در را ایشان الطاف همه نمی�توانم شک

مفاهیم و موضوعات دریای در پژوهش، موضوع انتخاب برای که شرایطی در داشت، بر در را من اعجاب و تحسین که

ذره�ای اکنون که کرد هدایت و راهنمایی موضوعی سمت به مرا بودم، حیران و مستغرق گیج�کننده، و متنوع متعدد،

ایشان جامع اطلاعات و مبتکرانه و نو ایده�های عمیق، نگاه وقت، تمام انرژی و کار نیستم. پشیمان آن انتخاب از

ایشان اخلاقی، لحاظ از باشد. ایشان از ملهم یا به، متعلق دکتری�ام دوره در گرفته صورت تحقیقات عمده شد، باعث

نقش برایم کاری، استرس�های و روحی بحران�های شرایط در که دیدم خود برای مددکار و امین دوست و حامی یک را

و مباحثه از که یافتم دل�پذیر و خوب هم�صحبت یک را ایشان این، بر علاوه داشت. تسکین�دهنده و هم�دردی هم�فکری،

راهنمای استاد هر که است کارهایی این�ها، می�کنید فکر (اگر آموختم. فراوان مطالب و برده وافر حظ ایشان معاشره

شنیده�اید!) دکتری دوره از نامی فقط احتمالا می�دهد، انجام طبیعی به�طور دکتری دوره

شفیق دوست ارشد، کارشناسی دوره راهنمای استاد از را خود شکرگزاری و قدرشناسی مراتب می�دانم لازم هم�چنین

بر شگرفی تاثیر ایشان، با مصاحبت و آشنایی سال ٩ آورم. به�جا عمومی بهناز دکتر خانم سرکار مهربانم، خواهر و

سه



علمی، اخلاق تعهد، گردید. نصیبم فراوان اخلاقی و علمی بهره�های ایشان از و گذاشت شخصی�ام زندگی و علمی حیات

مرز، و حد بی دلسوزی و مهربانی و عشق و تصور از فراتر مسئولیت�پذیری و دغدغه زدنی، مثال بردباری و صبر نظم،

داشته�های عمده اکنون کوشیدم. آن آموختن در خود، وسع حد به و دیدم کمال به ایشان در که بود فضائلی از بخشی تنها

و هدایت هم�فکری، انگیزه�بخشی، مرهون می�نماید، ناچیز شخصی�ام، استحقاق و صلاحیت عدم خاطر به که را خود

مسرورم. و خشنود داشت، خواهم را ایشان با هم�صحبتی و دوستی بخت این�که از و می�دانم ایشان بی�دریغ آموزش�های

علمی جنبه�های از مدت، این در آن�چه هم�چنین و پدرانه�شان راهنمایی�های به�خاطر محمودیان، دکتر آقای جناب از

برخود را رساله این مطالعه زحمت که محترم داوران همت و سعی ممنون سپاس�گزارم. آموختند، من به اخلاقی و

کردن فراهم با که شریف صنعتی دانشگاه ریاضی دانشکده کارمندان و دانشجویان اساتید، همه از هستم. کردند، هموار

قدردانی و امتنان کمال بودند، موثر ریاضی، دانشکده در حضورم مدت شدن فرح�بخش در آرام، و تنش بدون فضای

کردند کمک من به خوابگاه، در حضورشان عدم با مواقع، بیشتر در که می�کنم تشکر گرامی�ام هم�اطاقی�های از دارم. را

بازیابم! را آسایش و آرامش و کرده خلوت سال، چهار این در همدمم نزدیک�ترین تنهایی، با تا

می�دارم، معروض ایشان به مهربانم، و عزیز مادر و پدر از را خودم سپاس و شکر مراتب نهایت، بی و نهایت در

دل�پذیر، آرام، محیط تثبیت و ساختن خاطر به بلکه من، تربیت و رشد در آن�ها نقش و نَسبی رابطه خاطر به فقط نه

برایم را مشغله�ای و مشکل هر از فارغ و دغدغه بی حیات و تحصیل که خانه محبت و عشق از سرشار و مقدس گرم،

می�داشت. نگه آن به بازگشت دلتنگ و مشتاق راغب، را من همواره و نمود فراهم

مشکل نتیجه�گیری، این دادم، شرح را بخشی این�جا در که آن پیرامون افراد و زندگی شرایط این همه مشاهده با

فتح را سربلندی و سعادت قله�های رفیع�ترین اتمسفری، چنین در نبودم، من که کوشایی، و پرتلاش فرد هر که نیست

... باشد داستان این افسوس و دریغ تنها شاید این می�کرد.

متواضعانه را رساله این می�خواهم گذاشتم، ناگفته دلایلی، به هم باز را، بسیاری و گفتم باز را بخشی که دلایلی به

بوده گذشت و ایثار فراموش�نشدنی تمثال برایم همواره که عزیزم مادر ویژه به و داشتنی�ام دوست مادر و پدر شما به

امیدوارم آن. به بازگشت حال در که دهم نوید و خانه�ام دلتنگ سخت که بگویم عزیزان شما به و نمایم تقدیم است،

باشید! نکرده عوض را کلیدها

١٣٩٠ مرداد

چهار



چکیده

در می�پردازد. وزن�دار گراف�های برای تعمیم�یافته ایزوپریمتری مسائل مطالعه و بررسی به رساله این

خروجی شار مینیمم به�صورت چیگر، ثابت از تعمیمی عنوان به را k−ام ایزوپریمتری ثابت راستا، این

را آن�ها اولیه خواص و تعریف راس�ها مجزای) (زیرمجموعه�های k−زیرافرازهای روی بر نرمال�شده

حدس بعد، گام در می�کنیم. ثابت گونه فدرر-فلمینگ قضیه یک ثابت�ها این برای سپس می�کنیم. بررسی

ایزوپریمتری ثابت�های بین ارتباطی که کلاسیک چیگر نامساوی از تعمیمی عنوان به را چیگر تعمیم�یافته

رهیافت دو از حدس، این اثبات جهت در می�کنیم. بیان می�کند، برقرار لاپلاسین بالاتر ویژه�مقدارهای و

ماتریس�های برای حدس این می�دهیم نشان و کرده استفاده دیریشله همبندی طیف و نودال دامنه�های

برقرار جهانی، ثابت یک با ویژه�مقدارها همه برای است، دور یا درخت آن�ها متناظر گراف که لاپلاسین

دورها روی تعمیم�یافته لاپلاسین ماتریس�های طیفی تجزیه درباره اطلاعاتی مطلب، این کنار در می�باشد.

درباره نتایجی ایزوپریمتری، مسائل محاسباتی ابعاد مطالعه راستای در درنهایت، می�دهیم. به�دست

ثابت�ها این از برخی محاسبه برای بهینه�ای الگوریتم�های و آورده به�دست مسائل این محاسباتی پیچیدگی

مساله وزن�دار، درخت�های برای که می�کنیم ثابت جمله، آن از می�کنیم. ارائه وزن�دار درخت�های روی

تصمیم مسائل که درحالی است، حل قابل خطی زمان در مهین ایزوپریمتری عدد k−امین برای تصمیم

جزء میانگین، و مهین نرمال�شده برش� مینیمم k−امین و میانگین ایزوپریمتری عدد k−امین برای

ثابت مسائل، این پارامتری پیچیدگی مطالعه راستای در براین، علاوه هستند. NP−کامل مسائل

مینیمم k−امین و میانگین و مهین ایزوپریمتری عدد k−امین است، ثابتی عدد k وقتی که می�کنیم

محاسبه�اند. قابل چندجمله�ای زمان در وزن�دار، درخت�های برای مهین، نرمال�شده برش

طیف تعمیم�یافته، چیگر نامساوی ایزوپریمتری، ثابت وزن�دار، گراف�های کلیدی: واژه�های

بندی خوشه محاسباتی، پیچیدگی دورها، طیفی تجزیه دیریشله، همبندی طیف ایزوپریمتری،

پنج



مطالب فهرست

سه سپاس�گزاری

پنج چکیده

هشت تصاویر فهرست

نه نماد�ها فهرست

١ مقدمه

۶ گراف�ها روی حسابان ١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس�ها و تابعی فضاهای ١-١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن�دار گراف ١-٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته لاپلاسین ماتریس ١-٣

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاسین ویژه�مقدارهای ۴-١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاسین ویژه�تابع�های ۵-١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریشله ویژه�مقدار و مرز با گراف ۶-١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی گشت و جهت�دار گراف ١-٧

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتومی گراف ١-٨

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١-٩

شش



٢۵ بالا مراتب ایزوپریمتری مسائل ٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایزوپریمتری طیف ٢-١

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص حالت�های و مثال�ها ٢-٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گونه فدرر-فلمینگ قضیه یک ٢-٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها خوشه�بندی ۴-٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ۵-٢

۴۵ بالا مراتب چیگر نامساوی�های ٣

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نودال دامنه�های ٣-١

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیگر نامساوی و نودال دامنه�های ٣-٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریشله همبندی طیف ٣-٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیگر نامساوی و دیریشله همبندی طیف ۴-٣

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روان نودال دامنه�های توصیف ۵-٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Λk و Λk بهینه�گرهای اصلاح�پذیری ۶-٣

٧٢ آن�ها برای چیگر نامساوی و دورها طیفی تجزیه ۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریشله همبندی پارامترهای بین روابط ١-۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دورها طیفی تجزیه ٢-۴

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دورها برای میکلو حدس اثبات ٣-۴

٨٨ ایزوپریمتری مسائل محاسباتی جنبه�های ۵

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوریتم�ها و محاسباتی پیچیدگی مقدمات ١-۵

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایزوپریمتری مسائل محاسباتی پیچیدگی ٢-۵

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت�ها در نرمال�شده برش مینیمم تخمین ٣-۵

٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت k حالت ۴-۵

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه�سازی فرایند ۵-۵

١١١ مراجع

١١۶ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١٢١ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

هفت



تصاویر فهرست

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(G,A) مرز با گراف ١-١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .f̂ متناظرش شده خطی تابع و f ∈ F۰(A) تابع ١-٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس سیمون پیر ١-٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتاینر ژاکوب ٢-١

داریم پترسن. گراف ترکیبیاتی لاپلاسین ماتریس دوم ویژه�مقدار با متناظر f ویژه�تابع علامت ٣-١

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .S(f) = ۳ > ۲ = W(f)

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . .(A۱,A۲) به نسبت a نقطه برای (r۱, r۲) بودن اصلاح�کننده ٣-٢

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . .(aj(ϵ))j∈JlK شده تکانش گردن�بند و (aj)j∈JlK گردن�بند یک ٣-٣

٩٢ . . . . . . زیرمجموعه. معدل مساله از نمونه یک با متناظر پتانسیل بدون وزن�دار درخت یک ١-۵

١٠٣ . . . . . . . . . . . . .{۲,۴,۸} زیرمجموعه و راسی ۱۰ ریشه�دار درخت یک BP نمایش�های ٢-۵

١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه�سازی. فرایند در شده استفاده یالی و راسی گجت�های ٣-۵

هشت



نماد�ها فهرست

۵٠ ،٣٣ دوبخشی، کامل گراف Km,n

۵٠ ،٣٣ راسی، n کامل گراف Kn

٨ تعمیم�یافته، لاپلاسین ماتریس L

١٧ ،A دیریشله k−ام ویژه�مقدار λk(A)

۵۶ k−ام، دیریشله همبندی عدد Λk

۵٧ k−ام، بالای دیریشله همبندی عدد Λk

۶۴ ،a ∈ G نقطه همسایگی N(a)

١١ گرادیان، عملگر ∇

٨٩ نرمال�شده، برش مینیمم مساله NCP

۶ p−نرم، ∥.∥
p,ω

٨ پتانسیل، تابع p

١۵ ،A مجموعه یالی مرز ∂A

٢١ ،A توپولوژیک مرز ∂A

٢۶ ،X مجموعه k−افرازهای خانواده Pk(X)

٨٣ یال، n با مسیر گراف Pn

١٣ ،Aماتریس طیفی شعاع ρ(A)

۴۶ ،f قوی نودال�های دامنه تعداد S(f)

٧٧ راسی، n ستاره گراف Sn

٧ رئوس، مجموعه V

٨ راسی، وزن تابع ω

۴۶ ،f ضعیف نودال�های دامنه تعداد W(f)

٨٨ یک، به چند چند�جمله�ای زمان تقلیل ≤p

m

٨ ،A روی القایی گراف ⟨A⟩

٧ ،Aماتریس دوگان A∗

٨ ،xراس درجه deg(x)

١۵ ،A مجموعه راسی مرز δA

٢۶ ،X مجموعه k−زیرافرازهای خانواده Dk(X)

٧ یال�ها، مجموعه E

١٠ ،f تابع انرژی E(f)

٢١ ،G روی پیوسته مطلقاً حقیقی توابع F۰(G)

۶ ،X روی حقیقی توابع F (X)

۶ ،X روی مثبت حقیقی توابع F+(X)

٨ رسانایی)، یا شار (تابع یالی وزن تابع φ

،۵۶ ،A به نسبت G خارج�قسمت گراف G/A
١٠٠

٢٧ kام، ماکس ایزوپریمتری عدد ι
M

k (G)

٢٧ kام، میانگین ایزوپریمتری عدد ι
m

k (G)

٢٧ kام، ماکس نرمال�شده برش مینیمم ι̃
M

k (G)

٢٧ kام، میانگین نرمال�شده برش مینیمم ι̃
m

k (G)

٨٩ ایزوپریمتری، مساله IPP

نه
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از �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� را �ط �ی� �ح� م� �ن �ری� �ت� �م� ک� �ت �اب� ث� �ت �اح� �س� م� �ا ب� �ه ک� �ه �ح� �ف� ص� در �ه�ای �ن� �ردام� زی� �ن �ت� �اف� ی� �ای �ن� �ع� م� �ه ب� �ری، �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ل� �ئ� �س� م�

ب��س��ی��ار ه��ن��دس��ی ش��ه��ود دی��دگ��اه از ک��ه م��س��ال��ه ای��ن ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۵-٢ (ب��خ��ش م��ی�رود ش��م��ار ب��ه ه��ن��دس��ه در ق��دی��م��ی ب��س��ی��ار م��س��ائ��ل

از را آن �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ل �دی� �ب� ت� �ات �ی� �اض� ی� ر در �زی �رک� م� �ل �ائ� �س� م� از �ی �ک� ی� �ه ب� �د �ری� �ج� ت� از �س پ� �د، �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� �وس �م� �ل� م�

م��ی�س��ازد. م��وث��ر و ع��م��ی��ق ب��س��ی��ار ن��ی��ز را ح��اص��ل��ه ن��ت��ای��ج ب��رده��ای ک��ار ه��م�چ��ن��ی��ن و ک��رده ج��ذاب ب��س��ی��ار م��خ��ت��ل��ف دی��دگ��اه�ه��ای

�ر �ظ� ن� در �اب��ت ث� �دازه ان� �ا ب� R۲ �ه �ح� �ف� ص� از �ه �ن� �ردام� زی� ی��ک �ن �ت� �اف� ی� �ورت ص� �ه ب� را �ی��ک �لاس� ک� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �د �ی� ده� �ازه اج�

ن��ی��ز دل��خ��واه ی��م��ان��ی ر م��ن��ی��ف��ل��د ه��ر ب��رای را ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه م��ی�ت��وان ت��ع��ب��ی��ر ای��ن ب��ا ب��اش��د. م��ی�ن��ی��م��م آن م��رز ان��دازه ک��ه ب��گ��ی��ری��م

و A درون رئ��وس �داد �ع� ت� را A �دازه ان� �ر گ� ا ،A �ث��ل م� رئ��وس از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک و �راف گ� ی��ک �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �رد. ک� �ری��ف �ع� ت�

�دا �ی� پ� �ی �ن� �ع� م� �ز �ی� ن� �ا �راف�ه� گ� �رای ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �م، �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� A �ل �م� �ک� م� و A �ن �ی� ب� �ای �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� را آن �رز م� �دازه ان�

�ع��ب �ک� م� گ��راف�ه��ای ب��رای �ائ��ل م��س� ای��ن ح��ل �ار، ب� �ی��ن اول� و ش��د �رف��ی �ع� م� ٧٠ ده��ه در �ات��ی �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �ائ��ل م��س� �ن��د. م��ی�ک�

�رای ب� �رد. ک� �دا �ی� پ� �م �ی� س� �ول ط� �ردن ک� �ل �داق� ح� �ه �ال� �س� م� �د �ن� �ان� م� �ی �دس� �ن� �ه� م� در �ی �ای� �رده� ب� �ار ک� و �ت �رف� گ� �رار ق� �ه �وج� ت� �ورد م� �دی ج� �ور �ه�ط� ب�

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [۵٣] م��س��ائ��ل ای��ن ت��ح��ولات س��ی��ر م��ش��اه��ده

در [٢۴] چ��ی��گ��ر .[٢٣ ،٢٢] ش��د م��ط��رح ه��ن��دس��ی آن��ال��ی��ز در ب��ار اول��ی��ن ی��م��ان��ی ر م��ن��ی��ف��ل��ده��ای ب��رای ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه�ه��ای

h(M) ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ن��ام ب��ه ن��اوردا ی��ک Mم��ی�ت��وان n−ب��ع��دی ف��ش��رده ی��م��ان��ی ر م��ن��ی��ف��ل��د ه��ر ب��ه داد ن��ش��ان ١٩٧٠ س��ال

م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه داد ن��س��ب��ت

h(M) B inf
A

max

{
µn−۱(∂A)

µn(A)
,
µn−۱(∂A)

µn(M\A)

}
,

�دی �ع� n−ب� �دازه ان� µn و �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� را A �رز م� ∂A �ود، �ی�ش� م� �ه �ت� �رف� گ� A ⊂ M �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� روی �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� �ه ک�

�ب��اط ارت� ک��ه اس��ت �ت��رام��ی �ل� لاپ��لاس-ب� �ل��گ��ر �م� ع� �ه��ی �اب��دی� ن� �ق��دار �ژه�م� وی� �ی��ن اول� �ری��ب �ق� ت� و �ع��ه �ال� م��ط� ن��اوردا، ای��ن �ع��ری��ف ت� �زه �ی� ان��گ� اس��ت.

�ه ک� اس��ت �روف �ع� م� �ر �گ� �ی� چ� �اوی �س� �ام� ن� �ه ب� �ی��ک �لاس� ک� �ج �ای� �ت� ن� از �ی �ک� ی� �ا �ت� راس� ای��ن در دارد. �ده، ش� داده �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ۀ �دس� �ن� ه� �ا ب� �ی �ک� �زدی� ن�

١
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م��ی�ش��ود، ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت

۱
۴h(M)۲ ≤ λ, (١)

را �ده ش� داده �ای �ض� ف� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� �ت. Mاس� روی �ی �رام� �ت� �ل� لاپ��لاس-ب� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ی �ه� �دی� �اب� ن� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ن �ی� اول� λ �ه ک�

را �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �ای �اب��ت�ه� ث� و �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در را گ��راف ی��ک �وار �م� ه� �اً �زوم� ل� �ه ن� �ی��ت �ع� وض� داده، �م �ی� �م� �ع� ت� �ان��ی، �م� ی� ر �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� ی��ک از

آل��ن ت��وس��ط گ��راف�ه��ا ب��رای (١) ن��ام��س��اوی ن��وع از �ت��ری ای��زوپ��ری��م� ن��ام��س��اوی�ه��ای از ش��ک��ل �ی��ن اول� ک��رد. ت��ع��ری��ف �ا گ��راف�ه� ب��رای

(ب��رای [٢] م��ی�ک��رد ب��رق��رار لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س دوم وی��ژه�م��ق��دار و ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ب��ی��ن ارت��ب��اط��ی ک��ه ش��د ث��اب��ت ٩٠ ده��ه در

�ای �ت�ه� �اب� ث� �ر، �ی� اخ� �ه ده� �ه س� �ول ط� در �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [۶٨ ،۵٨] �ه �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� �ری، �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� ث� �ای �ی�ه� �ژگ� وی� �ه �ع� �ال� �ط� م�

ری��اض��ی، �ل��وم ع� �ل��ف �ت� م��خ� �ن��ه�ه��ای �ی� زم� در �ه��م��ی م� و �ت��ف��اوت م� �ن��وع، �ت� م� �ی��ع، وس� ب��رده��ای ک��ار �ی��زی ش��گ��ف��ت�ان��گ� ط��رز ب��ه �ت��ری �م� ای��زوپ��ری�

از �ه �ت� دس� �ن ای� �ه �ع� �ال� �ط� م� �زۀ �ی� �گ� ان� �ه �ی� �وج� ت� و �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ت �ی� �م� اه� �ن �ی� �ی� �ب� ت� �رای ب� �رد. ک� �دا �ی� پ� �ی �دس� �ن� �ه� م� و �ر �وت� �ی� �پ� �ام� ک� �وم �ل� ع�

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان اخ��ت��ص��ار ب��ه م��خ��ت��ل��ف زم��ی��ن��ه�ه��ای در را آن�ه��ا م��ه��م ب��رده��ای ک��ار از ب��رخ��ی م��ی�ک��ن��ی��م س��ع��ی ادام��ه در م��س��ائ��ل،

ف��رای��ن��د�ه��ا ای��ن ه��م��گ��رای��ی١ زم��ان ب��ا م��س��ت��ق��ی��م ارت��ب��اط ای��زوپ��ری��م��ت��ری ن��ام��س��اوی�ه��ای گ��س��س��ت��ه، م��ارک��ف ف��رای��ن��ده��ای ن��ظ��ری��ه در

�ای��ج �ت� ن� �رای ب� و [٣٧] �ی��ن �ن� �م�چ� (ه� [۶٢] اس��ت �ده ش� �ه ارائ� �ال �وک� س� و �ر لاول� �وس��ط ت� �ا �ت� راس� ای��ن در �ای��ج �ت� ن� �ن �ی� اول� از �ک��ی ی� �ه ک� دارد

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٧١ ،٧٠] ج��دی��د

�اوی �س� �ام� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �ون� �ی�ش� م� �ر �اه� ظ� �ر٢ �ع�گ� �ی� �وس� ت� �ای �راف�ه� گ� �ت �ی� �م� اه� �ل �ی� دل� �ه ب� �ل �ائ� �س� م� �ن ای� �ر �وت� �ی� �پ� �ام� ک� �وم �ل� ع� در

گ��راف�ه��ای ک��ه گ��ف��ت م��ی�ت��وان ج��ب��ری٣، ه��م��ب��ن��دی ع��ن��وان ب��ه لاپ��لاس��ی��ن، م��ات��ری��س دوم وی��ژه�م��ق��دار گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در و ای��زوپ��ری��م��ت��ری

�ای �راف�ه� گ� �ه ک� �ر �ع�گ� �ی� �وس� ت� �ای �راف�ه� گ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �اد زی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ا ب� �نُ��ک۴ تُ� �ای �راف�ه� گ� �زرگ، ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �اب��ت ث� �ا ب� �م �ظ� �ن� d−م�

ب��ه م��ی�ت��وان ج��م��ل��ه از ک��ه دارن��د ک��ام��پ��ی��وت��ر ع��ل��وم در زی��ادی ب��رده��ای ک��ار م��ی�ش��ون��د، ت��ع��ری��ف ب��زرگ ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ب��ا d−م��ن��ظ��م

اش��اره �ی��ره غ� و �ب��ه�ت��ص��ادف��ی۶ ش� م��ول��ده��ای ن��ظ��ری��ه خ��ط��ا۵، �ن��ده �ن� �ی��ح�ک� ت��ص��ح� ک��ده��ای ن��ظ��ری��ه �ب��اط��ی، ارت� �ب��ک��ه�ه��ای ش� �ی��ل �ل� ت��ح� و ط��راح��ی

ب��رن��ام��ه از گ��س��س��ت��ه ح��ال��ت�ه��ای ب��ا م��ی�ت��وان را ه��م��گ��ن ف��ض��اه��ای روی از ت��وس��ی��ع�گ��ر گ��راف�ه��ای س��اخ��ت ک��ه اس��ت ذک��ر ش��ای��ان ک��رد.

�ه �ع� �ال� �ط� م� �رای ب� �ت. اس� �وده ب� �ا �ره� �ع�گ� �ی� �وس� ت� �ن �ی� اول� �ت �اخ� س� �ای �ش� �گ� راه� �ود، �ه� ش� �ن ای� �ه ک� �رد ک� �ه �س� �ای� �ق� م� �داد اع� �ه �ری� �ظ� ن� در �دز٧ �ن� �ل� �گ� �ن� ل�

[۶۵ ،۵۶] �ه ب� �د �ی� �وان� �ی�ت� م� �دازه، ان� �ه �ری� �ظ� ن� �ا ب� �ری �ت� �ش� �ی� ب� �ات �اط� �ب� ارت� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ا، آن�ه� �ای �رده� �ارب� ک� و �ر �ع�گ� �ی� �وس� ت� �ای �راف�ه� گ� �اره ب� در

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه

از �ار آم� و �ال �م� �ت� اح� �م �ل� ع� در �ه ک� اس��ت �دازه٨ ان� �ز �رک� �م� ت� �وم �ه� �ف� م� �ا ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �اط �ب� ارت� �وع �وض� م� �ر �گ� دی� �ال��ب ج� �ه وج�

١mixing time
٢expander graphs
٣algebraic connectivity
۴sparse
۵error-correcting codes
۶pseudorandom generators
٧Langlands program
٨concentration of measure
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ن��ه ب��ع��د ب��ا ب��ان��اخ ف��ض��اه��ای ب��رای گ��ران��د٩ ت��الا ن��ام��س��اوی ص��ح��ت دل��ی��ل ب��ه ان��دازه ت��م��رک��ز م��ف��ه��وم اس��ت. ب��رخ��وردار خ��اص��ی اه��م��ی��ت

�ا ی� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ک �ی� �لاس� ک� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� از �ار ک� و �از س� �ن ای� �ون چ� و �وده ب� �ل �ق� �ت� �س� م� �زی �رک� م� �د ح� �ه �ی� �ض� ق� از �ی، �اه� �ن� �ت� م� �اً �زوم� ل�

�ه �ع� �ال� �ط� م� �ی��ت �م� اه� �ود، �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ول��ف١١ �وب� log-س� �اوی �س� �ام� ن� و �اره١٠ �ک� �وان� پ� �اوی �س� �ام� ن� �ر �ی� �ظ� ن� �ط �ب� �رت� م� �ر �گ� دی� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن�

.[١۴] م��ی�ک��ن��د چ��ن��دان دو را ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه

ای��ن �م �ی� �ق� �ت� م��س� �ب��اط ارت� �ا �ت� راس� ای��ن در داش��ت. ت��وج��ه �ز �ی� ن� �ع��ی واق� �ه��ان ج� ب��رده��ای �ار ک� در �ال��ه م��س� �ی��ت �م� اه� ب��ه �ای��د ب� �ای��ت، �ه� ن� در

ه��م�چ��ن��ی��ن و [٨٣] ت��ص��وی��ر پ��ردازش در آن ب��رده��ای ک��ار و ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��س��ال��ه ،(۴-٢ (ب��خ��ش خ��وش��ه�ب��ن��دی م��س��ال��ه ب��ا م��س��ال��ه

در را �ت��ری ای��زوپ��ری��م� ث��اب��ت �ب��ه م��ح��اس� �ل��ی ع��م� روش�ه��ای �ال��ع��ه م��ط� ،[۵] آن) ن��ظ��ای��ر و PCA) پ��ای��ی��ن١٢ اب��ع��اد در ن��ش��ان��دن �ال��ه م��س�

�ت �اب� ث� �ه �ع� �ال� �ط� م� �زه �ی� �گ� ان� �ه ک� �ود ش� �ه �وج� ت� �ت اس� لازم �ا �ت� راس� �ن ای� در �ازد. �ی�س� م� �ت �ی� �م� اه� �ز �ائ� ح� و �ب �ال� ج� �ار �ی� �س� ب� �ف �ل� �ت� �خ� م� �وح �ط� س�

اس��ت، �اب��ت ث� �ن ای� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ی��ف ط� �ی��ن �م� �خ� ت� �ارک��ف، م� �ای �ده� �ن� �رآی� ف� و �ان��ی �م� ی� ر �ای �ده� �ل� �ف� �ی� �ن� م� در �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای�

�ت��م�ه��ای ی� ال��گ��ور وج��ود ب��ا �ی��ن لاپ��لاس� ط��ی��ف ای��ن�ج��ا در اس��ت. ب��رع��ک��س ک��ام��لا �ی��زه ان��گ� �ن��اه��ی، �ت� م� گ��راف�ه��ای ح��ال��ت در ک��ه درح��ال��ی

ک��ل��ی، ح��ال��ت در ای��زوپ��ری��م��ت��ری، ث��اب��ت م��ح��اس��ب��ه ام��ا اس��ت، رام�ش��دن��ی ک��ام��لا م��ح��اس��ب��ات��ی ل��ح��اظ از م��ات��ری��س��ی، م��ح��اس��ب��ات ک��ارآم��د

ای��ن از ای��زوپ��ری��م��ت��ری، ن��ام��س��اوی�ه��ای ث��اب��ت، ای��ن م��ح��اس��ب��ه ک��ارب��ردی اه��م��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا ل��ذا م��ی�رود. ب��ه�ش��م��ار س��خ��ت م��س��ال��ه�ای

م��ی�ده��ن��د. ب��ه�دس��ت ای��زوپ��ری��م��ت��ری ن��اورداه��ای ت��ق��ری��ب�پ��ذی��ری م��ورد در اط��لاع��ات��ی ج��دی��د، دی��دگ��اه

ه��دف دو �ا �ت� راس� �ن ای� در �ردازد. �ی�پ� م� �ا �راف�ه� گ� �رای ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ای �م�ه� �ی� �م� �ع� ت� �ی �ررس� ب� و �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� �ه �ال� رس� �ن ای�

از �ی �ح� �ی� �ح� ص� �ف �ری� �ع� ت� �ه ارائ� �ال �ب� دن� �ه ب� �ود، �ی�ش� م� �وب �س� �ح� م� �ری �ظ� ن� �دف ه� �ه ک� اول �دف ه� �ت �ه� ج� در �ود. �ی�ش� م� �ال �ب� دن� �ی �ل� اص�

�ا ب� �اط��ی �ب� ارت� �ر، �گ� �ی� چ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �او�ی�ه��ای �ام��س� ن� �ب��ات اث� �ری��ق ط� از �ه ک� ط��وری ب��ه �م، �ی� �ت� ه��س� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �اب��ت�ه��ای ث�

�د �ص� �ق� م� �ی �ای� �اوی�ه� �س� �ام� ن� �ن �ی� �ن� چ� �ات �ب� اث� �رای ب� �ی �ای� �اره� ک� و �از س� �ه �ع� �وس� ت� �ود. ش� �رار �رق� ب� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �ر �الات� ب� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی�

خ��ود دوم ه��دف واق��ع��ی، ج��ه��ان در ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل ک��ارب��ردی اه��م��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ی�ده��د. ت��ش��ک��ی��ل را رس��ال��ه ای��ن اص��ل��ی

ض��م��ن و م��ی�ده��ی��م اخ��ت��ص��اص ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای م��ح��اس��ب��ات��ی اب��ع��اد ب��ررس��ی ب��ه م��ی�ش��ود، م��ح��س��وب ک��ارب��ردی ه��دف ک��ه را

خ��اص ف��ض��اه��ای در ث��اب��ت�ه��ا آن از ب��رخ��ی م��ح��اس��ب��ه ب��رای ک��ارآم��دی ی��ت��م�ه��ای ال��گ��ور م��س��ائ��ل، ای��ن م��ح��اس��ب��ات��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی ت��ح��ل��ی��ل

�رای ب� �ت. اس� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ی١٣ �ل� �ی� �ل� �ح� ت� �ای �ه�ه� �ب� �ن� ج� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ر ب� �ه �ال� رس� �ن ای� �د �ی� ک� �ا ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م�

را �ه �ال� رس� ای��ن �ای ف��ص��ل�ه� �ان�ده��ی �ازم� س� �ه، ادام� در �د. �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [۵٣] �وم��ی١۴، �م� ع� �ای روش�ه� و �ات��ی �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ای �ه�ه� �ب� �ن� ج� �ده �اه� �ش� م�

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ش��ری��ح

گ��راف�ه��ای و م��رز ب��ا گ��راف�ه��ای وزن�دار، گ��راف�ه��ای ف��ض��ای ک��ه رس��ال��ه ای��ن در م��ط��ال��ع��ه م��ورد �ی��اء اش� ف��ض��ای ،١ ف��ص��ل در

روی ط��ی��ف��ی آن��ال��ی��ز و ح��س��اب��ان اس��اس��ی م��ف��اه��ی��م روی ب��ر م��روری م��ط��ال��ع��ه ی��ک و ک��رده م��ع��رف��ی دق��ی��ق ب��ه�ط��ور را ه��س��ت��ن��د ک��وان��ت��وم��ی

�م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ررس��ی ب� را �ا آن�ه� �ف��ی �ی� ط� �ه �زی� �ج� ت� و �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� لاپ��لاس� �ای �ری��س�ه� �ات� م� �ه، �ل� �م� ج� آن از �م. �ی� �ی�ده� م� �ام �ج� ان� �ا �راف�ه� گ� ای��ن

٩Talagrand inequality
١٠Poincaré inequality
١١log-Sobolev inequality
١٢low dimensional embedding
١٣analytic
١۴global methods



۴ م��ق��دم��ه

ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه م��ف��اه��ی��م��ی اص��ل��ی�ت��ری��ن ب��ا زم��ان، ک��م��ت��ری��ن در ب��ت��وان��د خ��وان��ن��ده ک��ه ش��ده ت��ن��ظ��ی��م ب��ه�گ��ون��ه�ای ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب

گ��ردد. آش��ن��ا م��ی�گ��ی��رن��د، ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد

�رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� �ا آن�ج� در �ود. �ی�ش� م� �ه ارائ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ای �ت�ه� �اب� ث� �رای ب� �ی �ق� �ی� دق� �ف �ری� �ع� ت� ،٢ �ل �ص� ف� در

ب��ه را kام م��رت��ب��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ب��ای��د گ��ون��ه)، �ی��ن��گ �ل��م� ف��درر-ف� ق��ض��ی��ه ی��ک ب��رق��راری م��ف��ه��وم (ب��ه ت��ع��ری��ف ای��ن ب��ودن س��ازگ��ار

روی �ف �ری� �ع� ت� �اوت �ف� ت� �م. �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� �زا) �ج� م� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� (زی� �ا �رازه� �راف� k−زی� روی �دف ه� �ع �اب� ت� �ک ی� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ورت ص�

را ۵-٢-١ �ه �ی� �ض� (ق� �ت اس� �ده �ان� م� �ان �ه� �ن� پ� (k = ۲) �ک �ی� �لاس� ک� �ت �ال� ح� در �ه ک� �ت اس� �ی �وع� �وض� م� �ا، �رازه� اف� �ای ج� �ه ب� �ا �رازه� �راف� زی�

م��ش��اب��ه پ��ارام��ت��ره��ای و ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای اول��ی��ه و اس��اس��ی وی��ژگ��ی�ه��ای و خ��واص ف��ص��ل ای��ن در ای��ن، ب��ر ع��لاوه ب��ب��ی��ن��ی��د).

و �ا داده�ه� �دی �ن� �ه�ب� �وش� خ� �ا ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �اط �ب� ارت� �اً �ت� �ای� �ه� ن� �رد. ک� �م �ی� �واه� خ� �ل �ی� �ل� �ح� ت� را �ی �ای� �ال�ه� �ث� م� و �رده ک� �ی �ررس� ب� را

اس��ت. ش��ده ت��ن��ظ��ی��م [٣٢] م��ق��ال��ه م��ط��ال��ب ب��راس��اس ع��م��دت��اً ٢ ف��ص��ل م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را k−م��ی��ان��ه�ه��ا م��س��ال��ه ب��ه�خ��ص��وص

�ی �رف� �ع� م� را �دس ح� �ن ای� �ات �ب� اث� �ت �ه� ج� در �ی �ل� اص� �ت �اف� �ی� ره� دو �ر، �گ� �ی� چ� �ه �ت� �اف� �م�ي� �ی� �م� �ع� ت� �دس ح� �ی �رف� �ع� م� �ن �م� ض� ،٣ �ل �ص� ف� در

ن��س��ب��ت از L۱ و L۲ ن��س��خ��ه�ه��ای ع��ن��وان ب��ه ت��رت��ی��ب ب��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای و وی��ژه�م��ق��داره��ا م��ق��ای��س��ه اول، ره��ی��اف��ت م��ی�ک��ن��ی��م.

اس��ت. ن��م��ی�ک��ن��د، ت��غ��ی��ی��ر آن روی وی��ژه�ت��اب��ع ع��لام��ت ک��ه ک��س��ی��م��ال م��ا زی��رگ��راف ی��ع��ن��ی ن��ودال، دام��ن��ه م��ف��ه��وم از ب��ه��ره�گ��ی��ری و رای��ل��ی

�ی �رف� �ع� م� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ام ن� �ه ب� �ه�ای �ان� �ی� م� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� ،[۶٧] �و �ل� �ک� �ی� م� �ای �اره� ک� �ه ادام� در دوم، �ت �اف� �ی� ره� در

ب��ر ع��لاوه واس��ط پ��ارام��ت��ره��ای ای��ن ه��س��ت��ن��د. ای��زوپ��ری��م��ت��ری پ��ارام��ت��ره��ای و لاپ��لاس��ی��ن وی��ژه�م��ق��داره��ای م��ی��ان واس��ط��ی ک��ه م��ی�ش��ون��د

�ه�دس��ت ب� �ا آن�ه� �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� و �ی��ن لاپ��لاس� �ع�ه��ای �اب� �ژه�ت� وی� از �ف��ی �ی� ت��وص� �ه، �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ر �گ� �ی� چ� �ای �اوی�ه� �ام��س� ن� �ب��ات اث� �ه ب� �م��ک ک�

دی��ری��ش��ل��ه، ه��م��ب��ن��دی ث��اب��ت�ه��ای ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ای از م��ی�ت��وان م��واق��ع��ی چ��ه در دق��ی��ق��اً ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ف��ص��ل ای��ن ادام��ه در م��ی�ده��ن��د.

اس��ت. ش��ده ت��دوی��ن [٣۴] و [٣٢] م��ق��ال��ه�ه��ای پ��ای��ه ب��ر ف��ص��ل ای��ن س��اخ��ت. ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��رای وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک

روی ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س�ه��ای خ��اص ح��ال��ت در ٣ ف��ص��ل در ت��وس��ع��ه�ی��اف��ت��ه اب��زاره��ای از اس��ت��ف��اده ب��ه را ۴ ف��ص��ل

ن��ش��ان و آورده ب��ه�دس��ت م��ات��ری��س�ه��ا ای��ن ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه از دق��ی��ق��ی ت��وص��ی��ف اب��زاره��ا ای��ن ک��م��ک ب��ه م��ی�ده��ی��م. اخ��ت��ص��اص دوره��ا،

�ت. اس� �رار �رق� ب� ۴۸ �ی �ان� �ه� ج� �ت �اب� ث� �ک ی� �ا ب� �ر �گ� �ی� چ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �دس ح� �ا، دوره� روی �ن �ی� �لاس� لاپ� �ای �س�ه� �ری� �ات� م� �رای ب� �م �ی� �ی�ده� م�

اس��ت. [٣۴] م��ق��ال��ه ب��ر م��ب��ت��ن��ی ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب

ای��ن �ات��ی �ب� �اس� م��ح� �اد �ع� اب� روی �ت��ری، �م� �ری� �زوپ� ای� �ت��ره��ای �ارام� پ� �ه �ب� �اس� م��ح� �ارب��ردی ک� �ی��ت �م� اه� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� ،۵ ف��ص��ل در �ای��ت، �ه� درن�

�رای ب� �م �ی� �م� �ص� ت� �ه �ال� �س� م� وزن�دار، �ای �ت�ه� درخ� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ل، �ص� ف� �ن ای� �ج �ای� �ت� ن� �ن �ی� ب� در �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ز �رک� �م� ت� �ل �ائ� �س� م�

�دد ع� �ن �ی� k−ام� �رای ب� �م �ی� �م� �ص� ت� �ل �ائ� �س� م� �ه ک� �ی �ال� درح� �ت، اس� �ل ح� �ل �اب� ق� �ی �ط� خ� �ان زم� در �ن �ی� �ه� م� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �دد ع� �ن �ی� k−ام�

ع��لاوه �ن��د. �ت� ه��س� �ام��ل NP−ک� �ائ��ل م��س� ج��زء �ی��ن، �ان��گ� �ی� م� و �ی��ن �ه� م� ش��ده ب��رش�ن��رم��ال �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ی��ن k−ام� و �ی��ن �ان��گ� �ی� م� �ت��ری �م� �ری� ای��زوپ�

�ن �ی� k−ام� �ت، اس� �ی �ت� �اب� ث� �دد ع� k �ی �ت� وق� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ل، �ائ� �س� م� �ن ای� �ری �ت� �ارام� پ� �ی �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ای �ت� راس� در �ن، �رای� ب�

�ان زم� در وزن�دار، �ای �ت�ه� درخ� �رای ب� �ن، �ی� �ه� م� �ده �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ن �ی� k−ام� و �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� و �ن �ی� �ه� م� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �دد ع�

�رای ب� �ده، ش� �رح �ط� م� �ری �ی� �م�گ� �ی� �م� �ص� ت� �ل �ائ� �س� م� �ه �م� ه� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ت �ای� �ه� درن� �د. �ه�ان� �ب� �اس� �ح� م� �ل �اب� ق� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ�

�ی �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� �اره ب� در �ی �ج� �ای� �ت� ن� �س �پ� س� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ل �ام� NP−ک� ،۲ �ر �ث� ک� �دا ح� �ی �ت� �رض-درخ� ع� �ا ب� �ی �ش� �خ� دوب� وزن�دار �ای �راف�ه� گ�

اس��ت. [٣٣] م��ق��ال��ه ب��ر م��ن��ط��ب��ق ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب م��ی�ده��ی��م. ب��ه�دس��ت (س��اده) وزن ب��دون گ��راف�ه��ای روی م��ح��اس��ب��ات��ی



۵ م��ق��دم��ه

ن��س��ب��ت ک��ه اس��ت ش��ده ب��ی��ان پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا وزن�دار گ��راف�ه��ای ک��ل��ی ف��ض��ای در رس��ال��ه ای��ن م��ن��درج��ات ک��ه اس��ت ت��ذک��ر ب��ه لازم

�ن ای� و �ت اس� �ر �ی�ت� �ل� ک� �ل، �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� �ای �ض� ف� �ی �ن� �ع� ی� �ده، ش� �اپ چ� �الات �ق� م� در �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� �ای �ض� ف� �ه ب�

�د. �اش� �ی�ب� م� �ده �ش� ن� �اپ چ� �ج �ای� �ت� ن� �زو ج� آن، �ان �ره� ب� و ۵-٣-١ �ه �ی� �ض� ق� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ون� �ی�ش� م� �ه ارائ� �ه �ال� رس� �ن ای� در �ا �ه� �ن� ت� �ا �م�ه� �ی� �م� �ع� ت�

�ه، �ج� �ی� �ت� ن� �وان �ن� ع� �اب��ل �ق� م� در �ع �رج� م� �ر ذک� �ا ب� اس��ت، �ه �ال� رس� از �رج �خ� �ت� �س� م� �الات �ق� م� از �ارج خ� �ه ب� �وط �رب� م� �ا آن�ه� �ال��ت اص� �ه ک� �ی �ج� �ای� �ت� ن�

ش��ده�ان��د. م��ش��خ��ص



١ ف��ص��ل

گ��راف�ه��ا روی ح��س��اب��ان

م��ات��ری��س�ه��ا و ت��اب��ع��ی ف��ض��اه��ای ١-١

ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ب��رای م��ی�ش��ون��د. داده ن��ش��ان N و Z ،R+ ،R ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه ط��ب��ی��ع��ی و ص��ح��ی��ح م��ث��ب��ت، ح��ق��ی��ق��ی ح��ق��ی��ق��ی، اع��داد

�ی �اه� �ن� �ت� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �رای ب� .JnK B J۱, nK و Jm,nK B {m,m+ ۱, . . . , n} �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت� ،m ≤ n ،m,n ∈ N

ت��اب��ع ب��رای م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان F+(X) و F (X) ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را X روی م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی و ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ک��ل��ی��ه م��ج��م��وع��ه ،X

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان f |Y ب��ا را Y روی f ت��اب��ع ت��ح��دی��د ،Y ⊂ X زی��رم��ج��م��وع��ه و f ∈ F (X)

زی��ر ب��ه�ص��ورت ⟨., .⟩ω �ل��ی داخ� ض��رب ی��ک F (X) �اب��ع��ی ت� ف��ض��ای روی �ری��د. �ی� ب��گ� �اب��ت ث� را ω ∈ F+(X) �ب��ت �ث� م� �اب��ع ت�

م��ی�ک��ن��ی��م، ت��ع��ری��ف

∀f, g ∈ F (X), ⟨f, g⟩ω B
∑
x∈X

ω(x)f(x)g(x).

�ر زی� �ورت �ه�ص� ب� را ∥.∥
p,ω

�رم ن� ،p ≥ ۱ �ق��ی �ی� �ق� ح� �دد ع� �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Fω(X) �ا ب� را �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� �ن ای�

م��ی�ک��ن��ی��م، ت��ع��ری��ف

∀f ∈ Fω(X), ∥f∥
p,ω
B

(∑
x∈X
|f(x)|p ω(x)

) ۱
p

.

از .⟨f, g⟩ω = ۰ �اه �رگ� ه� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� f ⊥ω g �ا ب� و �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �د �ام� �ع� �ت� م� � ω �ه ب� �ت �ب� �س� ن� را f, g ∈ Fω(X) �ع �اب� ت� دو

�ع �اب� ت� �ر ه� و |X| × |X|ری��س� �ات� م� ی��ک �ا ب� را Fω(X) روی �ی �ط� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ر ه� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� �ی �ات� �دم� �ق� م� �ی �ط� خ� �ر �ب� ج�

�م �ی� �اه� �ف� م� �رای ب� �اد، �م� ن� از �اده �ف� �ت� �وءاس� س� �ا ب� �ه، �ال� رس� �ن ای� در �ذا ل� داد. �ان �ش� ن� R|X| در �ی �ون� �ت� س� �ردار ب� �ک ی� �ا ب� را f ∈ Fω(X)

۶
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م��ی�ش��ود. اس��ت��ف��اده ن��م��اد ی��ک از ت��اب��ع-ب��ردار و ع��م��ل��گ��ر-م��ات��ری��س

�ای �ت� �ک� ی� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� را A �ان دوگ� �ر �گ� �ل� �م� ع� ،A : Fω۱(X) → Fω۲(Y ) �ی �ط� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �رای ب�

ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف A∗: Fω۲(Y )→ Fω۱(X)

∀f ∈ Fω۱(X), g ∈ Fω۲(Y ), ⟨A∗f, g⟩ω۲
= ⟨f,Ag⟩ω۱

. (١-١)

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت ،A∗ دوگ��ان، ع��م��ل��گ��ر م��ات��ری��س��ی، ف��رم ب��ه ب��ن��اب��رای��ن

∀x ∈ X, y ∈ Y, A∗(x, y) B
ω۲(y)

ω۱(x)
A(y, x).

ی��ع��ن��ی ،A∗ = A ه��رگ��اه م��ی�گ��وی��ی��م، خ��ود-ال��ح��اق را (Aم��ات��ری��س) A : Fω(X)→ Fω(X) خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک

∀f, g ∈ Fω(X), ⟨Af, g⟩ω = ⟨f,Ag⟩ω . (١-٢)

اس��ت �ی �ن� �ع� م� �ن ای� �ه ب� A �ودن ب� �اق �ح� �ود-ال� خ� و �وده ب� A �اده �ه� �ران� ت� �ان �م� ه� A∗ �اه آن�گ� �د، �اش� ب� ۱ �اب��ت ث� �ع �اب� ت� ω �ر گ� ا �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

�ه �ای� پ� ی��ک R|X| �رای ب� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ق��ی �ی� �ق� ح� A �داره��ای �ق� �ژه�م� وی� �ه �م� ه� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �اق �ح� �ود-ال� خ� A �ر گ� ا اس��ت.١ �ارن �ق� �ت� م� A �ه ک�

.[۵٧ ،١٧] دارد وج��ود A وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای از م��ت��ش��ک��ل ی��ک��ه م��ت��ع��ام��د

ه��رگ��اه م��ی�گ��وی��ی��م، ن��ی��م��ه�م��ع��ی��ن م��ث��ب��ت را (Aم��ات��ری��س) A : Fω(X)→ Fω(X) خ��ود-ال��ح��اق خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک

∀f ∈ Fω(X), ⟨Af, f⟩ω ≥ ۰. (١-٣)

را �ر زی� �ر �س� ک� ،f ∈ Fω(X) �ع �اب� ت� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ی �ف� �ن� �ام� ن� �ن، �ی� �ع� �ه�م� �م� �ی� ن� �ت �ب� �ث� م� �ری��س �ات� م� ی��ک �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� �ه �ی� �ل� ک�

م��ی�گ��وی��ی��م، f ب��ه م��رب��وط رای��ل��ی ن��س��ب��ت

⟨Af, f⟩ω
⟨f, f⟩ω

.

وزن�دار گ��راف ١-٢

E و �ا راس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� V �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� G = (V,E) �ب �رت� م� زوج �ک ی� �ه) �وق� ط� �دون (ب� �ت �ه� �دون�ج� ب� �راف گ� �ک ی�

�ه�ط��ور ب� را {x, y} ∈ E ی��ال �ر ه� م��ی�ش��ود. �وان��ده خ� �ا ی��ال�ه� �ۀ �م��وع� م��ج� �ه ک� اس��ت V ع��ض��وی دو �ه�ه��ای �م��وع� �رم��ج� زی� از �ان��واده�ای خ�

�اه �رگ� ه� ،x ∼ y �ی��م �س� �وی� �ی�ن� م� و اس��ت y �اور �ج� م� x �ی��م �وی� گ� ،x, y ∈ V �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو ب��رای �م. �ی� م��ی�ده� �ان ن��ش� xy �ا ب� �ه خ��لاص�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف راس�ه��ا، از A,B ⊂ V زی��رم��ج��م��وع��ه دو ب��رای .xy ∈ E

E(A,B) B {e = xy ∈ E : x ∈ A, y ∈ B}.

م��ی�ش��ود. اس��ت��ف��اده ن��ی��ز ه��رم��ی��ت��ی واژه از خ��ود-ال��ح��اق واژه ج��ای ب��ه ب��اش��ن��د، م��خ��ت��ل��ط Fω(X) در ت��واب��ع م��ق��ادی��ر ١وق��ت��ی
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�ت �ب� �ث� م� وزن �ع �اب� ت� دو �راه �م� ه� �ه ب� G = (V,E) �ه �وق� ط� �دون ب� �ت �ه� �دون�ج� ب� �راف گ� �ک ی� وزن�دار، �راف گ� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م�

�ی��ب �رت� ت� �ه ب� را φ: E → R+ و ω: V → R+ �واب��ع ت� اس��ت. p ∈ F (V ) �اب��ع ت� ی��ک و φ ∈ F+(E) و ω ∈ F+(V )

�ز �ی� ن� �ی) �ای� �ان� (رس� �ار ش� �ع �اب� ت� �ی �اه� گ� را φ �ع �اب� ت� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �ع �اب� ت� را p: V → R �ع �اب� ت� و �ی �ال� ی� و �ی راس� وزن �ع �واب� ت�

�ا ی� (V,E, ω, φ, p) ب��ه�ص��ورت را وزن�دار گ��راف م��ی�ده��د. ن��ش��ان را ی��ال �ر ه� از �ب��وری ع� �ای��ی) �ان� (رس� ش��ار �ی��زان م� ک��ه �ی��م �ام� م��ی�ن�

�ون��دی پ��س� �ه ای��ن�ک� �ر م��گ� اس��ت، وزن�دار گ��راف گ��راف، از �ن��ظ��ور م� �ه �ال� رس� ای��ن در �ی��م. م��ی�ده� ن��ش��ان (G,ω, φ, p) خ��لاص��ه �ه�ط��ور ب�

�ع �اب� ت� ،ω, φ �ال��ی ی� و راس��ی وزن �واب��ع ت� آن در �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �راد م� را وزن�داری گ��راف �اده، س� �راف گ� ی��ک از �ود. ش� �ر ذک� آن �رای ب�

�ر �ف� ص� �اب��ت ث� �اب��ع ت� آن، �ی��ل �ان��س� �ت� پ� �اب��ع ت� �ه ک� وزن�داری گ��راف �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �ن��د. ب��اش� �ر �ف� ص� �اب��ت ث� �اب��ع ت� ،p �ی��ل �ان��س� �ت� پ� �اب��ع ت� و ی��ک �اب��ت ث�

م��ی�ن��ام��ی��م. ب��دون�پ��ت��ان��س��ی��ل گ��راف را ب��اش��د

ب��رای ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف deg(x)B
∑

y: x∼y φ(xy) ب��ه�ص��ورت x ی��اف��ت��ه) (ت��ع��م��ی��م درج��ه ،x ∈ V راس ب��رای

ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، ه��م��ب��ن��د را G = (V,E) ب��دون�ج��ه��ت گ��راف .deg(x) = |{y ∈ V | x ∼ y}| ی��م دار س��اده گ��راف

راس دو �ر ه� و �ود �ی�ش� م� �م �ت� خ� y �ه ب� و �روع ش� x از �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �ا راس�ه� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه �ال� �ب� دن� ،x, y ∈ V راس دو

�راف گ� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ⟨A⟩ �ا ب� �ه ک� A روی G �ی �ای� �ق� ال� �راف گ� ،A ⊂ V �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �رای ب� �د. �اورن� �ج� م� �ی، �وال� �ت� م�

ب��اش��ن��د. م��ج��اور G در گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ج��اورن��د، x, y ∈ Aراس دو ه��ر ک��ه اس��ت Aرئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا ب��دون�ج��ه��ت��ی

زوج از خ��ان��واده�ای E و راس�ه��ا م��ج��م��وع��ه V ک��ه اس��ت G = (V,E) م��رت��ب زوج ی��ک ج��ه��ت�دار، ی��کگ��راف از م��ن��ظ��ور

y راس و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان e− ب��ا و خ��وان��ده e دم را xراس ،e = (x, y) ∈ E ی��ال ه��ر ب��رای اس��ت. V × V در م��رت��ب�ه��ا

ی��ک ،x, y ∈ V راس دو ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، �ب��ن��د ه��م� ق��وی��اً را G ج��ه��ت�دار گ��راف م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش e+ ب��ا و گ��ف��ت��ه e س��ر را

�رای ب� .(xi−۱, xi) ∈ E ،i ∈ JlK �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� x۰ = x, x۱, . . . , xl−۱, xl = y �ا راس�ه� از �ه �ال� �ب� دن�

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢١] ب��ه گ��راف�ه��ا، ب��اره در دی��گ��ر م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ١-٣

ب��ه ک��ه اس��ت L: F (V )→ F (V ) خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک آن، گ��س��س��ت��ه ش��رودی��ن��گ��ر ع��م��ل��گ��ر ،(G,ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ب��رای

م��ی�ش��ود، ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت ک��ه م��ی�ده��د ن��س��ب��ت را Lf ∈ F (V ) ت��اب��ع ،f ∈ F (V ) ت��اب��ع ه��ر

∀x ∈ V, (Lf)(x) B
۱

ω(x)

[
p(x) f(x) +

∑
y: x∼y

φ(xy) (f(x)− f(y))

]
. (۴-١)

اس��ت، زی��ر ب��ه�ص��ورت آن درای��ه�ه��ای ک��ه داد ن��ش��ان |V | × |V م��ات��ری��س| ی��ک ب��ا را L م��ی�ت��وان واق��ع در

∀x, y ∈ V, L(x, y) B



−φ(xy)
ω(x) x ∼ y گ��ر ,ا

p(x)+deg(x)
ω(x) x = y گ��ر ,ا

۰ ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر .در
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�ع �اب� ت� ،p �ی��ل �س� �ان� �ت� پ� �ع �اب� ت� �ر گ� ا �م. �ی� �وان� �ی�خ� م� (G,ω, φ, p) �راف گ� �ه ب� �وط �رب� م� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� را �ری��س �ات� م� �ن ای�

م��ی�گ��وی��ی��م. لاپ��لاس-ب��ل��ت��رام��ی ع��م��ل��گ��ر را L ع��م��ل��گ��ر و گ��راف ب��ه م��رب��وط لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س را L آن�گ��اه ب��اش��د، ص��ف��ر ث��اب��ت

∀f ∈ F (V ), x ∈ V, (Lf)(x) B
۱

ω(x)

∑
y: x∼y

φ(xy) (f(x)− f(y)). (۵-١)

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ١-٩ ب��خ��ش ک��لاس��ی��ک لاپ��لاس��ی��ن ب��ا آن راب��ط��ه و لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر ن��ام�گ��ذاری ع��ل��ت م��ش��اه��ده ب��رای

١-٣-١ م��ث��ال

م��ات��ری��س A ک��ه L = D − A ی��م دار ب��اش��ن��د)، ص��ف��ر ث��اب��ت ت��اب��ع p و ی��ک ث��اب��ت ت��واب��ع φ, ω (وق��ت��ی س��اده گ��راف ی��ک ب��رای

ی��ک ب��رای �ان��دارد �ت� اس� �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� �م��ان ه� ای��ن �ن��د. �ت� ه��س� گ��راف رئ��وس درج��ات ق��ط��ری �ری��س �ات� م� D و گ��راف م��ج��اورت

م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه ن��ی��ز ت��رک��ی��ب��ی��ات��ی لاپ��لاس��ی��ن گ��اه��ی ک��ه اس��ت س��اده گ��راف

ی��م دار آن�گ��اه ،ω(x) B deg(x) ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ V ب��رای و ب��اش��د ص��ف��ر ث��اب��ت ت��اب��ع p و ی��ک ث��اب��ت ت��اب��ع φ گ��ر ا

L(x, y) =


− ۱

deg(x) x ∼ y گ��ر ,ا

۱ x = y گ��ر ,ا

�ری��س �ات� م� I �ه ک� L = I − P �م ی� دار �ع واق� در اس��ت. G �راف گ� روی �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ی �ادف� �ص� ت� �ش��ت گ� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �ان �م� ه� �ه ک�

⋆ � ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١-٧ (ب��خ��ش اس��ت G روی ط��ب��ی��ع��ی ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت ان��ت��ق��ال م��ات��ری��س P و ه��م��ان��ی

ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س خ��واص

ی��م دار ب��اش��د، G ب��ه م��رب��وط ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س L گ��ر ا

∀x, y ∈ V, ω(x) L(x, y) = ω(y) L(y, x). (۶-١)

�ط �رای� ش� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� (ت� �ت اس� �اق �ح� �ود-ال� �خ� ⟨., .⟩ω �ی �ل� داخ� �رب ض� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� L �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ه��س��ت��ن��د. ح��ق��ی��ق��ی L وی��ژه�م��ق��داره��ای ک��ل��ی��ه ب��ن��اب��رای��ن م��ع��ادل��ن��د). (١-٢) و (۶-١)

ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت E م��ت��ق��ارن دوخ��ط��ی ف��رم ی��ک م��ی�ت��وان��ی��م L ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن �م��ات��ری��س ب��رای

∀f, g ∈ Fω(V ), E(f, g) B ⟨Lf, g⟩ω .
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f ان��رژی را E(f)B E(f, f) م��ق��دار ،f ∈ Fω(V ) ت��اب��ع ب��رای ب��ب��ی��ن��ی��د). را [۴۴] ) م��ی�خ��وان��ی��م دی��ری��ش��ل��ه ف��رم را ف��رم ای��ن

ی��م دار و م��ی�گ��وی��ی��م

E(f) B ⟨Lf, f⟩ω =
∑
xy∈E

φ(xy) |f(x)− f(y)|۲ +
∑
x∈V

p(x) f(x)۲. (١-٧)

آن �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� �ه �م� ه� و �وده ب� �ن �ی� �ع� �ه�م� �م� �ی� ن� �ب��ت �ث� �م� L �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ی �ف� �ن� �ام� ن� p �ی��ل �س� �ان� �ت� پ� �ع �اب� ت� �ر گ� ا �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� �ه �ط� راب� ای��ن از

ج��م��ع ای��ن، ب��ر ع��لاوه ح��ال��ت، ای��ن در ه��س��ت��ن��د. ن��ام��ن��ف��ی لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س وی��ژه�م��ق��داره��ای ه��م��ه خ��اص ب��ه�ط��ور ه��س��ت��ن��د. ن��ام��ن��ف��ی

�ه ک� λ۱ = ۰ ی��م دار �اه آن�گ� ب��اش��د، L م��رت��ب �ی��ف ط� λ۱ ≤ λ۲ ≤ . . . ≤ λn گ��ر ا �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت. �ف��ر ص� L س��ط��ر ه��ر �ه�ه��ای درای�

�اه آن�گ� �د، �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ر گ� ا �ه ک� �رد ک� �اب��ت ث� �وان �ی�ت� م� (١-٧) �ه �ط� راب� از �ی �ت� راح� �ه ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� اس��ت. �اب��ت ث� �ع �اب� ت� آن، �ع �اب� �ژه�ت� وی�

م��ی�ن��ام��ی��م. ط��ی��ف��ی ح��ف��ره را λ۲ − λ۱ م��ق��دار اس��ت.٢ L س��اده وی��ژه�م��ق��دار λ۱ ی��ع��ن��ی λi؛ > ۰ ،i ≥ ۲ ه��ر ب��رای

ک��ن��د، ص��دق زی��ر خ��اص��ی��ت دو در ک��ه ب��اش��د دل��خ��واه n× nم��ات��ری��س ی��ک L ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال

در �ی �ن� �ع� ی� �ت؛ اس� �اق �ح� �ود-ال� خ� ω �ه ب� �ت �ب� �س� ن� L �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ت �اف� ی� ω ∈ (R+)n �ت �ب� �ث� م� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �ا ب� �ردار ب� �ک ی� .١

م��ی�ک��ن��د. ص��دق (۶-١) راب��ط��ه

ان��د. ن��ام��ث��ب��ت ه��م��گ��ی L ق��ط��ر از خ��ارج درای��ه�ه��ای .٢

آن ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س L ک��ه ک��رد ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت (G,ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ی��ک م��ی�ت��وان ای��ن�ص��ورت در

G = (V,E) �ه��ت ب��دون�ج� گ��راف و E B {xy| x, y ∈ V, x ̸= y, L(x, y) ̸= ۰} و V B JnK �ی��م م��ی�ده� �رار ق� اس��ت.

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ه��م�چ��ن��ی��ن م��ی�ده��ی��م. ت��ش��ک��ی��ل را

∀xy ∈ E, φ(xy) B −ω(x) L(x, y) = −ω(y) L(y, x),

∀x ∈ V, p(x) B ω(x)
∑
y∈V

L(x, y).
(١-٨)

و ١ ش��رای��ط در ک��ه م��ات��ری��س��ی اس��ت. (G,ω, φ, p) �� وزن�دار گ��راف ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن �م��ات��ری��س L ک��ه اس��ت واض��ح ح��ال

٢ و ١ ش��رای��ط در ای��ن�ک��ه ب��ر ع��لاوه ک��ه م��ات��ری��س��ی ه��م�چ��ن��ی��ن م��ی�گ��وی��ی��م. ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک را م��ی�ک��ن��د ص��دق ٢

لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک را �ت��ان��س��ی��ل) پ� ب��دون �ت��ه �ی��م�ی��اف� ت��ع��م� (لاپ��لاس��ی��ن اس��ت ص��ف��ر آن س��ط��ر ه��ر درای��ه�ه��ای ج��م��ع م��ی�ک��ن��د، ص��دق

و ش��ود �ری��ف �ع� ت� (١-٨) �ه�ص��ورت ب� p �ی��ل �ان��س� �ت� پ� �ع �اب� ت� و �اش��د ب� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� ی��ک L �ی��د �ن� ک� ف��رض �م. �ی� �وی� م��ی�گ�

ی��م دار ای��ن�ص��ورت در ک��ن��ی��د. ت��ع��ری��ف p(x) ق��ط��ری درای��ه�ه��ای ب��ا م��ات��ری��س��ی را P ق��ط��ری م��ات��ری��س

L = L۰ + P,

L۰ �ه ک� �ت اس� �ح واض� .L۰(x, x) B
∑

y : y ̸=x−L(x, y) ،x �ر ه� �رای ب� و L۰(x, y) B L(x, y) ،x ̸= y �ر ه� �رای ب� �ه ک�

م��ی�گ��وی��ی��م. L ب��ه م��رب��وط گ��س��س��ت��ه ب��ی��ض��وی ع��م��ل��گ��ر را آن ک��ه اس��ت لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٢-۵-١ �ن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��ه ت��ع��م��ی��م ق��اب��ل م��ط��ل��ب ٢ای��ن
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گ��ری��ن ف��رم��ول

در G ی��ال�ه��ای روی دل��خ��واه ج��ه��ت�گ��ذاری ی��ک و ب��اش��د پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار گ��راف ی��ک G = (V,E, ω, φ) ک��ن��ی��د ف��رض

�ع �اب� ت� �ر ه� �ه ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� ∇: Fω(V ) → Fφ(E) �ی �ط� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �ورت �ه�ص� ب� �ان �رادی� گ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن�

ک��ه ب��ه�ط��وری م��ی�ده��د، ن��س��ب��ت را ∇f ∈ Fφ(E) ت��اب��ع ،f ∈ Fω(V )

∀e ∈ E, (∇f)(e) B f(e+)− f(e−). (١-٩)

�ری��س �ات� م� �ک ی� �ه ک� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ن ای� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �س �ری� �ات� م� �ت. اس� Rn در �ان) �رادی� (گ� �ق �ت� �ش� م� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ه �ت� �س� �س� گ� �ر �ی� �ظ� ن� �ر، �گ� �ل� �م� ع� �ن ای�

∇ �اد �م� ن� �ان �م� ه� �ا ب� را �س �ری� �ات� م� �ن ای� �ان، زب� از �اده �ف� �ت� �وءاس� س� �ا ب� �م. �ی� �وان� �ی�خ� م� G �راف گ� �وع وق� �س �ری� �ات� م� را �ت اس� |E| × |V |

ی��م دار و داده ن��ش��ان

∀e ∈ E, x ∈ V, ∇(e, x) =


۱ x = e+,

−۱ x = e−,

۰ ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر .در

∇∗ : Fφ(E)→ Fω(V ) �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک �ه�ص��ورت ب� �ان، �رادی� گ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ان دوگ� ،(١-١) �ه �ط� راب� �ان، دوگ� �ری��ف �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

ک��ه م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف

∀f ∈ Fφ(E), x ∈ V, (∇∗f)(x) = ۱
ω(x)

 ∑
e∈E : e+=x

φ(e)f(e)−
∑

e∈E : e−=x

φ(e)f(e)

 .

داری��م f ∈ Fω(V ) ت��اب��ع ه��ر ب��رای ،(١-٧) و (١-١) راب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال

E(f) = ⟨Lf, f⟩ω = ∥∇f∥۲۲,φ = ⟨∇f,∇f⟩φ = ⟨∇∗∇f, f⟩ω . (١-١٠)

�ری��س �ات� م� �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت.٣ �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �ال� ح� در �ن �ری� گ� �ول �رم� ف� �ر �ی� �ظ� ن� و اس��ت �روف �ع� م� �ری��ن گ� �ول �رم� ف� �ه ب� �وق ف� �ه �ط� راب�

.L = ∇∗∇ ی��م دار L لاپ��لاس��ی��ن

لاپ��لاس��ی��ن وی��ژه�م��ق��داره��ای ۴-١

آن �داره��ای �ق� �ژه�م� وی� �ه �ی� �ل� ک� و اس��ت �ح��اق �خ��ود-ال� ⟨., .⟩ω �ه ب� �ب��ت �س� ن� �ه، �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� �ه ک� �م �دی� دی� ١-٣ ب��خ��ش در

�ه ک� �ت اس� �ر �ش� �ی� �ت-ف� �وران� ک� �ه �ی� �ض� ق� �اق، �ح� �ود-ال� خ� �ای �س�ه� �ری� �ات� م� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وي� �اره ب� در �ه �ی� �ض� ق� �ن �ری� �ت� �م� �ه� م� �ت. اس� �ی �ق� �ی� �ق� ح�

�د �ی�ده� م� �ه ارائ� �ی �ل� رای� �ت �ب� �س� ن� �ب �س� �رح� ب� �اق �ح� �ود-ال� خ� �س �ری� �ات� م� �ک ی� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� �رای ب� �ی۴ وردش� �ادل �ع� م� �ف �ری� �ع� ت� �ک ی�

م��ی�ک��ن��د. ت��ای��ی��د را ال��ک��ت��ری��ک��ی م��داره��ای در ک��ی��رش��ه��وف ق��وان��ی��ن ن��وع��ی ب��ه ک��ه اس��ت گ��راف ج��ه��ت�گ��ذاری ن��وع از م��س��ت��ق��ل (١-١٠) راب��ط��ه ک��ه ک��ن��ی��د ٣ت��وج��ه

۴variational
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ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٨٠ ،۵٧ ،١٧] )

ک��وران��ت-ف��ی��ش��ر) (ق��ض��ی��ه ١-۴-١ ق��ض��ی��ه

�ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ی��ن ه��م�چ� اس��ت. خ��ود-ال��ح��اق ⟨., .⟩ω داخ��ل��ی ض��رب ب��ه ن��س��ب��ت ک��ه ب��اش��د n× nم��ات��ری��س ی��ک A �ی��د �ن� ک� ف��رض

ی��م دار k ∈ JnK ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د. م��ات��ری��س ای��ن م��رت��ب ط��ی��ف (λk)k∈JnK
λk = min

W∈W
k

max
۰ ̸=f∈W

{
⟨Af, f⟩ω
⟨f, f⟩ω

}
= max

W∈W⊥
k−۱

min
۰ ̸=f∈W

{
⟨Af, f⟩ω
⟨f, f⟩ω

}
, (١-١١)

ک��ه

W
k
B {W | dim(W ) ≥ k}, W⊥

k
B {W | dim(W⊥) ≤ k}.

k �ای �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� W۰ �ای �ض� �رف� زی� �رای ب� ،Wk
روی �م �م� �ی� �ن� �ی� م� (١-١١) �ه �ط� راب� در �ه ک� �ت اس� �ح واض�

�ای �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� W ۰ �ای �ض� �رف� زی� �رای ب� ،W⊥
k−۱ روی �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� اول �دار �ق� �ژه�م� وی�

زی��ر وردش��ی ت��ع��ری��ف م��ی�ت��وان ،(١-٧) راب��ط��ه و ق��ض��ی��ه ای��ن ک��م��ک ب��ه م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت λk, . . . , λn ب��ه�وی��ژه�م��ق��داره��ای م��رب��وط

آورد. ب��ه�دس��ت لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س وي��ژه�م��ق��داره��ای ب��رای را

٢-۴-١ ن��ت��ی��ج��ه

ی��م دار آن�گ��اه ب��اش��د، آن م��رت��ب ط��ی��ف (λk)k∈JnK و ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک L گ��ر ا

λk = min
dimW≥k

max
۰̸=f∈W

{
E(f)
∥f∥۲

۲,ω

}
= min

dimW≥k
max
۰ ̸=f∈W

{
∥∇f∥۲

۲,φ
+ ∥f∥۲

۲,p

∥f∥۲
۲,ω

}
. (١-١٢)

ی��م دار ب��اش��د، لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س L گ��ر ا وی��ژه، ب��ه�ط��ور

λ۲ = min
۰ ̸=f⊥ω1

E(f)
∥f∥۲۲,ω

, λn = max
۰ ̸=f

E(f)
∥f∥۲۲,ω

,

اس��ت. V روی ۱ ث��اب��ت ت��اب��ع 1 آن در ک��ه

�ی وردش� �ف �ری� �ع� ت� �ک ی� �ز �ی� ن� �اق �ح� �ود-ال� خ� �س �ری� �ات� م� �ک ی� اول �دار �ق� �ژه�م� وی� k �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �رای ب� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� �ب�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [١٧] ) اس��ت م��ع��روف ک��ی-ف��ن ق��ض��ی��ه ب��ه ق��ض��ی��ه ای��ن ک��رد. ارائ��ه زی��ر ب��ه�ص��ورت

ک��ی-ف��ن) (ق��ض��ی��ه ٣-۴-١ ق��ض��ی��ه

�رت��ب م� �ی��ف ط� را (λk)k∈JnK و �اش��د ب� ⟨., .⟩ω �ل��ی داخ� ض��رب ب��ه �ب��ت ن��س� �اق �ح� خ��ود-ال� n× n �ری��س �ات� م� ی��ک A �ی��د �ن� ک� ف��رض
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ده��ی��د ق��رار k ∈ JnK ه��ر ب��رای ه��م�چ��ن��ی��ن ب��گ��ی��ری��د. م��ات��ری��س ای��ن

λk B
۱
k

k∑
i=۱

λi.

ی��م دار ای��ن�ص��ورت در

λk = min
fi⊥ωfj
۱≤i̸=j≤k

۱
k

k∑
i=۱

⟨Afi, fi⟩ω
⟨fi, fi⟩ω

. (١-١٣)

م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه Rn در م��ت��ع��ام��د دو ب��ه دو ب��رداره��ای k ه��م��ه روی م��ی��ن��ی��م��م

�ه�دس��ت ب� λ۱, . . . , λk �ق��داره��ای �ه�وی��ژه�م� ب� �رب��وط م� �ام��د �ع� �ت� م� �اب��ع وی��ژه�ت� k ب��رای �م��م �ی� �ن� �ی� م� (١-١٣) راب��ط��ه در ک��ه اس��ت واض��ح

�ات �لاع� اط� �رای ب� �د. دارن� �ود خ� در �ه �ن� �ی� زم� �راف گ� �ای �ی�ه� �ژگ� وی� �اره ب� در را �ادی زی� �ات �لاع� اط� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� �د. �ی�آی� م�

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [۶٩ ،۶۶ ،٣٠ ،٢٨ ،١٨] ب��ه م��ی�ت��وان��ی��د ب��ی��ش��ت��ر

لاپ��لاس��ی��ن وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ۵-١

وی��ژگ��ی�ه��ای ب��ررس��ی و دارد وج��ود لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ب��اره در ک��م��ی اط��لاع��ات م��ت��اس��ف��ان��ه وی��ژه�م��ق��داره��ا، ب��رع��ک��س

ب��ه ن��ام��ن��ف��ی، ی��ه�ه��ای دار ب��ا م��ات��ری��س�ه��ا وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ب��اره در ق��ض��ی��ه م��ه��م��ت��ری��ن اس��ت. ب��وده ت��وج��ه م��ورد ک��م��ت��ر وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ا ه��ن��دس��ی

را A �ری��س �ات� م� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را �وم �ه� �ف� م� �د �ن� چ� �دا �ت� اب� �ه، �ی� �ض� ق� �ن ای� �ان �ی� ب� �رای ب� �ت. اس� �روف �ع� م� �وس �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� �

،n × n �س �ری� �ات� م� �رای ب� .(Ak)(i, j) > ۰ �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� k �ک ی� ،i, j �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ر �ذی� �اپ� �ل�ن� �وی� �ح� ت�

در .Aij > ۰ �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �ل وص� j �ه ب� i �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� JnK رئ��وس �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� را GA �ت�دار �ه� ج� �راف گ� ،A

و داده ن��ش��ان ρ(A) ب��ا Aم��ات��ری��س ط��ی��ف��ی ش��ع��اع ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د ق��وی��اً GA گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ت��ح��وی��ل�ن��اپ��ذی��ر A ای��ن�ص��ورت

م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت

ρ(A) B max{|λ| : اس��ت A وی��ژه�م��ق��دار ی��ک λ}.

پ��رون-ف��روب��ن��ی��وس) (ق��ض��ی��ه ١-۵-١ ق��ض��ی��ه

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. A ط��ی��ف��ی ش��ع��اع ρ = ρ(A) و ن��ام��ن��ف��ی درای��ه�ه��ای ب��ا ت��ح��وی��ل�ن��اپ��ذی��ر م��ات��ری��س ی��ک A ک��ن��ی��د ف��رض

اس��ت). س��اده (وی��ژه�م��ق��دار اس��ت ی��ک آن ج��ب��ری و ه��ن��دس��ی ت��ک��رر و ب��وده A راس��ت) و (چ��پ وی��ژه�م��ق��دار ی��ک ρ .١

اس��ت. م��ث��ب��ت ج��ا ه��م��ه ک��ه دارد وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک ρ � .٢

و �وده ب� ρ �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ع �اب� �ژه�ت� وی� f �اه آن�گ� اس��ت، �ف��ی �ن� �ام� ن� �ا ج� �ه �م� ه� �ه ک� �د �اش� ب� A راس��ت) �ا ی� (چ��پ �اب��ع �ژه�ت� وی� ی��ک f �ر گ� ا .٣

اس��ت. م��ث��ب��ت ج��ا ه��م��ه
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و ب��اش��د A اص��ل��ی زی��رم��ات��ری��س ی��ک B ی��ا اس��ت A از ک��وچ��ک��ت��ر درای��ه ب��ه درای��ه ک��ه ب��اش��د ن��ام��ن��ف��ی م��ات��ری��س ی��ک B گ��ر ا .۴

.A = B آن�گ��اه ،|σ| = ρ گ��ر ا ه��م�چ��ن��ی��ن .|σ| ≤ ρ آن�گ��اه ب��اش��د، B وی��ژه�م��ق��دار ی��ک σ

از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �رای ب� �د. �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [۴٩ ،۴۶] �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ات �ی� �زئ� ج� و �وس �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �رای ب�

�ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �وس �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� از �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٣-١ �خ��ش ب� �وس، �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت. س��اده ه��م��ب��ن��د، گ��راف�ه��ای ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س وی��ژه�م��ق��دار اول��ی��ن

٢-۵-١ ن��ت��ی��ج��ه

،L �دار �ق� �ژه�م� وی� �ری��ن �ت� �ک� �وچ� ک� �ورت ای��ن�ص� در �د. �اش� ب� G ه��م��ب��ن��د وزن�دار �راف �گ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� L �ی��د �ن� ک� ف��رض

اس��ت. ن��اص��ف��ر و ه��م�ع��لام��ت ج��ا ه��م��ه آن م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع و اس��ت س��اده ،λ۱

L′ B cI − L �ری��س �ات� م� �ای �ه�ه� درای� �ه �م� ه� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .c B max{|L(i, i)| : ۱ ≤ i ≤ |V (G)|} �د �ی� ده� �رار ق� ب��ره��ان.

L′ �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،L′(i, j) > ۰ �م ی� دار ij ∈ E(G) �ال ی� �ر ه� �رای ب� و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� G �ر �گ� دی� �رف ط� از �ت. اس� �ی �ف� �ن� �ام� ن�

�ا ج� �ه �م� ه� آن �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ع �اب� �ژه�ت� وی� و �اده س� آن �دار �ق� �ژه�م� وی� �ن �ری� �ت� �زرگ� ب� �وس، �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� و �وده ب� �ر �ذی� �اپ� �ل�ن� �وی� �ح� ت�

دو آن م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع و ب��اش��د L′ وی��ژه�م��ق��دار c− λ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت L وی��ژه�م��ق��دار λ ام��ا اس��ت. ن��اص��ف��ر و ه��م�ع��لام��ت

■ م��ی�ده��د. ن��ت��ی��ج��ه را ح��ک��م م��ط��ل��ب ای��ن اس��ت. ی��ک��س��ان

�لاس لاپ� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �رای ب� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ل اص� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �ع واق� در �ن، �ی� �لاس� لاپ� �ای �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� �اره ب� در �دی �ع� ب� �م �ه� م� �ه �ی� �ض� ق�

ب��رای ،f(y) ≥ f(x) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، f ∈ F (V ) ت��اب��ع ب��رای م��وض��ع��ی م��ی��ن��ی��م��م ی��ک را x ∈ V (G) راس اس��ت. ک��لاس��ی��ک

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور ن��ی��ز م��وض��ع��ی ک��س��ی��م��م م��ا .f(z) > f(x) ک��ه ش��ود ی��اف��ت z ∼ xی��ک ح��داق��ل و y ∼ x ه��ر

[۴٨ ،١٣] م��اک��س��ی��م��م) (اص��ل ٣-۵-١ ق��ض��ی��ه

ن��دارد. ن��ام��ث��ب��ت م��وض��ع��ی ک��س��ی��م��م م��ا و ن��ام��ن��ف��ی م��وض��ع��ی م��ی��ن��ی��م��م f آن�گ��اه ب��اش��د، لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک f گ��ر ا

�ا ب� ای��ن�ص��ورت در �اش��د. ب� f ب��رای �ع��ی م��وض� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� ی��ک x و λ ≥ ۰ �ق��دار �ژه�م� �ه�وی� ب� �رب��وط م� �اب��ع �ژه�ت� وی� f �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.

ی��م دار (۵-١) ب��ه ت��وج��ه

λf(x) = (Lf)(x) =
۱

ω(x)

∑
y: x∼y

φ(xy) (f(x)− f(y)) < ۰.

■ م��ی�ش��ود. ث��اب��ت م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور ن��ی��ز م��وض��ع��ی ک��س��ی��م��م م��ا ح��ال��ت

۴-۵-١ م��لاح��ظ��ه

♦ � ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ل��زوم��اً ن��اص��ف��ر پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��رای ف��وق ق��ض��ی��ه

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢٠] لاپ��لاس��ی��ن، وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای وی��ژگ��ی�ه��ای دی��گ��ر م��ش��اه��ده ب��رای
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دی��ری��ش��ل��ه وی��ژه�م��ق��دار و م��رز ب��ا گ��راف ۶-١

م��س��ائ��ل ج��م��ل��ه از دارد. ری��اض��ی ف��ی��زی��ک در زی��ادی ب��رده��ای ک��ار ی��م��ان��ی ر م��ن��ی��ف��ل��ده��ای روی ج��زئ��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ن��ظ��ری��ه

�ه ب� ،۵f ∈ C۰(M) ش��ده داده �ق��ی �ی� �ق� ح� �اب��ع ت� Mو �ان��ی �م� ی� ر �ل��د �ف� �ی� �ن� م� ب��رای �ه ک� اس��ت پ��واس��ون �ه �ادل� �ع� م� ح��ل ن��ظ��ری��ه، ای��ن در �ه��م م�

ک��ن��د ص��دق زی��ر پ��واس��ون م��ع��ادل��ه در ک��ه م��ی�گ��ردد u ∈ C۲(M) ت��اب��ع دن��ب��ال

∆u = f, M .روی (١۴-١)

�ر �گ� دی� �م �ه� م� �ه �ال� �س� م� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ١-٩ �ش �خ� (ب� �ت اس� �ک �ی� �لاس� ک� �ی �رام� �ت� �ل� �لاس-ب� لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع� ∆ آن در �ه ک�

م��ی�ش��ود، ب��ی��ان ک��ن��د، ص��دق زی��ر م��ع��ادل��ه در ک��ه u ت��اب��ع و λ اس��ک��ال��ر ک��ردن پ��ی��دا ب��ه�ص��ورت ک��ه اس��ت پ��واس��ون وی��ژه�م��ق��دار م��س��ال��ه

∆u = λ u, M .روی

وج��ود م��رزدار �ل��د�ه��ای �ف� �ی� �ن� م� ب��رای م��رزی م��ق��دار �ال��ه م��س� �ن��وان ع� ت��ح��ت �ی��ز ن� دی��گ��ری م��ه��م �ال��ه�ه��ای م��س� م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور ن��ظ��ری��ه ای��ن در

ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت دی��ری��ش��ل��ه وی��ژه�م��ق��دار م��س��ال��ه آن�گ��اه ب��اش��د، ∂M م��رز ب��ا م��رزدار م��ن��ی��ف��ل��د Mی��ک گ��ر ا م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه دارد.

م��ی�ش��ود،

∆u = λ u, M ,روی

u = ۰, ∂M .روی (١۵-١)

�ای ج� �ه ب� �ا �راف��ه� گ� �ن �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب� �ل �ائ� �س� م� �ن ای� �ه �ت� �س� �س� گ� �ر �ی� �ظ� ن� �ه �ع� �ال� �ط� م� �د. �ن� �وی� �ی�گ� م� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �رط ش� را (١۵-١) �رط ش�

م��ق��دار م��س��ائ��ل ب��ررس��ی ب��رای ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٧۵ ،١٢ ،١١] ن��م��ون��ه ب��رای اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار م��ح��ق��ق��ی��ن ت��وج��ه م��ورد اخ��ی��راً م��ن��ی��ف��ل��ده��ا،

ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف را م��رز ب��ا گ��راف م��ف��ه��وم ب��ای��د اب��ت��دا گ��راف�ه��ا، روی م��رزی

١-۶-١ ت��ع��ری��ف

δA و ∂A �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را A �ی راس� �رز م� و �ی �ال� ی� �رز م� ،A ⊆ V �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� و G = (V,E) �ه��ت �دون�ج� ب� �راف گ� �رای ب�

م��ی�ک��ن��ی��م، ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت و داده ن��ش��ان

∂A B {e = xy ∈ E : x ∈ A, y ∈ V \A},

δA B {x ∈ V \A : ∃ y ∈ A, x ∼ y}.

و �ه �ت� �ف� گ� �رز م� �ا ب� �راف گ� ی��ک را A �راه �م� ه� �ه ب� G �اه آن�گ� ،V = A ∪ δA �م، �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� A ⊆ V �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک �رای ب� �ر گ� ا

▲ � ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١-١ (ش��ک��ل م��ی�ن��ام��ی��م G م��رز را δA

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف M روی پ��ی��وس��ت��ه م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ب��ار k ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع خ��ان��واده Ck(M)۵
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..

A

.

δA

.(G,A) م��رز ب��ا گ��راف :١-١ ش��ک��ل

�ورت �ن�ص� ای� در �ت، اس� G �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� L و �رز م� �ا ب� وزن�دار �راف گ� �ک ی� (G,A) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

م��ی�ش��ود ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت م��رز ب��ا گ��راف ای��ن ب��رای دی��ری��ش��ل��ه وی��ژه�م��ق��دار م��س��ال��ه

(Lf)(x) = λ f(x), ∀ x ∈ A,

f(x) = ۰, ∀ x ∈ δA.
(١۶-١)

�ه �ل� �ش� �ری� دی� �دار �ق� �ژه�م� وی� ی��ک دارد، �واب ج� �ر �ف� �اص� ن� f ∈ Fω(V ) ی��ک ازای �ه ب� (١۶-١) �ه �ادل� �ع� م� آن، �رای ب� �ه ک� را λ �دار �ق� م�

دارد. وج��ود دی��ری��ش��ل��ه وی��ژه�م��ق��دار |A| ت��ع��داد ب��ه دق��ی��ق��اً ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان زی��ر ل��م م��ی�گ��وی��ی��م.

٢-۶-١ ل��م

را L[A] �س �ری� �ات� م� �ت. اس� G �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� L و �رز م� �ا ب� وزن�دار �راف گ� �ک ی� (G,A) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ورت �ن�ص� ای� در �د. �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� A �وس رئ� �ه ب� �وط �رب� م� �ای �ون�ه� �ت� س� و �ا �ره� �ط� س� �ه ب� L �د �دی� �ح� ت� از �ل �اص� ح� |A| × |A| �ری��س �ات� م�

L[A] �دار �ق� �ژه�م� وی� λ �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا دارد، �واب ج� �ر �ف� �اص� ن� f ∈ Fω(V ) ی��ک و �ق��ی �ی� �ق� ح� λ ی��ک ازای �ه ب� (١۶-١) �ه �ادل� �ع� م�

اس��ت. λ وی��ژه�م��ق��دار ب��ا م��ت��ن��اظ��ر L[A] وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک A ب��ه f ت��ح��دی��د ه��م�چ��ن��ی��ن ب��اش��د.

داری��م x ∈ A ه��ر ب��رای ک��ن��ن��د، ص��دق (١۶-١) م��ع��ادل��ه در f ̸= ۰ و λ گ��ر ا ب��ره��ان.

(Lf)(x) =
۱

ω(x)

∑
y∈V : y∼x

φ(xy)(f(x)− f(y)) + p(x)

ω(x)
f(x)

=
deg(x) + p(x)

ω(x)
f(x)−

∑
y∈A: y∼x

φ(xy)

ω(x)
f(y) = (L[A]f)(x).

(١-١٧)

�د، �اش� ب� آن �ع �اب� �ژه�ت� وي� f ∈ Fω(A) و �د �اش� ب� L[A] �دار �ق� �ژه�م� وی� �ک ی� λ �ر گ� ا �س �ک� �رع� ب� �ال ح� �ت. اس� L[A] �دار �ق� �ژه�م� وی� λ �ذا ل�

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �الا ب� �ات �ب� �اس� �ح� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �م. �ی� ده� �ع �ی� �وس� ت� V روی �ع �اب� ت� ی��ک �ه ب� را f ،V \ A روی f = ۰ �راردادن ق� �ا ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م�

■ اس��ت. (١۶-١) م��ع��ادل��ه ج��واب ی��ک f و λ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م
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�ای �اده� �م� ن� �ا ب� را L[A] �ب �رت� م� �ف �ی� ط� �ت. اس� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ک ی� �ود خ� L[A] �س �ری� �ات� م�

�رز م� �ا ب� �راف گ� �رای ب� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ن �ی� k−ام� را λk(A) و �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� λ۱(A) ≤ λ۲(A) ≤ . . . ≤ λ|A|(A)

�ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک� �رای ب� �ی وردش� �ف �ری� �ع� ت� �ک ی� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ،١-۴-١ �ه �ی� �ض� ق� و (١-١٧) �اوی �س� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� (G,A)

آوری��م ب��ه�دس��ت زی��ر ب��ه�ص��ورت ،λ۱(A) دی��ری��ش��ل��ه، وی��ژه�م��ق��دار

λ۱(A) = min
۰ ̸=f

V \A روی f=۰

{
E(f)
⟨f, f⟩ω

}
= min

۰ ̸=f

V \A روی f=۰

{
⟨Lf, f⟩ω∑

x∈V ω(x)f(x)
۲

}
. (١-١٨)

�اده س� λ۱(A) �ورت �ن�ص� ای� در �د، �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� ،⟨A⟩ ،A روی �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ر گ� ا ،٢-۵-١ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه�

�ر �ظ� ن� �ه �ط� �ق� ن� از �د. �ن� �وی� �ی�گ� م� �ز �ی� ن� �ی �ل� اص� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ی �اه� گ� را λ۱(A) �دار �ق� �ژه�م� وی� .λ۲(A) > λ۱(A) �ی �ن� �ع� ی� �ت، اس�

دارد �ود وج� A �ه �وع� �م� �ج� م� از �ی �ادف� �ص� ت� �ت �ش� گ� �روج خ� �ان زم� و �ی �ل� اص� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ن �ی� ب� �ی �ب� �ال� ج� �ه �ط� راب� �الات، �م� �ت� اح�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [١] م��ث��لا)

٣-۶-١ م��لاح��ظ��ه

ن��ظ��ری��ه چ��ارچ��وب اس��ت، م��رب��وط لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س و (٢ (ف��ص��ل ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل ب��ه ک��ه ج��ای��ی ت��ا ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم

ح��ال��ت م��رز ب��ا گ��راف�ه��ای ن��ظ��ری��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه م��ی�ش��ود. ش��ام��ل را م��رز ب��ا گ��راف�ه��ای ن��ظ��ری��ه پ��ت��ان��س��ی��ل، ب��ا وزن�دار گ��راف�ه��ای

ب��ا وزن�دار، گ��راف ی��ک (G,ω, φ, p) ک��ن��ی��د ف��رض م��ط��ل��ب، ای��ن دی��دن ب��رای اس��ت. پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا گ��راف�ه��ای ن��ظ��ری��ه از خ��اص��ی

(G′, ω′, φ′, p′) م��رز ب��دون وزن�دار گ��راف ی��ک ب��ه را آن و داده ن��ش��ان G′ ب��ا را A روی ال��ق��ای��ی گ��راف ح��ال ب��اش��د. δA م��رز

ی��م دار x ∈ A ه��ر ب��رای و اس��ت G′ ی��ال�ه��ای و راس�ه��ا ب��ه φ و ω ت��ح��دی��د ت��رت��ی��ب ب��ه φ′ و ω′ آن در ک��ه ک��ن��ی��د ت��ب��دی��ل

p′(x) B p(x) +
∑

y∈V \A: y∼x

φ(xy).

ک��ه اس��ت واض��ح ده��ی��م، ن��ش��ان (λ′k)k∈J|A|K ب��ا را G′ م��رت��ب ط��ی��ف گ��ر ا ح��ال

λk(A) = λ′k, ∀ k ∈ J|A|K.♦ �

ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت و ج��ه��ت�دار گ��راف ١-٧

�ر �ف� ص� و �ر �ط� ق� از �ارج خ� �ای �ه�ه� درای� �ودن ب� �ب��ت �ث� �ام� ن� �ی، �اق� �ح� �ودال� (خ� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �رط ش� �ه س� از �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �خ��ش ب� �ن ای� در

�ل �دی� �ب� ت� �ت�دار �ه� ج� �راف گ� �ه ب� را �ه��ت �دون�ج� ب� �راف گ� �ع واق� در و �م ی� �ردار ب� را �ی �اق� �ح� �ودال� خ� �رط ش� �ر) �ط� س� �ر ه� �ای �ه�ه� درای� �ع �م� ج� �ودن ب�

ع��م��ل��گ��ره��ا، ن��ب��ودن خ��ودال��ح��اق داد. ت��ع��م��ی��م ج��ه��ت�دار گ��راف�ه��ای ف��ض��ای ب��ه را ش��ده گ��ف��ت��ه م��ط��ال��ب م��ی�ت��وان چ��گ��ون��ه ب��ب��ی��ن��ی��م و ک��ن��ی��م

ن��ام ب��ه ف��رای��ن��دی م��ش��ک��لات، ای��ن ب��ر غ��ل��ب��ه ب��رای ن��ی��س��ت��ن��د. ح��ق��ی��ق��ی ل��زوم��اً وی��ژه�م��ق��داره��ا ای��ن�ک��ه ج��م��ل��ه از م��ی�ک��ن��د، ای��ج��اد م��ش��ک��لات��ی

�ر �ی� غ� �ارک��ف م� �ر �ی� �ج� (زن� وزن�دار �ه��ت�دار ج� گ��راف ی��ک از ش��روع �ا ب� �ه ک� �ن��ی �ع� م� ای��ن �ه ب� �م؛ �ی� �ن� م��ی�ک� �رف��ی �ع� م� را �ارن�س��ازی �ق� �ت� م� �ن��د �رای� ف�

از �اری �ی� �س� ب� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �م ی� �ی�آور م� �ت �ه�دس� ب� �ر) �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ف �ارک� م� �ر �ی� �ج� (زن� وزن�دار �ه��ت �دون�ج� ب� �راف گ� ی��ک �ر)، �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب�
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ن��م��ون��ه ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان را م��ت��ق��ارن�س��ازی ف��رای��ن��د ای��ن ش��ود. ح��ف��ظ رس��ان��ای��ی و ه��م��ب��ن��دی م��ع��ی��اره��ای م��ث��ل اول��ی��ه گ��راف خ��واص

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [١] گ��راف�ه��ا، روی م��ارک��ف زن��ج��ی��ره��ای ب��اره در ب��ی��ش��ت��ر اط��لاع��ات ک��س��ب ب��رای ک��رد. م��ش��اه��ده [۴٢ ،٣٢ ،٢٧] در

زن��ج��ی��ر ان��ت��ق��ال م��ات��ری��س از م��ن��ظ��ور ب��اش��د. راس n روی ج��ه��ت�دار گ��راف ی��ک G = (V,E) ک��ن��ی��د ف��رض دی��گ��ر، ط��رف از

ت��ن��ه��ا و گ��ر ا K(x, y) > ۰ ،x ̸= y ∈ V ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت ن��ام��ن��ف��ی درای��ه�ه��ای ب��ا n× nم��ات��ری��س ی��ک ،G روی م��ارک��وف

�ت �ش� گ� �ک ی� �وان �ی�ت� م� �س �ری� �ات� م� �ن ای� �ک �م� ک� �ه ب� .
∑

y∈V K(x, y) = ۱ ،x ∈ V �ر ه� �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و (x, y) ∈ E �ر گ� ا

اس��ت. K(x, y) ب��راب��ر y راس ب��ه xراس از رف��ت��ن اح��ت��م��ال گ��ام ه��ر در ک��ه ب��ه�ط��وری ک��رد، ت��ع��ری��ف G روی ت��ص��ادف��ی

�ع �م� ج� (٢) و �د �ن� �اش� ب� �ت �ب� �ث� �ام� ن� �ی �گ� �م� ه� �ی �ل� اص� �ر �ط� ق� از �ارج خ� �ای �ه�ه� درای� (١) �ه ک� �د �اش� ب� �س �ری� �ات� م� �ک ی� L �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ی��ک �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ای��ن�ص��ورت در �ی��س��ت)، ن� �رار �رق� ب� �اً �زوم� ل� L ب��ودن �اق �ح� �ودال� خ� (ش��رط �اش��د، ب� �ر �ف� ص� �راب��ر ب� L �ر �ط� س� �ر ه� �ه�ه��ای درای�

ی��ک و ده��ی��م ت��ش��ک��ی��ل E B {(x, y)| x, y ∈ V, x ̸= y, L(x, y) ̸= ۰} و V B JnK ب��ا G = (V,E) ج��ه��ت�دار گ��راف

ک��ه ب��س��ازی��م K ان��ت��ق��ال م��ات��ری��س ب��ا G روی ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت

K = I − L/|L|.

م��ی�گ��وی��ی��م. K ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت م��ول��د را Lم��ات��ری��س اس��ت. ه��م��ان��ی م��ات��ری��س I و |L| B maxx∈V L(x, x) ای��ن�ج��ا در ک��ه

ط��ب��ق آن�گ��اه ب��اش��د، آن روی ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت ان��ت��ق��ال م��ات��ری��س K و ه��م��ب��ن��د ق��وی��اً ج��ه��ت�دار گ��راف ی��ک G = (V,E) گ��ر ا

�اع �ع� ش� ρ آن در �ه ک� πK = ρ π �ه ک� دارد �ود وج� π ∈ F+(V ) �ب��ت �ث� م� �ای �ه�ه� درای� �ا ب� �ردار ب� �ک ی� �وس �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق�

�ن ای� �ا ب� π �ردار ب� ،
∑

x∈V π(x) = ۱ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر گ� ا �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .ρ = ۱ �م ی� دار ،K1 = 1 �ون چ� �ا ام� �ت. اس� K �ی �ف� �ی� ط�

�ش��ی �خ� دوب� �ر �ی� غ� و �د �ن� �ب� �م� ه� �اً �وی� ق� G �ه �ی�ک� �ورت� ص� در �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� K �ه ب� �وط �رب� م� �ا �ت� �س� ای� �ع �وزی� ت� را �ردار ب� �ن ای� اس��ت. �ا �ت� �ک� ی� �ی��ت �اص� خ�

.[۶۴] م��ی�ک��ن��د م��ی��ل ای��س��ت��ا ت��وزی��ع س��م��ت ب��ه دل��خ��واه ت��وزی��ع ه��ر از ش��روع ب��ا ت��ص��ادف��ی گ��ش��ت ب��اش��د،

π K = π. (١-١٩)

ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�گ��وی��ی��م، چ��رخ��ش ی��ا ش��ار ی��ک را φ : E → R+ ∪ {۰} ت��اب��ع ی��ک ،G = (V,E) ج��ه��ت�دار گ��راف ب��رای

ی��ع��ن��ی ب��اش��د، ب��راب��ر xراس ورودی و خ��روج��ی ش��ار ،x ∈ V

∑
y : (x,y)∈E

φ(x, y) =
∑

z : (z,x)∈E

φ(z, x).

ی��ع��ن��ی اس��ت؛ ب��راب��ر A ب��ه ورودی ش��ار و A از خ��روج��ی ش��ار ،A ⊆ V زی��رم��ج��م��وع��ه ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د، ش��ار ی��ک φ گ��ر ا

φ(
→
∂A) B

∑
x∈A, y∈V \A

(x,y)∈E

φ(x, y) = φ(
←
∂A) B

∑
x∈A, y∈V \A

(y,x)∈E

φ(x, y).
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١-٧-١ گ��زاره

آن�گ��اه ب��اش��د، آن ب��ه م��رب��وط ای��س��ت��ای ت��وزی��ع π و آن روی ان��ت��ق��ال م��ات��ری��س ی��ک K ج��ه��ت�دار، گ��راف ی��ک G = (V,E) گ��ر ا

اس��ت. G روی ش��ار ی��ک م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت ک��ه φ : E → R+ ت��اب��ع

∀(x, y) ∈ E, φ(x, y) B π(x) K(x, y).

داری��م x ∈ V ه��ر ب��رای (١-١٩) راب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ره��ان.

∑
z: (z,x)∈E

φ(z, x) =
∑

z: (z,x)∈E

π(z)K(z, x) = π(x) =
∑

y: (x,y)∈E

π(x)K(x, y) =
∑

y: (x,y)∈E

φ(x, y).

■

ی��ک L و �ت�دار �ه� ج� �راف گ� �ک ی� G = (V,E) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� ده� �ام �ج� ان� را �ازی �ارن�س� �ق� �ت� م� �د �ن� �رای� ف� �ا ت� �م �اده�ای� آم� �ال ح�

و V B V �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت� را G = (V ,E) �ت�دار �ه� �رج� �ی� غ� �راف گ� �د. �اش� ب� π �ای �ت� �س� ای� �ع �وزی� ت� �ا ب� آن روی �د �ول� م�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را φ م��ت��ق��ارن ش��ار ه��م�چ��ن��ی��ن .E B {xy : (x, y) ی��ا (y, x) ∈ E}

∀xy ∈ E, φ(xy) B
۱
۲ (φ(x, y) + φ(y, x)).

�ره��ای �ظ� �ن� م� از (G, π, φ) و (G, π, φ) گ��راف�ه��ای �م. ی� دار G = (V ,E, π, φ) �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون وزن�دار گ��راف ی��ک �ال ح�
م��ی�ک��ن��ی��م:۶ اش��اره ن��م��ون��ه دو ب��ه ای��ن�ج��ا در ک��ه دارن��د ت��ش��اب��ه ی��ک��دی��گ��ر ب��ا م��خ��ت��ل��ف،

ی��م دار ده��ی��م، ن��ش��ان L ب��ا را G ب��ه م��رب��وط لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س گ��ر ا .١

∀xy ∈ E, L(x, y) = −φ(xy)
π(x)

=
۱

۲|L|

(
L(x, y) +

π(y) L(y, x)

π(x)

)
.

درن��ت��ی��ج��ه

L =
۱

۲|L|(L+ L∗),

خ��ودال��ح��اق ک��ه Lم��ات��ری��س ی��ک از �ت��ه�ای��م ت��وان��س� ل��ذا اس��ت. ⟨., .⟩π داخ��ل��ی ض��رب ب��ه �ب��ت ن��س� L دوگ��ان �ل��گ��ر ع��م� L∗ ک��ه

،f ∈ F (V ) ه��ر ب��رای م��ی�ب��ی��ن��ی��م، ف��وق راب��ط��ه از ه��م�چ��ن��ی��ن ب��س��ازی��م.٧ L خ��ودال��ح��اق لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک ن��ی��س��ت،

⟨Lf, f⟩π =
۱

۲|L|
(
⟨Lf, f⟩π + ⟨L∗f, f⟩π

)
= ⟨ L
|L|

f, f⟩π .

را ن��ت��ای��ج ای��ن م��س��ت��ق��ل ب��ه�ط��ور م��ی�ت��وان ه��م ک��ی��رش��ه��وف ق��وان��ی��ن و ال��ک��ت��ری��ک��ی م��داره��ای ن��ظ��ری��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا ک��ه ن��ی��س��ت ل��ط��ف از خ��ال��ی ن��ک��ت��ه ای��ن ۶ذک��ر

آورد. ب��ه�دس��ت

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [۴٢] ب��ی��ش��ت��ر ج��زئ��ی��ات ب��رای دارد. وج��ود L̂ B LL∗ م��ات��ری��س از اس��ت��ف��اده م��ث��ل م��ت��ق��ارن�س��ازی ب��رای ن��ی��ز دی��گ��ری ٧روش�ه��ای
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A ⊆ V �م��وع��ه زی��رم��ج� ه��ر ب��رای ک��ه �ن��ی �ع� م� ای��ن ب��ه �ن��د؛ �ت� ه��س� �اب��ه م��ش� ش��ار ن��ظ��ر از (G, π, φ) و (G, π, φ) گ��راف�ه��ای .٢

داری��م

φ(∂A) =
∑
xy∈E

x∈A,y∈V \A

φ(x, y) =
۱
۲
(
φ(
→
∂A) + φ(

←
∂A)

)
= φ(

→
∂A).

�راف گ� �ه ب� (G, π, φ) �ت�دار �ه� ج� �راف گ� �ل �دی� �ب� ت� �ازی �ارن�س� �ق� �ت� م� �د �ن� �رای� ف� �ا ب� �ش، �خ� ب� �ن ای� در �ده ش� �ه �ت� �ف� گ� �ب �ال� �ط� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

ده��ی��م. ت��ع��م��ی��م ج��ه��ت�دار گ��راف�ه��ای ف��ض��ای ب��ه را رس��ال��ه ای��ن م��ط��ال��ب ک��ل��ی��ه م��ی�ت��وان��ی��م ،(G, π, φ) غ��ی��ر�ج��ه��ت�دار

ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ١-٨

و �ا �داره� �ق� �ژه�م� وي� �م �ی� �اه� �ف� م� �رده، ک� �ی �رف� �ع� م� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �م �ی� �م� �ع� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را �وم��ی �ت� �وان� ک� �ای �راف�ه� گ� �خ��ش ب� �ن ای� در

�ی��م. م��ی�ده� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� م��ورد را �ا گ��راف�ه� ای��ن روی �اب��ان ح��س� و �ی��م م��ی�ده� �م �ی� �م� �ع� ت� �ا گ��راف�ه� ای��ن �ه ب� را �ه �ل� �ری��ش� دی� �ق��داره��ای �ژه�م� وي�

ق��س��م��ت ای��ن م��ط��ال��ع��ه ب��ه ع��لاق��ه�ای ک��ه خ��وان��ن��ده�ای ه��س��ت��ن��د. ٣-۴ ب��خ��ش ت��ا ٣-٣ ب��خ��ش در م��ط��ال��ع��ه م��ورد ف��ض��ای گ��راف�ه��ا ای��ن

ک��ن��د. ن��ظ��ر ص��رف ب��خ��ش ای��ن خ��وان��دن از م��ی�ت��وان��د ن��دارد، رس��ال��ه از

ی��ک ب��ه اس��ت گ��س��س��ت��ه م��وج��ود ی��ک ک��ه را G م��ی�خ��واه��ی��م ب��اش��د. وزن�دار گ��راف ی��ک G = (V,E, ω, φ, p) ک��ن��ی��د ف��رض

آن �ول ط� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ت �ب� �س� ن� [x, y] �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ازه ب� �ک ی� ،xy ∈ E �ال ی� �ر ه� �ه ب� �م. �ی� �ن� ک� �ل �دی� �ب� ت� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ار �ت� �اخ� س�

�ی �ک� ی� �د، �ن� �ت� �س� ه� x راس ی��ک �ا ب� �ط �ب� �رت� م� �ه ک� را �ا �ال�ه� ی� �ه �ک� ت� �رزی م� �اط �ق� ن� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ال ی� �ه �ک� ت� ی��ک آن �ه ب� و �ت اس� ۱/φ(xy)

ای��ن اس��ت. �ن��ی �ی� ت��ک� �ق��اط ن� �ا ب� ب��ع��دی ی��ک �ل��د �ف� �ی� �ن� م� ی��ک آم��ده، �ه�دس��ت ب� �ن��دس��ی ه� ش��ی �ی��م. م��ی�ده� ن��ش��ان x ب��ا �ن��ان ه��م�چ� و �ی��م �ن� م��ی�ک�

�ت��ری��ک م� گ��راف ی��ک را م��ت��ری��ک ف��ض��ای ای��ن م��ی�ده��د. ت��ش��ک��ی��ل �ت��ری��ک م� ف��ض��ای ی��ک �ل��ه، ف��اص� ک��وت��اه�ت��ری��ن �ت��ر م� ه��م��راه ب��ه �ل��د �ی��ف� �ن� م�

وزن�دار م��دل .[۴٣] ش��د م��ع��رف��ی ف��ری��دم��ن ت��وس��ط س��اده گ��راف�ه��ای ب��رای م��دل ای��ن �ی��م. م��ی�ده� ن��ش��ان G ن��م��اد ب��ا و �ی��م م��ی�خ��وان�

.[٨ ،٧] م��ی�ش��ود گ��ف��ت��ه ن��ی��ز م��ت��ری�ش��ده گ��راف گ��اه��ی گ��راف�ه��ا، ای��ن

١-٨-١ ن��م��اد

ح��ال��ت ب��رای G, f,A م��ان��ن��د روم��ی ق��ل��م از و م��ی�ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده م��ت��ری��ک م��دل ب��رای را G , f ,A م��ان��ن��د ن��م��اده��ای��ی رس��ال��ه ای��ن در

�ع �اب� ت� f �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ی�ده� م� �ان �ش� ن� را �ری��ک �ت� م� �راف گ� �ک ی� G و �راف گ� �ک ی� G �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� �ه �ت� �س� �س� گ�

و V (G) رئ��وس از �م��وع��ه زی��رم��ج� ی��ک A �ه��ای��ت درن� اس��ت. G روی �ی��ق��ی �ق� ح� �اب��ع ت� f و V (G) رئ��وس �م��وع��ه م��ج� روی �ی��ق��ی �ق� ح�

▼ � م��ی�ک��ن��د. م��راد را G از زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک A

[x, y] �ازه ب� روی �ع��ی �ی� �ب� ط� �ب��گ ل� �دازه ان� را ρx,y �ژه �ه�وی� ب� �م. �ری� �ی�ب� م� �ار �ه�ک� ب� را �ی��ک �لاس� ک� �ان �اب� �س� ح� [x, y] �ال ی� �ه �ک� ت� �ر ه� روی

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف ρ B
∑

xy∈E ρx,y ب��ه�ص��ورت ک��ه ده��ی��م ت��وس��ی��ع G روی ρ ان��دازه ی��ک ب��ه را ان��دازه�ه��ا ای��ن س��پ��س م��ی�گ��ی��ری��م،

را xy ی��ال از ع��ب��وری رس��ان��ای��ی φ(xy) و اس��ت ρ([x, y]) = ۱/φ(xy) ب��راب��ر [x, y] ی��ال ت��ک��ه ه��ر ان��دازه ای��ن�ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

در G روی �ای��ی) �ان� رس� (ع��ک��س �ق��اوم��ت م� ان��دازه �ن��وان ع� ب��ه را ρ ان��دازه م��ی�ت��وان ل��ذا �ی��د)، �ن� �ی� �ب� ب� را ١-٢ (ب��خ��ش م��ی�ده��د ن��ش��ان

را V (G) روی ω, p ت��واب��ع �ن��ی��ن ه��م�چ� �ن��ی��د). �ی� �ب� ب� را [٨] �ت��ری��ک��ی، ال��ک� �ب��ک��ه�ه��ای ش� ب��ا م��دل ای��ن ارت��ب��اط دی��دن (ب��رای گ��رف��ت ن��ظ��ر
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�ان �ش� ن� p, ω �اده��ای �م� ن� �ان �م� ه� �ا ب� را �ا �دازه�ه� ان� ای��ن �ان، زب� از �اده �ف� �ت� �وءاس� س� �ا ب� داد. �م �ی� �م� �ع� ت� G روی �م��ی ات� �ای �دازه�ه� ان� �ه ب� �وان �ی�ت� م�

ی��م دار و م��ی�ده��ی��م

ω B
∑
x∈V

ω(x) δx, p B
∑
x∈V

p(x) δx,

�ان �اب� �س� ح� �ک، �ری� �ت� م� �راف گ� �ن ای� روی �م �ی� �وان� �ی�ت� م� G روی ρ, ω, p �دازه ان� �ه س� �ن �ت� داش� �ا ب� �ت. اس� �راک دی� �ای �ت� دل� �ع �اب� ت� δx �ه ک�

م��ن��ظ��ور ای��ن ب��ه ده��ی��م. ت��ع��م��ی��م م��ت��ری��ک گ��راف�ه��ای ب��رای را ان��رژی م��ف��ه��وم ی��م دار ق��ص��د ادام��ه در ب��ه�وی��ژه، ده��ی��م. ان��ج��ام را م��ع��م��ول

ب��اش��د). پ��ی��وس��ت��ه م��ط��ل��ق��اً ی��ال ت��ک��ه ه��ر روی (ی��ع��ن��ی ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف G روی پ��ی��وس��ت��ه م��ط��ل��ق��اً ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ه��م��ه ف��ض��ای را F۰(G)

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را f ان��رژی ،f ∈ F۰(G) ت��اب��ع ه��ر ب��رای

E(f ) B
∫

(f ′)۲ dρ+

∫
f ۲ dp ∈ R+ ∪ {۰,∞},

ب��اش��د، راس��ت خ��ط ی��ک ی��ال ت��ک��ه ه��ر روی f ∈ F۰(G) ت��اب��ع گ��ر ا ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ده��د. ن��ش��ان را f ض��ع��ی��ف م��ش��ت��ق f ′ ک��ه

ب��ن��اب��رای��ن .|f ′(a)| = |f (x)− f (y)|/ρ([x, y]) داری��م اس��ت، [x, y] ی��ال ت��ک��ه روی ک��ه a ∈ G \V ن��ق��ط��ه ه��ر ب��رای آن�گ��اه

E(f ) =
∑
xy∈E

φ(xy) |f (x)− f (y)|۲ +
∑
x∈V

p(x) f (x)۲,

راس��ت خ��ط ی��ک �ال ی� �ه �ک� ت� �ر ه� روی �ه ک� f ∈ F۰(G) �ع �اب� ت� اس��ت. �ق �اب� �ط� م� (١-٧) �ه �ط� راب� در �ه �ت� �س� �س� گ� �رژی ان� �ری��ف �ع� ت� �ا ب� �ه ک�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف f ∈ F۰(G) ت��اب��ع ب��رای ن��ه��ای��ت، در م��ی�گ��وی��ی��م. آف��ی��ن ق��ط��ع��ه ق��ط��ع��ه ت��اب��ع ی��ک را اس��ت

∥f ∥۲۲,ω B
∫

f ۲ dω =
∑
x∈V

ω(x) f (x)۲.

(م��ی�ت��وان م��ی�خ��وان��ی��م ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک را (G , L) زوج ب��گ��ی��ری��م، G ب��ه م��رب��وط ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س را L گ��ر ا

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٨] ب��اش��د، L ب��ر م��ن��ط��ب��ق آف��ی��ن، ق��ط��ع��ه ق��ط��ع��ه ت��واب��ع روی ک��ه ب��ه�ط��وری داد ت��ع��م��ی��م پ��ی��وس��ت��ه ب��ه�ص��ورت را L ع��م��ل��گ��ر

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [١۶] آن ب��رده��ای ک��ار و ک��وان��ت��وم��ی گ��راف�ه��ای ت��ع��ری��ف س��اب��ق��ه م��ش��اه��ده ب��رای

(D۱ �ی �ادگ� س� �ه ب� �ا (ی� D۱(G) �واده �ان� خ� �م. �ی� ده� �م �ی� �م� �ع� ت� �ی �وم� �ت� �وان� ک� �ای �راف�ه� گ� �ه ب� را �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ا ت� �م �اده�ای� آم� �ال ح�

�ه��ی �ات� ن� V �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ا آن�ه� �راک �ت� اش� و �د �ن� �ت� �س� ه� �د �ن� �ب� �م� ه� و �از ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ری��ف �ع� ت� A ⊂ G �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ه �م� ه� �واده �ان� خ�

زی��رف��ض��ای را F۰(A) و �ی��م �ن� م��ی�ک� ت��ع��ری��ف A (ت��وپ��ول��وژی��ک) م��رز را ∂A ن��م��اد ،A ∈ D۱(G) زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ب��رای اس��ت.

اول �ل��ه دی��ری��ش� وی��ژه�م��ق��دار اس��ت. ص��ف��ر ب��راب��ر G \ A م��ج��م��وع��ه روی ک��ه ش��ده ت��ش��ک��ی��ل ت��واب��ع��ی از ک��ه �ی��م �ن� م��ی�ک� ت��ع��ری��ف F۰(G)

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت ،λ۱(A) ،A ∈ D۱(G) م��ج��م��وع��ه

λ۱(A) B inf
f ∈F۰(A) : ∥f ∥۲۲,ω ̸=۰

E(f )
∥f ∥۲

۲,ω

(١-٢٠)

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� �م. ی� آور �ت �ه�دس� ب� (١-٢٠) �ه �ط� راب� در �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ع �اب� ت� �اره ب� در �ی �ات� �لاع� اط� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ع� س� �ه ادام� در
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�ر �راب� ب� G \ A روی �ت، اس� f �ر ب� �ق �ب� �ط� �ن� م� A ∩ V �وس رئ� روی �ه ک� �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ی �ع� �اب� ت� را f̂ و �ده ش� داده f ∈ F۰(A)

�د �ده�ان� ش� �ل وص� �م ه� �ه ب� �ت راس� �ط خ� �ا ب� �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� �اط �ق� ن� �ی �ن� �ع� ی� �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ع �ی� �وس� ت� �ن �ی� آف� �ورت �ه�ص� ب� G روی و �وده ب� �ر �ف� ص�

.∥f ∥
۲,ω

= ∥f̂ ∥
۲,ω

و اس��ت) م��س��ی��ر ک��وت��اه�ت��ری��ن راس��ت خ��ط (چ��ون E(f̂ ) ≤ E(f ) ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١-٢ (ش��ک��ل

�ع �ی� �وس� ت� �ه ک� �م �ری� �ی� �گ� ب� F۰(A) در �ع��ی �واب� ت� روی �ا �ه� �ن� ت� را �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� (١-٢٠) �ه �ط� راب� در �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ده �اه� �ش� م� �ن ای�

ه��س��ت��ن��د. F (A) در گ��س��س��ت��ه ت��واب��ع آف��ی��ن

..

A

.

f

.

A

.

f̂

.f̂ م��ت��ن��اظ��رش ش��ده خ��ط��ی ت��اب��ع و f ∈ F۰(A) ت��اب��ع :١-٢ ش��ک��ل

φ ش��ار ت��اب��ع از ت��وس��ی��ع��ی ع��ن��وان ب��ه را φ̃ : V × G → R ت��اب��ع و ب��اش��د ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (G , L) ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال

ک��ن��ی��د، ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت

∀x ∈ V, a ∈ G , φ̃(x, a) B


۱

ρ([x, a])
a ̸= x, ∃ xy ∈ E : a ∈ [x, y]

۰ ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

�ری��س �ات� م� و A B A ∩ V �ی��د ده� �رار ق� ،A ∈ D۱ �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �رای ب� �ال ح� اس��ت. G روی �الا ب� در �ده ش� �ری��ف �ع� ت� �دازه ان� ρ �ه ک�

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را L̂A = (L̂A(x, y))x,y∈A ،|A| × |A|

∀ x, y ∈ A, L̂A(x, y) B



L(x, y) x ̸= y

۱
ω(x)

(
p(x) +

∑
a∈A∪∂A

φ̃(x, a)

)
x = y.

(١-٢١)

�ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت، اس� ٢-۶-١ �م ل� �ه �اب� �ش� م� �ه ک� �ر زی� �م ل� �ت. اس� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ک ی� L̂A �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

(١-٢٠) راب��ط��ه م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر از ت��وص��ی��ف��ی و اس��ت L̂A م��ات��ری��س وی��ژه�م��ق��دار ک��وچ��ک��ت��ری��ن ب��راب��ر λ۱(A) اص��ل��ی دی��ری��ش��ل��ه وی��ژه�م��ق��دار

م��ی�ده��د. ب��ه�دس��ت

[۶٧] ١-٨-٢ ل��م
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�ت �ه�دس� ب� (١-٢٠) �ه �ط� راب� در را �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه ک� دارد �ود وج� fA �ت �ب� �ث� م� �ای �ت� �ک� ی� �ع �اب� ت� �ک ی� ،A ∈ D۱(G) �ه �وع� �م� �ج� م� �ر ه� �رای ب�

�ه ک� L̂AfA = λ۱(A) fA �م ی� دار و اس��ت L̂A �ری��س �ات� م� �دار �ق� �ژه�م� وی� �ری��ن �ت� �ک� �وچ� ک� λ۱(A) �ی��ن �ن� �م�چ� ه� .∥fA∥۲,ω = ۱ و �د �ی�ده� م�

اس��ت. A روی fA آف��ی��ن ت��وس��ی��ع ب��راب��ر fA ب��رای��ن ع��لاوه اس��ت. A ب��ه fA ت��اب��ع ت��ح��دی��د fA B fA |A

١-٨-٣ ن��ت��ی��ج��ه

�اه آن�گ� ،A ⊊ B ،A,B ∈ D۱(G) �ر گ� ا �ی �ن� �ع� ی� �ت، اس� �ی �زول� ن� �داً �ی� ک� ا �ول، �م� ش� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� ،D۱(G) روی λ۱ �ع �اب� ت�

.λ۱(B) < λ۱(A)

ام��ا .F۰(A) ⊂ F۰(B) زی��را اس��ت، واض��ح ((١-٢٠) (راب��ط��ه �ع��ری��ف ت� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� λ۱(B) ≤ λ۱(A) ن��ام��س��اوی ب��ره��ان.

fA م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ت��اب��ع دی��گ��ر ط��رف از اس��ت. م��ث��ب��ت ک��ام��لا B روی fB م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ت��اب��ع ،٢-۵-١ ن��ت��ی��ج��ه و ١-٨-٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا

■ .λ۱(B) ̸= λ۱(A) ی��م دار م��ی��ن��ی��م��م�گ��ره��ا، ای��ن ب��ودن ی��ک��ت��ا ب��ه ت��وج��ه ب��ا و fA ̸= fB ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ص��ف��ر B \ A روی

ت��اری��خ��چ��ه ١-٩

لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر

لاپ��لاس س��ی��م��ون پ��ی��ر :١-٣ ش��ک��ل

�لاس٨ لاپ� �ای �اره� ک� از �س پ� �ه ک� �ن) �ی� �لاس� (لاپ� �ی �رام� �ت� �ل� �لاس-ب� لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع�

ای��ن �ه ب� م.) ١٨٣-١٩٠٠۵) �رام��ی٩ �ت� �ل� ب� و (١-٣ �ک��ل (ش� م.) ١٧-١٨٢٧۴٩)

�ر �گ� �ل� �م� ع� �ن ای� �ت. اس� �ز �ی� �ال� آن� و �ان �اب� �س� ح� در �م �ه� م� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �د، ش� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �ام ن�

f : Rn → R �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ار ب� دو �ع �اب� ت� �ر ه� �رای ب� Rn �ی �دس� �ی� �ل� اق� �ای �ض� ف� در

م��ی�ک��ن��د. ع��م��ل زی��ر ب��ه�ص��ورت

∆f B −

(
∂۲f

∂x۲۱
+ . . .+

∂۲f

∂x۲n

)
.

�ف �ری� �ع� ت� �ز �ی� ن� �ی �ان� �م� ی� ر �ای �ده� �ل� �ف� �ی� �ن� م� �رای ب� �وان �ی�ت� م� را �ن �ی� �لاس� لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع�

�ع واق� در (۵-١) در �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� �ه �ت� �س� �س� گ� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع� .[۶٠ ،٢٣] �رد ک�

گ��س��س��ت��ه ح��ال��ت در ع��م��ل��گ��ر ای��ن ن��ام�گ��ذاری دارد. را آن خ��واص از ب��س��ی��اری ک��ه اس��ت ک��لاس��ی��ک لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر گ��س��س��ت��ه ن��ظ��ی��ر

م��ی�ک��ن��ی��م. اش��اره ن��م��ون��ه س��ه ب��ه ج��ا ای��ن در ک��ه دارد م��خ��ت��ل��ف��ی ت��وج��ی��ه��ات

لاپ��لاس��ی��ن �ل��گ��ر ع��م� �ی��ری��م، ب��گ� ن��ظ��ر در م��ش��ت��ق �ل��گ��ر ع��م� �ن��د م��ان� را ،(١-٩) در ش��ده ت��ع��ری��ف ،∇ گ��رادی��ان �ل��گ��ر ع��م� گ��ر ا اول. ت��وج��ی��ه

اس��ت. ک��لاس��ی��ک لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر ب��رای گ��ری��ن ف��رم��ول ن��ظ��ی��ر ک��ه م��ی�ک��ن��د ص��دق (١-١٠) راب��ط��ه در

٨Pierre-Simon Laplace
٩Eugenio Beltrami
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ی��م دار ب��گ��ی��ری��م، ن��ظ��ر در آن لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر را L و R ح��ق��ی��ق��ی اع��داد گ��س��س��ت��ه ن��ظ��ی��ر را ١٠Z م��س��ی��ر گ��راف گ��ر ا دوم. ت��وج��ی��ه

∀f ∈ F (Z), x ∈ Z, (Lf)(x) = (f(x)− f(x− ۱)) + (f(x)− f(x+ ۱)).

داری��م f م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ب��ار دو ت��اب��ع ب��رای R در ه��م�چ��ن��ی��ن

d۲f

dx۲
= lim

ϵ→۰
۱
ϵ۲

(f(x− ϵ) + f(x+ ϵ)− ۲f(x)),

�ا ب� Rn �دس��ی �ی� �ل� اق� �ای �ض� ف� �ر �اظ� �ن� ت� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� ب� �د. �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� و �ه �ت� �س� �س� گ� �ال��ت ح� در را ∆ و L �ه �اب� �ش� ت� �ه ک�

داد. ن��ش��ان آن�ه��ا لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر م��ح��اس��ب��ه ب��ا را اس��ت، Z گ��راف n دک��ارت��ی ض��رب ک��ه Z □ . . .□ Z گ��راف

ب��اش��د) زوج راس ه��ر درج��ه و ه��م��ب��ن��د (ی��ع��ن��ی ب��اش��د اوی��ل��ری س��اده گ��راف ی��ک G = (V,E) ک��ن��ی��د ف��رض .[٢٠] س��وم ت��وج��ی��ه

�ه��ت�گ��ذاری ج� C �ل��ری اوی� ت��ور اس��اس ب��ر را G گ��راف �ی��د). �ن� �ی� �ب� ب� را [٢١] �اری��ف، �ع� ت� (ب��رای �ری��د �ی� �گ� ب� �ل��ری اوی� م��دار ی��ک را C و

ک��ن��د. ع��ب��ور ب��ار چ��ن��د راس ی��ک از اس��ت م��م��ک��ن C م��دار ب��اش��د. ج��ل��و ب��ه رو C ط��ول در ی��ال�ه��ا ه��م��ه ج��ه��ت ک��ه ب��ه�ط��وری ک��ن��ی��د،

�ور �ب� ع� e′i = (x, y′i) و ei = (yi, x) �ای �ال�ه� ی� از iام، �ور �ب� ع� در و �رده ک� �ور �ب� ع� �ار ب� k ،x راس از �دار م� �ن ای� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را i ج��ه��ت در x ن��ق��ط��ه در f ∈ F (V ) ت��اب��ع دوم م��ش��ت��ق م��ی�ک��ن��د.

(∂
۲

C,i
f)(x) B (∇f)(e′i)− (∇f)(ei) = (f(y′i)− f(x))− (f(x)− f(yi)).

م��ی�ش��ود ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت لاپ��لاس��ی��ن ع��م��ل��گ��ر ت��ع��ری��ف، ط��ب��ق ح��ال

(∆f)(x) = −
k∑
i=۱

(∂
۲

C,i
f)(x) =

∑
y: x∼y

(f(x)− f(y)),

م��ی�ده��د. ن��ش��ان را (۵-١) در ش��ده ت��ع��ری��ف L و ∆ ت��ش��اب��ه م��ج��دداً ک��ه

اس��ت. ی��ک ی��ال�ه��ا و رئ��وس وزن و اس��ت م��ج��اور i+ ۱ و i− ۱ رئ��وس ب��ا i راس ه��ر ص��ح��ی��ح، اع��داد رئ��وس، ١٠م��ج��م��وع��ه
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ب��الا م��رات��ب ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل

ای��زوپ��ری��م��ت��ری ط��ی��ف ٢-١

را ۵-٢ �خ��ش ب� �ه، �ال� �س� م� �ن ای� �ه �چ� �خ� �اری� ت� �ده �اه� �ش� م� �رای (ب� اس��ت �ه �دس� �ن� ه� در �ی��ق �م� ع� و �م��ی �دی� ق� �ه �ال� �س� م� ی��ک �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �

�ت اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ل �ی� �ل� �ح� ت� �ورد م� و �ده ش� �ری��ف �ع� ت� �ی �ان� �م� ی� ر �ای �ده� �ل� �ف� �ی� �ن� م� �رای ب� �ی��ک �لاس� ک� �ور �ه�ط� ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� ث� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب�

ارت��ب��اط��ات و گ��رف��ت��ه ق��رار ت��وج��ه م��ورد ن��ی��ز گ��راف�ه��ا ب��رای ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه گ��س��س��ت��ه ن��ظ��ی��ر ب��ب��ی��ن��ی��د). را [۵٠،٢٣،٢٢،١٠] )

،G = (V,E) �اده س� �راف گ� �رای ب� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را �ه �دم� �ق� (م� �ت اس� �ده ش� �دا �ی� پ� �رن ق� �م �ه� م� �ل �ائ� �س� م� و �ه �ال� �س� م� �ن ای� �ن �ی� ب� �ی �ب� �ال� ج�

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت آن ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت

h(G) B min
|A|≤ |V |

۲

|∂A|
|A|

= min
A⊆V

max

{
|∂A|
|A|

,
|∂A|
|V \A|

}
, (٢-١)

�راف گ� �دی �ن� �ب� �م� ه� �زان �ی� م� �رای ب� �اری �ی� �ع� م� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� �ث� .(١-۶-١ �ف �ری� �ع� (ت� �ت اس� A �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ی �ال� ی� �رز م� ∂A �ه ک�

�ه ب� �وان �ی�ت� م� �ه �ل� �م� ج� آن از �ه ک� �ده ش� �اده �ف� �ت� اس� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �اب��ت ث� �رای ب� �ز �ی� ن� �ری �گ� دی� �ای �ام�ه� ن� �ی �م� �ل� ع� �ون �ت� م� در �د. �ی�ده� م� �ه�دس��ت ب�

�ف �ری� �ع� ت� �ر زی� �ورت �ه�ص� ب� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� ث� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ه �خ� �س� ن� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �رد. ک� �اره اش� �ی �ای� �ان� رس� �ا ی� �ر �گ� �ی� چ� �ت �اب� ث� �ال��ی، ی� �ع �ی� �وس� ت�

م��ی�ش��ود

ϑ(G) B min
A⊆V

|∂A|
|A||V \A|

. (٢-٢)

زی��رم��ج��م��وع��ه و س��اده گ��راف ی��ک ب��رای �ت��ری ای��زوپ��ری��م� ث��اب��ت �ی��ق دق� م��ق��دار ک��ردن �ی��دا پ� ب��ه�ص��ورت ک��لاس��ی��ک �ت��ری ای��زوپ��ری��م� �ال��ه �م��س�

�ت �خ� NP-س� �ه �ال� �س� م� �ک ی� آن) �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� و �ادی ع� �ه �خ� �س� ن� دو �ر ه� (در �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �ود. �ی�ش� م� �ان �ی� ب� آن �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م�

ت��وس��ی��ع�گ��ر گ��راف ب��ه ک��ه ب��زرگ ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ب��ا d−م��ن��ظ��م گ��راف�ه��ای ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۵ (ف��ص��ل [٨٣ ،۶٨] م��ی�ش��ود ش��ن��اخ��ت��ه

٢۵
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ب��ب��ی��ن��ی��د). را (م��ق��دم��ه دارن��د ک��ام��پ��ی��وت��ر ع��ل��وم و ی��اض��ی ر م��خ��ت��ل��ف زم��ی��ن��ه�ه��ای در ف��راوان��ی ب��رده��ای ک��ار م��ع��روف�ان��د،

�ه ادام� در �ا ام� �م. �ی� ده� �م �ی� �م� �ع� ت� �ا �رازه� k−اف� �ال��ت ح� �ه ب� �ا �رازه� ۲−اف� از را �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ش �خ� ب� �ن ای� در

دارد. �ود وج� �ا �رازه� �راف� زی� و �ا �رازه� اف� روی �ه �ال� �س� م� �ن �ی� ب� �ی �اس� اس� �اوت �ف� ت� ،k = ۲ �رخ��لاف ب� ،k > ۲ �ال��ت ح� در �ه ک� �د دی� �م �ی� �واه� خ�

داری��م. ن��ی��از ت��ع��ری��ف چ��ن��د ب��ه اب��ت��دا م��س��ال��ه دق��ی��ق ص��ورت ب��ی��ان ب��رای

٢-١-١ ت��ع��ری��ف

،Y ⊆ X �م��وع��ه زی��رم��ج� ه��ر ب��رای �اه آن�گ� ب��اش��د، X روی �ق��ی �ی� �ق� ح� �اب��ع ت� ی��ک f ∈ F (X) و �ن��اه��ی �ت� م� �ه �م��وع� م��ج� ی��ک X گ��ر ا

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف

f(Y ) B
∑
y∈Y

f(y).

،Y, Z ⊆ X �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� دو �ر ه� �رای ب� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� X ×X روی �ق��ی �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� ی��ک g ∈ F (X ×X) �ر گ� ا �ن �ی� �ن� �م�چ� ه�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف

g(Y, Z) B
∑

y∈Y,z∈Z
g(y, z).

▲ �

٢-١-٢ ت��ع��ری��ف

�ر گ� ا و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �راز �راف� k−زی� ی��ک را X از �زا �ج� م� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� k ،k ∈ J|X|K �ی��ح �ح� ص� ع��دد و X �اه��ی �ن� �ت� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �رای ب�

k−زی��راف��رازه��ای و k−اف��رازه��ا ه��م��ه م��ج��م��وع��ه م��ی�خ��وان��ی��م. k−اف��راز ی��ک را آن ب��اش��د، X ب��راب��ر زی��رم��ج��م��وع��ه k ای��ن اج��ت��م��اع

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Dk(X) و Pk(X) ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را X م��ج��م��وع��ه

Dk(X) B
{
A B {A۱, . . . , Ak} : Ai ⊂ V, Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j

}
,

Pk(X) B
{
A B {A۱, . . . , Ak} : A ∈ Dk(X), ∪ki=۱Ai = X

}
.

▲ �

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان وزن�دار گ��راف ب��رای ک��ل��ی ح��ال��ت در را ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای ت��ا آم��اده�ای��م ح��ال

٢-١-٣ ت��ع��ری��ف

و م��ه��ی��ن ای��زوپ��ری��م��ت��ری ع��دد k−ام��ی��ن ،k ∈ J|V |K ص��ح��ی��ح ع��دد و G = (V,E, ω, φ, p) ش��ده داده وزن�دار گ��راف ب��رای
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م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت و داده ن��ش��ان ιmk (G) و ι
M

k (G) ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را G م��ی��ان��گ��ی��ن

ι
M

k (G) B min
{Ai}k۱ ∈Dk(V )

max
۱≤i≤k

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
, (٢-٣)

ι
m

k (G) B min
{Ai}k۱ ∈Dk(V )

۱
k

(
k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)

)
. (۴-٢)

ب��ا �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �م. �ی� �وی� م��ی�گ� A از �ال�ش��ده �رم� ن� خ��روج��ی �ار ش� را (φ(∂A) + p(A))/ω(A) �ق��دار م� ،A ⊂ V �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ب��رای

�ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را G �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� و �ن �ی� �ه� م� �ده �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ن �ی� k−ام� �وس، رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ای �رازه� k−اف� �ت��ن �رف� گ� �ر �ظ� ن� در

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت و داده ن��ش��ان ι̃mk (G) و ι̃
M

k (G)

ι̃
M

k (G) B min
{Ai}k۱ ∈Pk(V )

max
۱≤i≤k

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
, (۵-٢)

ι̃
m

k (G) B min
{Ai}k۱ ∈Pk(V )

۱
k

(
k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)

)
. (۶-٢)

ن��رم��ال�ش��ده، ب��رش م��س��ال��ه از م��ن��ظ��ور و م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز و ιk(G) م��ق��دار ک��ردن پ��ی��دا م��س��ال��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری، م��س��ال��ه از م��ن��ظ��ور

▲ � اس��ت. آن م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��راز و ι̃k(G) م��ق��دار ک��ردن پ��ی��دا م��س��ال��ه

�ن �رای� �اب� �ن� ب� .ι̃m۲ (G) = (|V |/۲) ϑ(G) و ι̃M۲ (G) = h(G) �م ی� دار ،k = ۲ �ت �ال� ح� �رای ب� �د، �اش� ب� �اده س� �راف گ� �ر گ� ا

ه��س��ت��ن��د. ب��الا در ش��ده ت��ع��ری��ف ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای از خ��اص��ی ح��ال��ت ک��لاس��ی��ک، ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای

۴-٢-١ م��لاح��ظ��ه

�ر �اه� ظ� �ده �ال�ش� �رم� ن� ب��رش �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ی� �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �اب��ت�ه��ای ث� �الای ب� در M �ا ی� m ع��لام��ت �ا �رج� ه� �ه �ال� رس� ای��ن در �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

♦ � اس��ت. ب��رق��رار م��ی��ان��گ��ی��ن و م��ه��ی��ن ح��ال��ت دو ه��ر در م��رب��وط��ه گ��زاره ک��ه اس��ت م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه ب��اش��د، ن��ش��ده

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان زی��ر ق��ض��ی��ه در را ب��الا در ش��ده ت��ع��ری��ف ث��اب��ت�ه��ای اول��ی��ه خ��واص

۵-٢-١ ق��ض��ی��ه

ی��م دار k ∈ JnK ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر و راس n روی (G,ω, φ) پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وز�ن�دار گ��راف ه��ر ب��رای

(i) ι̃۲(G) = ι۲(G).

(ii) ιk(G) ≤ ιk+۱(G).

(iii) ι̃
M

k (G) ≤ ι̃Mk+۱(G).

(iv) ι̃
m

k (G) ≤ (۱− ۱
k۲
) ι̃

m

k+۱(G) < ι̃
m

k+۱(G).

(v) ι
M

k (G) ≤ ι̃Mk (G) < (k − ۱) ιMk (G), ∀ k ∈ J۳, nK.
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(vi) ι
m

k (G) ≤ ι̃
m

k (G) < ۲(۱− ۱
k ) ι

m

k (G), ∀ k ∈ J۳, nK.
(vii) ιmk (G) ≤ ιMk (G) ≤ k ιmk (G).

،(v) ب��الای ک��ران�ه��ای و (i) ت��س��اوی ام��ا ه��س��ت��ن��د. ب��رق��رار (iii) و (ii) ن��ام��س��اوی�ه��ای ب��اش��د، پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا گ��راف گ��ر ا ه��م�چ��ن��ی��ن

زی��ر ن��ام��س��اوی ،(iv) ن��ام��س��اوی ج��ای ب��ه ح��ال��ت ای��ن در ه��م�چ��ن��ی��ن ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٢-٢-٣ (م��ث��ال ن��ی��س��ت��ن��د ب��رق��رار (vii) و (vi)

اس��ت، ب��رق��رار

(iv)′ ι̃
m

k (G) < (۱+ ۱
k ) ι̃

m

k+۱(G).

۶-٢-١ م��لاح��ظ��ه

�د، �ن� �ی�ده� م� �ت �ه�دس� ب� را �ا �اوی�ه� �س� ت� �ه ک� �ی �ای� �ال�ه� �ث� م� �ده �اه� �ش� م� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �م �ک� �ح� م� ۵-٢-١ �ه �ی� �ض� ق� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� �ه �م� ه�

ب��رای �ن��د، �ت� �ی��س� ن� ب��رق��رار (vii) و (vi) ،(v) ب��الای ک��ران�ه��ای ب��اش��د، �ی��ل �ت��ان��س� پ� �ا ب� گ��راف گ��ر ا �ی��ن �ن� ه��م�چ� �ی��د. �ن� �ی� �ب� ب� را ٢-٢ ب��خ��ش

♦ � ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٢-٢-٣ م��ث��ال ،(iv)′ ن��ام��س��اوی ب��ودن م��ح��ک��م ب��رای م��ث��ال��ی ه��م�چ��ن��ی��ن و ن��ق��ض م��ث��ال�ه��ای م��ش��اه��ده

�ت �ال� ح� در �ده �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ال� �س� م� و �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �ودن ب� �ان �س� �ک� ی� �ر �گ� �ان� �ی� ب� (i) �اوی �س� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

م��ی��ن��ی��م��م ب��رای ت��خ��م��ی��ن��ی ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان��د ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت ک��ه م��ی�ده��ن��د ن��ش��ان (v) و (iv) ن��ام��س��اوی�ه��ای و اس��ت k = ۲

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٣-۵ ب��خ��ش ت��خ��م��ی��ن ای��ن م��ح��اس��ب��ات��ی اب��ع��اد م��ش��اه��ده ب��رای ش��ود. م��ح��س��وب ن��رم��ال�ش��ده ب��رش

ی��م. دار ن��ی��از ل��م ی��ک ب��ه اب��ت��دا ف��وق ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��رای

٢-١-٧ ل��م

،
∑

i ai = ۱ و ۰ ≤ λ ≤ k �ه ک� ،i = ۱, . . . , k ،ai, bi و λ �ی �ف� �ن� �ام� ن� �داد اع� و k ≥ ۱ �ده ش� داده �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �رای ب�

اس��ت ب��رق��رار زی��ر ن��ام��س��اوی

k∑
i=۱

aibi ≤ max
j

(
λajbj + (۱− λ

k
) bj

)
. (٢-٧)

.bi = b و ai = ۱/k ،b ث��اب��ت ی��ک و i ه��ر ب��رای ی��ا bi = ۰ ،i ه��ر ب��رای گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ی�اف��ت��د ات��ف��اق ت��س��اوی ه��م�چ��ن��ی��ن

�ر ه� �رای ب� و I B
∑

i aibi �د �ی� �رارده� ق� و ۰ < λ < k �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ح واض� �م �ک� ح� λ = k �ا ی� λ = ۰ �ر گ� ا ب��ره��ان.

ب��ن��اب��رای��ن .tj B k۲aj/λ+ k/(k − λ) و cj B λajbj + (۱− λ/k)bj ده��ی��د ق��رار ،j ∈ JkK
 k∑

j=۱
tj

max
j

(cj − I) ≥
k∑

j=۱
tj(cj − I)

=

(
k(k − λ)

λ
+

kλ

k − λ
− k۲

λ
− k۲

k − λ

)
I +

∑
j

(
k۲a۲jbj + bj

)
=

∑
j

(
k۲a۲jbj + bj − ۲kajbj

)
=
∑
j

(kaj − ۱)۲bj ≥ ۰.
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�ات �ب� اث� از �ی �ت� راح� �ه ب� �اوی �س� ت� �ود وج� �رای��ط ش� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ود. �ی�ش� م� �ل �اص� ح� �اوی �س� �ام� ن� و maxj(cj − I) ≥ ۰ �م ی� دار �ه �ج� �ی� �ت� درن�

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه

ه��م��ب��ن��د G ک��ن��ی��د ف��رض پ��س .ι̃۲(G) = ι۲(G) = ۰ ک��ه اس��ت واض��ح ب��اش��د، ن��اه��م��ب��ن��د G گ��ر ا .(i) .۵-٢-١ ق��ض��ی��ه ب��ره��ان

ب��دون .A∗ = V \ (A۱ ∪A۲) ده��ی��د ق��رار و م��ی�اف��ت��د ات��ف��اق {A۱, A۲} ∈ D۲(V ) زی��راف��راز روی ι۲(G) م��ی��ن��ی��م��م و اس��ت

ی��م دار درن��ت��ی��ج��ه .φ(A۱, A
∗) ≤ φ(A۲, A

∗) ک��ن��ی��د ف��رض ک��ل��ی��ت ش��دن ک��م

φ(∂(A۲ ∪A∗))
ω(A۲ ∪A∗)

=
φ(∂A۲)− φ(A۲, A

∗) + φ(A۱, A
∗)

ω(A۲) + ω(A∗)
<
φ(∂A۲)

ω(A۲)
.

�ه ک� �ود. �ی��ش� م� �ت �اب� ث� �م �ک� ح� و ι̃۲(G) ≤ ι۲(G) �ذا ل� �ت. اس� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� ι۲(G) �رای ب� �ز �ی� ن� {A۱, A۲ ∪ A∗} �راز اف� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

اس��ت. {A۱, A۲} ب��ودن م��ی��ن��ی��م��م ب��ا م��ت��ن��اق��ض

ف��رض �ی��ن، �ان��گ� �ی� م� ن��س��خ��ه در آن �ب��ات اث� ب��رای م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ت��ع��ری��ف از �اً �ی��م� �ق� �ت� م��س� �ی��ن �ه� م� ن��س��خ��ه ب��رای (ii) ن��ام��س��اوی .(ii)

ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د ιmk+۱(G) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز {Ai}k+۱
۱ ∈ Dk+۱(V ) ک��ن��ی��د

φ(∂A۱) + p(A۱)

ω(A۱)
≤ . . . ≤ φ(∂Ak+۱) + p(Ak+۱

ω(Ak+۱)
.

درن��ت��ی��ج��ه

ι
m

k (G) ≤
۱
k

k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
≤ ۱
k + ۱

k+۱∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
= ι

m

k+۱(G).

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،(iv) �ات �ب� اث� �رای ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ف �ری� �ع� ت� از �ی �ت� راح� �ه ب� (iii) �اوی �س� �ام� ن� .(iv) و (iii)

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف i, j ∈ Jk + ۱K ان��دی��س�ه��ای ب��رای ب��اش��د. ι̃mk+۱(G) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��راز ی��ک {Ai}k+۱
۱ ∈Pk+۱(V )

Ti,j B
۱
k

φ(∂(Ai ∪Aj))

ω(Ai ∪Aj)
+

∑
l∈Jk+۱K\{i,j}

φ(∂Al)

ω(Al)

 ,

ه��م�چ��ن��ی��ن .W B
∑

x∈V ω(x) ک��ه
∑

۱≤i<j≤k+۱ wi,j = kW ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه .wi,j B ω(Ai ∪Aj) ده��ی��د ق��رار و

k
∑

۱≤i<j≤k+۱
wi,jTi,j =

∑
۱≤i<j≤k+۱

φ(∂(Ai ∪Aj)) +
∑

۱≤i<j≤k+۱

∑
l∈Jk+۱K\{i,j} ω(Ai ∪Aj)

φ(∂Al)

ω(Al)

=
۱
۲

k+۱∑
i,j=۱
i̸=j

(φ(∂Ai) + φ(∂Aj)− ۲φ(Ai, Aj))

+

k+۱∑
l=۱

∑
۱≤i<j≤k+۱

i,j ̸=l

ω(Ai ∪Aj)
φ(∂Al)

ω(Al)
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= (k − ۱)
k+۱∑
l=۱

φ(∂Al) +

k+۱∑
l=۱

(k − ۱)(W − ω(Al))
φ(∂Al)

ω(Al)

= (k − ۱)W
k+۱∑
l=۱

φ(∂Al)

ω(Al)
.

ب��ن��اب��رای��ن

ι̃
m

k (G) ≤ min
i ̸=j∈Jk+۱K Ti,j ≤

۱
kW

∑
۱≤i<j≤k+۱

wi,jTi,j ≤
k۲ − ۱
k۲

ι̃
m

k+۱(G).

�رار ق� ι̃mk+۱(G) �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� را {Ai}k+۱
۱ �راز k)−اف� + ۱) و �ت اس� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �ا ب� وزن�دار �راف گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .(iv)′

�ود وج� �ال ی� �ک ی� �ل �داق� ح� �ا آن�ه� �ن �ی� ب� �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه�ای �ون� �ه�گ� ب� Ak+۱ و Ak لا� �ث� م� �ا، آن�ه� از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� دو �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ی� ده�

در �د. �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� A′k B Ak ∪ Ak+۱ و i ∈ Jk − ۱K ،A′i B Ai �ورت �ه�ص� ب� را {A′i}k۱ �راز k−اف� �ال ح� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش�

داری��م ای��ن�ص��ورت

k ι̃
m

k (G) ≤
k∑
i=۱

φ(∂A′i) + p(A′i)

ω(A′i)
<

k+۱∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
= (k + ۱) ι̃mk+۱(G).

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �الا ب� �ای �ران�ه� ک� �ات �ب� اث� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ح واض� �ف �اری� �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �ی� �ای� پ� �ای �ران�ه� ک� .(vi) و (v)

�د �ی� ده� �رار ق� �ی �ادگ� س� �رای ب� .A∗ B V \ (∪iAi) �د �ی� ده� �رار ق� و �د �اش� ب� V �وس رئ� از �راز �راف� k−زی� ی��ک {Ai}k۱ ∈ Dk(V )

ت��ع��ری��ف را Bj B {Bj
i }ki=۱ k−اف��راز ،j ∈ JkK ث��اب��ت، j ی��ک ب��رای .Φ B

∑
i ϕi و ϕi B φ(∂Ai) ،wi B ω(Ai)

ی��م دار ب��ن��اب��رای��ن .Bj
j B Aj ∪A∗ و i ̸= j ه��ر ب��رای ،Bj

i B Ai ک��ه ک��ن��ی��د

φ(∂Bj
j ) ≤

∑
i: i ̸=j

φ(∂Ai) = Φ− ϕj .

،j ∈ JkK ه��ر ب��رای ل��ذا
max
۱≤i≤k

(
φ(∂Bj

i )

ω(Bj
i )

)
≤ max

i: i̸=j

(
ϕi
wi
,

Φ− ϕj
wj + ω(A∗)

)
, (٢-٨)

k∑
i=۱

φ(∂Bj
i )

ω(Bj
i )

≤ Φ− ϕj
wj + ω(A∗)

+
∑
i: i ̸=j

ϕi
wi
. (٢-٩)

و �د) �ان� �ی�م� �م� ن� �ی �اق� ب� �ات �ب� اث� �رای ب� �زی �ی� چ� �د، �اش� ب� �رار �رق� ب� �اوی �س� ت� �ر گ� (ا ι̃Mk (G) ̸= ι
M

k (G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،(v) �ات �ب� اث� �رای ب�

ی��م دار ،(٢-٨) ن��ام��س��اوی ب��ه ب��ات��وج��ه .ϕj۰ = maxi ϕi ده��ی��د ق��رار و ب��گ��ی��ری��د ι
M

k (G) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز را {Ai}k۱

ι̃
M

k (G) ≤ Φ− ϕj۰
wj۰ + ω(A∗)

<

∑
i: i ̸=j۰

ϕi

wj۰
≤ (k − ۱)ϕj۰

wj۰
≤ (k − ۱) ιMk (G).
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ی��م دار (٢-٩) ن��ام��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د. ιmk (G) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز {Ai}k۱ ک��ن��ی��د ف��رض ،(vi) اث��ب��ات ب��رای

k ι̃
m

k (G) ≤ min
j

 Φ− ϕj
wj + ω(A∗)

+
∑
i: i ̸=j

ϕi
wi

 < min
j

(
Φ− ۲ϕj
wj

)
+
∑
i

ϕi
wi
. (٢-١٠)

،λ B ۲ و bj B wj ،aj B ϕj/wj

C دادن ق��رار ب��ا ٢-١-٧ ل��م اس��اس ب��ر �ی��ج��ه �ت� درن� ،C B
∑

i(ϕi/wi) ده��ی��د ق��رار ح��ال

م��ی�آوری��م ب��ه�دس��ت

Φ

C
≤ max

j

(
۲ϕj
C

+ (۱− ۲
k
)wj

)
.

ب��ن��اب��رای��ن

min
j

(
Φ− ۲ϕj
wj

)
≤ (۱− ۲

k
)
∑
i

ϕi
wi
, (٢-١١)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل (٢-١١) و (٢-١٠) ن��ام��س��اوی�ه��ای از ح��ک��م و

از �ر �ت� �زرگ� ب� �ی، �ف� �ن� �ام� ن� �دد ع� �د �ن� چ� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �واره �م� ه� �را زی� �د، �ون� �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ف �ری� �ع� ت� از �ی �ت� �ه�راح� ب� (vii) �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� .(vii) �

■ اس��ت. اع��داد آن م��ج��م��وع از ک��وچ��ک��ت��ر و م��ی��ان��گ��ی��ن

ی��م دار G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ه��ر ب��رای ،(ii) ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ι۱(G) ≤ ι۲(G) ≤ . . . ≤ ι|V |(G).

�ده �اه� �ش� م� �رای ب� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� G �ه ب� �وط �رب� م� �ن) �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ا ی� �ن �ی� �ه� (م� �ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �ی��ف ط� را (ιk(G))k∈J|V |K �ه �ال� �ب� دن� رو، �ن ای� از
ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٣ ف��ص��ل گ��راف، ی��ک ج��ب��ری ط��ی��ف و ای��زوپ��ری��م��ت��ری ط��ی��ف ارت��ب��اط ن��ح��وه

�ن �ی� ب� در �ت اس� �ی �اف� ک� �د، �ی�ده� م� �ت �ه�دس� ب� را ιk(G) �ه ک� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� �ردن ک� �دا �ی� پ� �رای ب� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د �ع� ب� �م ل�

ک��م��ک وی��ژگ��ی ه��م��ی��ن ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ι̃k(G) پ��ارام��ت��ر م��ورد در م��ط��ل��ب ای��ن ک��ن��ی��م. ج��س��ت��ج��و ه��م��ب��ن��د، ب��خ��ش�ه��ای ب��ا زی��راف��رازه��ای

ای��ن از م��ش��اب��ه��ی ص��ورت ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۴-۵ و ٣-۵ (ب��خ��ش�ه��ای ش��ود آس��ان�ت��ر ι̃k(G) ب��ه ن��س��ب��ت ιk(G) م��ح��اس��ب��ه ت��ا م��ی�ک��ن��د

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٨٧] ) اس��ت ب��رق��رار ن��ی��ز ی��م��ان��ی ر م��ن��ی��ف��ل��ده��ای در ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت م��ی��ن��ی��م��م�گ��ره��ای ب��رای وی��ژگ��ی

٢-١-٨ ل��م

�ود وج� {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) �راز �راف� زی� ی��ک ،k ≥ ۲ �ی��ح �ح� ص� �دد ع� و G = (V,E, ω, φ, p) �ده ش� داده وزن�دار �راف گ� �رای ب�

اس��ت. ه��م��ب��ن��د Ai ه��ر روی ال��ق��ای��ی گ��راف و م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت را ιk(G) ک��ه دارد

A۱ روی G �ای��ی �ق� ال� �راف گ� �د �ی� �ن� ک� ف��رض و �د �ی�ده� م� �ه�دس��ت ب� را ιk(G) �ه ک� �د �اش� ب� �راز �راف� زی� ی��ک {Ai}k۱ �د �ی� �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.
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ی��م دار ح��ال ن��دارد. وج��ود B و A ب��ی��ن ی��ال��ی ه��ی��چ ک��ه A۱ = A ⊔B ل��ذا ن��ی��س��ت. ه��م��ب��ن��د

min

{
φ(∂A) + p(A)

ω(A)
,
φ(∂B) + p(B)

ω(B)

}
≤ φ(∂A) + φ(∂B) + p(A) + p(B)

ω(A) + ω(B)
=
φ(∂A۱) + p(A۱)

ω(A۱)
.

�ی �اق� ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ل، �اص� ح� �راز �راف� زی� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �م �ی� �ن� ک� �ذف ح� A۱ از را B �ا ی� A �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� از �ی �ک� ی� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ه �ج� �ی� �ت� درن�

■ ب��رس��ی��م. ه��م��ب��ن��د م��ول��ف��ه�ه��ای ب��ا م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز ی��ک ب��ه م��ی�ت��وان��ی��م رون��د، ای��ن ادام��ه ب��ا ب��م��ان��د.

٢-١-٩ م��لاح��ظ��ه

�ت��دلال اس� ی��ک �ا (�ب� اس��ت �رار �رق� ب� �ز �ی� ن� ι̃۳(G) و ι̃۲(G) �ت��ره��ای �ارام� پ� ب��رای ٢-١-٨ ل��م �اش��د، ب� �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون G گ��راف �ر گ� ا

اس��ت، �ی��ل �س� �ان� �ت� پ� �ا ب� �راف گ� �ت��ی وق� دارد. �ود وج� �ق��ض ن� �ال �ث� م� ،k ≥ ۴ ،ι̃k(G) ب��رای �ا ام� ،((i)۵-٢-١ �ی��ه ق��ض� �ان �ره� ب� �ه �اب� �ش� م�

♦ � دارد. وج��ود ن��ق��ض م��ث��ال ن��ی��ز k = ۲,۳ ب��رای

خ��اص ح��ال��ت�ه��ای و م��ث��ال�ه��ا ٢-٢

�ا ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �اص خ� �ای �راف�ه� گ� �ی �رخ� ب� �رای ب� را �ل �ب� ق� �خ��ش ب� در �ده ش� �ی �رف� �ع� م� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �خ��ش ب� �ن ای� در

ای��ن ک��ه اس��ت ت��وض��ی��ح ب��ه لازم ه��س��ت��ن��د. م��ح��ک��م ه��م��گ��ی ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه ن��ام��س��اوی�ه��ای ک��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان� م��ث��ال�ه��ای��ی ارائ��ه

�ه ب� را �ا آن�ه� �وان �ی�ت� م� �ود، �ی�ش� م� �ی �رف� �ع� م� ۵-۵ �ش �خ� ب� در �ه ک� �ازی �ه�س� �ک� ی� �د �ن� �رای� ف� �ا ب� �ا ام� �د، �ن� �ت� �س� ه� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� �ا �ال�ه� �ث� م�

ک��رد. ت��ب��دی��ل س��اده گ��راف�ه��ای

٢-٢-١ م��ث��ال

ه��ر ب��رای ک��ه م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه �ت��ن��د. ه��س� م��ح��ک��م ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه در (vi) و (v) ن��ام��س��اوی�ه��ای ک��ه �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان �ث��ال م� ای��ن در

ι̃
M

k (Gt)/ι
M

k (Gt) ب��ی�ن��ه��ای��ت، ب��ه t م��ی��ل ب��ا ک��ه ب��ه�ط��وری م��ی�س��ازی��م {Gt}t∈N وزن�دار گ��راف�ه��ای از خ��ان��واده ی��ک ،k ≥ ۳

ن��ش��ان ک��ه م��ی�ک��ن��ن��د ف��راه��م م��ث��ال�ه��ای��ی ه��م�چ��ن��ی��ن گ��راف�ه��ا ای��ن م��ی�ک��ن��د. م��ی��ل ۲(۱− ۱/k) ب��ه ι̃mk (Gt)/ι
m

k (G
t) و (k − ۱) ب��ه

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۴-٢-٢ (ت��ع��ری��ف ن��ی��س��ت ب��راب��ر ل��زوم��اً زی��راف��رازه��ا، و اف��رازه��ا ب��رای م��ی��ن��ی��م��م م��ق��دار ،k ≥ ۳ ب��رای م��ی�ده��د

v م��رک��زی راس ب��ا س��ت��اره گ��راف ی��ک ب��ه�ص��ورت را Gt گ��راف ،t ≥ k ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای و ب��گ��ی��ری��د ث��اب��ت را k ≥ ۳ ع��دد

�ر زی� �ورت �ه�ص� ب� را φ و ω وزن �واب��ع ت� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در ی��ک، �ه درج� از �دام ک� �ر ه� v۱, . . . , vk راس k و k �ه درج� از

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف

ω(v) B k, ∀ i ∈ JkK, ω(vi) B t, φ(vvi) B ۱.
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ی��م دار ت��ع��ری��ف از اس��ت��ف��اده ب��ا درن��ت��ی��ج��ه ب��گ��ی��ری��د. ص��ف��ر ه��م را پ��ت��ان��س��ی��ل ت��اب��ع

ι
M

k (Gt) =
۱
t
, ι̃

M

k (Gt) = max

(
۱
t
,
k − ۱
t+ k

)
=
k − ۱
t+ k

,

ι
m

k (G
t) =

۱
k

k∑
i=۱

۱
t
=

۱
t
, ι̃

m

k (G
t) =

۱
k

(
k − ۱
t+ k

+

k−۱∑
i=۱

۱
t

)
=

(
۱− ۱

k

)(
۱

t+ k
+

۱
t

)
,

ι̃
m

k (G
t) و ι̃Mk (Gt) و �ن��د م��ی�آی� �ه�دس��ت ب� i ∈ JkK ،Ai B {vi} �ج��زای م� �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� �رای ب� ι

m

k (G
t) و ιMk (Gt) �ه ک�

س��اده ح��دگ��ی��ری ی��ک ب��ا ادع��ا م��ی�ش��ون��د. ح��اص��ل Bk B {vk, v} و i ∈ Jk − ۱K ،Bi B {vi} ب��ا {Bi}k۱ k−اف��راز ب��رای

⋆ � م��ی�ش��ود. ث��اب��ت

٢-٢-٢ م��ث��ال

ب��راب��ر ی��ال�ه��ا ه��م��ه وزن ای��ن�ج��ا در م��ی�ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی و ک��ام��ل گ��راف�ه��ای ای��زوپ��ری��م��ت��ری ط��ی��ف م��ث��ال ای��ن در

�ا ب� را راس��ی n �ام��ل ک� �راف گ� اس��ت. �ر �ف� ص� �ر �راب� ب� رئ��وس �ه �م� ه� �ی��ل �س� �ان� �ت� پ� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� اس��ت، آن �ه درج� �ر �راب� ب� راس �ر ه� وزن و ی��ک

�ر گ� ا ،{Ai}k۱ ∈ Dk(V (Kn)) �راز �راف� k−زی� �ر ه� �رای ب� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �اب��ت ث� را k ∈ JnK �ی��ح �ح� ص� �دد ع� و �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Kn

آن�گ��اه ،|Ai| = ni

φ(∂Ai)

ω(Ai)
=
ni(n− ni)
(n− ۱)ni

=
n− ni
n− ۱ .

.ni = ⌊n/k⌋ ی��ا ⌈n/k⌉ و {Ai}k۱ ∈Pk(V (Kn)) �ه ک� �د �ت� �ی�اف� م� �اق �ف� ات� �ی �ت� وق� (۴-٢) و (٢-٣) در �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ل��ذا

ι̃
M

k (Kn) = ι
M

k (Kn) =
⌈n− n/k⌉
n− ۱ ,

ι̃
m

k (Kn) = ι
m

k (Kn) =
n− n/k
n− ۱ .

زی��را اس��ت، م��ح��ک��م ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه در (iv) ن��ام��س��اوی ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان م��ث��ال ای��ن ع��لاوه، ب��ه

ι̃
m

k (Kn)

ι̃
m

k+۱(Kn)
=
k − ۱
k
× k + ۱

k
=
k۲ − ۱
k۲

.

و |X| = n �ه ک� �د �ن� �اش� ب� Y و X آن �ای �ش�ه� �خ� ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در را Km,n �ی �ش� �خ� دوب� �ل �ام� ک� �راف گ� �ال ح�

داری��م درن��ت��ی��ج��ه .|Ai ∩ Y | = yi و |Ai ∩X| = xi ک��ه ب��گ��ی��ری��د {Ai}k۱ ∈ Dk(V (Km,n)) k−اف��راز ی��ک .|Y | = m

φ(∂Ai)

ω(Ai)
=
yi(n− xi) + xi(m− yi)

mxi + nyi
= ۱− ۲xiyi

mxi + nyi
.
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ی��م دار ل��ذا اس��ت. ص��ع��ودی yi و xi ب��ه ن��س��ب��ت xiyi
mxi+nyi

ت��اب��ع ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اب��ت��دا

ιk(Km,n) = ι̃k(Km,n).

�رای��ب ض� روش �م��ک ک� �ه ب�
∑

i yi = m و
∑

i xi = n �رای��ط ش� �ح��ت ت�
∑

i
xiyi

sxi+ryi
�اب��ع ت� �ردن ک� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� �ن �رای� ب� �لاوه ع�

k ∈ JnK �ر ه� �رای ب� �د، �اش� ب� n از �ی �رب� �ض� م� m �ر گ� ا �ن �رای� �اب� �ن� ب� .i ∈ JkK �ر ه� �رای ب� ،mxi = nyi �م ی� �ی�آور م� �ت �ه�دس� ب� �ژ �ران� گ� لا

ی��م دار

ι
m

k (Km,n) = ι̃
m

k (Km,n) = ۱− ۲
k

k∑
i=۱

xiyi
۲nyi

= ۱− ۱
k
.

⋆ � م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه در (iv) ن��ام��س��اوی ب��ودن م��ح��ک��م ب��رای دی��گ��ری م��ث��ال ل��ذا

پ��ت��ان��س��ی��ل) ب��ا (گ��راف�ه��ای ٢-٢-٣ م��ث��ال

در (vii) و (vi) ،(v) �الای ب� �ای �ران�ه� ک� و (i) �اوی �س� ت� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �ا ب� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ال �ث� م� �ن ای� در

�ری��ف �ع� ت� را Ct
k+۱ دور �راف گ� ،t ≥ ۲ �رای ب� و �ه �ت� �رف� گ� �اب��ت ث� را k ≥ ۲ �دد ع� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �ه ب� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �رار �رق� ب� ۵-٢-١ �ی��ه �ض� ق�

�ه �م� ه� وزن �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .E(Ct
k+۱) B {vk+۱v۱} ∪ {vivi+۱ : ۱ ≤ i ≤ k} و V (Ct

k+۱) B {v۱, . . . , vk+۱} �ه ک� �د �ی� �ن� ک�

ی��م دار درن��ت��ی��ج��ه .p(vk+۱) B t و اس��ت ص��ف��ر ب��راب��ر vk+۱ از غ��ی��ر رئ��وس ه��م��ه پ��ت��ان��س��ی��ل اس��ت، ی��ک ب��راب��ر ی��ال�ه��ا و رئ��وس

ι
M

k (Ct
k+۱) = ۲, ι̃

M

k (Ct
k+۱) = max

(
۲, ۲+ t

۲

)
=

۲+ t

۲ ,

ι
m

k (C
t
k+۱) =

۱
k

k∑
i=۱

۲ = ۲, ι̃
m

k (C
t
k+۱) =

۱
k

(
۲+ t

۲ +
k−۱∑
i=۱

۲
)

=

(
۲k − ۱
k

)
+

t

۲k .

ل��ذا

ι̃k(C
t
k+۱)

ιk(Ct)

t→∞−→ ∞.

راس �ه س� �ا ب� دور �ک ی� را C۳ �راف گ� لا� �ث� (م� �م �ازی� �س� ب� �ی �ف� �ن� م� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �ا ب� �ی �راف� گ� �ت اس� �ی �اف� ک� (vii) �الای ب� �ران ک� �ض �ق� ن� �رای ب�

ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اس��ت). پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون راس�ه��ا ب��ق��ی��ه و ب��زرگ ق��درم��ط��ل��ق ب��ا م��ن��ف��ی ع��دد ی��ک راس، ی��ک پ��ت��ان��س��ی��ل ک��ه ب��گ��ی��ری��د

اس��ت. ب��رق��رار ه��م��واره ن��ام��ن��ف��ی، پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا گ��راف�ه��ای ب��رای (vii) ن��ام��س��اوی�ه��ای

ث��اب��ت را k ≥ ۲ م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت. م��ح��ک��م ۶-٢-١ م��لاح��ظ��ه در (iv)′ ک��ران ک��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی�خ��واه��ی��م ه��م�چ��ن��ی��ن

�ر زی� �ورت �ه�ص� ب� را �ا وزن�ه� �ا ام� �د، �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در راس k + ۱ �ا ب� دور ی��ک �الا ب� �ه �اب� �ش� م� را Ck+۱ �راف گ� t ≥ ۲ �رای ب� و �ه �ت� �رف� گ�

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف

ω(vi) B ۱, p(vi) B ۰, i ∈ JkK, ω(vk+۱) B t, p(vk+۱) B t۲,
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ی��م دار درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ی��ک ب��راب��ر ی��ال�ه��ا ه��م��ه وزن و

ι̃
m

k (Ck+۱) =
۲(k − ۱)

k
+

۲+ t۲

k(t+ ۱) , ι̃
m

k+۱(Ck+۱) =
۲k
k + ۱ +

۲+ t۲

t(k + ۱) .

ل��ذا

ι̃
m

k+۱(Ck+۱)

ι̃
m

k (Ck+۱)
t→∞−→ k

k + ۱ .

⋆ �

�اوت �ف� �ت� م� �ده �ال�ش� �رم� ن� ب��رش �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �ا آن�ه� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �دد ع� �ه ک� دارد �ود وج� �ای��ی �راف�ه� گ� �ه ک� �م �دی� دی� ٢-٢-١ �ال �ث� م� در

�ری��ف �ع� ت� �زه �ی� �گ� ان� م��وض��وع ای��ن �د. �ن� �ی�ک� م� ف��رق �ا �رازه� اف� و �ا �رازه� �راف� زی� روی �ال�ش��ده �رم� ن� �روج��ی خ� �ار ش� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ارت��ی �ب� ع� �ه ب� اس��ت،

اس��ت. ه��ن��دس��ی گ��راف�ه��ای

۴-٢-٢ ت��ع��ری��ف

�ا (ی� ιMk (G) = ι̃
M

k (G) �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ن) �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ا (ی� �ن �ی� �ه� م� �ی �دس� �ن� k−ه� را G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �ک ی�

k−ه��ن��دس��ی ،k ∈ J|V |K ه��ر ب��رای ه��رگ��اه م��ی�خ��وان��ی��م، (م��ی��ان��گ��ی��ن) م��ه��ی��ن ف��وق�ه��ن��دس��ی را گ��راف ی��ک .(ιmk (G) = ι̃
m

k (G)

▲ � ب��اش��د. (م��ی��ان��گ��ی��ن) م��ه��ی��ن

ح��وزه از ک��ه ب��اش��د م��ب��ارزه�ط��ل��ب��ی و ج��ال��ب م��س��ال��ه م��ی�ت��وان��د ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل از م��س��ت��ق��ل ه��ن��دس��ی گ��راف�ه��ای رده�ب��ن��دی

اس��ت. خ��ارج رس��ال��ه ای��ن ت��ح��ق��ی��ق��ات

گ��ون��ه ف��درر-ف��ل��م��ی��ن��گ ق��ض��ی��ه ی��ک ٢-٣

�ع �اب� ت� f = χA ∈ Fω(V ) و �وس رئ� از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� A ⊂ V وزن�دار، �راف گ� �ک ی� G = (V,E, φ, ω, p) �ر گ� ا

ی��ع��ن��ی ب��اش��د، A م��ش��خ��ص��ه

χA(x) B

 ۱ x ∈ A

۰ x ∈ V \A,

ی��م دار آن�گ��اه

E(f)
∥f∥۲

۲,ω

=

∑
xy∈E

x∈A, y∈V \A

φ(xy) +
∑
x∈A

p(x)

∑
x∈A

ω(x)
=
φ(∂A) + p(A)

ω(A)
. (٢-١٢)
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�ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� k−ام �دار �ق� �ژه�م� (وی� λk �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� (١-١٢) و (٢-٣) �ه �ط� راب� �ه �س� �ای� �ق� م� و �وق ف� �اوی �س� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ه �س� �ای� �ق� م� �ا ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. اس� �ن) �ی� �ه� م� k−ام �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �دد (ع� ιMk (G) از �ازی�ای �ت�س� راح� �ع واق� در �ه) �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت�

�ه) �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� اول �دار �ق� �ژه�م� وی� k �ن �ی� �گ� �ان� �ی� (م� λk �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ده �اه� �ش� م� (١-١٣) و (۴-٢) �ه �ط� راب�

از �ده �اه� �ش� م� �ن ای� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٣-٢-١ �ه �ی� �ض� (ق� �ت اس� �ن) �ی� �گ� �ان� �ی� م� k−ام �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �دد (ع� ιmk (G) از �ازی�ای �ت�س� راح�

�ل��ه �ی� وس� ب��ه �ت��ری �م� �ری� ای��زوپ� �اب��ت�ه��ای ث� �ی��ن �م� ت��خ� �ی��ت، �ع� واق� ای��ن �ل��ی، �م� ع� �ر �ن��ظ� م� از دارد. زی��ادی �ی��ت �م� اه� �ل��ی �م� ع� و ن��ظ��ری �ه�ه��ای �ب� �ن� ج�

از و �ی��د) �ن� �ی� �ب� ب� را [٧۶] ث��لا� (م� م��ی�ده��د �ی��ل �ک� ت��ش� را �ف��ی �ی� ط� �ن��دی �ه�ب� خ��وش� �ری��ه �ظ� ن� �ه �ای� پ� �ه ک� �د �ن� م��ی�ک� �ه �ی� ت��وج� را �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ه �ب� �اس� �ح� م�

ب��ا ی��م دار ق��ص��د ب��خ��ش ای��ن در م��ی�ده��د. ن��ش��ان را ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای از ت��اب��ع��ی ت��ع��ری��ف ی��ک وج��ود اه��م��ی��ت ن��ظ��ری، ج��ن��ب��ه

آن �ری �ظ� ن� �ت �ی� �م� اه� �ر ب� �لاوه ع� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �م. �ی� �ن� ک� �ه ارائ� را �ی �ف� �ری� �ع� ت� �ن �ی� �ن� چ� ،[۴٠] �ه �ون� گ� �ن��گ �ی� �م� �ل� �درر-ف� ف� �ه �ی� �ض� ق� ی��ک �ات �ب� اث�

روش ی��ک ه��م�چ��ن��ی��ن م��ی�ک��ن��د، ت��وج��ی��ه را زی��راف��رازه��ا) ب��راس��اس (ت��ع��ری��ف ای��زوپ��ری��م��ت��ری اع��داد از م��ا ت��ع��ری��ف ب��ب��ی��ن��ی��د)، را [٧٩] )

�ای �ض� ف� دو �دا �ت� اب� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٣-٢ �خ��ش (ب� �م �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ر �گ� �ی� چ� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� آن �م��ک ک� �ه ب� �ا ت� �د �ی�ده� م� �ه�دس��ت ب�

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را ت��اب��ع��ی

٢-٣-١ ت��ع��ری��ف

�د �ام� �ع� �ت� م� �ت �ب� �ث� م� را {fi}k۱ �ع �واب� ت� از �لاس ک� �ک ی� �د. �اش� ب� ١-١ �خ��ش ب� در �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� �ی �ع� �اب� ت� �ای �ض� ف� Fω(X) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

،i ̸= j �س �دی� ان� �ت �ف� ج� �ر ه� �رای ب� �ن ای� �ر ب� �لاوه ع� و fi ∈ F+
ω (X) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� ،i ∈ JkK �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� �ی�ن� م�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ح��ال .fi ⊥ω fj

O+
k (X) B

{
{fi}k۱ : {fi}k۱ اس��ت ی��ک��ام��ت��ع��ام��د م��ث��ب��ت

}
,

Õ+
k (X) B

{
{fi}k۱ ∈ O

+
k (X) : {supp(fi)}k۱ ∈Pk(X)

}
.

▲ �

�ف �ری� �ع� ت� ι̃k(G) و ιk(G) �ای �ت�ه� �اب� ث� �ا ب� �اط �ب� ارت� در را �ر زی� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� (G,ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �رای ب� �ون �ن� ک� ا

م��ی�ک��ن��ی��م

γ
M

k (G) B inf
{fi}k۱ ∈O

+
k (G)

max
۱≤i≤k

(
∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p

∥fi∥۱,ω

)
,

γ
m

k (G) B inf
{fi}k۱ ∈O

+
k (G)

۱
k

(
k∑
i=۱

∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p
∥fi∥۱,ω

)
,

γ̃
M

k (G) B inf
{fi}k۱ ∈Õ

+
k (G)

max
۱≤i≤k

(
∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p

∥fi∥۱,ω

)
,

γ̃
m

k (G) B inf
{fi}k۱ ∈Õ

+
k (G)

۱
k

(
k∑
i=۱

∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p
∥fi∥۱,ω

)
.

م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت را زی��ر ت��ک��ن��ی��ک��ی ل��م ح��ال



٣٧ ب��الا م��رات��ب ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل .٢ ف��ص��ل

٢-٣-٢ ل��م

وج��ود A ⊆ supp(f) زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ،f ∈ F+
ω (V ) م��ث��ب��ت ت��اب��ع ه��ر و G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ب��رای

ک��ه دارد

φ(∂A) + p(A)

ω(A)
≤
∥∇f∥۱,φ + ∥f∥۱,p

∥f∥۱,ω
.

روی �ق��را �ت� اس� از �ی��ن �ن� ه��م�چ� �ی��م. �ن� م��ی�ک� ث��اب��ت ∥f∥۱,ω = ۱ ک��ه f ∈ F+
ω (V ) ت��واب��ع ب��رای را ل��م �ی��ت �ل� ک� ش��دن ک��م ب��دون ب��ره��ان.

.f = t۱ χA ی��م دار ،A B f−۱(t۱) ب��رای آن�گ��اه ب��گ��ی��رد، t۱ و ۰ م��ق��دار دو �ن��ه��ا ت� f گ��ر ا م��ی�ک��ن��ی��م. �ت��ف��اده اس� f ت��اب��ع ب��رد ان��دازه

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل (٢-١٢) از م��س��ت��ق��ی��م��اً ح��ال��ت ای��ن در اث��ب��ات درن��ت��ی��ج��ه

،i ∈ JnK �ر ه� �رای ب� �ن �رای� ب� �لاوه ع� و ۰ < t۱ ≤ . . . ≤ tn �ه ک� �وری �ه�ط� ب� Range(f) = {۰, t۱, . . . , tn} �د �ی� ده� �رار ق� �ال ح�

درن��ت��ی��ج��ه .wi B ω(Ai) و Ai B f−۱(ti) ده��ی��د ق��رار

∥∇f∥۱,φ + ∥f∥۱,p =
∑
xy∈E

|f(x)− f(y)| φ(u, v) +
∑
x∈V
|f(x)| p(x)

= c۱t۱ + c۲t۲ + . . .+ cntn ,

�ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن ای� درون �وس رئ� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� و Aj �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� ب� �ای �اره� ش� �ه ب� �ا �ه� �ن� ت� ci �ر ه� �ه ک� ،ci �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رای ب�

ت��اب��ع م��ی�خ��واه��ی��م ح��ال دارن��د. ب��س��ت��گ��ی

ψ(x۱ , . . . , xn) B c۱x۱ + . . .+ cnxn

ش��رای��ط ت��ح��ت را


۰ ≤ x۱ ≤ . . . ≤ xn,

g(x) B
∑n

i=۱wixi − ۱ = ۰.
(٢-١٣)

.ψ(t۱, . . . , tn) =
∑

i κwiti = κ ∥f∥۱,ω داری��م آن�گ��اه ، c۱w۱
= . . . = cn

wn
= κ گ��ر ا ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اب��ت��دا ک��ن��ی��م. م��ی��ن��ی��م��م

ل��ذا

∥∇f∥۱,φ + ∥f∥۱,p
∥f∥۱,ω

= κ =
cn
wn

=
φ(∂An) + p(An)

ω(An)
,

م��ی��ن��ی��م��م گ��ران��ژ، لا روش از اس��ت��ف��اده ب��ا . ciwi
̸= cj

wj
ک��ه دارد وج��ود i ̸= j ان��دی��س�ه��ای ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م و

اس��ت. ۰ ≤ x۱ ≤ . . . ≤ xn ش��رای��ط ت��ح��ت h(x, λ) = ψ(x)− λg(x) ت��اب��ع م��ی��ن��ی��م��م ب��ا ب��راب��ر (٢-١٣) ش��رای��ط ت��ح��ت ψ

م��ی��ن��ی��م��م ψ ب��ن��اب��رای��ن ن��م��ی�ش��ون��د. ص��ف��ر ه��م��زم��ان ج��زئ��ی م��ش��ت��ق��ات اول��ی��ه، ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا .∂h/∂xi = ci − λwi ی��م دار ام��ا
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ط��وری را f̂ �اب��ع ت� ح��ال .si۰ = si۰+۱ ک��ه دارد وج��ود i۰ ی��ک �ن��ی �ع� ی� �ی��رد، م��ی�گ� (s۱, . . . , sn) م��رزی �ه �ق��ط� ن� ی��ک روی را خ��ود

�م ی� دار (٢-١٣) از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� �د. �اش� ب� �ر �ف� ص� �ا �اه� ج� �ه �ی� �ق� ب� و �د �اش� ب� si �ر �راب� ب� Ai روی ،i �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت�

و ∥f̂∥۱,ω = ۱

∥∇f̂∥۱,φ + ∥f̂∥۱,p = c۱s۱ + . . .+ cnsn = ψ(s۱, . . . , sn).

پ��ی��دا A ⊆ supp(f̂) ⊆ supp(f) زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک م��ی�ت��وان��ی��م اس��ت��ق��را ف��رض ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن ،|Range(f̂)| < n+ ۱ ام��ا

ک��ه ب��ه�ط��وری ک��ن��ی��م

φ(∂A) + p(A)

ω(A)
≤ ∥∇f̂∥۱,φ + ∥f̂∥۱,p = ψ(s۱, . . . , sn) ≤ ψ(t۱, . . . , tn) = ∥∇f∥۱,φ + ∥f∥۱,p .

■

ک��ن��ی��م. ث��اب��ت ای��زوپ��ری��م��ت��ری پ��ارام��ت��ره��ای ب��رای را خ��ود گ��ون��ه ف��درر-ف��ل��م��ی��ن��گ ق��ض��ی��ه ت��ا آم��اده�ای��م ح��ال

٢-٣-٣ ق��ض��ی��ه

ی��م دار k ∈ J|V (G)|K ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر و (G,ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ه��ر ب��رای

ιk(G) = γk(G) = γ̃k(G).

ای��ن�ک��ه ب��رای .γk(G) ≤ ιk(G) ی��م م��ی�آور ب��ه�دس��ت (٢-١٢) راب��ط��ه از اس��ت��ف��اده و م��ش��خ��ص��ه ت��واب��ع گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا ب��ره��ان.

ه��ر ب��رای ،٢-٣-٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ده��د. ب��ه�دس��ت را γk(G) م��ق��دار {fi}k۱ ∈ O
+
k (G) ک��ن��ی��د ف��رض ده��ی��م، ن��ش��ان را ت��س��اوی

ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود Ai ⊆ supp(fi) زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ،i ∈ JkK
φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
≤
∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p

∥fi∥۱,ω
.

درن��ت��ی��ج��ه و ه��س��ت��ن��د م��ج��زا زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای Aiه��ا ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،Ai ⊆ supp(fi) و اس��ت م��ت��ع��ام��د م��ث��ب��ت {fi}k۱ چ��ون

ι
M

k (G) ≤ max
i

(
φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)

)
≤ max

i

(
∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p

∥fi∥۱,ω

)
= γ

M

k (G),

ι
m

k (G) ≤
۱
k

k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
≤ ۱
k

k∑
i=۱

(
∥∇fi∥۱,φ + ∥fi∥۱,p

∥fi∥۱,ω

)
= γ

m

k (G).

�ک ی� {Ai}k۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح� .ιk(G) = γk(G) ≤ γ̃k(G) �م ی� دار �ف �ری� �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� دوم، �اوی �س� ت� �ات �ب� اث� �رای ب�
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ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ه��م�چ��ن��ی��ن ده��د. ب��ه�دس��ت را ιk(G) ک��ه ب��اش��د V (G) از k−زی��راف��راز

A′ B
k−۱∪
i=۱

Ai, A∗ B V (G) \A′.

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را {g(ϵ)

i }k۱ ∈ Õ
+
k (G) ت��واب��ع ک��وچ��ک، ک��اف��ی ان��دازه ب��ه ϵ > ۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای

g
(ϵ)

i B χAi
, ∀ i ∈ Jk − ۱K, g

(ϵ)

k (x) B


۱ x ∈ Ak

ϵ x ∈ A∗

۰ x ∈ A′.

ی��م دار درن��ت��ی��ج��ه

k γ̃
m

k (G) ≤
k∑
i=۱

∥∇g(ϵ)

i ∥۱,φ + ∥g(ϵ)

i ∥۱,p
∥g(ϵ)

i ∥۱,ω


=

k−۱∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
+
φ(∂Ak) + ϵ (φ(A∗, A′)− φ(Ak, A

∗)) + p(Ak) + ϵ p(A∗)

ω(Ak) + ϵ ω(A∗)
.

ی��م م��ی�آور ب��ه�دس��ت ص��ف��ر س��م��ت ب��ه ϵ دادن م��ی��ل ب��ا

γ̃
m

k (G) ≤ ۱
k

(
k∑
i=۱

φ(∂Ai)

ω(Ai)

)
= ι

m

k (G).

■ اس��ت. م��ش��اب��ه ن��ی��ز γ̃M

k (G) ب��رای اث��ب��ات

�ی��ن �ن� چ� �ه ک� �ی �ال� ح� در اس��ت، �ع��ی �اب� ت� �ری��ف �ع� ت� ی��ک �د، �ی�ده� م� �ه�دس��ت ب� ιk(G) �اب��ت�ه��ای ث� �رای ب� ٢-٣-٣ �ی��ه �ض� ق� �ه ک� �ی �ف� �ری� �ع� ت�

در اف��رازه��ا ج��ای ب��ه زی��راف��رازه��ا از �ت��ف��اده اس� ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان م��ط��ل��ب ای��ن �ی��س��ت. ن� ب��رق��رار ι̃k(G) ث��اب��ت�ه��ای ب��رای �ی��ه�ای ق��ض�

�ه �ی� �ض� ق� �ا ب� �ی �ع� �اب� ت� �ف �ری� �ع� ت� �ن ای� �ه �س� �ای� �ق� م� �ا ب� �ر �گ� دی� �رف ط� از �ت. اس� �ر �ح�ت� �ی� �ح� ص� و �ر �ی�ت� �ع� �ی� �ب� ط� �ری، �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �داد اع� �ف �ری� �ع� ت�

�ف �ری� �ع� ت� �ک ی� از L۱ و L۲ �ای �ه�ه� �خ� �س� ن� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� ιMk و λk �ه ک� �رد ک� �ده �اه� �ش� م� �وان �ی�ت� م� �ا، �داره� �ق� �ژه�م� وی� �رای ب� �ر �ش� �ی� �وران��ت-ف� ک�

اس��ت. ب��رق��رار ιmk و λk ب��رای م��ط��ل��ب ه��م��ی��ن ه��س��ت��ن��د. ت��اب��ع��ی

داده�ه��ا خ��وش��ه�ب��ن��دی ۴-٢

�ه �ل� �م� ج� آن از �ه ک� دارد �ف �ل� �ت� �خ� م� �ای �ه�ه� �ت� رش� و �وم �ل� ع� در �ادی زی� �ای �رده� ب� �ار ک� �ه ک� �ت اس� �ه�ای �ای� پ� �ث �ح� �ب� م� ی��ک �ا داده�ه� �دی �ن� �ه�ب� �وش� خ� �

�اره اش� �ی��ک �ات� �ورم� �ف� �ن� �وای� �ی� ب� و �ر �وی� �ص� ت� �ردازش پ� �و، �گ� ال� �ی��ص �خ� �ش� ت� �اوی، ک� داده �ن، �ی� �اش� م� �ری �ی� �ادگ� ی� در آن �ای �رده� ب� �ار ک� �ه ب� �وان �ی�ت� م�

ب��پ��ردازی��م. داده�ه��ا خ��وش��ه�ب��ن��دی و ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه�ه��ای ارت��ب��اط ب��ه ی��م دار ق��ص��د ب��خ��ش ای��ن در .[۴۵] ک��رد
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�ار ک� �ه ب� �س �ک� ع� �دی �ن� �ت�ب� �م� �س� ق� �ه �ال� �س� م� در �وان �ی�ت� م� را �ده �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� �ه �ال� �س� م� �ه ک� �ت اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� [٨٣] در

�ده �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� �ه �ال� �س� م� �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ی)، �ف� �ی� ط� �دی �ن� �ه�ب� �وش� خ� �ه �ری� �ظ� (ن� �دی �ن� �ه�ب� �وش� خ� �ی �ف� �ی� ط� �ای روش�ه� �ر �ث� ک� ا �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. �رف� گ�

k−م��ی��ان��ه�ه��ا م��ع��روف م��س��ال��ه و ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��س��ال��ه ب��ی��ن راب��ط��ه�ای ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ب��خ��ش، ای��ن در .[٧۶ ،۵٩،۶] اس��ت

در �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ر �گ� دی� �رد ب� �ار ک� �ده �اه� �ش� م� �رای ب� �ت. اس� [٣۶] �ای �اره� ک� �ه ادام� و �اس اس� �ر ب� �ج �ای� �ت� ن� �ن ای� دارد. �ود وج�

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٣-۵ ب��خ��ش خ��وش��ه�ب��ن��دی،

k−م��ی��ان��ه�ه��ا م��س��ال��ه

داده �دادی �ع� ت� روش �ن ای� در اس��ت. �روف �ع� م� �ا �ه�ه� �ان� �ی� k−م� روش �ه ب� �ا داده�ه� �دی �ن� �ه�ب� �وش� خ� �ی��ک �لاس� ک� و �م �ه� م� �ای روش�ه� از �ی �ک� ی�

ک��ن��ی��م اف��راز م��ج��زا (خ��وش��ه) دس��ت��ه k ب��ه را ب��رداره��ا م��ی�خ��واه��ی��م ش��ده، داده k ≥ ۱ ص��ح��ی��ح ع��دد و Rd در ب��رداره��ای��ی ب��ه�ص��ورت

ف��رض �ال��ه، م��س� �ن��دی ص��ورت�ب� ب��رای ش��ود. �ی��م��م �ن� �ی� م� م��رب��وط��ه�اش �ت��ه دس� م��رک��ز ت��ا ب��ردار ه��ر �ل��ه ف��اص� م��رب��ع��ات م��ج��م��وع ک��ه ب��ه�ط��وری

ه��ر ب��رای ک��ه �ی��م م��ی�ده� �م��ای��ش ن� f ∈ F d(X) ت��اب��ع ی��ک ب��ه�ص��ورت را داده�ه��ا و اس��ت �ن��اه��ی �ت� م� م��ج��م��وع��ه ی��ک X ک��ه �ی��م �ن� م��ی�ک�

�ه ب� �ه ک� �ده ش� داده �ز �ی� ن� ω : X → R+ وزن �ع �اب� ت� ی��ک �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� اس��ت. داده ی��ک �ده �ن� �ان�ده� �ش� ن� f(x) ∈ Rd �ردار ب� ،x ∈ X

�ه �م� ه� �لاس ک� �رای ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را Pk(X) و Dk(X) �ای �اده� �م� ن� �ل، �ب� ق� �ه �اب� �ش� م� �د. �ی�ده� م� �ت �ب� �س� ن� �ت �ب� �ث� م� وزن �ک ی� داده �ر ه�

را �ر زی� �ه �ن� �زی� ه� A B {A۱, . . . , Ak} �راز k−اف� �ر ه� �ه ب� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در X �ه �وع� �م� �ج� م� �ای �رازه� k−اف� و �ا �رازه� �راف� k−زی�

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ن��ت��س��ب

Cf,ω
k (A) B

k∑
i=۱

∑
x∈Ai

ω(x)∥f(x)−mi∥۲, (١۴-٢)

و اس��ت اق��ل��ی��دس��ی ۲-ن��رم ه��م��ان ∥.∥ ک��ه

mi B

∑
x∈Ai

ω(x)f(x)∑
x∈Ai

ω(x)
.

ه��زی��ن��ه م��ی��ن��ی��م��م ده��ی��د اج��ازه ک��ن��د. م��ی��ن��ی��م��م را ف��وق ه��زی��ن��ه ک��ه اس��ت A ∈Pk(X) اف��راز ی��ک ک��ردن پ��ی��دا k−م��ی��ان��ه�ه��ا، م��س��ال��ه

ده��ی��م. ن��ش��ان ن��م��اد ی��ک ب��ا را

µk(f, ω) B min
A∈Pk(X)

Cf,ω
k (A).

�ا �ه�ه� �ان� �ی� k−م� �روف �ع� م� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ت. اس� �ت �خ� NP-س� �ه �ال� �س� م� �ک ی� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز k−اف� و µk �دار �ق� م� �ردن ک� �دا �ی� پ� �ه �ال� �س� م�

�ب��اط ارت� ک��ه �ی��م �ن� �ی� م��ی�ب� ادام��ه در �ن��د. �م��ی�ک� ن� �ی��ل م� �ع��ی واق� �م��م �ی� �ن� �ی� م� �ه ب� �اً ل��زوم� و م��ی�ده��د �ه�دس��ت ب� را �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� k−اف��راز از �ن��ی �ی� �م� ت��خ�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را ف��ن��ی ل��م ی��ک اب��ت��دا دارد. وج��ود ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه و k−م��ی��ان��ه�ه��ا م��س��ال��ه ب��ی��ن ن��زدی��ک��ی
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١-۴-٢ ل��م

داری��م A ∈Pk(X) ه��ر و ۱ ≤ k ≤ |X| ص��ح��ی��ح ع��دد ،ω : X → R+ و f ∈ F d(X) ت��واب��ع ب��رای

Cf,ω
k (A) =

k∑
i=۱

۱
۲ ω(Ai)

∑
x,y∈Ai

ω(x)ω(y)∥f(x)− f(y)∥۲,

اس��ت. ش��ده ت��ع��ری��ف (١۴-٢) در C ت��اب��ع ک��ه

ب��ره��ان.

Cf,ω
k (A) =

k∑
i=۱

۱
ω(Ai)۲

∑
x∈Ai

ω(x)

∥∥∥∥∥∥
∑
y∈Ai

(f(x)− f(y)) ω(y)

∥∥∥∥∥∥
۲

=

k∑
i=۱

۱
ω(Ai)۲

∑
x,y,z∈Ai

ω(x)ω(y)ω(z)
(
⟨f(x), f(x)⟩ − ⟨f(y), f(x)⟩

−⟨f(x), f(z)⟩+ ⟨f(y), f(z)⟩
)
=

k∑
i=۱

۱
۲ ω(Ai)

∑
x,y∈Ai

ω(x)ω(y)∥f(x)− f(y)∥۲.

■

م��ی�ده��د. ن��ش��ان را ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��س��ال��ه و k−م��ی��ان��ه�ه��ا م��س��ال��ه ب��ی��ن ط��رف��ه دو ارت��ب��اط زی��ر ق��ض��ی��ه

٢-۴-٢ ق��ض��ی��ه

�ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� f ∈ Fn(V ) �ع �اب� ت� �ک ی� راس، n روی G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �ر ه� �رای ب�

،۱ ≤ k ≤ n

µk(f, ω) = (n− k)λ− tr(L) + k ι̃
m

k (G),

اس��ت. L وی��ژه�م��ق��دار ب��زرگ��ت��ری��ن λ و G ب��ه م��رب��وط ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س L ک��ه

�ت �اف� ی� G = (X,E, ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �ک ی� ،ω ∈ F+(X) وزن �ع �اب� ت� و f ∈ F d(X) �ع �اب� ت� �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه�

ک��ه م��ی�ش��ود

µk(f, ω) = C + k ι̃
m

k (G).

را W ه��م�چ��ن��ی��ن ب��گ��ی��ری��د. آن ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س را L و ب��اش��د وزن�دار گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض اب��ت��دا ب��ره��ان.

زی��ر ب��ه�ص��ورت را Φ م��ات��ری��س ح��ال ب��گ��ی��ری��د. L وی��ژه�م��ق��دار ب��زرگ��ت��ری��ن را λ و ω(x) ق��ط��ری درای��ه�ه��ای ب��ا ق��ط��ری م��ات��ری��س ی��ک
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م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف

Φ B (λI − L)W−۱.

واق��ع در

Φ(x, y) =



φ(xy)
ω(x)ω(y) x ∼ y,

λ
ω(x) −

deg(x)+p(x)
ω(x)۲

x = y,

۰ ای��ن��ص��ورت غ��ی��ر در

�ع �اب� ت� .Φ = P tP �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ت �اف� ی� P �س �ری� �ات� م� �ک ی� �ذا ل� و �ت اس� �ن �ی� �ع� �ه�م� �م� �ی� ن� �ت �ب� �ث� م� �س �ری� �ات� م� �ک ی� Φ �س �ری� �ات� م�

ب��ا �ن��ص��ورت ای� در اس��ت. P �ت��ون س� �ی��ن xام� ب��راب��ر f(x) ،x ∈ V ه��ر ب��رای ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف �ن��ص��ورت ای� ب��ه را f ∈ Fn(V )

ی��م دار A B (A۱, . . . , Ak) ∈Pk(V ) k−اف��راز ه��ر ب��رای ،١-۴-٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه

Cf,ω
k (A) =

k∑
i=۱

۱
۲ ω(Ai)

∑
x,y∈Ai

ω(x)ω(y)∥f(x)− f(y)∥۲

=
∑
x∈V

ω(x)⟨f(x), f(x)⟩ −
k∑
i=۱

∑
x,y∈Ai

ω(x)ω(y)⟨f(x), f(y)⟩
ω(Ai)

= nλ−
∑
x∈V

deg(x) + p(x)

ω(x)
− kλ+

k∑
i=۱

deg(Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
−
∑

x,y∈Ai

x∼y

φ(xy)

ω(Ai)


= (n− k)λ− tr(L) +

k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
.

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ح��ک��م Pk(V ) اع��ض��ای ه��م��ه روی ف��وق ت��س��اوی گ��رف��ت��ن م��ی��ن��ی��م��م ب��ا ک��ه
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ت��اری��خ��چ��ه ۵-٢

ای��زوپ��ری��م��ت��ري م��س��ال��ه

اش��ت��ای��ن��ر ک��وب ژا :٢-١ ش��ک��ل

ط��رح و اس��ت �ن��دس��ه ه� در �ائ��ل م��س� �م��ی�ت��ری��ن ق��دی� از �ی��ک ک��لاس� �ت��ری �م� �ری� ای��زوپ� �ال��ه م��س�

ک��رد. ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت م��ی�ت��وان را م��س��ال��ه ای��ن م��ی�گ��ردد. ب��از ب��اس��ت��ان ع��ه��د ب��ه آن

م��س��اح��ت �ری��ن �ت� �ی��ش� ب� �م خ� ک��دام �اب��ت، ث� �ی��ط م��ح� �ا ب� �ه �ف��ح� ص� در �ت��ه ب��س� �م�ه��ای خ� �ی��ن ب� از

م��س��اح��ت ب��ا ص��ف��ح��ه در ب��س��ت��ه خ��م�ه��ای ب��ی��ن از م��ع��ادل ب��ه�ط��ور ی��ا م��ی�ک��ن��د؟ اح��اط��ه را

ف��ض��ای��ی، م��ش��اب��ه م��س��اي��ل و م��س��ال��ه ای��ن دارد؟ را م��ح��ی��ط ک��م��ت��ری��ن خ��م ک��دام ث��اب��ت،

�رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� �لاد) �ی� م� از �ی��ش پ� ١-٢٠٠۴٠) �ودروس١ زن� �ط �وس� ت� �ار ب� �ن �ی� اول�

�د �ی�ش� م� �ه �ت� �س� دان� �ان زم� �ان �م� ه� از �ت اس� �ره دای� ی��ک �ه ک� �ه �ال� �س� م� �ن ای� �واب ج� �ت. �رف� گ�

ام��ا گ��رف��ت. ن��ظ��ر در ش��م��س��ی م��ن��ظ��وم��ه ش��ک��ل�ش��ن��اس��ی در را اص��ل ای��ن ک��پ��ل��ر ح��ت��ی و

س��وی��س��ی ی��اض��ی��دان ر ک��ه زم��ان��ی ک��ش��ی��د، ط��ول ١٩ ق��رن ت��ا دق��ی��ق اث��ب��ات ی��ک ی��اف��ت��ن

�ه ک� �ی �دس� �ن� ه� روش ی��ک (٢-١ �ل �ک� (ش� م.) ١٨۶١٧٩-٣۶) �ر٢ �ن� �ای� �ت� اش� �وب ک� ژا

�ات �ب� اث� ،١٨٨۴ �ال س� در �ز٣ �وارت� ش� او، �ای �اره� ک� �ه ادام� در و [٨۴] �رد ک� �ی �رف� �ع� م� را �د ش� �ده �ی� �ام� ن� �ر �ن� �ای� �ت� اش� �ازی �ارن�س� �ق� �ت� م� �ا �ده� �ع� ب�

ک��رد. ارائ��ه دق��ی��ق��ی

او گ��رف��ت. ق��رار ت��وج��ه م��ورد م.) ١٨-١٩١٩۴٢) رای��ل��ی۴ ت��وس��ط ب��ار �ی��ن اول� �ی��زی��ک، ف� در �ت��ری ای��زوپ��ری��م� م��س��ائ��ل اه��م��ی��ت

�ان، زم� �ول ط� در �ود. �ی�ش� م� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ره دای� �رای ب� �ت، �اب� ث� �ت �اح� �س� م� �ا ب� �ی �ای� �ش� غ� �ی �ل� اص� �س �ان� �رک� ف� �ه ک� �رد ک� �رح �ط� م� را �دس ح� �ن ای�

س��ی��ر و م��ب��س��وط�ت��ر ی��خ��چ��ه ت��ار م��ش��اه��ده ب��رای داد. ن��ش��ان ع��م��ل��ی ب��رده��ای ک��ار و ن��ظ��ری ع��ل��وم در را خ��ود اه��م��ی��ت م��س��ائ��ل، ای��ن�گ��ون��ه

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٧٨ ،٧٧] م��س��ائ��ل ای��ن ت��ح��ولات

ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل ت��رک��ی��ب��ی��ات��ی، گ��س��س��ت��ه م��وج��ودات در م��ح��ی��ط و م��س��اح��ت ب��رای م��ش��اب��ه��ی ت��ع��ب��ی��ره��ای گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا

�ه ب� ش��د. م��ط��رح [۵١] در �ات��ی“ �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ت��ری �م� �ری� ای��زوپ� �ائ��ل ”م��س� اص��ط��لاح �ی��ن�ب��ار، اول� ش��دن��د. �ری��ف �ع� ت� �ز �ی� ن� م��وج��ودات ای��ن ب��رای

رئ��وس �ع��داد ت� را A م��س��اح��ت گ��ر ا ،A ⊂ V �م��وع��ه زی��رم��ج� و G = (V,E) راس��ی n ب��دون�ج��ه��ت گ��راف ب��رای �ث��ال، م� �ن��وان ع�

�م �ی� �وان� �ی�ت� م� �م، �ی� ده� �رار ق� ،(١-۶-١ �ری��ف �ع� (ت� |δA| �ا ی� |∂A| آن، �ی �ال� ی� �ا ی� �ی راس� �رز م� �دازه ان� را A �ی��ط �ح� م� و ،|A| آن، درون

�ری��ف �ع� ت� �ر زی� �ر�ه��ای �ت� �ارام� پ� ب��رای A �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �م��وع� �رم��ج� زی� �ت��ن �اف� ی� �ه�ص��ورت ب� �ی��ب �رت� �ه�ت� ب� را راس��ی و �ال��ی ی� �ت��ری �م� �ری� ای��زوپ� �ائ��ل م��س�

ک��ن��ی��م

∀k ∈ JnK, ΦE(G, k) B min
A⊂V
{|∂A| : |A| = k},

١Zenodorus
٢Jakob Steiner
٣Hermann Schwarz
۴Rayleigh
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∀k ∈ JnK, ΦV (G, k) B min
A⊂V
{|δA| : |A| = k}.

�ای �رده� ب� �ار ک� و [۵٢] �ده ش� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ب، �ع� �ک� م� �ای �راف�ه� گ� �د �ن� �ان� م� �ا �راف�ه� گ� از �ی �ف� �ل� �ت� �خ� م� �ای �واده�ه� �ان� خ� �رای ب� �ا �ره� �ت� �ارام� پ� �ن ای�

�ه �ال� �س� م� �ه ب� ،k = n/۲ �رای ب� �ی �ال� ی� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ه �ال� �س� م� �اص، خ� �ور �ه�ط� ب� .[۵٣] �ت اس� �ده ش� �دا �ی� پ� �ا آن�ه� �رای ب� �ی �وع� �ن� �ت� م�

[۵۶] ) دارد وج��ود م��ت��ری��ک ن��ش��ان��دن م��وض��وع و م��س��ائ��ل ای��ن ب��ی��ن ع��م��ی��ق��ی راب��ط��ه�ه��ای ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. م��ع��روف دوت��ک��ه ع��رض

ب��ب��ی��ن��ی��د). را



٣ ف��ص��ل

ب��الا م��رات��ب چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای

وی��ژه�م��ق��داره��ای و �ت��ری ای��زوپ��ری��م� (ث��اب��ت�ه��ای �ب��ری ج� �ی��ف ط� و �ت��ری ای��زوپ��ری��م� �ی��ف ط� �ی��ن ب� راب��ط��ه�ای �ت��ری ای��زوپ��ری��م� ن��ام��س��اوی�ه��ای

�ان��ی �م� ی� ر �ل��ده��ای �ف� �ی� �ن� م� ب��رای �گ��ر١ �ی� چ� �ت��ری دک� �ز ت� در �ا �ام��س��اوی�ه� ن� ن��وع ای��ن از �ک��ل ش� �ی��ن اول� �ن��د. �ن� م��ی�ک� �رار �رق� ب� �ی��ن) لاپ��لاس� �گ��ر �ل� �م� ع�

�ه �ون� �ن�گ� ای� از �ه �ون� �م� ن� �ن �ی� اول� ،G �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� �راف گ� �رای ب� �ر زی� �اوی �س� �ام� ن� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� .[٢۴–٢٢ ،١٠] �د ش� �ر �اه� ظ�

اس��ت. گ��راف�ه��ا ف��ض��ای در ن��ام��س��اوی�ه��ا

h(G)۲

|L|
≤ λ۲ ≤ ۲ h(G), (٣-١)

�م داری� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. اس� �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� (٢-١) در h(G) و �وده ب� L �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� دوم �دار �ق� �ژه�م� وی� λ۲ �ه ک�

ب��رای [۶٢] س��وک��ال و لاول��ر ت��وس��ط و �ا گ��راف�ه� ب��رای [٣ ،٢] آل��ن ت��وس��ط �ام��س��اوی ن� ای��ن .|L| B maxx∈V (G) |L(x, x)|

ت��وس��ط ب��ع��داً ن��ام��س��اوی، ای��ن داش��ت. وج��ود چ��پ س��م��ت در ۱
۲ ض��ری��ب ی��ک ح��ال��ت، دو ه��ر در ش��د. ث��اب��ت م��ارک��ف زن��ج��ی��ره��ای

[٨٠ ،۶٣] گ��س��س��ت��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ن��ام��س��اوی� م��خ��ت��ل��ف اب��ع��اد ب��ررس��ی ب��رای .[٧٠] ی��اف��ت ارت��ق��ا ف��رم ای��ن ب��ه ت��ت��ال��ی و م��ون��ت��ن��گ��رو

ب��ب��ی��ن��ی��د. را

را ب��الات��ر �ق��داره��ای وی��ژه�م� ب��رای �ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� ت��ع� �ی��گ��ر چ� ن��ام��س��اوی�ه��ای �ب��ات اث� ب��رای �ی��ه اول� ق��دم�ه��ای ی��م دار ق��ص��د ف��ص��ل ای��ن در

در رای��ل��ی ن��س��ب��ت م��ق��ای��س��ه و ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��ر م��ب��ت��ن��ی اول ره��ی��اف��ت م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ره��ی��اف��ت دو از راه ای��ن در ی��م. ب��ردار
�و٢ �ل� �ک� �ی� م� �ای �اره� ک� �ه ادام� در دوم �اف��ت �ی� ره� �ت. اس� ٢-٣ �خ��ش ب� �ه �ون� گ� �ن��گ �ی� �م� �ل� �درر-ف� ف� �ه �ی� �ض� ق� �م��ک ک� �ه ب� �رم ٢-ن� و �رم ١-ن� �رم ف�

گ��راف�ه��ای �ه �م� ه� در �ع��د، ب� ف��ص��ل و ف��ص��ل ای��ن در اس��ت. �ل��ه �ری��ش� دی� �ن��دی �ب� �م� ه� �ی��ف ط� ن��ام �ه ب� �ه �ان� �ی� م� �ی��ف ط� ی��ک �رف��ی �ع� م� �ری��ق ط� از

م��ی�ک��ن��ی��م. ارائ��ه ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��اره در م��ق��دم��ه�ای ش��روع ب��رای اس��ت. ن��ام��ن��ف��ی پ��ت��ان��س��ی��ل ت��اب��ع وزن�دار،

١J. Cheeger
٢L. Miclo

۴۵
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ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ٣-١

در �ی��ه ق��ض� �ت��ری��ن �م� �ه� م� دارد. وج��ود ک��م��ی �ی��ار ب��س� اط��لاع��ات �ی��ن، لاپ��لاس� �ات��ری��س م� �اب��ع�ه��ای وی��ژه�ت� �ن��دس��ی ه� �ت��ار س��اخ� و ش��ک��ل ب��اره در

�ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ع �اب� �ژه�ت� وی� �ن �ی� اول� �اره ب� در �ی �ات� �لاع� اط� �ه ک� �ت اس� (١-۵-١ �ه �ی� �ض� (ق� �وس �ی� �ن� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� �اره، �ن�ب� ای�

�ه �ی� ق��ض� �ا �ه� �ن� ت� �ه، �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� �ق��داره��ای �ژه�م� وی� �ی��ه �ق� ب� �ه ب� �ه �ی� ق��ض� ای��ن �م �ی� �م� �ع� ت� �اره ب� در م��ی�ده��د. �ه�دس��ت ب� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت�

�ر �ی� �ی� �غ� ت� آن روی �اب��ع �ژه�ت� وی� ع��لام��ت �ه ک� �ن��دی �ب� �م� ه� �رگ��راف�ه��ای زی� �ع��داد ت� �اره ب� در �ات��ی اط��لاع� ک��ه اس��ت ٣-١-٢ �ی��ه ق��ض� م��وج��ود �ل��ی ک�

�رای ب� �رت �ب� �ل� �ی� �ت-ه� �وران� ک� �ه �ی� �ض� ق� �ادل �ع� م� �ورت ص� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را �ش �خ� ب� �ن ای� �ه (ادام� �د �ی�ده� م� �ت �ه�دس� ب� �د، �ن� �ی�ک� �م� ن�

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ع��رف��ی را م��ف��ه��وم چ��ن��د اب��ت��دا ق��ض��ی��ه ای��ن ب��ی��ان ب��رای .[۶§ ،۶ ف��ص��ل ،٢٩] اس��ت م��ن��ی��ف��ل��ده��ا روی ب��ی��ض��وی ع��م��ل��گ��ره��ای

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢٠] پ��ی��ش�زم��ی��ن��ه�ه��ا و ت��ع��اری��ف ب��ی��ش��ت��ر، ج��زئ��ی��ات ب��رای

٣-١-١ ت��ع��ری��ف

�وی ق� �ودال ن� �ه �ن� دام� �ک ی� از �ور �ظ� �ن� م� ،f ∈ F (V ) �ع �اب� ت� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� داده G = (V,E) �اده س� �راف گ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ب �ی� �رت� ت� �ه (ب� {v ∈ V : f(v) > ۰} �وس رئ� روی �ی �ای� �ق� ال� �راف گ� از �دی �ن� �ب� �م� ه� �ه �ف� �ول� م� �ک ی� �ی)، �ف� �ن� م� �ب �ی� �رت� ت� �ه (ب� �ت �ب� �ث� م�

از �ن��دی �ب� �م� ه� �ه �ف� �ول� م� ی��ک �ف��ی)، �ن� م� �ی��ب �رت� ت� �ه (ب� �ب��ت �ث� م� �ی��ف �ع� ض� ن��ودال �ه �ن� دام� ی��ک �ی��ن �ن� �م�چ� ه� اس��ت. ({v ∈ V : f(v) < ۰}

راس ی��ک �ل �داق� ح� �ه ک� �ت اس� ({v ∈ V : f(v) ≤ ۰} �ی��ب �رت� ت� �ه (ب� {v ∈ V : f(v) ≥ ۰} رئ��وس روی �ی �ای� �ق� ال� �راف گ�

�ان �ش� ن� W(f) و S(f) �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را f ∈ F (V ) �ع �اب� ت� �ک ی� �ف �ی� �ع� ض� و �وی ق� �ای �ودال�ه� ن� �ه �ن� �دام� �داد �ع� ت� دارد. �ر �ف� �اص� ن�

▲ � ب��ب��ی��ن��ی��د. ٣-١ ش��ک��ل در را م��ث��ال ی��ک .W(f) ≤ S(f) ک��ه اس��ت واض��ح م��ی�ده��ی��م.
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�م ی� دار �ن. �رس� �ت� پ� �راف گ� �ی �ات� �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� دوم �دار �ق� �ژه�م� وی� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� f �ع �اب� �ژه�ت� وی� �ت �لام� ع� :٣-١ �ل �ک� ش�
.S(f) = ۳ > ۲ = W(f)

[٣۵] ٣-١-٢ ق��ض��ی��ه

،λk ،L ام k �دار �ق� �ژه�م� وی� �د �ی� �ن� ک� ف��رض �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� ی��ک �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� L �د �ی� �ن� ک� ف��رض

ای��ن�ص��ورت در ب��گ��ی��ری��د. λk م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک را f و ب��اش��د r ت��ک��رر دارای

W(f) ≤ k و S(f) ≤ k + r − ۱.
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�اره ب� در را �ر زی� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ه �ی� ق��ض� ای��ن �م��ک ک� �ه ب� �د. �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [٢٠] �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ی��ات �زئ� ج� و ٣-١-٢ �ی��ه ق��ض� �ب��ات اث� �رای ب�

ی��م. آور ب��ه�دس��ت ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س دوم وی��ژه�م��ق��دار

٣-١-٣ ن��ت��ی��ج��ه

�ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را f۲ و f۱ و �د �اش� ب� G �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� L �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

.S(۲) ≥W(f۲) = ۲ و W(f۱) = S(f۱) = ۱ داری��م ای��ن�ص��ورت در ب��گ��ی��ری��د. L دوم و اول وی��ژه�م��ق��داره��ای

اس��ت، �اده س� λ۱ چ��ون �ا ام� .W(f۲) ≤ ۲ �م داری� ٣-١-٢ �ی��ه ق��ض� از اس��ت. ٢-۵-١ �ج��ه �ی� �ت� ن� �ان �م� ه� f۱ �اره ب� در �م �ک� ح� ب��ره��ان.

■ .W(f۲) = ۲ ل��ذا ب��اش��د. ن��ام��ث��ب��ت ج��ا ه��م��ه ی��ا ن��ام��ن��ف��ی ج��ا ه��م��ه ن��م��ی�ت��وان��د f۲ ل��ذا و f۱ ⊥ω f۲ ب��ن��اب��رای��ن

اس��ت، ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن ص��ف��ر ه��ی��چ�ج��ا وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک f و درخ��ت ی��ک G گ��راف وق��ت��ی ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان زی��ر ق��ض��ی��ه

اس��ت. م��م��ک��ن م��ق��دار ک��ث��ر ح��دا f ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ت��ع��داد

[١٩] ۴-٣-١ ق��ض��ی��ه

�ع �اب� �ژه�ت� وی� f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �اش� ب� T روی �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� ی��ک L و درخ��ت ی��ک T �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ی��م دار و اس��ت س��اده وی��ژه�م��ق��دار ی��ک λk ای��ن�ص��ورت در �ی��س��ت. ن� ص��ف��ر �ی��چ�ج��ا ه� ک��ه اس��ت ،λk ،L kام وی��ژه�م��ق��دار ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م�

.W(f) = S(f) = k

�ن �ی� �لاس� لاپ� �ع �اب� �ژه�ت� وی� �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� �داد �ع� ت� �ن �ی� ب� �ی �اط� �ب� ارت� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه ارائ� ۴-٣-١ �ه �ی� �ض� ق� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �ر زی� �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت ش��ده ث��اب��ت [١۵] در ق��ب��لا ق��ض��ی��ه ای��ن از دی��گ��ری ص��ورت م��ی�ده��د. ب��ه�دس��ت زم��ی��ن��ه گ��راف دوری ف��ض��ای ب��ع��د و ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه

�ات �لاع� اط� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ه ارائ� آن �رای ب� �ری �گ� دی� �ات �ب� اث� �ا �ن�ج� ای� در اس��ت). �ده ش� ح��ذف �ا �ن�ج� ای� �دار، �ق� �ژه�م� وی� �ودن ب� �اده س� �رط (ش�

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢١] دوری ف��ض��ای ت��ع��ری��ف ب��رای م��ی�ک��ن��د. ف��راه��م گ��راف دوره��ای و ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای راب��ط��ه از ب��ی��ش��ت��ری

۵-٣-١ ق��ض��ی��ه

ف��ض��ای ب��ع��د و ه��م��ب��ن��د ،G آن، م��ت��ن��اظ��ر گ��راف ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د، n× n ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک L ک��ن��ی��د ف��رض

م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک f B fk و ب��اش��د L kام وی��ژه�م��ق��دار λ B λk گ��ر ا ،k ∈ Jl, nK ع��دد ب��رای اس��ت. l ب��راب��ر آن دوری

آن�گ��اه ن��ی��س��ت. ص��ف��ر ه��ی��چ�ج��ا ک��ه ب��اش��د آن

k − l ≤ ν(f) B S(f) = W(f) ≤ k.

دوره��ا ای��ن از ک��دام ه��ر (ی��ع��ن��ی م��ی�ک��ن��د ق��ط��ع را f ن��ودال دام��ن��ه��ه��ای ک��ه دارد وج��ود گ��راف در دور k− ν(f) ح��داق��ل ه��م�چ��ن��ی��ن

دارد). اش��ت��راک f ن��ودال دام��ن��ه دو ح��داق��ل ب��ا

l روی �را �ق� �ت� اس� �ا ب� را �ه �ی� ق��ض� .W(f) = S(f) ≤ k �ه ک� اس��ت واض��ح �ی��س��ت، ن� �ر �ف� ص� �ا �چ�ج� �ی� ه� f �ه �ن�ک� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ب��ره��ان.

�رای ب� �ه �ی� �ض� ق� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� ۴-٣-١ �ه �ی� �ض� ق� �ان �م� ه� �ت)، اس� �ت درخ� G �ی �ت� وق� �ی �ن� �ع� (ی� l = ۰ �ت �ال� ح� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث�

لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ی��ک را L و l دوری ف��ض��ای ب��ع��د ب��ا گ��راف��ی را G و ب��اش��د ب��رق��رار l − ۱ ب��ع��د از دوری ف��ض��ای ب��ا گ��راف�ه��ا
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�ف �ری� �ع� ت� (١-٨) �اب��ق �ط� م� را p, φ وزن �ع �واب� ت� �د. �اش� ب� �اق �ح� �ود-ال� خ� ω وزن �ع �اب� ت� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ه ک� �د �ری� �ی� �گ� ب� آن روی �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت�

ب��ع��د ب��ا G′ گ��راف ی��ک ت��ا م��ی�ب��ری��م را G ی��ال�ه��ای از ی��ک��ی �ن��د. �ت� ه��س� دارا را �ی��ه ق��ض� ش��رای��ط f, λ �ن��ی��د ک� ف��رض �ن��ی��ن ه��م�چ� و �ی��د �ن� ک�

اس��ت، L′ jام �دار �ق� �ژه�م� وی� λ �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �م، �ی� �اب� �ی� ب� آن روی L′ �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� ی��ک و l − ۱ دوری �ای �ض� ف�

.ν(f ′) ≤ ν(f) + ۱ ک��ه �ی��م م��ی�ی��اب� L′ ب��رای ص��ف��ر �ی��چ�ج��ا ه� f ′ وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک ،λ �ن��اظ��ر �ت� م� �ی��ن �ن� ه��م�چ� .j ≥ k ک��ه �j ی��ک ب��رای

م��ی�گ��ی��رد. ان��ج��ام زی��ر ب��ه�ص��ورت ی��ال ب��رش م��ی�ش��ود. ح��اص��ل اس��ت��ق��را ف��رض از ن��ت��ی��ج��ه ل��ذا

را xy ی��ال م��ی�گ��ی��ری��م. ث��اب��ت م��ی�ده��د، ک��اه��ش واح��د ی��ک را دوری ف��ض��ای ب��ع��د آن ح��ذف ک��ه را xy ∈ E(G) ی��ال ی��ک

ب��ه�دس��ت را G′ ج��دی��د گ��راف ط��ری��ق ای��ن ب��ه �ی��م. �ن� م��ی�ک� اض��اف��ه گ��راف ب��ه را xz ی��ال و z �ن��ه��ای ت� راس ی��ک و ک��رده ح��ذف G از

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را ω′, φ′, p′ ج��دی��د وزن ت��واب��ع ه��م�چ��ن��ی��ن ی��م. م��ی�آور

ω′(z) B ۱, ω′(u) B ω(u), ∀u ∈ V (G).

φ′(xz) B φ(xy), φ′(e) B φ(e), ∀e ∈ E(G′), e ̸= xz,

p′(z) B λ+

(
f(x)

f(y)
− ۱
)
φ(xy), p′(y) B p(y) +

(
۱− f(x)

f(y)

)
φ(xy),

p′(u) B p(u), ∀u ∈ V (G′), u ̸= z, y.

ح��ال .f ′(z) B f(y) و ب��اش��د f ب��ر م��ن��ط��ب��ق V (G) روی ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ط��وری را f ′ ∈ Fω′(V (G′)) ت��اب��ع ن��ه��ای��ت��اً

زی��را اس��ت، λ وی��ژه�م��ق��دار ب��ا م��ت��ن��اظ��ر L′ وی��ژه�ت��اب��ع f ′ ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م

(L′f ′)(z) =
p′(z)

ω′(z)
f ′(z) +

φ′(xz)

ω′(z)
(f ′(z)− f ′(x)) = λf ′(z),

و

(L′f ′)(y) = (Lf)(y) +
۱

ω(y)

(
φ(xy)(f(x)− f(y))− p(y)f(y) + p′(y)f ′(y)

)
= λf ′(y).

.λ′k ≤ λk ک��ن��ی��م ث��اب��ت م��ی�خ��واه��ی��م اث��ب��ات، ادام��ه در ب��اش��د. L′ م��ات��ری��س م��رت��ب ط��ی��ف λ′۱ ≤ . . . ≤ λ′n+۱ ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال

ک��ه ب��گ��ی��ری��د Fω(V (G)) از k−ب��ع��دی زی��رف��ض��ای ی��ک را W۰ ،(١-١١) راب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ن��ظ��ور، ای��ن ب��ه

max
۰ ̸=g∈W۰

{
EL(g)
∥g∥۲

۲,ω

}
= λk = λ.

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت Fω′(V (G′)) زی��رف��ض��ای ی��ک را W ′۰ س��پ��س

W ′۰ B {g′ ∈ Fω′(V (G′)) | g B g′|
V (G)
∈W۰ و g′(z) = g′(y)}.
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ی��م دار ،g′ ∈W ′۰ ه��ر ب��رای و dim(W ′۰ ) = dim(W۰) = k ب��ه�وض��وح ب��ن��اب��رای��ن،

E
L′ (g

′) = EL(g) + p′(z)g′(z)۲ + p′(y)g′(y)۲ − p(y)g′(y)۲

= EL(g) + (p′(z) + p′(y)− p(y)) g(y)۲ = EL(g) + λg(y)۲.

درن��ت��ی��ج��ه

λ′k = min
W : dim(W )≥k

max
۰ ̸=g∈W

{
E
L′ (g)

∥g∥۲
۲,ω′

}
≤ max

۰ ̸=g′∈W ′
۰

{
E
L′ (g

′)

∥g′∥۲
۲,ω′

}

= max
۰ ̸=g∈W۰

{
EL(g) + λg(y)۲

∥g∥۲
۲,ω

+ g(y)۲

}
≤ λ = λk.

ی��م دار اس��ت��ق��را ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا ل��ذا

k − (l − ۱) ≤ ν(f ′) ≤ ν(f) + ۱.

گ��راف �ت��ق��را، اس� ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه دوم، ادع��ای اث��ب��ات ب��رای م��ی�ش��ود. ک��ام��ل ش��ک��ل ای��ن ب��ه اول ادع��ای اث��ب��ات

xy ی��ال ش��ام��ل G در دور ی��ک C �ن��ی��د ک� ف��رض م��ی�ک��ن��د. ق��ط��ع را f ′ ن��ودال �ن��ه�ه��ای دام� ک��ه دارد دور k − ν(f ′) ح��داق��ل G′

غ��ی��ر در م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه اس��ت��ق��را ح��ک��م و ν(f) = ν(f ′) آن�گ��اه ب��گ��ی��رد، ق��رار f ن��ودال دام��ن��ه ی��ک در ک��ام��لا C دور گ��ر ا ب��اش��د.

ب��ه�دس��ت اس��ت��ق��را ف��رض از ک��ه ق��ط��ع�ک��ن��ن��ده دور k − ν(f ′) ب��ه�ه��م��راه و م��ی�ک��ن��د ق��ط��ع را f ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای C دور ای��ن�ص��ورت،

■ داش��ت. خ��واه��ی��م G در ق��ط��ع�ک��ن��ن��ده دور k − ν(f) ح��داق��ل آم��ده،

چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ٣-٢

وردش��ی ت��ع��ری��ف ی��ک از L۱ و L۲ ن��س��خ��ه�ه��ای ت��رت��ی��ب ب��ه ιk و λk ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م ١-۴-١ ق��ض��ی��ه و ٢-٣-٣ ق��ض��ی��ه م��ق��ای��س��ه ب��ا

دادن ق��رار ک��م��ک ب��ا ک��رد. م��ق��ای��س��ه ه��م ب��ا را ١-ن��رم�ه��ا و ٢-ن��رم �ت��وان ب� �ای��د ب� �ت��ر پ��ارام� دو ای��ن �ق��ای��س��ه م� ب��رای �اب��رای��ن �ن� ب� �ن��د. �ت� ه��س�

ک��رد. ث��اب��ت وزن�دار گ��راف�ه��ای ب��رای را ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی ط��رف ی��ک م��ی�ت��وان م��ش��خ��ص��ه ت��واب��ع

٣-٢-١ ق��ض��ی��ه

آن �ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س �ات� م� �رت��ب م� �ی��ف ط� (λk)k∈J|V |K �ی��د �ن� ک� ف��رض ،G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار گ��راف �رای ب�

ی��م دار ،k ∈ J|V |K ه��ر ب��رای ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د.

λk ≤ ۲ ιMk (G), (٣-٢)

λk ≤ ι
m

k (G), (٣-٣)
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اس��ت. اول وی��ژه�م��ق��دار k م��ی��ان��گ��ی��ن λk ک��ه

ک��ه ش��ود ان��ت��خ��اب گ��ون��ه�ای ب��ه {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.

ι
M

k (G) = max
i∈JkK

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
.

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای
hi(x) = χAi B

 ۱ x ∈ Ai

۰ x ̸∈ Ai.

�ه ک� �د �اش� ب� �ه�ای �ون� �ه�گ� ب� �واه �خ� دل� f ∈ W و �د �اش� ب� h۱, . . . , hk �ع �واب� ت� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �ی �ط� خ� �ای �ض� ف� W �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح�

داری��م ،(a− b)۲ ≤ ۲(a۲ + b۲) راب��ط��ه و (٢-١٢) ت��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن�ص��ورت در .f = c۱h۱ + . . .+ ckhk

E(f)
∥f∥۲۲,ω

=

∑
xy∈E
|f(x)− f(y)|۲φ(xy) +

∑
x∈V

p(x)|f(x)|۲∑
x∈V

ω(x)|f(x)|۲

=
(۱/۲)

∑
i,j |ci − cj |۲ φ(Ai, Aj) +

∑
i c

۲
i p(Ai)∑

i c
۲
i ω(Ai)

≤
∑

i ̸=j(c
۲
i + c۲j) φ(Ai, Aj) +

∑
i c

۲
i p(Ai)∑

i c
۲
i ω(Ai)

≤ ۲
∑

i c
۲
i (φ(∂Ai) + p(Ai))∑

i c
۲
i ω(Ai)

≤ ۲ max
i∈JkK

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
= ۲ ιMk (G).

،(٣-٣) �ام��س��اوی ن� �ب��ات اث� ب��رای م��ی�ش��ود. ح��اص��ل (١-۴-١ �ی��ه (ق��ض� �ی��ش��ر ک��وران��ت-ف� �ه �ی� ق��ض� از (٣-٢) �ام��س��اوی ن� �ه �ی��ج� �ت� درن�

■ م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده (٣-۴-١ (ق��ض��ی��ه ک��ی-ف��ن ق��ض��ی��ه از و ک��رده ب��ی��ان را ف��وق اس��ت��دلال م��ش��اب��ه

٣-٢-٢ م��ث��ال

ی��ک �ر �راب� ب� �ا �ال�ه� ی� �ه �م� ه� وزن �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� را (٣-٣) و (٣-٢) �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� �ودن ب� �م �ک� �ح� م� �ال �ث� م� �ن ای� در

�ر ه� �رای ب� ،λk = n
n−۱ و λ۱ = ۰ �م داری� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را Kn �ل �ام� ک� �راف گ� و �د �اش� ب� آن �ه درج� �ر �راب� ب� راس �ر ه� وزن و

و k ∈ J۲,m+ n− ۱K ه��ر ب��رای ،λk = ۱ ،λ۱ = ۰ ی��م دار ،Km,n دوب��خ��ش��ی ک��ام��ل گ��راف ب��رای ه��م�چ��ن��ی��ن .k ∈ J۲, nK
م��ض��رب��ی m ک��ه Km,n دوب��خ��ش��ی ک��ام��ل گ��راف و Kn ک��ام��ل گ��راف ب��رای ،٢-٢-٢ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن .λm+n = ۲

و K۲n �ل �ام� ک� �راف گ� �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ت� �ی�اف� م� �اق �ف� ات� �اوی �س� ت� (٣-٣) �اوی �س� �ام� ن� در ،k ∈ JnK �ر ه� �رای ب� و �ت اس� n از
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�واه، �خ� دل� k �ر ه� �رای ب� (٣-٢) �اوی �س� �ام� ن� �ودن ب� �م �ک� �ح� م� �ات �ب� اث� �رای ب� �د. �ت� �ی�اف� م� �اق �ف� ات� �اوی �س� ت� (٣-٢) �اوی �س� �ام� ن� در ،k = ۲

⋆ � ب��گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را Kk−۲ ⊔K۲n گ��راف اس��ت ک��اف��ی

�ر �الات� ب� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� �رای ب� �ز �ی� ن� �ر �گ� �ی� چ� �اوی �س� �ام� ن� �ر �گ� دی� �رف ط� �د �ای� ب� �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �ت �وی� �ق� ت� را �دس ح� �ن ای� ٣-٢-١ �ه �ی� �ض� ق�

م��ی�ش��ود. م��ط��رح چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ح��دس ع��ن��وان ب��ه زی��ر ح��دس ط��ب��ی��ع��ی، ب��ه�ط��ور اس��اس، ای��ن ب��ر ب��اش��د. ب��رق��رار

چ��ی��گ��ر) ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه (ح��دس ٣-٢-٣ ح��دس

وزن�دار �راف گ� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� دارد، �ود وج� χ′(k) و χ(k) �ی �ان� �ه� ج� �ای �ت�ه� �اب� ث� ،k ∈ N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب�

ی��م دار L ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��ا G = (V,E, ω, φ, p)

χ(k)

|L|
(
ι
M

k (G)
)۲ ≤ λk, (۴-٣)

χ′(k)

|L|
(
ι
m

k (G)
)۲ ≤ λk, (۵-٣)

.|L| B maxx∈V |L(x, x)| و اس��ت آن اول وی��ژه�م��ق��دار k م��ی��ان��گ��ی��ن و L kام وی��ژه�م��ق��دار ت��رت��ی��ب ب��ه λk و λk ک��ه

در ٣-٢-٣ �دس ح� �ات �ب� اث� �ت. اس� �ده ش� �ت �اب� ث� لا� �ب� ق� �ه ک� �ت اس� (٣-١) �اوی �س� �ام� ن� �ان �م� ه� k = ۲ �ال��ت ح� در �وق ف� �دس ح�

دو از ف��ص��ل ای��ن در اس��ت). م��ش��ک��ل ک��ه پ��رون-ف��روب��ن��ی��وس ق��ض��ی��ه ت��ع��م��ی��م (م��ش��اب��ه م��ی�رس��د ن��ظ��ر ب��ه م��ش��ک��ل ب��س��ی��ار ک��ل��ی ح��ال��ت

ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد ب��خ��ش ای��ن در ک��ه اس��ت ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��ر م��ب��ت��ن��ی اول ره��ی��اف��ت م��ی�ک��ن��ی��م. ح��م��ل��ه ح��دس ای��ن ب��ه ره��ی��اف��ت

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را م��ی�ک��ن��د ب��رق��رار ٢-ن��رم و ١-ن��رم ح��ال��ت در رای��ل��ی ن��س��ب��ت ب��ی��ن م��ق��ای��س��ه�ای ک��ه زی��ر ل��م اب��ت��دا م��ی�گ��ی��رد.

۴-٣-٢ ل��م

�ع �اب� ت� �ر ه� �رای ب� �د. �اش� ب� آن �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� L و وزن�دار �راف گ� �ک ی� G = (V,E, ω, φ, p) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ی��م دار ۰ ̸= f ∈ Fω(V )

(
∥∇f ۲∥۱,φ + ∥f ۲∥۱,p

∥f ۲∥۱,ω

)۲

≤ ۲|L|
∥∇f∥۲

۲,φ
+ ∥f∥۲

۲,p

∥f∥۲
۲,ω

,

.|L| B maxx∈V |L(x, x)| آن در ک��ه

ب��ره��ان.

∥∇f∥۲
۲,φ

+ ∥f∥۲
۲,p

∥f∥۲
۲,ω

=

∑
xy∈E
|f(x)− f(y)|۲ φ(xy) +

∑
x∈V
|f(x)|۲ p(x)∑

x∈V
|f(x)|۲ ω(x)

×
∑

xy∈E
|f(x) + f(y)|۲ φ(xy) +

∑
x∈V
|f(x)|۲ p(x)∑

xy∈E
|f(x) + f(y)|۲ φ(xy) +

∑
x∈V
|f(x)|۲ p(x)
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ن��ام��س��اوی و ک��ش��ی-ش��وارت��ز ن��ام��س��اوی

(a+b)۲≤۲(a۲+b۲)
≥

(∑
xy∈E
|f(x)۲ − f(y)۲| φ(xy) +

∑
x∈V |f(x)|۲ p(x)

)۲(∑
x∈V
|f(x)|۲ ω(x)

)
×
(∑

x∈V |f(x)|۲ (۲deg(x) + p(x))
)

≥ ۱
۲|L|

(
∥∇f ۲∥۱,φ + ∥f ۲∥۱,p

∥f ۲∥۱,ω

)۲

.

■

۵-٣-٢ ت��ع��ری��ف

از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک A ⊆ V و رئ��وس روی �ع �اب� ت� ی��ک f ∈ F (V ) �ه��ت، �دون�ج� ب� �راف گ� ی��ک G = (V,E) �د �ی� �ن� ک� ف��رض

داش��ت��ه xy ∈ ∂A ی��ال ه��ر ب��رای گ��ر ا م��ی�ش��ود، گ��ف��ت��ه f ب��رای دوق��ط��ب��ی ب��رش��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک (A, V \A) زوج ب��اش��د. رئ��وس

�ی��م، �وی� گ� f از �ب��ت) �ث� �ی��رم� (غ� �ف��ی �ن� �ی��رم� غ� �ب��ی دوق��ط� ب��خ��ش ی��ک را A ⊆ V �م��وع��ه زی��رم��ج� ی��ک �ی��ن �ن� �م�چ� ه� .f(x)f(y) ≤ ۰ �ی��م ب��اش�

�ک ی� (A, V \ A) و �د �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� A �و �ض� ع� �ک ی� �رای ب� �ل �داق� ح� و �ت) �ب� �ث� �رم� �ی� (غ� �ی �ف� �ن� �رم� �ی� غ� ،f |A ،A روی f �د �دی� �ح� ت� �ر گ� ا

اس��ت. f از دوق��ط��ب��ی ب��خ��ش ی��ک ،f ض��ع��ی��ف ن��ودال دام��ن��ه ه��ر ک��ه اس��ت واض��ح ب��اش��د. f ب��رای دوق��ط��ب��ی ب��رش��ی م��ج��م��وع��ه

�ب �ی� �رت� ت� �ه (ب� �زون��ی ζ−ف� ی��ک را f ∈ F (V ) �ع �اب� ت� ،L �اق �ح� �ود-ال� خ� �ری��س �ات� م� و ζ ∈ R �ده ش� داده �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� ی��ک �رای ب�

�ورت درص� �ان، زب� از �اده �ف� �ت� �وءاس� س� �ا ب� .(Lf ≥ ζf �ی��ب �رت� ت� �ه (ب� Lf ≤ ζf �ر گ� ا �م، �ی� �وی� �ی�گ� م� L �ری��س �ات� م� �رای ب� �ان��ی) �ص� �ق� ζ−ن�

�ع �اب� ت� �ک ی� �ی �ادگ� س� �ه ب� ،L �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �رای ب� �ی) �ان� �ص� �ق� (ζ−ن� �ی �زون� ζ−ف� �ع �اب� ت� �ک ی� �ام، �ه� اب� �ود وج� �دم ع�

▲ � م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه (ζ−ن��ق��ص��ان��ی) ζ−ف��زون��ی

ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان را ل��م ای��ن ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم رف��ت. خ��واه��د ک��ار ب��ه ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی اث��ب��ات در ب��ع��دی ل��م

و اص��لاح��ات ی��خ��چ��ه، �ار ت� ب��رای را [٣١ ،٢٠] و �ل��ی اص� �ی��ج��ه �ت� ن� ب��رای را [٣٩] ) آورد �ه�دس��ت ب� �ز �ی� ن� �ن��ر ی� دوال-ر ل��م از �ه�ای �ی��ج� �ت� ن�

ب��ب��ی��ن��ی��د). ب��ی��ش��ت��ر ب��ح��ث

۶-٣-٢ ل��م

�ع �اب� ت� ی��ک f ∈ F (V ) و L �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �ا ب� وزن�دار �راف گ� ی��ک G = (V,E, ω, φ, p) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ب �ی� �رت� ت� �ه (ب� �ی �ف� �ن� �رم� �ی� غ� �ی �ب� �ط� دوق� �ش �خ� ب� �ک ی� A ⊆ V �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د، �اش� ب� L �رای ب� �ی) �ان� �ص� �ق� ζ−ن� �ب �ی� �رت� ت� �ه (ب� �ی �زون� ζ−ف�

ی��م دار ،g B f |A ت��ع��ری��ف ب��ا ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. f از غ��ی��رم��ث��ب��ت)

ζ ≥
∥∇g∥۲

۲,φ
+ ∥g∥۲

۲,p

∥g∥۲
۲,ω

.

f �ف��ی �ن� �رم� �ی� غ� �ی �ب� �ط� دوق� �خ��ش ب� A �ه ک� �ی �ت� وق� �رای ب� را �م �ک� ح� �د. �ن� �ن� ک� �دق ص� �م ل� �ورت ص� �رای��ط ش� در A و f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

ه��م��س��ای��ه ه��ر ب��رای و g(x) = f(x) آن�گ��اه ،x ∈ A گ��ر ا م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور دی��گ��ر ح��ال��ت و م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت اس��ت،

�اه آن�گ� ،x ̸∈ A �ر گ� ا �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .(Lg)(x) ≤ (Lf)(x) ≤ ζf(x) = ζg(x) �ن �رای� �اب� �ن� ب� .g(y) ≥ f(y) �م داری� ،x از y
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ی��م دار (١-٧) راب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا درن��ت��ی��ج��ه .(Lg)(x) ≤ ζg(x) وض��وح ب��ه ،g ≥ ۰ چ��ون و g(x) = ۰

∥∇g∥۲۲,φ + ∥g∥۲۲,p = ⟨Lg, g⟩ω ≤ ζ ⟨g, g⟩ω = ζ ∥g∥۲۲,ω .

■

٣-٢-٧ ت��ع��ری��ف

�ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� k از �ت �س� �ی� ل� �ک ی� �د. �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� k از �ی �ت� �س� �ی� ل� Γ = (ζ۱, ζ۲, . . . , ζk) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ی��ک را ،Ai ⊂ X ،A = (A۱, A۲, . . . , Ak) م��ج��زای �ه �م��وع� �رم��ج� زی� k �راه �م� ه� �ه ب� X �ن��ه دام� روی F = (f۱, f۲, . . . , fk)

ه��ر�گ��اه گ��وی��ی��م L ب��رای س��ازگ��ار م��ت��ق��اط��ع ت��واب��ع م��ج��م��وع��ه

ب��اش��د. X روی L ب��ه ن��س��ب��ت ζi−ن��ق��ص��ان��ی) ت��رت��ی��ب (ب��ه ζi−ف��زون��ی ت��اب��ع ی��ک fi B f |Ai
ت��اب��ع ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای •

ب��اش��د. fi از غ��ی��رم��ث��ب��ت) ت��رت��ی��ب (ب��ه غ��ی��رم��ن��ف��ی دوق��ط��ب��ی ب��خ��ش ی��ک Ai زی��رم��ج��م��وع��ه ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای •
▲ �

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ق��ض��ی��ه ت��ا آم��اده�ای��م ک��ن��ون ا

٣-٢-٨ ق��ض��ی��ه

�ر گ� ا .Γ = (ζ۱, ζ۲, . . . , ζk) �د �ی� ده� �رار ق� و �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در L �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ا ب� G وزن�دار �راف گ� �ک ی�

آن�گ��اه ب��اش��د، L ب��رای س��ازگ��ار م��ت��ق��اط��ع ت��واب��ع م��ج��م��وع��ه ی��ک A = (A۱, A۲, . . . , Ak) ه��م��راه ب��ه F = (f۱, f۲, . . . , fk)

۲|L| max
i∈JkK ζi ≥ ι

M

k (G)۲,

۲|L| ζk ≥ ι
m

k (G)
۲.

ای��ن�ص��ورت در ،۰ ̸= gi B fi|Ai ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.

ζk ≥
۱
k

k∑
i=۱

∥∇gi∥
۲

۲,φ
+ ∥gi∥

۲

۲,p

∥gi∥۲۲,ω
≥ ۱

۲k|L|

k∑
i=۱

(
∥∇g۲i∥۱,φ + ∥g۲i∥۱,p

∥g۲i∥۱,ω

)۲

≥ ۱
۲|L|

(
۱
k

k∑
i=۱

∥∇g۲i∥۱,φ + ∥g۲i∥۱,p
∥g۲i∥۱,π

)۲

≥ ۱
۲|L| ι

m

k (G)
۲,

از م��س��ت��ق��ی��م اس��ت��ف��اده س��وم ن��ام��س��اوی م��ی�ش��ود، ن��ت��ی��ج��ه ۴-٣-٢ و ۶-٣-٢ ل��م�ه��ای از ت��رت��ی��ب ب��ه دوم و اول ن��ام��س��اوی�ه��ای ک��ه

�ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د. �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� ٢-٣-٣ �ه �ی� �ض� ق� �ری �ی� �ارگ� �ه�ک� ب� از �ر آخ� �اوی �س� �ام� ن� و �ت اس� �ز �وارت� �ی-ش� �ش� ک� �اوی �س� �ام� ن�



۵۴ ب��الا م��رات��ب چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای .٣ ف��ص��ل

ی��م دار

max
i∈JkK ζi ≥ max

i∈JkK
∥∇gi∥

۲

۲,φ
+ ∥gi∥

۲

۲,p

∥gi∥۲۲,ω
≥ ۱

۲|L| max
i∈JkK

(
∥∇g۲i∥۱,φ + ∥g۲i∥۱,p

∥g۲i∥۱,ω

)۲

≥ ۱
۲|L| ι

M

k (G)۲.

■

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را گ��رف��ت ٣-٢-٨ ق��ض��ی��ه از م��ی�ت��وان خ��اص ح��الات در ک��ه ن��ت��ای��ج��ی ب��خ��ش ای��ن پ��ای��ان در

چ��ی��گ��ر) ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه (ق��ض��ی��ه ٣-٢-٩ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د (λk)k∈JnK م��رت��ب ط��ی��ف ب��ا آن ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س L و راس n روی وزن�دار گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض

ب��رای ای��ن�ص��ورت در ده��ی��د. ن��ش��ان wk ب��ا را λk وی��ژه�م��ق��دار ب��ا م��ت��ن��اظ��ر وي��ژه�ت��اب��ع ی��ک ق��وی ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ت��ع��داد ک��ث��ر ح��دا و

،k ∈ JnK ه��ر
۱

۲|L| ι
M

wk
(G)۲ ≤ λk ≤ ۲ ιMk (G).

را ((٣-١) �ه �ط� (راب� �ر �گ� �ی� چ� �ک �ی� �لاس� ک� �ه �ی� �ض� ق� �وق، ف� �ه �ی� �ض� ق� ،(٣-١-٣ �ه �ج� �ی� �ت� (ن� w۲ ≥ ۲ �واره �م� ه� �ه �ن�ک� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ع �اب� �ژه�ت� وی� ی��ک λk �ق��دار �ژه�م� وی� و �اش��د ب� درخ��ت ی��ک T گ��ر ا �ی��ن �ن� �م�چ� ه� چ��پ). �م��ت س� در ۱/۲ �ری��ب ض� ب��ا �ه �ت� �ب� (ال� م��ی�ده��د �ه �ی��ج� �ت� ن�

ب��ه�دس��ت ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی ی��ک ل��ذا و wk ≥ k داری��م ،۴-٣-١ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا آن�گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه ه��ی��چ�ج��اص��ف��ر

چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ح��دس و ک��رد ح��ذف ه��م را وی��ژه�ت��اب��ع ب��ودن ه��ی��چ�ج��اص��ف��ر ش��رط م��ی�ت��وان ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م ۴-٣ ب��خ��ش در م��ی�آی��د.

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٢-۴-٣ (ن��ت��ی��ج��ه ک��رد ث��اب��ت χ(k) ≡ ۱/۲ ج��ه��ان��ی ث��اب��ت ی��ک ب��ا درخ��ت�ه��ا ب��رای را (٣-٢-٣ (ح��دس

دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف ٣-٣

ک��اره��ای ادام��ه در ره��ی��اف��ت، ای��ن در م��ی�پ��ردازی��م. ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی اث��ب��ات ج��ه��ت در دوم ره��ی��اف��ت ب��ه ب��خ��ش ای��ن در

�ری �ب� ج� �ف �ی� ط� �ن �ی� ب� �ی �ط� واس� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ف �ی� ط� �ام ن� �ه ب� �ه �ان� �ی� م� �ف �ی� ط� �ک ی� ،[۶٧] �و �ل� �ک� �ی� م�

در را ط��ی��ف ای��ن م��ی�ت��وان چ��ط��ور ک��ه دی��د خ��واه��ی��م ب��ع��د ب��خ��ش در و ه��س��ت��ن��د ای��زوپ��ری��م��ت��ری ط��ی��ف و لاپ��لاس��ی��ن) (وی��ژه�م��ق��داره��ای

ک��وان��ت��وم��ی گ��راف�ه��ای ف��ض��ای م��ا م��ط��ال��ع��ه م��ورد ف��ض��ای ف��ص��ل، پ��ای��ان ت��ا گ��رف��ت. ک��ار ب��ه ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای اث��ب��ات

را (f,G,A) روم��ی ق��ل��م ه��م�چ��ن��ان و م��ی�ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده م��ت��ری��ک م��دل ب��رای f ,G ,A ن��م��اده��ای از و اس��ت ن��ام��ن��ف��ی پ��ت��ان��س��ی��ل ب��ا

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١-٨ (ب��خ��ش م��ی�گ��ی��ری��م ب��ه�ک��ار گ��س��س��ت��ه م��دل ب��رای

�ع �اب� ت� ی��ک �رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ری��ف �ع� ت� �ری��ک �ت� م� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� را ٣-١ �خ��ش ب� در �ده ش� �رف��ی �ع� م� �ودال ن� �ه �ن� دام� �وم �ه� �ف� م� �دا �ت� اب�

�دی �ن� �ب� �م� ه� �ه �ف� �ول� م� �ک ی� A �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� f �ع �اب� ت� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ودال ن� �ه �ن� دام� �ک ی� را A ⊆ G �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� ،f ∈ F (G)

�ع �اب� ت� �ک ی� �ه) �ت� �وس� �ی� (پ� �ودال ن� �ه �ن� دام� از �ور �ظ� �ن� م� �د. �اش� ب� G \ {x ∈ G : f (x) = ۰} از �ال) �م� �س� �ی� ک� �ا م� �د �ن� �ب� �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� �رم� (زی�
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اس��ت.٣ ،G روی f آف��ی��ن ت��وس��ی��ع ،f ت��اب��ع ن��ودال دام��ن��ه ،f ∈ F (V ) گ��س��س��ت��ه

٣-٣-١ ل��م

ن��ودال �ن��ه دام� ی��ک A و L �ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� ت��ع� �ی��ن لاپ��لاس� �ات��ری��س م� ب��رای λ �ق��دار وی��ژه�م� ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م� �اب��ع وی��ژه�ت� ی��ک f ̸= ۰ �ی��د �ن� ک� ف��رض

اس��ت. A B A ∩ V روی fA م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ت��اب��ع ب��ا م��ت��ن��اس��ب f و λ۱(A) = λ ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. f (پ��ی��وس��ت��ه)

ی��م دار آن�گ��اه ،a ∈ [x, y] و ب��اش��د خ��ط��ی [x, y] ی��ال ت��ک��ه روی ،g ∈ F۰(G) دل��خ��واه ت��اب��ع گ��ر ا ب��ره��ان.

φ̃(x, a)(g(x)− g(a)) = φ(xy)(g(x)− g(y)).

داری��م ،x ∈ A ه��ر ب��رای ،Lf = λf راب��ط��ه و م��ط��ل��ب ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا

λf(x) = (Lf)(x) =
p(x)

ω(x)
f(x) +

۱
ω(x)

∑
y: x∼y

φ(xy) (f(x)− f(y))

=
p(x)

ω(x)
f(x) +

۱
ω(x)

∑
y∈A: x∼y

φ(xy) (f(x)− f(y)) + ۱
ω(x)

∑
a∈∂A: a∈[x,y]

φ̃(x, a) f(x)

= L̂A(x, x)f(x) +
∑

y∈A: x∼y
L̂A(x, y)f(y) = (L̂Af)(x),

λ وي��ژه�م��ق��دار ب��ا م��ت��ن��اظ��ر L̂A م��ات��ری��س وی��ژه�ت��اب��ع ،A ب��ه f ت��اب��ع ت��ح��دی��د ب��ن��اب��رای��ن ش��ده�ان��د. ت��ع��ری��ف ١-٨ ب��خ��ش در L̂ و φ̃ ک��ه

روی f ت��اب��ع چ��ون اس��ت. fA وي��ژه�ت��اب��ع ب��ا L̂A �ات��ری��س م� وي��ژه�م��ق��دار λ۱(A) ،١-٨-٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه �ا ب� دی��گ��ر ط��رف از اس��ت.

�ا ب� �ب �اس� �ن� �ت� م� f و λ = λ۱(A) �م ی� دار (١-۵-١ �ه �ی� �ض� (ق� �وس �ن� �ی� �روب� �رون-ف� پ� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د، �ی�ده� �م� ن� �ت �لام� ع� �ر �ی� �ی� �غ� ت� A

■ اس��ت. fA

�ری��ک �ت� م� گ��راف�ه��ای ب��رای را �راز اف� و �راز �راف� زی� �ه��وم �ف� م� �دا �ت� اب� �م. �ی� �ن� ک� �رف��ی �ع� م� را �ه �ل� �ری��ش� دی� �ن��دی �ب� �م� ه� �ی��ف ط� �ا ت� �م �اده�ای� آم� ح��ال

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� A ⊆ G �د �ن� �ب� �م� ه� و �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ه �م� ه� �ای �ض� ف� D۱(G) �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت�

.A ∩ V ̸= ∅

٣-٣-٢ ت��ع��ری��ف

�م��ه ه� �ان��واده خ� را (Dk �ادگ��ی س� ب��ه �ا (ی� Dk(G) ،k ∈ J۲, nK ع��دد ه��ر و راس n �ا ب� G گ��راف روی G �ت��ری��ک م� گ��راف ب��رای

چ��ن��ی��ن ه��ر ه��س��ت��ن��د. م��ج��زا Aiه��ا و Ai ∈ D۱(G) ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف A B (A۱, . . . ,Ak) kت��ای��ی�ه��ای

اس��ت؛ آن اع��ض��ای م��رزی ن��ق��اط اج��ت��م��اع م��ی�ده��ی��م، ن��ش��ان ∂A ب��ا ک��ه A م��رز از م��ن��ظ��ور م��ی�گ��وی��ی��م. k−زی��راف��راز ی��ک را kت��ای��ی

.∂A B ∪ki=۱∂Ai ی��ع��ن��ی

G �ر �راب� ب� Ai �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �ار �ت� �س� ب� �اع �م� �ت� اج� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �راز k−اف� ی��ک را (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) �راز �راف� k−زی� ی��ک

�واده �ان� خ� .x ∈ ∂Ai ∩ ∂Aj �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� i ̸= j ∈ JkK �دی��س�ه��ای ان� ،x ∈ ∂A م��رزی �ه �ط� �ق� ن� �ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب�

اس��ت. آم��ده ٣-١-١ ت��ع��ری��ف در ک��ه اس��ت گ��س��س��ت��ه ن��ودال دام��ن��ه ت��ع��ری��ف از م��ت��ف��اوت ت��ع��ری��ف ای��ن ک��ه ک��ن��ی��د ٣ت��وج��ه
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م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان (Pk خ��لاص��ه ب��ه�ط��ور (ی��ا Pk(G) ب��ا را G k−اف��رازه��ای ه��م��ه

�ا ب� �ه ک� A �ه ب� �ت �ب� �س� ن� G �ت �م� �س� �ارج�ق� خ� �راف گ� ،A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) �ده ش� داده �راز �راف� k−زی� �رای ب� �ت �ای� �ه� ن� در

Aj و Ai و اس��ت {A۱, . . . ,Ak} آن رئ��وس م��ج��م��وع��ه ک��ه م��ی��ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ب��دون�ج��ه��ت گ��راف ی��ک را م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان G/A

▲ � .∂Ai ∩ ∂Aj ̸= ∅ ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د، داش��ت��ه م��ش��ت��رک م��رزی ن��ق��ط��ه ی��ک ح��داق��ل ه��رگ��اه م��ج��اورن��د،

[۶٧] ٣-٣-٣ ت��ع��ری��ف

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف k ∈ JnK ه��ر ب��رای ب��اش��د. راس n ب��ا ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (G , L) ک��ن��ی��د ف��رض

Λk B inf
{Ai}k۱ ∈Dk(G)

(
max
j∈JkKλ۱(Aj)

)
. (۶-٣)

▲ � م��ی�خ��وان��ی��م. (G , L) ب��ه م��رب��وط دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف را (Λk)k∈JnK دن��ب��ال��ه
�راز �راف� زی� �ک ی� �واره �م� ه� �ه ک� �ت اس� �ده ش� �ت �اب� ث� �ژه وی� �ور �ه�ط� ب� �د. ش� �ی �ررس� ب� آن �واص خ� و �ی �رف� �ع� م� [۶٧] در Λk �ر �ت� �ارام� پ�

�ی��ف ط� ب��ا �ی��ف ط� ای��ن راب��ط��ه ک��ه را زی��ر ل��م .[۴ ل��م ،۶٧] م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت (۶-٣) در را �ی��م��م �ن� �ی� م� ک��ه دارد وج��ود A ∈ Dk(G)

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ادآوری آن�ج��ا از م��ی�ده��د، ن��ش��ان را ج��ب��ری

۴-٣-٣ ل��م

آن�گ��اه ب��اش��د، (G , L) ک��وان��ت��وم��ی گ��راف دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف و ج��ب��ری ط��ی��ف ت��رت��ی��ب ب��ه (Λk)k∈JnK و (λk)k∈JnK گ��ر ا
.Λk ≤ λk ی��م دار ،k ∈ JnK ه��ر ب��رای (i)

�م، �ی� ده� �ان �ش� ن� wk �ا ب� را λ �دار �ق� �ژه�م� وي� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ع �اب� �ژه�ت� وی� ی��ک ق��وی �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� �داد �ع� ت� �ر �ث� ک� �دا ح� �ه �ی�ک� �ورت� ص� در (ii)

.λk ≤ Λwk
ی��م دار

ب��رای ی��ک��ت��ا م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ت��اب��ع fi B fAi و ب��اش��د (۶-٣) در م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.

ق��رار f۱, . . . , fk ت��واب��ع ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د ف��ض��ای را Wk ⊂ F (G) ب��رداری زی��رف��ض��ای ب��اش��د. ١-٨-٢ ل��م م��ط��اب��ق ،λ۱(Ai)

ی��م دار f B c۱f۱ + . . .+ ckfk ∈ Wk ت��اب��ع ه��ر ب��رای ده��ی��د.

E(f )
∥f ∥۲۲,ω

=

∑k
i=۱ ci E(fi)∑k
i=۱ ci ∥fi∥

۲
۲,ω

≤ max
i∈JkK

E(fi)
∥fi∥۲۲,ω

= Λk.

�م��ت �س� ق� �ات �ب� اث� �رای ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� (i) �م��ت �س� ق� ،(١-۴-١ �ه �ی� �ض� (ق� �ر �ش� �ی� �ت-ف� �وران� ک� �ه �ی� �ض� ق� و �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� ب� λk �دار �ق� �ژه�م� �ه�وی� ب� �وط �رب� م� �ع �اب� �ژه�ت� وي� �ک ی� �ه) �ت� �وس� �ی� (پ� �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� B۱, . . . ,Bwk
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،(ii)

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه Λwk
ت��ع��ری��ف از (ii) ق��س��م��ت ل��ذا و λ۱(Bi) = λk ی��م دار ٣-٣-١ ل��م

�ن �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .Λ۲ = λ۲ �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،٣-١-٣ �ه �ج� �ی� �ت� ن� و ۴-٣-٣ �م ل� �ن �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب�

.Λn ≤ ۲|L| ≤ ۲λn داری��م ٢-۴-١ �ی��ج��ه �ت� ن� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� و م��ی�ش��ود ح��اص��ل �ا ی��ال�ه� �ه �م� ه� ک��ردن ن��ص��ف از �ه ک� �راف��رازی n−زی�

م��ی�ده��د. س��وق زی��ر ح��دس س��م��ت ب��ه را م��ا ط��ب��ی��ع��ی ب��ه�ط��ور م��ش��اه��دات ای��ن
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[۶٧] م��ی��ک��ل��و) (ح��دس ۵-٣-٣ ح��دس

داری��م راس، n روی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ه��ر ب��رای ک��ه دارد وج��ود χ̃(k) > ۰ ج��ه��ان��ی ث��اب��ت ی��ک ،k ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای

∀k ∈ JnK, χ̃(k) Λk ≤ λk. (٣-٧)

ق��دم�ه��ای��ی ب��ع��د ب��خ��ش�ه��ای در و م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ح��دس و م��ی��ک��ل��و ح��دس ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د ب��خ��ش در

ی��م. ب��رم��ی�دار م��ی��ک��ل��و ح��دس اث��ب��ات س��م��ت ب��ه

ی��ک ب��ه ن��ی��ز دی��گ��ری ه��ن��دس��ی پ��ارام��ت��ره��ای م��ی�ت��وان ش��د، م��ع��رف��ی ٣-٣-٣ ت��ع��ری��ف در ک��ه دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف ک��ن��ار در

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ،k ∈ JnK ع��دد ه��ر و راس n ب��ا (G , L) ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ب��رای ب��ه�وی��ژه ک��رد. م��ن��ت��س��ب گ��راف

Λk B sup
{Ai}k۱ ∈Pk(G)

(
min
j∈JkKλ۱(Aj)

)
.

�ک��س �رع� ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٢-۴ �خ��ش (ب� �د �ن� �ی�آی� م� �ار ک� �ه ب� �ا دوره� �ف��ی �ی� ط� �ه �زی� �ج� ت� �ی �ررس� ب� در �د �دی� ج� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ن ای�

Λk ب��رای �ر �م�گ� �م� �ی� �س� ک� �ا م� �راز اف� �ه ک� اس��ت �ک��ن �م� م� دارد، �ود وج� �ا آن�ه� �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� ی��ک �واره �م� ه� �ه ک� Λk �ره��ای �ت� �ارام� پ�

ک��ه ح��ال��ت��ی م��ش��اه��ده ب��رای ن��دارد. وج��ود Λk و Λk پ��ارام��ت��ره��ای ب��ی��ن ارت��ب��اط��ی ک��ل��ی، ح��ال��ت در ه��م�چ��ن��ی��ن ب��اش��د. ن��داش��ت��ه وج��ود

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ١-١-۴ گ��زاره خ��اص ح��الات در پ��ارام��ت��ره��ا راب��ط��ه ه��م�چ��ن��ی��ن و ن��دارد وج��ود ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا اف��راز

روی �ی �وم� �ت� �وان� ک� �راف گ� �ک ی� (G , L) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه ارائ� �ا �رازه� �راف� زی� �اره ب� در را �ه�ای �ای� پ� �ف �ری� �ع� ت� �د �ن� چ� �ه ادام� در

،i, j ∈ JkK �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� �ی�گ� م� �واخ��ت �ن� �ک� ی� را A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) �راز �راف� زی� �ک ی� �د. �اش� ب� G �راف گ�

ه��رگ��اه گ��وی��ی��م روان را A �ن��ی��ن ه��م�چ� م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان λ۱(A) ب��ا را م��ش��ت��رک م��ق��دار ای��ن ای��ن�ص��ورت در و λ۱(Ai) = λ۱(Aj)

در ۳ ح��داق��ل درج��ه ب��ا رئ��وس م��ج��م��وع��ه V۳ ک��ه ∂Ai ∩ ∂Aj ∩ V۳ = ∅ ب��اش��ی��م داش��ت��ه i ̸= j ∈ JkK ان��دی��س زوج ه��ر ب��رای

اس��ت. G

ت��ع��م��ی��م ب��رای ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د. ب��رق��رار روان زی��راف��رازه��ای ب��رای ک��رد، خ��واه��ی��م اث��ب��ات ف��ص��ل ای��ن در ک��ه م��ط��ال��ب��ی از ب��س��ی��اری

�ن��ی��د ک� ف��رض م��ف��ه��وم، ای��ن ک��ردن دق��ی��ق ب��رای دارن��د. ع��م��وم��ی» «ج��ن��ب��ه زی��راف��رازه��ا ای��ن ک��ه ک��ن��ی��م ث��اب��ت ب��ای��د �ل��ی ک� ح��ال��ت ب��ه آن�ه��ا

�ی��ن �لاس� لاپ� �ای �ری��س�ه� �ات� م� �ه �م� ه� �واده �ان� خ� را L(G,ω) �ه �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� �ی راس� وزن �ع �اب� ت� ی��ک ω و �ه��ت �دون�ج� ب� �راف گ� ی��ک G

ن��ق��ط��ه ط��ب��ی��ع��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا اس��ت. G آن�ه��ا م��ت��ن��اظ��ر گ��راف و ه��س��ت��ن��د خ��ودال��ح��اق ω ب��ه ن��س��ب��ت ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه

�رار �رق� ب� �وم��ی �م� ع� �ور �ه�ط� ب� �ی��ت خ��اص� ی��ک �م �ی� �وی� م��ی�گ� �ال ح� �م.۴ �ی� �ن� م��ی�ک� �دی��ل �ب� ت� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� ف��ض��ای ی��ک �ه ب� را L(G,ω) �ه، �ط� �ق� ن� �ه ب�

ب��اش��د. ب��رق��رار L(G,ω) از چ��گ��ال زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک درون م��ات��ری��س�ه��ای ه��م��ه ب��رای خ��اص��ی��ت ای��ن ه��رگ��اه اس��ت،

اس��ت. ب��رق��رار ه��م��واره زی��ر ح��دس ک��ه اس��ت ای��ن ب��ر م��ا اع��ت��ق��اد

[٣۴] ۶-٣-٣ ح��دس

ه��س��ت��ن��د. ب��رق��رار ع��م��وم��ی ب��ه�ط��ور زی��ر گ��زاره�ه��ای ب��اش��د. k ∈ Jn− ۱K و راس n روی ه��م��ب��ن��د س��اده گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض

م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در Rn۲ در ب��ردار ی��ک ب��ه�ص��ورت n× n م��ات��ری��س ه��ر واق��ع ۴در
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اس��ت. روان ،Λk ب��رای A ∈ Dk(G) م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز ه��ر (i)

اس��ت.۵ روان ک��ه م��ی�ش��ود ی��اف��ت Λk ب��رای A ∈Pk(G) ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا اف��راز ی��ک (ii)

و (iii)٣-٣-٧ �م (ل� �د �اش� �ی�ب� م� �رار �رق� ب� �ت، اس� �ت درخ� �ک ی� G �ه ک� �ی �ت� وق� �دس ح� �ن ای� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� [۶٧] �ج �ای� �ت� ن�

در �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ت، �س� �ی� ن� �رار �رق� ب� k = n �ت �ال� ح� �رای ب� �دس ح� �ن ای� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را (ii)١-١-۴ �زاره گ�

ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ری م��ا اف��راز ه��ی��چ ح��ال��ت ای��ن در ل��ذا و Λn = +∞ ب��اش��د، دور ی��ک G گ��ر ا ک��ه دی��د خ��واه��ی��م (i)١-١-۴ گ��زاره

�ور �ه�ط� ب� را �ت اس� �ده ش� �ت �اب� ث� [۶٧] در (Λk)k∈JnK �ی��ف ط� �اره ب� در �ه ک� �ی �م� �ه� م� �ج �ای� �ت� ن� �ش، �خ� ب� �ن ای� �ان �ای� پ� در �دارد. ن� �ود وج� Λn

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان خ��لاص��ه

[۶٧] ٣-٣-٧ ل��م

ب��اش��د. G ه��م��ب��ن��د گ��راف روی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (G , L) ک��ن��ی��د ف��رض

،A ∈Pk(G) آن�گ��اه ب��اش��د، Λk ب��رای روان ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا ی��ک ی��ا Λk ب��رای روان م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ی��ک A ∈ Dk(G) گ��ر ا (i)

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١-۶-٣ (ق��ض��ی��ه اس��ت ی��ک��ن��واخ��ت A ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. k−اف��راز ی��ک A ی��ع��ن��ی

.Λk = λk ،k ∈ JnK ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د، درخ��ت ی��ک G گ��ر ا (ii)

اس��ت. روان ع��م��وم��ی، ب��ه�ط��ور ،Λk ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ه��ر آن�گ��اه ب��اش��د، درخ��ت ی��ک G گ��ر ا (iii)

اس��ت.۶ پ��ی��وس��ت��ه L(G,ω) روی ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع��ی ع��ن��وان ب��ه Λk پ��ارام��ت��ر (iv)

٣-٣-٨ م��لاح��ظ��ه

ب��رای م��ی��ک��ل��و) ح��دس م��ث��لا) اس��ت Λk ی��ا Λk ،λk پ��ارام��ت��ره��ای ش��ام��ل ک��ه را ت��س��اوی ی��ا ن��ام��س��اوی ب��ت��وان��ی��م گ��ر ا ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه

ع��م��وم��ی ب��ه�ط��ور گ��راف�ه��ا، از دس��ت��ه�ای ب��رای ب��ودن روان خ��اص��ی��ت ک��ه ک��ن��ی��م ث��اب��ت س��پ��س ک��ن��ی��م. ث��اب��ت روان زی��راف��رازه��ای ح��ال��ت

را ت��س��اوی �ا ی� �اوی �ام��س� ن� آن ف��وق) �م ل� (iv) �م��ت (ق��س� �ا �ره� �ت� �ارام� پ� ای��ن ب��ودن �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �وان �ی�ت� م� �اه آن�گ� اس��ت، �رار �رق� ب�

�وق، ف� �م ل� (iv) و (iii) �ای �ت�ه� �م� �س� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� و روش �ن �ی� �م� ه� �ک �م� ک� �ه ب� داد. �م �ی� �م� �ع� ت� �ه �ت� دس� آن �ای �راف�ه� گ� �ه �م� ه� �رای ب�

♦ � ک��رد. خ��واه��ی��م اس��ت��ف��اده ن��ی��ز دی��گ��ر م��ش��اب��ه اس��ت��دلال�ه��ای در روش ای��ن از اس��ت. ش��ده ث��اب��ت (ii) ق��س��م��ت ت��س��اوی

٣-٣-٩ م��لاح��ظ��ه

�ی��ف ط� ،(٢-١-٣ �ف �ری� �ع� (ت� �رد ک� �ی �رف� �ع� م� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� و �ن �ی� �ه� م� �ه �خ� �س� ن� دو در �وان �ی�ت� م� را �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� ث� �ه ک� �ور �ان�ط� �م� ه�

�ر ه� و (G , L) �وم��ی �ت� �وان� ک� �راف گ� �رای ب� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �رد. ک� �ری��ف �ع� ت� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ه �خ� �س� ن� در �وان �ی�ت� م� �ز �ی� ن� را �ه �ل� �ش� �ری� دی� �ن��دی �ب� �م� ه�

دارن��د. ق��رار G \ V در ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ا م��رزی ن��ق��اط ه��م��ه ع��م��وم��ی، ب��ه�ط��ور ک��ه م��ع��ت��ق��دی��م واق��ع ۵در

اس��ت. ب��رق��رار م��ش��اب��ه اس��ت��دلال ب��ا ن��ی��ز Λk پ��ارام��ت��ر ب��اره در گ��زاره ۶ای��ن
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م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ،k ∈ JnK
Λ

m

k B inf
{Ai}k۱ ∈Dk(G)

۱
k

 k∑
j=۱

λ۱(Aj)

 .

�دد ع� و λk اول، �دار �ق� �ژه�م� وی� k �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� و Λm

k �ر �ت� �ارام� پ� �ان �ی� م� �ی �ط� رواب� �وان �ی�ت� م� Λk �اره ب� در �ده آم� �ه�دس��ت ب� �ج �ای� �ت� ن� �ا ب� �ه �اب� �ش� م�

�ن ای� �ل �ی� �ل� �ح� ت� �ه ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه �ال� رس� �ن ای� در �ا، �م�ه� �ی� �م� �ع� ت� �ن ای� �ودن ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �م رغ� �ی �ل� ع� آورد. �ت �ه�دس� ب� ιmk (G) kام، �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای�

♦ � ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٢-۶-٣ (م��لاح��ظ��ه ن��م��ی�پ��ردازی��م پ��ارام��ت��ر

چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف ۴-٣

�و �ل� �ک� �ی� م� �دس ح� �ت اس� �ی �اف� ک� (٣-٢-٣ �دس (ح� �ر �گ� �ی� چ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �دس ح� �ات �ب� اث� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ش �خ� ب� �ن ای� در

�ت �اب� ث� �ش �خ� ب� �ن ای� در �ه ک� را �ی �ل� اص� �ه �ی� �ض� ق� �ع واق� در �م. �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �وم� �ت� �وان� ک� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� را (۵-٣-٣ �دس (ح�

م��ی�ش��ود. ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت م��ی�ک��ن��ی��م،

١-۴-٣ ق��ض��ی��ه

k و L �رای ب� (٣-٧) �اوی �س� �ام� ن� �ر گ� ا ،k ∈ JnK �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� و راس n روی (G , L) �ده ش� داده �ی �وم� �ت� �وان� ک� �راف گ� �رای ب�

اس��ت. ب��رق��رار χ(k) = χ̃(k)/۲ ث��اب��ت ب��ا k و L ب��رای ن��ی��ز (۴-٣) ن��ام��س��اوی آن�گ��اه ب��اش��د، ص��ح��ی��ح

ک��رد. ث��اب��ت درخ��ت�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ق��ض��ی��ه ی��ک م��ی�ت��وان ب��لاف��اص��ل��ه (ii)٣-٣-٧ ل��م و ق��ض��ی��ه ای��ن ک��م��ک ب��ه

٢-۴-٣ ن��ت��ی��ج��ه

ی��م دار k ∈ JnK ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د، L ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��ا راس n روی وزن�دار درخ��ت ی��ک T گ��ر ا

۱
۲|L| ι

M

k (T )۲ ≤ λk ≤ ۲ ιMk (T ).

�ه �ل� �ش� �ری� دی� اول �دار �ق� �ژه�م� وی� �رای ب� �ه �ون� �ر-گ� �گ� �ی� چ� �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� �ک ی� �اس اس� �ر ب� ١-۴-٣ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �رای ب� �ا م� �ت �اف� �ی� ره�

�د �وان� �ی�ت� م� �اوی �س� �ام� ن� �ن (ای� �د �ن� �ی�ک� م� �رار �رق� ب� �ه �ل� �ش� �ری� دی� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ت �اب� ث� �ک ی� و �دار �ق� �ژه�م� وی� �ن ای� �ن �ی� ب� �ه�ای �ط� راب� �ه ک� �ت اس�

�ت. اس� �ده ش� داده A ⊆ V (G) �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� و (G,ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د). �اش� ب� �ب �ال� ج� �ود خ� �ودی خ� �ه ب�

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت A ب��رای دی��ری��ش��ل��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت

ι(A) B min
B⊆A : B ̸=∅

φ(∂B) + p(B)

ω(B)
. (٣-٨)

ش��ود. گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در ((٣-١) (ن��ام��س��اوی چ��ی��گ��ر ک��ران ب��رای دی��ری��ش��ل��ه م��ع��ادل ن��س��خ��ه ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان��د زی��ر ن��ت��ی��ج��ه
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٣-۴-٣ گ��زاره

ی��م دار ،A ⊆ V زی��رم��ج��م��وع��ه ه��ر ب��رای

ι۲(A)

۲|L| ≤ λ۱(A).

داری��م ٢-٣-٢ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ره��ان.

ι(A) = min
f∈F (A)

f≥۰,f ̸=۰

∥∇f∥۱,φ + ∥f∥۱,p
∥f∥۱,ω

. (٣-٩)

داری��م ۴-٣-٢ ل��م و ف��وق ت��س��اوی از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��اش��د. (١-١٨) راب��ط��ه در م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ت��اب��ع f۰ ک��ن��ی��د ف��رض

ι۲(A) ≤

(
∥∇f ۲۰ ∥۱,φ + ∥f ۲۰ ∥۱,p

∥f ۲۰ ∥۱,ω

)۲

≤ ۲|L| E(f۰)
∥f۰∥۲۲,ω

= ۲|L| λ۱(A).

■

م��ی�ده��د. ب��ه�دس��ت را ١-۴-٣ ق��ض��ی��ه ب��لاف��اص��ل��ه ک��ه ک��ن��ی��م ث��اب��ت را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ک��ه آم��اده�ای��م ح��ال

۴-۴-٣ ن��ت��ی��ج��ه

داری��م راس، n ب��ا G وزن�دار گ��راف روی (G , L) ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ه��ر ب��رای

∀k ∈ JnK, ۱
۲|L|

(
ι
M

k (G)
)۲
≤ Λk.

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ،C ⊆ V زی��رم��ج��م��وع��ه ه��ر ب��رای ب��ره��ان.

C B
∪

xy∈E
x∈C

[x, y) ⊆ G .

B ⊆ A B V ∩ A �ه��ی �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ،A ∈ D۱(G) �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �رای ب� ،٣-۴-٣ �زاره گ� �اس اس� �ر ب�

ک��ه ب��ه�ط��وری ب��ی��اب��ی��م

۱
۲|L|

(
φ(∂B) + p(B)

ω(B)

)۲
≤ λ۱(A) = λ۱(A) ≤ λ۱(A).

درن��ت��ی��ج��ه .(١-٨-٣ (ن��ت��ی��ج��ه اس��ت ن��زول��ی ش��م��ول ب��ه ن��س��ب��ت λ۱ و A ⊆ A ک��ه م��ی�ش��ود ن��اش��ی ح��ق��ی��ق��ت ای��ن از آخ��ر ن��ام��س��اوی
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ک��ه ب��ه�ط��وری ک��ن��ی��م پ��ی��دا (B۱, . . . , Bk) ∈ Dk(V ) م��ی�ت��وان��ی��م ،(A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) ه��ر و k ∈ JnK ه��ر ب��رای
۱

۲|L| max
i∈JkK

(
φ(∂Bi) + p(Bi)

ω(Bi)

)۲
≤ max

i∈JkK λ۱(Ai).

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ب��لاف��اص��ل��ه ش��ده ادع��ا ن��ام��س��اوی

٣-٢-٣ ح��دس�ه��ای اث��ب��ات ب��رای ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان و م��ی�ش��وی��م م��ت��م��رک��ز ه��م��ب��ن��د گ��راف�ه��ای روی ب��ر ب��خ��ش ای��ن ادام��ه در

�روع ش� �ر زی� �ه�ای �ای� پ� �م ل� �ا ب� �م. �ی� �ن� ک� �ت �اب� ث� �د �ن� �ب� �م� ه� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� را �ا �دس�ه� ح� �ن ای� �ت اس� �ی �اف� ک� �ی، �ل� ک� �ت �ال� ح� در ۵-٣-٣ و

رف��ت. خ��واه��د ب��ه�ک��ار ن��ی��ز ١-١-۴ گ��زاره در ل��م ای��ن م��ی�ک��ن��ی��م.

۵-۴-٣ ل��م

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .a۱ = b۱ = ۰ �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �داد اع� از �ی �زول� �رن� �ی� غ� �ه �ال� �ب� دن� دو (bi)i∈JmK و (ai)i∈JnK �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب� {ai : i ∈ JnK} ∪ {bi : i ∈ JmK} �ه �وع� �م� �ج� م� �رار) �ک� ت� �ا (ب� �ی �زول� �رن� �ی� غ� �ازی �ب�س� �رت� م� (ci)i∈Jn+mK
ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف k ∈ J۲, n+mK

ck B min
l∈JnK∩Jk−m,k−۱Kmax(al, bk−l), ck B max

l∈JnK∩Jk−m,k−۱Kmin(al, bk−l). (٣-١٠)

ای��ن�ص��ورت در .c۱ = c۱ = ۰ ق��رارداد ب��ا

∀ k ∈ Jn+mK, ck ≤ ck = ck. (٣-١١)

�اب��ت ث� را k ∈ J۲, n+mK ع��دد اس��ت. c۱ �ت��خ��اب ان� �ی��م �ق� �ت� م��س� �ی��ج��ه �ت� ن� ی��ک c۱ = c۱ = min(a۱, b۱) = ۰ ت��س��اوی ب��ره��ان.

م��م��ک��ن ان��دی��س �ن��ی��ن چ� ک��وچ��ک��ت��ری��ن j ∈ JnK ∩ Jk −m, k − ۱K ک��ه ck = aj �ن��ی��د ک� ف��رض �ل��ی��ت ک� ک��م�ش��دن ب��دون و ب��گ��ی��ری��د

ص��ورت ای��ن در اس��ت.

ck ≥ max({a۱, . . . , aj} ∪ {b۱, . . . , bk−j}),

.ck ≥ ck درن��ت��ی��ج��ه و

max(aj−۱, bk−j+۱) ≤ ck داش��ت خ��واه��ی��م ای��ن�ص��ورت، غ��ی��ر در زی��را ،bk−j+۱ ≥ ck ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه دی��گ��ر، ط��رف از

درن��ت��ی��ج��ه، اس��ت. j ان��ت��خ��اب ش��ی��وه ب��ا م��ت��ن��اق��ض ک��ه

ck ≤ min{aj+۱, . . . , an} = aj+۱ and ck ≤ min{bk−j+۱, . . . , bm} = bk−j+۱

.ck = ck داری��م ل��ذا و ck ≤ ck م��ی�ده��د ن��ش��ان ک��ه

،[۱,m] و [۱, n] �ق��ی �ی� �ق� ح� �ای �ازه�ه� ب� روی �ی �ع� �واب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� �ی��ب، �رت� ت� �ه ب� را b̃(t) و ã(t) �ر، �گ� دی� �اوی �س� �ام� ن� �ات �ب� اث� �رای ب�
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k ∈ J۲, n+mK ی��ک �رای ب� �س �پ� س� �د. �ی� ده� �رار ق� (bi)i∈JmK و (ai)i∈JnK از �ه �ع� �ط� ق� �ه ب� �ه �ع� �ط� ق� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ن �ی� آف� �ای �ع�ه� �ی� �وس� ت�

ی��م دار را زی��ر ح��ال��ت دو از ی��ک��ی ث��اب��ت،

،z B ã(u) = b̃(k−u) ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود u ∈ [max(۱, k−m),min(n, k− ۱)] ن��ق��ط��ه ی��ک گ��ر ا •

.ck ≤ z ≤ ck ی��م دار وض��وح ب��ه آن�گ��اه

�ه ک� b̃(t) ≤ ã(t) �ا ی� ã(t) ≤ b̃(t) �م ی� دار �ا ی� [max(۱, k −m),min(n, k − ۱)] �ازه ب� روی �ورت �ن�ص� ای� �ر �ی� غ� در •

.ck ≤ ck م��ی�ده��د ن��ش��ان

■

�ه �وع� �م� �ج� م� �و �ض� ع� �ر ه� �ه �ج� �ی� �ت� درن� و ck ≤ min(an, bm) �م ی� دار ،k ∈ Jn +mK �ر ه� �رای ب� �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ل �اب� ق�

�ر �اه� ظ� (ck)k∈Jn+mK �واده �ان� خ� در �ت، اس� min(an, bm) از �ر �ت� �زرگ� ب� �ه ک� {ak : k ∈ JnK} ∪ {bk : k ∈ JmK}
ن��م��ی�ش��ود.

۶-۴-٣ گ��زاره

ب��اش��د. ب��رق��رار ه��م��ب��ن��د ک��وان��ت��وم��ی گ��راف�ه��ای ب��رای ح��دس ای��ن گ��ر ا اس��ت، ب��رق��رار ۵-٣-٣ ح��دس

از .|V (i)| = n(i) ک��ه ب��اش��د V (i) رئ��وس �م��وع��ه م��ج� روی �ت��وم��ی ک��وان� گ��راف (Gi, Li) �ی��د �ن� ک� ف��رض ،i = ۱, ۲ ب��رای ب��ره��ان.

�د �ی� ده� �رار ق� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �راد م� را �Li �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ف �ی� ط� و �ری �ب� ج� �ف �ی� ط� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� (Λ(i)
k )k∈Jn(i)K و (λ(i)k )k∈Jn(i)K

م��ط��اب��ق V (i) روی ،i = ۱, ۲ ب��رای ک��ه ب��گ��ی��ری��د ن��ظ��ر در L ع��م��ل��گ��ر ه��م��راه ب��ه را G B G۱ ⊔ G۲ گ��راف و V B V (۱) ⊔ V (۲)

و �ب��ری ج� �ی��ف ط� �ی��ب ت��رت� ب��ه را (Λk)k∈JnK و (λk)k∈JnK و n B n(۱) + n(۲) �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف �ی��ن �ن� ه��م�چ� �ن��د. م��ی�ک� ع��م��ل L(i)

ده��ی��د. ق��رار L دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی ط��ی��ف

ی��م دار (χ̃(k))k∈N غ��ی��رن��زول��ی دن��ب��ال��ه ی��ک ب��رای ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ک��ل��ی��ت ش��دن ک��م ب��دون

∀i ∈ {۱, ۲}, ∀k ∈ Jn(i)K, χ̃(k) Λ
(i)
k ≤ λ

(i)
k .

L(۲) و L(۱) �ب��ری ج� �ی��ف�ه��ای ط� �م��اع �ت� اج� ب��راب��ر L �ب��ری ج� �ی��ف ط� ن��دارد، وج��ود V (۲) و V (۱) راس�ه��ای �ی��ن ب� �ال��ی ی� �ی��چ ه� چ��ون

ی��م دار ۵-۴-٣ ل��م از اس��ت.

∀k ∈ JnK, λk = min
l∈Jn(۱)K∩Jk−n(۲),k−۱Kmax(λ

(۱)
l , λ

(۲)
k−l). (٣-١٢)

و Λ(۱)
l �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ک ی� A(۱) ∈ D

(۱)
l �د �ی� ده� �ازه اج� ،l ∈ Jn(۱)K ∩ Jk − n(۲), k − ۱K و k ∈ J۲, nK �رای ب� �ال ح�

ت��ع��ری��ف A(۲) و A(۱) م��ج��زای اج��ت��م��اع ع��ن��وان ب��ه را A ∈ Dk زی��راف��راز ب��اش��د. Λ(۲)
k−l ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ی��ک A(۲) ∈ D

(۲)
k−l
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ی��م دار ل��ذا ک��ن��ی��د.

Λk ≤ max(Λ
(۱)
l ,Λ

(۲)
k−l),

م��ی�آوری��م ب��ه�دس��ت l ∈ Jn(۱)K ∩ Jk − n(۲), k − ۱K روی گ��رف��ت��ن م��ی��ن��ی��م��م ب��ا و
Λk ≤ min

l∈Jn(۱)K∩Jk−n(۲),k−۱Kmax(Λ
(۱)
l ,Λ

(۲)
k−l). (٣-١٣)

ک��ه م��ی�ده��ن��د ن��ش��ان م��ف��روض��ات، و (٣-١٢) ه��م��راه ب��ه ای��ن

∀k ∈ JnK, χ̃(k) Λk ≤ λk.

■ م��ی�رس��ی��م. ن��ت��ی��ج��ه ه��م��ان ب��ه ف��وق، ب��ح��ث ت��ک��رار ب��ا ب��اش��د، داش��ت��ه وج��ود ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه دو از ب��ی��ش گ��ر ا دی��گ��ر، ط��رف از

�رای ب� ٣-٢-٣ �دس ح� �ات �ب� اث� �ه ک� داد �ان �ش� ن� �ه �اب� �ش� م� �دلال �ت� اس� �ا ب� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ت �س� �ی� ن� �ف �ط� ل� از �ی �ال� خ� �ه �ت� �ک� ن� �ن ای� �ر ذک�

م��ی�ده��د. ن��ت��ی��ج��ه ک��ل��ی ح��ال��ت در را ح��دس ای��ن ه��م��ب��ن��د، گ��راف�ه��ای

روان ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ت��وص��ی��ف ۵-٣

درخ��ت ی��ک G زم��ی��ن��ه گ��راف گ��ر ا ک��ه اس��ت ای��ن ((ii)٣-٣-٧ (ل��م درخ��ت�ه��ا ب��رای Λk = λk ت��س��اوی اث��ب��ات در اص��ل��ی ن��ک��ت��ه

ی��ک (پ��ی��وس��ت��ه) ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ع��م��وم��ی، ب��ه�ط��ور ،Λk ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر A ∈ Dk(G) زی��راف��راز ی��ک آن�گ��اه ب��اش��د،

اس��ت خ��وب ی��م، آور �ه�دس��ت ب� (۵-٣-٣ (ح��دس �ل��و �ک� �ی� م� ح��دس از �ت��ری �ه� ب� درک ای��ن�ک��ه �رای ب� اس��ت. λk �ه ب� �رب��وط م� �اب��ع �ژه�ت� وی�

ای��ن در م��ی�ش��ود. ت��اب��ع�وي��ژه ی��ک ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��ا م��ت��ن��اظ��ر A ∈ Dk(G) زی��راف��راز ی��ک م��واق��ع��ی چ��ه دق��ی��ق��اً ک��ه ک��ن��ی��م ب��ررس��ی

ب��ه اس��ت. ب��رق��رار روان زی��راف��رازه��ای ب��رای ی��م م��ی�آور ب��ه�دس��ت آن�چ��ه ده��ی��م. ب��ه�دس��ت ج��ه��ت ای��ن در ن��ت��ی��ج��ه�ای ی��م دار ق��ص��د ب��خ��ش

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ع��رف��ی را م��ف��ه��وم چ��ن��د اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن

ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) زی��راف��راز ی��ک روان، زی��راف��راز ی��ک از م��ن��ظ��ور ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ی��ادآوری

اس��ت. G در ۳ ح��داق��ل درج��ه ب��ا رئ��وس م��ج��م��وع��ه V۳ ک��ه ∂Ai ∩ ∂Aj ∩ V۳ = ∅ ب��اش��ی��م داش��ت��ه i ̸= j ∈ JkK ان��دی��س زوج

وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک �ن��ی��ن ه��م�چ� م��ی�ک��ن��د. ت��ق��وی��ت را زی��راف��رازه��ای��ی �ن��ی��ن چ� ب��ودن ع��م��وم��ی اح��ت��م��ال ۶-٣-٣ ح��دس و (iii)٣-٣-٧ ل��م

ب��ده��د. روان زی��راف��راز ی��ک ت��ش��ک��ی��ل پ��ی��وس��ت��ه�اش، ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ه��م��ه خ��ان��واده ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، روان را Lم��ات��ری��س ب��ه م��رب��وط

m �داق��ل ح� اس��ت، m �ک��ررش ت� �ه ک� آن λ �دار �ق� �ژه�م� وی� �ر ه� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� روان را L �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ری��س �ات� م� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه�

ن��ش��ون��د، ص��ف��ر V روی Lم��ات��ری��س وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای از ه��ی��چ�ک��دام گ��ر ا ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم ب��اش��د. داش��ت��ه روان م��س��ت��ق��ل وی��ژه�ت��اب��ع

در �ون چ� �ود، ب� �د �ن� �واه� خ� �اده س� L �داره��ای �ق� �ژه�م� وی� �ه �م� ه� �ال��ت ح� ای��ن در �ژه �ه�وی� (ب� اس��ت روان �ری��س �ات� م� ی��ک �وح وض� �ه ب� L �اه آن�گ�

اس��ت). ص��ف��ر راس ی��ک ح��داق��ل روی ک��ه م��ی�ش��ود پ��ی��دا ت��اب��ع ی��ک ح��داق��ل ه��م��واره ب��ع��دی، دو وی��ژه ف��ض��ای



۶۴ ب��الا م��رات��ب چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای .٣ ف��ص��ل

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان N(a) ب��ا را a ن��ق��ط��ه ه��م��س��ای��گ��ی ،a ∈ G ن��ق��ط��ه ی��ک ب��رای

N(a) B {x ∈ V : x ̸= a, ∃ e = xy ∈ E, a ∈ [x, y]} .

�ت. اس� �ده ش� داده a ∈ ∂A۱ ∩ ∂A۲ �رک �ت� �ش� م� �رزی م� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� و (A۱,A۲) ∈ D۲(G) �راز �راف� ۲−زی� �ک ی� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ر گ� ا �م، �ی� �وی� �ی�گ� م� (A۱,A۲) �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ده �ن� �ن� �لاح�ک� اص� ،a �ه �ط� �ق� ن� �رای ب� را (r۱, r۲) �ت �ب� �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از زوج �ک ی�

ک��ه ب��ه�ط��وری ،N(a) ∩ A۲ = {a+} و N(a) ∩ A۱ = {a−}

r۱ fA۱(a
−) φ̃(a−, a) = r۲ fA۲(a

+) φ̃(a+, a), (١۴-٣)

�ع، واق� در �د)٧. �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ١-٨-٢ �م (ل� �ت اس� (١-٢٠) �ه �ط� راب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� fA و �ده ش� �ف �ری� �ع� ت� ١-٨ �ش �خ� ب� در φ̃ آن در �ه ک�

(a, ۰) ،(a−,−r۱ fA۱(a
−)) ن��ق��اط ک��ن��ی��م، رس��م G روی را r۲ fA۲ و r۱ fA۱ ت��اب��ع�ه��ای گ��ر ا ک��ه اس��ت م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه (١۴-٣)

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-٢ (ش��ک��ل م��ی�گ��ی��رن��د ق��رار راس��ت خ��ط ی��ک روی (a+, r۲ fA۲(a
+)) و

.. β.
α

.a− .
a

. a+.

r۲ fA۲(a
+)

.

−r۱ fA۱(a
−)

.

tan(α) = r۱ fA۱(a
−) φ̃(a−, a)

tan(β) = r۲ fA۲(a
+) φ̃(a+, a)

.(A۱,A۲) ب��ه ن��س��ب��ت a ن��ق��ط��ه ب��رای (r۱, r۲) ب��ودن اص��لاح�ک��ن��ن��ده :٣-٢ ش��ک��ل

ب��اش��د. �ن��ده �ن� اص��لاح�ک� ∂A۱ ∩ ∂A۲ در �ق��ط��ه ن� �ر ه� ب��رای �اه ه��رگ� �ی��م، �وی� گ� (A۱,A۲) ب��رای �ن��ده �ن� اص��لاح�ک� را (r۱, r۲) زوج ی��ک

ی��اف��ت (ri)i∈JkK م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح اع��داد از خ��ان��واده ی��ک گ��ر ا م��ی�گ��وی��ی��م، اص��لاح�پ��ذی��ر را A ∈ Dk(G) زی��راف��راز ی��ک ه��م�چ��ن��ی��ن

ب��اش��د. اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��رای (ri, rj) ،i ̸= j ∈ JkK ب��رای ک��ه ب��ه�ط��وری ش��ود
دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک ،G/A خ��ارج�ق��س��م��ت گ��راف ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، دوب��خ��ش��ی را A ∈Pk(G) k−اف��راز ی��ک درن��ه��ای��ت

ک��ن��ی��م ب��ی��ان را ب��خ��ش ای��ن اص��ل��ی ق��ض��ی��ه م��ی�ت��وان��ی��م دس��ت، در ت��ع��اری��ف ای��ن ه��م��ه داش��ت��ن ب��ا ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-٣-٢ (ت��ع��ری��ف ب��اش��د

م��ی�ده��د. ارائ��ه ه��س��ت��ن��د، ت��واب��ع�وی��ژه ن��ودال دام��ن��ه ک��ه زی��راف��رازه��ای��ی ب��رای ت��وص��ی��ف��ی ک��ه

١-۵-٣ م��لاح��ظ��ه

�ر، �راب� ب� �ای �رازه� اف� و �ره س� �ای �رازه� اف� �ای �ام�ه� ن� �ه ب� �ی �م� �ی� �اه� �ف� م� ،[٩] �ران �گ� دی� و �د �ن� �ب از �وی��س �ی��ش�ن� پ� ی��ک در �ه ک� اس��ت �ر ذک� �ه ب� لازم

وج��ود، ای��ن ب��ا داد. ت��ع��م��ی��م ،card(N(a) ∩A۲) > ۱ ی��ا card(N(a) ∩A۱) > ۱ ک��ه ح��ال��ت��ی ب��ه م��ی�ت��وان را اص��لاح�ک��ن��ن��ده م��ف��ه��وم ک��ه ک��ن��ی��د ٧ت��وج��ه

ی��م. دار س��روک��ار روان زی��راف��رازه��ای ب��ا ت��ن��ه��ا م��ا زی��را داش��ت، ن��خ��واه��د ب��ردی ک��ار م��ا ب��رای ت��ع��م��ی��م ای��ن
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�ی �ودال� ن� �ای �وده� �ب� �م� ک� �ا آن�ه� �م��ک ک� �ه ب� و �ت اس� �ا �رازه� اف� �ودن ب� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� و �ودن ب� روان �م �ی� �اه� �ف� م� �ه �اب� �ش� م� �ه ک� �ت اس� �ده ش� �ی �رف� �ع� م�

♦ � اس��ت. ش��ده ب��ررس��ی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف�ه��ای

٢-۵-٣ ق��ض��ی��ه

اس��ت. �ده ش� داده A ∈Pk(G) روان �راز اف� ی��ک و k ∈ JnK �دد ع� راس، n روی (G , L) �وم��ی �ت� �وان� ک� �راف گ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

و اص��لاح�پ��ذی��ر ی��ک��ن��واخ��ت، گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت، L از روان وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک (پ��ی��وس��ت��ه) ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ب��ا م��ت��ن��اظ��ر اف��راز ای��ن

م��ی�ب��اش��د. λ۱(A) وی��ژه�م��ق��دار ب��ا م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع ای��ن ب��اش��د. دوب��خ��ش��ی

�د. �ری� �ی� �گ� ب� G روی �ه ب� g �ی��ن آف� �ع �ی� �وس� ت� را g و �د �اش� ب� λ �دار �ق� �ژه�م� وی� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� L �ع �اب� �ژه�ت� وی� ی��ک g ̸= ۰ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

در روان k−اف��راز ی��ک A B (A۱, . . . ,Ak) و ب��اش��ن��د A۱, . . . ,Ak م��ج��م��وع��ه�ه��ای g ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ک��ن��ی��د ف��رض ه��م�چ��ن��ی��ن

اس��ت. دوب��خ��ش��ی و اص��لاح�پ��ذی��ر ی��ک��ن��واخ��ت، A ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ب��اش��د. Pk(G)

ب��رای اس��ت. �ن��واخ��ت ی��ک� A �ی��ج��ه �ت� درن� و λ۱(Ai) = λ ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای ،٣-٣-١ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه �ت��دا اب�

را ri > ۰ و σi ∈ {−۱,+۱} اع��داد ،٣-٣-١ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای ب��ودن، دوب��خ��ش��ی و اص��لاح�پ��ذی��ری اث��ب��ات

ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د. ∂Ai ∩ ∂Aj در م��ش��ت��رک م��رزی ن��ق��ط��ه ی��ک a ک��ن��ی��د ف��رض .g = σi ri fAi ،Ai روی ک��ه ک��ن��ی��د اخ��ت��ی��ار ط��وری

�ت، اس� �ی �ط� خ� �ال ی� �ر ه� روی g و �ع �اب� �ژه�ت� وی� g �ون چ� �ی �رف� ط� از .σiσj = −۱ و g(a) = ۰ �م داری� �ودال، ن� �ه �ن� دام� �ف �ری� �ع� ت� �ه ب�

a ان��ت��خ��اب از م��س��ت��ق��ل زوج ای��ن چ��ون و اس��ت اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��ه ن��س��ب��ت a ب��رای (ri, rj) زوج ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه

ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. اص��لاح�پ��ذی��ر (ri)i∈JkK خ��ان��واده وس��ی��ل��ه ب��ه A ل��ذا و م��ی�ب��اش��د اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��رای (ri, rj) اس��ت،

ق��رار {Ai : σi = −۱} و {Ai : σi = ۱} م��س��ت��ق��ل ب��خ��ش دو ب��ی��ن ت��ن��ه��ا G/A گ��راف ی��ال�ه��ای زی��را اس��ت، دوب��خ��ش��ی A

م��ی�ک��ن��د. ک��ام��ل را ق��ض��ی��ه ط��رف ی��ک اث��ب��ات ای��ن دارن��د.

اف��راز ی��ک A B (A۱, . . . ,Ak) ∈Pk(G) �ی��د �ن� ک� ف��رض و �ت��ه گ��رف� �اب��ت ث� را k ∈ JnK ع��دد دی��گ��ر، ط��رف �ب��ات اث� ب��رای

ف��رض �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ده �ن� �ن� اص��لاح�ک� �واده �ان� خ� را (ri)i∈JkK و اس��ت �ش��ی �خ� دوب� و �ر �ذی� اص��لاح�پ� �واخ��ت، �ن� �ک� ی� روان،

و {Ai : σi = ۱} �ق��ل �ت� �س� م� �خ��ش ب� دو دارای G/A �راف گ� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب� ±۱ �داد اع� از �واده�ای �ان� خ� (σi)i∈JkK �د �ی� �ن� ک�
λ۱(A) �ق��دار �ه�وی��ژه�م� ب� م��رب��وط L �اب��ع وی��ژه�ت� ی��ک g B

∑
i∈JkK σirifAi �اب��ع ت� �ه ک� �ی��م �ن� م��ی�ک� �اب��ت ث� ب��اش��د. {Ai : σi = −۱}

�ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� A �ه ک� �ت اس� �ح واض� �ودن، ب� �ی �ش� �خ� دوب� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �را زی� �د، �ن� �ی�ک� م� �ل �ام� ک� را �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ب، �ل� �ط� م� �ن ای� �ت. اس�

اس��ت. g ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای

ی��م دار Ai B Ai ∩ V روی ،i ∈ JkK ه��ر ب��رای ،١-٨-٢ ل��م از و A ی��ک��ن��واخ��ت��ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا

L̂Aig = σi ri

(
L̂AifAi

)
= λ۱(A) σi ri fAi

= λ۱(A) g.

�ه ک� دارد �ود وج� a−a+ ∈ E �ای �ت� �ک� ی� �ال ی� �ک ی� �ذا ل� .a ̸∈ V �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� و �ه �ت� �رف� گ� را a ∈ ∂Ai ∩ ∂Aj �ه �ط� �ق� �ن�
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ک��ه م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ب��ودن دوب��خ��ش��ی و اص��لاح�پ��ذی��ری ب��ن��اب��رای��ن .a+ ∈ Aj و a− ∈ Ai و a ∈ [a−, a+]

φ̃(a−, a) g(a−) = φ(a−a+) (g(a−)− g(a+)).

روان از �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� و a ∈ V �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر، �گ� دی� �رف ط� از اس��ت. Lg �ا ب� �ق �ب� �ط� �ن� م� Ai روی L̂Aig �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای�

�ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� Aj و Ai �ار �ت� �س� ب� درون a �ا ب� �اور �ج� م� �ای �ال�ه� ی� �ه �ان� �گ� ی� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� a+a و a−a �ال�ه��ای ی� �ه ک� �م ی� دار �ودن ب�

ی��م دار ،g(a) = ۰ ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن و ب��ودن دوب��خ��ش��ی اص��لاح�پ��ذی��ری، ب��ه ت��وج��ه

(Lg)(a) = L(a, a−)g(a−) + L(a, a+)g(a+) = ۰ = λ۱(A)g(a).

�ام��ل ک� را �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� ای��ن، و Lg = λ۱(A)g �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د، ش� اع��لام �ه ک� �ور �ان�ط� �م� ه� ،A ∈Pk(G) چ��ون �ال �ح�

■ م��ی�ک��ن��د.

�ده ش� داده �راز �راف� زی� �ک ی� �ودن ب� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� �ص �ی� �خ� �ش� ت� �رای ب� �ک �ح� م� �ک ی� �م ی� دار �د �ص� ق� �ش، �خ� ب� �ن ای� �ه ادام� در

(aj)j∈JlK ⊂ G �اط �ق� ن� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �واده �ان� خ� ی��ک ،l ∈ JkK �دد ع� �رای ب� �م. ی� آور �ت �ه�دس� ب� A B (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G)

�ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د، �اش� ب� �ود �وج� م� JkK در �ا �س�ه� �دی� ان� از (nj)j∈JlK �واده �ان� خ� �ک ی� �ر گ� ا �م، �ی� �وی� گ� (A �ه ب� �ت �ب� �س� (ن� �د �ن� �ردن�ب� گ� ی��ک را

ی��ک �م �ی� �وان� �ت� ب� �ر گ� ا �م، �ی� �وی� �ی�گ� م� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� را (aj)j∈JlK �د �ن� �ردن�ب� گ� .(Anl+۱ B An۱ �رارداد ق� �ا (ب� aj ∈ (∂Anj ∩ ∂Anj+۱)

(Anj ,Anj+۱) ب��ه �ب��ت ن��س� aj ب��رای (rj , rj+۱) ،j ∈ JlK ه��ر ب��رای ک��ه ب��ه�ط��وری �ی��م �اب� �ی� ب� (rj)j∈JlK �ث��ب��ت م� اع��داد از �ان��واده خ�

گ��ردن�ب��ن��ده��ای��ش ه��م��ه ه��رگ��اه م��ی�خ��وان��ی��م، گ��ردن�ب��ن��دی اص��لاح�پ��ذی��ر را A زی��راف��راز .(rl+۱ B r۱ ق��رارداد (ب��ا ب��اش��د اص��لاح�ک��ن��ن��ده

�ان �ش� ن� �ر زی� �م ل� �ت. �س� ه� �ز �ی� ن� �دی �ن� �ردن�ب� گ� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� A �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ح واض� �د. �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �لاح�پ� اص�

اس��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز م��ط��ل��ب ای��ن ع��ک��س ک��ه م��ی�ده��د

٣-۵-٣ ل��م

ب��اش��د. گ��ردن�ب��ن��دی اص��لاح�پ��ذی��ر گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت اص��لاح�پ��ذی��ر A ∈ Dk(G) زی��راف��راز ی��ک

�ر �ذی� �لاح�پ� اص� �راز �راف� زی� �ک ی� A B (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و �ه �ت� �رف� گ� �ت �اب� ث� را k ∈ JnK �دد ع� ب��ره��ان.

�ت �اب� ث� را x ∈ ∂Ai ∩ ∂Aj �ه �ط� �ق� ن� و i ̸= j ∈ JkK �داد اع� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ک چ� را A �ودن ب� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� �د. �اش� ب� �دی �ن� �ردن�ب� گ�

دی��گ��ر ن��ق��ط��ه ی��ک را x′ و ب��اش��د اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��ه ن��س��ب��ت x ب��رای ک��ه ک��ن��ی��د ان��ت��خ��اب ط��وری را (ri, rj) زوج ب��گ��ی��ری��د.

(G/A در Ai → Aj → Ai دور �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� (م� A �رای ب� �د �ن� �ردن�ب� گ� �ک ی� (x, x′) �ورت �ن�ص� ای� در �د. �ری� �ی� �گ� ب� ∂Ai ∩ ∂Aj در

اس��ت، اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��ه ن��س��ب��ت ن��ی��ز x′ ب��رای (ri, rj) اس��ت، اص��لاح�پ��ذی��ر گ��ردن�ب��ن��د، ای��ن ای��ن�ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت.

ب��رای (ri, rj) درن��ت��ی��ج��ه ی��ک��دی��گ��رن��د). م��ض��رب ه��م��گ��ی (ی��ع��ن��ی ه��س��ت��ن��د م��ت��ن��اس��ب ن��ق��ط��ه، ی��ک اص��لاح�ک��ن��ن��ده زوج�ه��ای ه��م��ه زی��را

اس��ت. اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj)

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را (ri)i∈JkK خ��ان��واده اس��ت. ه��م��ب��ن��د ،G/A خ��ارج�ق��س��م��ت گ��راف ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض م��وق��ت��اً

�ه �م� ه� ،n۱ = ۱, nl = i �ی �ن� �ع� ی� �م، �ری� �ی� �ی�گ� م� i �ه ب� ۱ از �ر �ی� �س� م� �ک ی� را (nj)j∈JlK ،i ∈ J۲, kK �رای ب� و r۱ = ۱ �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق�
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روی �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ور �ه�ط� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� G/A در Anj+۱ و Anj ،j ∈ Jl − ۱K �ر ه� �رای ب� و �وده ب� �ز �ای� �م� �ت� م� آن �ای �ض� اع�

(ای��ن ب��اش��د اص��لاح�پ��ذی��ر (Anj−۱ ,Anj ) ب��رای (rnj−۱ , rnj ) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ب��ه�گ��ون��ه�ای ی��ک��ت��ا ب��ه�ط��ور را rnj ،j ∈ J۲, lK
�ده آم� �ه�دس��ت ب� �دار �ق� م� �م. �ی� م��ی�رس� rj ب��رای �ری��ف �ع� ت� ی��ک �ه ب� �ای��ت �ه� درن� اس��ت). �ام �ج� ان� �اب��ل ق� �ب��ات، اث� اول �م��ت �س� ق� �راس��اس ب� �ار ک�

چ��س��ب��ان��دن از ک��ه دوره��ای��ی (ه��م��ه اس��ت گ��ردن�ب��ن��دی اص��لاح�پ��ذی��ر A زی��را اس��ت، j ب��ه ۱ از م��س��ی��ر ان��ت��خ��اب از م��س��ت��ق��ل rj ب��رای

�راف گ� در AiAj �ال ی� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� چ��ک �د �ی� ده� �ازه اج� �ال ح� �د). �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را �د �ن� �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� j �ه ب� ۱ از �ر �ی� �س� م� دو

اس��ت ح��ق��ی��ق��ت ای��ن و ف��وق س��اخ��ت��ار از ن��ت��ی��ج��ه ی��ک ای��ن واق��ع در اس��ت. اص��لاح�ک��ن��ن��ده (Ai,Aj) ب��رای (ri, rj) زوج ،G/A

�راف گ� �ر گ� ا �ال ح� .nl−۱ = j, nl = i �ا ی� nl−۱ = i, nl = j �ه ک� دارد �ود وج� ۱ از �روع ش� �ا ب� (nm)m∈JlK �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ه ک�

■ ده��ی��م. ان��ج��ام گ��ان��ه ج��دا ب��ه�ط��ور آن ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه ه��ر روی را ف��وق ب��ح��ث ک��ه اس��ت ک��اف��ی ن��ب��اش��د، ه��م��ب��ن��د G/A

،l ∈ JkK �رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه ارائ� �د �ن� �ردن�ب� گ� �ک ی� �ری �ذی� �لاح�پ� اص� �ص �ی� �خ� �ش� ت� �رای ب� �ی �م� ک� روش �ک ی� �ش �خ� ب� �ن ای� �ان �ای� پ� در

�ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �دی� ان� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ک ی� �ا ب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� A ∈ Dk(G) �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ده ش� داده �د �ن� �ردن�ب� گ� �ک ی� را (aj)j∈JlK
م��ی�ده��ی��م. ن��س��ب��ت را زی��ر ک��م��ی��ت گ��ردن�ب��ن��د، ای��ن ب��ه .aj ∈ ∂Aj ∩ ∂Aj+۱ ،j ∈ JlK
C B

∏
j∈JlK

fAj (a
−
j ) φ̃(a

−
j , aj)

fAj+۱(a
+
j ) φ̃(a

+
j , aj)

,

Aj ∩N(aj) در �ه �ان� �گ� ی� �ای راس�ه� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� a+j و a−j و �د �ون� �ی�ش� م� �ادآوری ی� ١-٨ �ش �خ� ب� از L̂ و φ̃ �ای �ارت�ه� �ب� ع� �ه ک�

ی��م دار ح��ال م��ی�ش��ون��د). م��ح��اس��ب��ه l پ��ی��م��ان��ه ب��ه (ان��دی��س�ه��ا ه��س��ت��ن��د Aj+۱ ∩N(aj)و

۴-۵-٣ ل��م

.C = ۱ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت اص��لاح�پ��ذی��ر (aj)j∈JlK گ��ردن�ب��ن��د
ب��ه ن��س��ب��ت aj ب��رای (rj , rj+۱) ب��ودن �ن��ن��ده اص��لاح�ک� ش��رط ب��اش��د. ش��ده داده j ∈ Jl − ۱K ی��ک ب��رای rj ف��رض�ک��ن��ی��د ب��ره��ان.

ی��م دار ت��ع��ری��ف، ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ق��ی��ق��ت در م��ی�ک��ن��د. ت��ع��ی��ی��ن را rj+۱ ی��گ��ان��ه ب��ه�ط��ور (Aj ,Aj+۱)

rjfAj (a
−
j ) φ̃(a

−
j , aj) = rj+۱fAj+۱(a

+
j ) φ̃(a

+
j , aj).

�ودن ب� �ده �ن� �ن� �لاح�ک� اص� راه �ر س� در �ل �ک� �ش� م� �ا �ه� �ن� ت� �م. �ازی� �ی�س� م� را r۱, . . . , rl �وق، ف� �ه �ط� راب� از �رر �ک� م� �اده �ف� �ت� اس� و r۱ از �روع ش� �ا ب�

ف��رض ب��اش��د. �ن��ده �ن� اص��لاح�ک� (Al,A۱) ب��ه �ب��ت ن��س� al ب��رای �ای��د ب� (rl, r۱) ک��ه اس��ت ای��ن (aj)j∈JlK �ن��د گ��ردن�ب� ب��رای (rj)j∈JlK
�ب��ات �اس� �ح� م� �اس �راس� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �ده �ن� �ن� �لاح�ک� اص� (Al,A۱) �ه ب� �ب��ت �س� ن� al �رای ب� (rl, r) �ه ک� �د �اش� ب� �ه�ای �ون� �ه�گ� ب� r > ۰ �د �ی� �ن� ک�

■ .C = ۱ ب��ا اس��ت م��ع��ادل r = r۱ ت��س��اوی درن��ت��ی��ج��ه .r = Cr۱ داری��م ف��وق
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Λk و Λk ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ای اص��لاح�پ��ذی��ری ۶-٣

�ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� A ∈Pk(G) روان �راز اف� ی��ک �ه �ن�ک� ای� �رای ب� �ی �اف� ک� و لازم ش��رط �ه ک� �م �دی� دی� ٢-۵-٣ �ی��ه �ض� ق� در

چ��ن��ی��ن س��اخ��ت��ن ب��رای روش ی��ک ب��اش��د. دوب��خ��ش��ی و اص��لاح�پ��ذی��ر ی��ک��ن��واخ��ت، اف��راز، ای��ن ک��ه اس��ت ای��ن ب��اش��د، L وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک

�ن ای� �ه ک� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �م ی� دار �د �ص� ق� �خ��ش ب� �ن ای� در اس��ت. Λk �ای �ره� �م�گ� �م� �ی� �س� ک� �ا م� و Λk �ای �ر�ه� �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� از �اده �ف� �ت� اس� �ی، �ای� �رازه� اف�

ب��ه آن�ه��ا ش��دن �ب��دی��ل ت� ب��رای دی��گ��ر ش��رط �ن��ه��ا ت� �ن��اب��رای��ن ب� �ن��د. �ت� ه��س� اص��لاح�پ��ذی��ر و ی��ک��ن��واخ��ت ب��ودن، روان ص��ورت در �ن��ه�گ��ره��ا �ی� ب��ه�

ن��م��ی�ک��ن��ن��د. ب��رآورده را ش��رط ای��ن ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ا ای��ن ه��م��ه ال��ب��ت��ه ک��ه اس��ت ب��ودن دوب��خ��ش��ی ش��رط ،L وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای

و �غ �ف� �ل� �ه ،R۲ در �ی �رام� �ت� �ل� �لاس-ب� لاپ� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� و �ی �ان� �م� ی� ر �ای �د�ه� �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ای �ض� ف� �وب �ارچ� �ه� چ� در �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ه ب� لازم

داش��ت��ه�ان��د. ب��ودن دوب��خ��ش��ی ش��رط ب��اره در م��ش��اب��ه��ی م��لاح��ض��ات [۵۴] دی��گ��ران

١-۶-٣ ق��ض��ی��ه

A ∈ Dk(G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� اس��ت. �ده ش� داده k ∈ JnK �دد ع� و G راس��ی n �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� روی (G , L) �وم��ی �ت� �وان� ک� �راف گ�

�راز اف� �ک ی� A �اه آن�گ� �د، �اش� ب� روان A �ر گ� ا �د. �اش� ب� Λk �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �س� ک� �ا م� �راز اف� �ک ی� �ا ی� Λk �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� �ک ی�

اس��ت. Pk(G) در اص��لاح�پ��ذی��ر و ی��ک��ن��واخ��ت

G چ��ون �د. �ری� �ی� �گ� ب� Λk ب��رای روان �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� ی��ک را A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk(G) ،k ∈ JnK ب��رای ب��ره��ان.
�ق��ت، �ی� �ق� ح� �ن ای� �ت �ش� پ� �ی �ل� اص� �ده ای� �ع واق� در �ت. اس� �واخ��ت �ن� �ک� ی� �راز k−اف� ی��ک A ،(i)٣-٣-٧ �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �د �ن� �ب� �م� ه�

�وان �ی�ت� م� �د، �ن� �ت� �س� ه� دو �ر �ث� ک� �دا ح� �ه درج� از �رزی م� رئ��وس �ه �م� ه� �ه �ن�ک� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه آن�گ� �د، �اش� �ب� ن� �واخ��ت �ن� �ک� ی� A �ر گ� ا اس��ت. �اده س�

ی��ک ت��ا ن��م��ود ج��اب��ه�ج��ا را زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ا ب��ق��ی��ه و ک��رد ب��زرگ��ت��ر ک��م��ی را λ۱(Ai) = maxj∈JkK λ۱(Aj) ک��ه Ai زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای

�ار �ه�ک� ب� �ز �ی� ن� Λk �ره��ای �م�گ� �م� �ی� �س� ک� �ا م� �رای ب� �د �وان� �ی�ت� م� �ده ای� �ن �ی� �م� ه� اس��ت. A �ودن ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �اق��ض �ن� �ت� م� �ه ک� �رد ک� �دا �ی� پ� �ر �ت� �ه� ب� �راز اف�

ش��ود. گ��رف��ت��ه

و ٣-۵-٣ ل��م�ه��ای از اس��ت. روان ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ای ب��ودن اص��لاح�پ��ذی��ر اث��ب��ات م��ی�م��ان��د، ب��اق��ی اث��ب��ات ب��رای ک��ه چ��ی��زی ت��ن��ه��ا ل��ذا

ب��رای را ادع��ا م��ی�ت��وان��د اس��ت��دلال ه��م��ی��ن اس��ت. اص��لاح�پ��ذی��ر Λk روان م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ه��ر ک��ن��ی��م ث��اب��ت ت��ا م��ی�ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده ۴-۵-٣

ک��ن��د. ث��اب��ت Λk روان ک��س��ی��م��م�گ��ره��ای م��ا

�ژه �ه�وی� ب� و �رده ک� �اده �ف� �ت� اس� �ل �ب� ق� �ش �خ� ب� �ای �اده� �م� ن� از �د. �اش� ب� �د �ن� �ردن�ب� گ� �ک ی� l ∈ JkK �ا ب� (aj)j∈JlK �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ب��رای و م��ی�ک��ن��د ال��ق��ا G/A خ��ارج�ق��س��م��ت گ��راف در را A۱ → A۲ → · · · → Al → A۱ دور گ��ردن�ب��ن��د، ای��ن م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض

�ت �اب� ث� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� .N(aj) ∩ Aj+۱ = {a+j } و N(aj) ∩ Aj = {a−j } �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� .aj ∈ ∂Aj ∩ ∂Aj+۱ ،j ∈ JlK
.C = ۱ ک��ه ک��ن��ی��م

�ت �ی� �اص� خ� از و �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ک� ت� �ی �ک� �وچ� ک� �دار �ق� م� �ه ب� را �رزی م� �اط �ق� ن� �ت �ی� �ع� �وق� م� �ه ک� �ت اس� �ن ای� �ات، �ب� اث� �ی �ل� اص� �ده ای�

�ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �واده �ان� خ� �ک ی� (tj)j∈JlK �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ار، ک� �ن ای� �رای ب� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ره �ه� ب� A �ودن ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م�

�وری ط� را aj(ϵ) ∈ [aj , a
+
j ] �ه �ط� �ق� ن� ،j ∈ JlK �رای ب� �د. �اش� ب� �ک �وچ� ک� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� �دد ع� �ک ی� ϵ > ۰ و �ت �ب� �ث� م�

�راز اف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ک، �وچ� ک� �ی �اف� ک� �در ق� �ه ب� ϵ �رای ب� �ال ح� .ρ([aj(ϵ), a+j ]) = ρ([aj , a
+
j ]) − ϵtj �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان�

ب��ه (aj)j∈JlK م��رزی ن��ق��اط ک��ه ت��ف��اوت ای��ن ب��ا اس��ت، A م��ش��اب��ه ک��ه ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف را A(ϵ) = (A
(ϵ)
۱ , . . . ,A

(ϵ)
k ) ∈Pk(G)
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.(A(ϵ)
j = Aj ی��م دار j ∈ Jl + ۱, kK ب��رای (ب��ه�وی��ژه ش��ده�ان��د م��ن��ت��ق��ل (aj(ϵ))j∈JlK ن��ق��اط

خ��ان��واده م��ن��ظ��ور ای��ن ب��ه ک��ن��ی��م. ان��دازه�گ��ی��ری دی��ری��ش��ل��ه اول وی��ژه�م��ق��دار روی را ک��وچ��ک ت��ک��ان��ش ای��ن ت��اث��ی��ر م��ی�خ��واه��ی��م ح��ال

روی ک��ه �ی��د �ن� ک� �ع��ری��ف ت� �ه�ای �ون� �ه�گ� ب� را f
(ϵ)
j ∈ F۰(A

(ϵ)
j ) �اب��ع ت� ،j ∈ JlK ه��ر ب��رای و �ت��ه گ��رف� �اب��ت ث� را (rj)j∈JlK �ب��ت �ث� م� اع��داد

A
(ϵ)
j روی �ن �ی� آف� �ور �ه�ط� ب� و �د �اش� ب� �ر �ف� ص� A

(ϵ)
j از �رون �ی� ب� ،f (ϵ)

j (aj) B rjϵ �د، �اش� ب� fAj �ر ب� �ق �ب� �ط� �ن� م� ،Aj ∩ V درون �وس رئ�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-٣ (ش��ک��ل ی��اب��د ت��ع��م��ی��م

..
a−j−۱

.
aj−۱

.
a+j−۱

.
a−j

.
aj

.
a+j

.

fAj (a
+
j−۱)

.

fAj (a
−
j )

.

Aj−۱

.

Aj

.

Aj+۱

.

a−j−۱

.

aj−۱

.

aj−۱(ϵ)

.

a+j−۱

.

a−j

.

aj

.

aj(ϵ)

.

a+j

.

fAj (a
+
j−۱)

.

fAj (a
−
j )

.

A
(ϵ)
j−۱

.

A
(ϵ)
j

.

A
(ϵ)
j+۱

.

rjϵ

.(aj(ϵ))j∈JlK ش��ده ت��ک��ان��ش گ��ردن�ب��ن��د و (aj)j∈JlK گ��ردن�ب��ن��د ی��ک :٣-٣ ش��ک��ل

م��ی�ش��ون��د) گ��رف��ت��ه l پ��ی��م��ان��ه ب��ه (ان��دی��س�ه��ا ی��م دار j ∈ JlK ه��ر ب��رای ل��ذا،
E(f (ϵ)

j ) = E(fAj )

+
(

fAj (a
−
j )− rjϵ

)۲
φ̃(a−j , aj) + (rjϵ)

۲
(

۱
ϵtj

)
−
(

fAj (a
−
j )
)۲
φ̃(a−j , aj) + p({aj})(rjϵ)۲

+ f ۲
Aj
(a+j−۱)

(
ϵtj−۱

۱− φ(a+j−۱, aj−۱)ϵtj−۱

)
φ̃۲(a+j−۱, aj−۱),
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ب��ن��اب��رای��ن ش��ده�ان��د. ت��ع��ری��ف ١-٨ ب��خ��ش در p ان��دازه و φ̃ ت��اب��ع ک��ه

∂

∂ϵ

(
E(f (ϵ)

j )
)∣∣∣∣

ϵ=۰
= −۲rj fAj (a

−
j ) φ̃(a

−
j , aj) +

r۲j
tj

+ tj−۱ f ۲
Aj
(a+j−۱) φ̃

۲(a+j−۱, aj−۱).

ده��ی��د ق��رار ح��ال

rj B tj fAj (a
−
j ) φ̃(a

−
j , aj).

درن��ت��ی��ج��ه

∂

∂ϵ

(
E(f (ϵ)

j )
)∣∣∣∣

ϵ=۰
= tj−۱ f ۲

Aj
(a+j−۱) φ̃

۲(a+j−۱, aj−۱)− tj f ۲
Aj
(a−j ) φ̃

۲(a−j , aj).

�ر �ظ� ن� در را (al+۱−j)j∈JlK �وس �ک� �ع� م� �د �ن� �ردن�ب� گ� �ورت �ن�ص� ای� �ر �ی� غ� (در C > ۱ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ،C ̸= ۱ �ر گ� ا

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ،j ∈ J۲, lK ب��رای ب��ازگ��ش��ت��ی ب��ه�ط��ور و t۱ B ۱ ده��ی��د ق��رار م��ی�گ��ی��ری��م).

tj B tj−۱

(
fAj (a

+
j−۱) φ̃(a

+
j−۱, aj−۱)

fAj (a
−
j ) φ̃(a

−
j , aj)

)۲

C
۲
l .

زی��را اس��ت، س��ازگ��ار l پ��ی��م��ان��ه ب��ه ت��ع��ری��ف ای��ن

tl+۱ = t۱
∏
j∈JlK

(
fAj+۱(a

+
j )φ̃(a

+
j , aj)

fAj (a
−
j )φ̃(a

−
j , aj)

)۲

C۲ = t۱,

م��ی�رس��ی��م زی��ر ن��ام��س��اوی ب��ه درن��ت��ی��ج��ه و

∀j ∈ JlK, ∂

∂ϵ

 E(f (ϵ)
j )

∥f (ϵ)
j ∥

۲
۲,ω

∣∣∣∣∣∣
ϵ=۰

=

(
۱

∥fAj∥
۲
۲,ω

)
∂

∂ϵ

(
E(f (ϵ)

j )
)∣∣∣∣

ϵ=۰
< ۰.

داش��ت خ��واه��ی��م ک��وچ��ک، ک��اف��ی ق��در ب��ه ϵ > ۰ ب��رای ل��ذا

max
j∈JlK λ۱(A(ϵ)

j ) < max
j∈JlK λ۱(Aj),

ک��ه �ی��د �ن� ک� �ه ت��وج� �ا ام� اس��ت. Λk ب��رای �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� ی��ک A(ϵ) �راف��راز زی� ،λ۱(A(ϵ)
j ) = λ۱(Aj) ،j ∈ Jl + ۱, kK ب��رای چ��ون و

ن��ی��س��ت. ای��ن�چ��ن��ی��ن ک��ه درح��ال��ی ب��اش��د، ی��ک��ن��واخ��ت ب��ای��د (i)٣-٣-٧ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا و اس��ت روان ه��م�چ��ن��ان م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��راز ای��ن

ب��اش��د، Λk ب��رای روان �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� زی��راف��راز ی��ک A گ��ر ا ک��ه دادی��م ن��ش��ان .C = ۱ �ی��ق��ت �ق� ح� در ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان �ن��اق��ض ت� ای��ن
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■ م��ی�ک��ن��د. ک��ام��ل را اث��ب��ات ای��ن و اس��ت گ��ردن�ب��ن��دی اص��لاح�پ��ذی��ر ،۴-۵-٣ ل��م ب��راس��اس آن�گ��اه

٢-۶-٣ م��لاح��ظ��ه

روان، �راز k−اف� ی��ک �د �ی� �ول� ت� �رای ب� راه دو �ی، �وم� �م� ع� �ور �ه�ط� ب� ،k ∈ JnK �ر ه� �رای ب� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ت درس� ۶-٣-٣ �دس ح� �ر گ� ا

ن��گ��اش��ت ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر ی��ک ج��س��ت��ج��وی ب��ا راه ی��ک دارد، وج��ود اص��لاح�پ��ذی��ر و ی��ک��ن��واخ��ت

Dk(G) ∋ A = (A۱, . . . ,Ak) 7→ max
i∈JkK λ۱(Ai)

ن��گ��اش��ت ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا ی��ک ج��س��ت��ج��وی ب��ا دی��گ��ر راه و

Pk(G) ∋ A = (A۱, . . . ,Ak) 7→ min
i∈JkKλ۱(Ai).

ن��گ��اش��ت م��ی�ک��ن��ن��د، ت��ول��ی��د ب��ه��ی��ن��ه�گ��ره��ای��ی چ��ن��ی��ن ک��ه دی��گ��ر ن��گ��اش��ت�ه��ای از دس��ت��ه ی��ک

Lp,k : Pk(G) ∋ A = (A۱, . . . ,Ak) 7→
۱
k

∑
i∈JkKλ

p
۱ (Ai)

در و �وده ب� روان A �راز اف� ی��ک �ر گ� ا �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �وق ف� �ای �دلال�ه� �ت� اس� �ه ب� �ر �ق�ت� �ی� دق� �اه �گ� ن� .p ∈ [۱,+∞] و k ∈ JnK �ه ک�
وج��ود ب��ا اس��ت. اص��لاح�پ��ذی��ر و ی��ک��ن��واخ��ت A آن�گ��اه ب��اش��د، ف��وق Lp,k ن��گ��اش��ت�ه��ای از ی��ک��ی ب��رای ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه ی��ک ض��م��ن

�ت اس� �ه �ال� رس� �ن ای� �داف اه� از �ارج خ� �وع �وض� م� �ن ای� �د، �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� �ب �ال� ج� �ود خ� �ودی خ� �ه ب� �ا �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ن ای� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه �ن�ک� ای�

ب��ب��ی��ن��ی��د). ن��ی��ز را ٣-٣-٩ (م��لاح��ظ��ه

در (k = ۲,۳ �رای (ب� L۱,k �اش��ت �گ� ن� �ای �ره� �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه ک� �د داده�ان� �ان �ش� ن� [۵۵] �ران �گ� دی� و �غ �ف� �ل� �ه �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ه ب� لازم

م��وض��وع ای��ن ال��ب��ت��ه ن��ی��س��ت��ن��د. ی��ک��ن��واخ��ت الاض��لاع، م��ت��س��اوی م��ث��ل��ث ی��ا م��س��ت��ط��ی��ل�ه��ا ب��رخ��ی روی دوب��ع��دی لاپ��لاس��ی��ن�ه��ای ح��ال��ت

م��ی�خ��وان��ی��م، ع��م��وم��ی“ ”م��وق��ع��ی��ت�ه��ای م��ا آن�چ��ه در آن�ه��ا م��ث��ال�ه��ای ت��ق��ارن�ه��ای زی��را ن��دارد، ش��د گ��ف��ت��ه ب��الا در آن�چ��ه ب��ا ت��ن��اق��ض��ی

♦ � ن��م��ی�ش��ون��د. ظ��اه��ر
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آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه

�ر �گ� �ی� چ� �اوی �س� �ام� ن� �ک ی� �ات �ب� اث� �رای ب� �ل �ب� ق� �ل �ص� ف� در �ه �ت� �اف� �ه�ی� �ع� �وس� ت� �ای �اره� ک� و �از س� از �اده �ف� �ت� اس� �ل، �ص� ف� �ن ای� �ی �ل� اص� �دف ه�

�ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �دس ح� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �اب��ت ث� �ا �زاره� اب� �ن ای� �م��ک ک� �ه ب� �ت. اس� �ا دوره� روی �ن �ی� �لاس� لاپ� �ای �ری��س�ه� �ات� م� �رای ب� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت�

�م��ک ک� �ه ب� �ی��ن �ن� �م�چ� ه� اس��ت. �رار �رق� ب� χ(k) = ۴۸ �ان��ی �ه� ج� �اب��ت ث� ی��ک �ا ب� �ای��ی �ری��س�ه� �ات� م� �ی��ن �ن� چ� ب��رای (٣-٢-٣ (ح��دس �گ��ر �ی� چ�

و داده ق��رار ب��ررس��ی م��ورد را دوره��ا روی �ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن لاپ��لاس� �ات��ری��س�ه��ای م� �ف��ی �ی� ط� ت��ج��زی��ه �ل��ه، دی��ری��ش� �ن��دی �ب� �م� ه� �ت��ره��ای پ��ارام�

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ح��ل��ی��ل را آن�ه��ا وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای و وی��ژه�م��ق��داره��ا س��اخ��ت��ار

دی��ری��ش��ل��ه ه��م��ب��ن��دی پ��ارام��ت��ره��ای ب��ی��ن رواب��ط ١-۴

�اص خ� �الات ح� در را �ه �ل� �ش� �ری� دی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ره� �ت� �ارم� پ� �اط �ب� ارت� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ی �دای� �ت� اب� �اوی �س� �ام� ن� �د �ن� چ� �ش �خ� ب� �ن ای� در

م��م��ک��ن ن��ام��س��اوی�ه��ا ای��ن ه��م��ه م��ی�ده��د، ن��ش��ان ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م م��ث��ال�ه��ای��ی ه��م�چ��ن��ی��ن م��ی�ک��ن��د. ث��اب��ت دوره��ا و ج��ن��گ��ل�ه��ا درخ��ت�ه��ا،

ی��ک روی را �ود خ� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� Λk �ر �ت� �ارام� پ� ،k ∈ Jn− ۱K و Cn دور �رای ب� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �اب��ت ث� �ای��ت، �ه� ن� در �د. �ن� �اش� ب� �د �ی� ک� ا اس��ت

م��ی�ک��ن��د. اخ��ت��ی��ار k−اف��راز

١-١-۴ گ��زاره

داری��م ب��اش��د. راس n ب��ا G گ��راف روی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف (G , L) ک��ن��ی��د ف��رض

،k ∈ J۲, n− ۱K ه��ر ب��رای و Λn < Λn = +∞ ،Λ۱ = Λ۱ آن�گ��اه ب��اش��د، دور ی��ک G گ��ر ا (i)

Λk−۱ < Λk ≤ Λk < Λk+۱,

٧٢
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،λk = Λk = Λk داری��م k ∈ JnK ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د، درخ��ت ی��ک G گ��ر ا (ii)

.λk = Λk ≥ Λk ی��م دار k ∈ JnK ه��ر ب��رای آن�گ��اه ب��اش��د، ج��ن��گ��ل ی��ک G گ��ر ا (iii)

�م�گ��ر �م� �ی� ک��س� �ا م� اف��راز ی��ک �ا ی� Λk ب��رای �ن��واخ��ت ی��ک� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� ی��ک آن ب��رای �ه ک� ب��اش��د گ��راف ی��ک G �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود Λk ب��رای ی��ک��ن��واخ��ت

Λk ≤ max
i∈JkK λ۱(Ai)

= min
i∈JkKλ۱(Ai)

≤ Λk.

،(i)٣-٣-٧ �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ت �اب� ث� k ∈ J۲, n − ۱K �دد ع� �ک ی� ،(i) �ش �خ� ب� �ات �ب� اث� �رای ب�

ن��دارد. وج��ود ۲ از �ت��ر �ی��ش� ب� درج��ه از راس��ی دور، ی��ک در دی��گ��ر، ط��رف از �ن��د. �ت� ه��س� �ن��واخ��ت ی��ک� اف��رازه��ای روان، �م�گ��ره��ای �م� �ی� �ن� �ی� م�

اس��ت. ص��ادق دوره��ا ب��رای ه��م��واره Λk ≤ Λk ن��ام��س��اوی درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. روان دور، ی��ک زی��راف��راز ه��ر ب��ن��اب��رای��ن

ب��ردن ب��ه�ک��ار ب��ا ،B = (B۱, . . . ,Bk+۱) ∈Pk+۱ و A = (A۱, . . . ,Ak) ∈Pk ش��ده داده اف��رازه��ای ب��رای ه��م�چ��ن��ی��ن

Ai در �داً �ی� ک� ا Bj �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د دارن� �ود وج� j ∈ Jk + ۱K و i ∈ JkK �ای �س�ه� �دی� ان� �رزی، م� �اط �ق� ن� روی �ری �وت� �ب� �ه�ک� لان� �ل اص�

ی��م دار ١-٨-٣ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ی�ش��ود. م��ش��م��ول

min
l∈JkKλ۱(Al) ≤ λ۱(Ai)

< λ۱(Bj)

≤ max
l∈Jk+۱Kλ۱(Bl).

١.Λk < Λk+۱ ی��م م��ی�آور ب��ه�دس��ت ،B و A اف��رازه��ای ب��ودن دل��خ��واه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

�اط �ق� ن� ،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را (A(n))n∈N �ای �رازه� n−اف� �ه �ال� �ب� دن� ،Λn = +∞ �ات �ب� اث� �رای ب�

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده دی� �ی �ت� راح� �ه ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ده ش� �ل �ی� �ک� �ش� ت� (i + (۲ + n)−۱)i∈Zn �اط �ق� ن� از A(n) �ای �ض� اع� �رزی م�

.limn→+∞ λ۱(A(n)) = +∞

روان �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ک ی� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر، �گ� دی� �رف ط� از .λk = Λk �م ی� دار (ii)٣-٣-٧ �م ل� از ،(ii) �م��ت �س� ق� �ات �ب� اث� �رای ب�

و اس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� �راز اف� ی��ک A ،(i)٣-٣-٧ ل��م �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� Λk ب��رای A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Dk

.Λk ≤ Λk ی��م دار (i) ق��س��م��ت در ش��ده ارائ��ه اس��ت��دلال ب��ه ت��وج��ه ب��ا درن��ت��ی��ج��ه

ای��ن�ک��ه ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� ب��اش��د. ش��ده داده k−اف��راز ی��ک B = (B۱, . . . ,Bk) �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��رع��ک��س، ن��ام��س��اوی �ب��ات اث� ب��رای

ی��ک ک��ن��ی��م ث��اب��ت اس��ت ک��اف��ی ن��ام��س��اوی، ای��ن ب��ودن ک��ی��د ا اث��ب��ات ب��رای .Λk ≤ Λk+۱ ک��ه م��ی�ک��ن��د ث��اب��ت ف��ق��ط اس��ت��دلال ای��ن ک��ه ک��رد ت��وج��ه ب��ای��د ١ال��ب��ت��ه

ک��رد. خ��واه��ی��م ث��اب��ت ۴-١-۴ ل��م در را م��ط��ل��ب ای��ن دارد. وج��ود Λk ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا k−اف��راز
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و �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٣-٣-٢ �ف �ری� �ع� (ت� �ت اس� �ت درخ� �ک ی� �ز �ی� ن� G/B �م��ت �س� �ارج�ق� خ� �راف گ� �ت، اس� �ت درخ� �ک ی� G �ه �ن� �ی� زم� �راف گ�

�ام��ل ش� ک��ه دارد وج��ود A �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� از ،i ∈ JkK ،Ai �ف��ه �ول� م� ی��ک �وت��ری، �ب� �ه�ک� لان� اص��ل ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� .|∂B| ≤ k − ۱ �ی��ج��ه �ت� درن�

ی��م دار و Ai ⊂ Bj ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود j ∈ JkK ی��ک ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن ن��ی��س��ت. ∂B از ن��ق��ط��ه�ای ه��ی��چ

min
l∈JkKλ۱(Bl) ≤ λ۱(Bj)

≤ λ۱(Ai)

= λ۱(A) = Λk,

ص��ورت��ی در درن��ت��ی��ج��ه .Λk ≤ Λk م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،B ∈Pk روی س��وپ��ری��م��م گ��رف��ت��ن ب��ا ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ی��ک��ن��واخ��ت A چ��ون

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ر �گ� دی� �رف ط� از �ت. اس� �رار �رق� ب� (ii) �ت �م� �س� ق� �اوی �س� ت� �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� Λk �رای ب� روان �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ک ی� �ه ک�

�ه ب� Λk و Λk ،(iv)٣-٣-٧ ل��م �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� و دارد �ود وج� Λk ب��رای روان �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� ی��ک �وم��ی �م� ع� �ور �ه�ط� ب� ،(iii)٣-٣-٧ ل��م

ه��ر ب��رای (ii) ق��س��م��ت ت��س��اوی ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ح��ق��ی��ق��ت دو ای��ن پ��ی��وس��ت��ه�ان��د. L(ω,G) م��ج��م��وع��ه روی ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ع��ن��وان

اس��ت. ب��رق��رار درخ��ت��ی

ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. ب��رق��رار ت��س��اوی (٣-١٣) راب��ط��ه در ه��م��واره ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده آس��ان��ی ب��ه اولا ،(iii) ق��س��م��ت اث��ب��ات ب��رای

ی��م دار م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور

Λk = max
l∈Jn(۱)K∩Jk−n(۲),k−۱Kmin(Λ

(۱)
l ,Λ

(۲)
k−l).

داش��ت خ��واه��ی��م ،(ii) ق��س��م��ت و ۵-۴-٣ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ج��ن��گ��ل، ه��ر ب��رای درن��ت��ی��ج��ه

∀k ∈ JnK, Λk ≤ Λk = λk.

■

١-٢-۴ م��ث��ال

�ی �ای� �اده� �م� ن� و �ت �ی� �ع� �وق� م� �ا ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را �د �ون� �ی�ش� م� �د �ی� ک� ا ١-١-۴ �زاره گ� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� �ه ک� �ی �الات� ح� �ال، �ث� م� �ن ای� در

�م داری� k ∈ JnK �ر ه� �رای ب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �دی �ن� �ب� �م� ه� �ه �ف� �ول� م� دو �ا ب� �راف گ� �ک ی� �ت، رف� �ار �ه�ک� ب� ۶-۴-٣ �زاره گ� �ات �ب� اث� در �ه ک�

ی��م دار ۵-۴-٣ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ام��ا ،Λk ≤ min
{
Λ
(۱)
n(۱) ,Λ

(۲)
n(۲)

}
{Λk : k ∈ JnK} = {Λ(۱)

k : k ∈ Jn(۱)K} ∪ {Λ(۲)
k : k ∈ Jn(۲)K} .

�ت درس� �د �وان� �ی�ت� �م� ن� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در �ز �ی� ن� max(Λk,Λk) ≤ min(Λk+۱,Λk+۱) �اوی �س� �ام� ن� �ی �ت� ح� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای�

�ر �گ� دی� �ه �ف� �ول� م� و �د �اش� ب� راس ی��ک �ا �ه� �ن� ت� �ا ب� �ه��ی ت� �راف گ� ی��ک �ن��دی، �ب� �م� ه� �ه�ه��ای �ف� �ول� م� از �ک��ی ی� �د �ی� �ن� ک� ف��رض �ه، �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. �اش� ب�
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اس��ت. �ر �ف� �اص� ن� Λk �ر �ت� �ارام� پ� k ≥ ۳ �رای ب� �ه ک� �ی �ال� درح� Λk = ۰ �م ی� دار ،k ∈ JnK �رای ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� و �د �اش� ب� درخ��ت ی��ک

ب��اش��د. ک��ی��د ا ج��ن��گ��ل�ه��ا ب��رای م��ی�ت��وان��د Λk ≤ Λk ن��ام��س��اوی ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان م��ث��ال ه��م��ی��ن

پ��ی��وس��ت��ه ن��اه��م��ب��ن��د) (گ��راف�ه��ای گ��راف�ه��ا ه��م��ه روی ل��زوم��اً Λk و Λk ت��واب��ع ک��ه اس��ت اه��م��ی��ت ح��ائ��ز ن��ک��ت��ه ای��ن ذک��ر ه��م�چ��ن��ی��ن

و ب��گ��ی��ری��د ن��ظ��ر در را ف��وق م��ث��ال م��وق��ع��ی��ت م��ط��ل��ب، ای��ن دی��دن ب��رای اس��ت. لازم (iv)٣-٣-٧ ل��م در ه��م��ب��ن��دی ش��رط و ن��ی��س��ت��ن��د

ی��ال ک��ردن اض��اف��ه ب��ا G گ��راف از را G(ϵ) گ��راف ک��ن��ی��د. اخ��ت��ی��ار دل��خ��واه ب��ه V (۲) در را y راس و V (۱) = {x} ک��ن��ی��د ف��رض

در ،(λk(ϵ))k∈JnK ،G(ϵ) گ��راف �ب��ری ج� �ی��ف ط� �ه ک� �د م��ی�ده� �ان ن��ش� �ی��ک ک��لاس� �ان��ش �ک� ت� �ه �ری� �ظ� ن� �ای��ج �ت� ن� �د. �ازی� ب��س� ϵ وزن ب��ا xy

درخ��ت ی��ک ،ϵ > ۰ ب��رای ،G(ϵ) گ��راف ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه ه��م�چ��ن��ی��ن ب��ب��ی��ن��ی��د). را [۶١] ک��ت��اب م��ث��ال (ب��رای اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ϵ = ۰

ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��م�چ��ن��ی��ن .(Λk(ϵ))k∈JnK = (Λk(ϵ))k∈JnK = (λk(ϵ))k∈JnK ی��م دار (ii)١-١-۴ گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا و اس��ت

�ه �ت� �وس� �ی� پ� ϵ = ۰ در k ≥ ۳ �رای ب� (Λk(ϵ))k∈JnK �ه �ج� �ی� �ت� درن� .Λk = ۰ �م ی� دار ،k ∈ JnK �ر ه� �رای ب� �د، ش� �ه �ت� �ف� گ� �الا ب� در �ه آن�چ�

⋆ � ن��ی��س��ت.

١-٣-۴ م��لاح��ظ��ه

�ه ب� �د، ش� �رح �ط� م� ١-١-۴ �زاره گ� �ات �ب� اث� اول �د �ن� ب� در �ه ک� �ی �دلال� �ت� اس� �د، �اش� ب� �ت درس� ۶-٣-٣ �دس ح� �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ه ب� لازم

�ای �راف�ه� گ� �ه �م� ه� �رای ب� Λk ≤ Λk �اوی �س� �ام� ن� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،((iv)٣-٣-٧ �م (ل� Λk و Λk �ع �واب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �راه �م� ه�

♦ � ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-٣-٨ (م��لاح��ظ��ه اس��ت ب��رق��رار ه��م��ب��ن��د ک��وان��ت��وم��ی

�ک ی� در را �ود خ� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� Λk ،k ∈ Jn − ۱K �ر ه� �رای ب� �ی، راس� n دور �ک ی� در �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �م ی� دار �د �ص� ق� �د �ع� ب� �م ل� در

.Λn = +∞ ی��م دار دوره��ا ح��ال��ت در ،(i)١-١-۴ گ��زاره ب��راس��اس ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ک��ن��د. اخ��ت��ی��ار k−اف��راز

۴-١-۴ ل��م

�راز اف� �ک ی� ،k ∈ Jn − ۱K �ر ه� �رای ب� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� Cn دور روی �ی �وم� �ت� �وان� ک� �راف گ� �ک ی� (Cn, L) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود A = (A۱, . . . ,Ak) ∈Pk(Cn)

Λk = min
i∈JkKλ۱(Ai).

Λk ،k ∈ Jn− ۱K �رای ب� �د، ش� �اب��ت ث� ١-١-۴ �زاره گ� در �ه ک� Λk ≤ Λk+۱ �ه �ط� راب� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �دا �ت� اب� ب��ره��ان.

ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا Λk ب��رای ک��ه ب��اش��د Pk(Cn) اع��ض��ای از دن��ب��ال��ه ی��ک (A(m) = {A(m)
i }k۱ )m∈N ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت. م��ت��ن��اه��ی

ی��ع��ن��ی اس��ت،

lim
m→∞

min
i∈JkKλ۱(A(m)

i ) = Λk.

�ه �ال� �ب� �ردن� زی� ی��ک �وان �ی�ت� م� �اس��دورف، ه� �ول��وژی �وپ� ت� �ا ب� ،Cn = R/(nZ) �رده �ش� ف� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ای ف��ض� �ردگ��ی ف��ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�رده �ش� ف� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� و �م) �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� (∂A(m))m∈N �ا ب� �ان �ن� �م�چ� ه� �ی �ت� راح� �رای ب� �ه (ک� (∂A(m))m∈N �ه �ال� �ب� دن� از
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ک��ه ب��ه�ط��وری ی��اف��ت B ⊂ Cn

lim
m→∞

∂A(m) = B.

Cn \ B �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� A۱, . . . ,Al �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .(l ≥ k/۲ (و l B card(B) ≤ k �ت داش� �م �ی� �واه� خ� �اً �رورت� ض�

اس��ت، Ai �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �ار �ت� �س� ب� �اع �م� �ت� اج� �ر �راب� ب� Cn �ه ک� �ی �ن� �ع� م� ای��ن �ه ب� اس��ت، �ش��ی �وش� پ� A B (A۱, . . . ,Al) �واده �ان� خ� �د. �اش� ب�

�د. �ن� �ک� ن� �ع �ط� ق� را Zn �ت اس� �ن �ک� �م� م� آن �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� از �ی �رخ� ب� �را زی� �د، �اش� �ب� ن� Pl(Cn) در �راز اف� �ک ی� �ت اس� �ن �ک� �م� م� A �ا ام�

ت��ع��ری��ف ب��ا م��ی�ک��ن��ن��د. ص��دق Ai ∩ Zn ̸= ∅ ش��رط در ک��ه ب��گ��ی��ری��د ،i ∈ JlK ،Ai م��ج��م��وع��ه�ه��ای را A ′۱ , . . . ,A ′l′ م��ج��م��وع��ه�ه��ای

و اس��ت ′l−زی��راف��راز ی��ک A′ ک��ه ی��م دار ،A′ = (A ′۱ , . . . ,A ′l′)

min
i∈Jl′Kλ۱(A ′i) = Λk.

ن��گ��اش��ت ک��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ت ای��ن از ن��ت��ی��ج��ه�ای ای��ن

C ۲
n ∋ (x, y) 7→ λ۱((x, y)) ∈ R+ ⊔ {+∞}

از �ه ک� �ت اس� Cn در �ازی ب� �ازه� ب� (x, y) �ت راس� �ت �م� س� در �ه ک� �د)، �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را [۶ �م ل� ،۶٧] �ه �ون� �م� ن� �رای (ب� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ�

�م ی� �ذار �ی�گ� م� ،(x, y) ∩ Zn = ∅ �ر گ� ا �رارداد، ق� �اس �راس� ب� �د. �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� y �ه ب� x از �ت، �اع� س� �ای �ه�ه� �رب� �ق� ع� �لاف خ� �ت �رک� ح�

.λ۱((x, y)) = +∞

i ∈ Zn �ک ی� �ذا ل� و Zn ̸⊂ B �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ک� �ت اس� k ≤ n − ۱ �رض ف� �ر �اط� خ� �ه ب� �ن ای� .l′ ̸= ۰ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

�راز l−اف� �ک ی� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ی� ده� �ازه اج� ،A′ ̸∈ Pl′(Cn) �ر گ� ا .i ∈ A ′j �ه ک� دارد �ود وج� j ∈ Jl′K �ک ی� و

ک��ه ی��اف��ت A′′ ∈Pl(Cn)

min
i∈JlK λ۱(A ′′i ) ≥ min

i∈Jl′Kλ۱(A ′i). (١-۴)

�د، آی� �ت �ه�دس� ب� A′ �ا ت� �د �ده�ان� ش� �ذف ح� A از �ه ک� ،i ∈ JlK ،Ai و l′ < l �اً �زام� ال� �ا، ′Aه� ̸∈ Pl′(Cn) �ر گ� ا �ت، �ق� �ی� �ق� درح�

ی��م دار ،x چ��ن��ی��ن ه��ر ب��رای و ک��وچ��ک ک��اف��ی ق��در ب��ه ϵ ∈ (۰, ۱) ب��رای ه��س��ت��ن��د. x ∈ Zn ب��رای (x, x+ ۱) از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای

λ۱((x, x+ ۱+ ϵ)) ≥ min
i∈Jl′Kλ۱(A ′i),

�ن��ان ه��م�چ� م��ی�رود. �ای��ت �ه� ب��ی�ن� س��م��ت ب��ه ف��وق ن��ام��س��اوی چ��پ س��م��ت ،ϵ ش��دن ک��وچ��ک �ا ب� ،λ۱ �اب��ع ت� �ت��گ��ی �ی��وس� پ� ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� زی��را

در را (x, x + ۱ + ϵ) �ه �وع� �م� �ج� م� ،x ∈ ∂A′ �ر گ� ا و (x + ϵ, x + ۱ + ϵ) �ه �وع� �م� �ج� م� ،x ̸∈ ∂A′ �ر گ� ا xای، �ن �ی� �ن� چ� �رای ب�

A ′′l′+۱, . . . ,A ′′l را �ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن ای� .(λ۱((x+ ϵ, x+ ۱+ ϵ)) > λ۱((x, x+ ۱+ ϵ)) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� (ت� �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن�

و �د �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ع �اط� �ق� ت� �الا ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ه ک� �وری ط� �د، �ی� �ن� ک� �وچ��ک ک� �م��ی ک� را ،i ∈ Jl′K ،A ′i �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �ال ح� �د. �ی� �ام� �ن� ب�

.(λ۱(A ′′i ) ≥ λ۱(A
′
i) �م ی� دار ،A ′′i ⊂ A ′i �ون چ� �ه ک� �رد ک� �ه �وج� ت� �د �ای� (ب� �د �ی� �ام� �ن� ب� ،i ∈ Jl′K ،A ′′i را �د �دی� ج� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی�
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�م �ی� �ت� داش� �ت �ق� �ی� �ق� درح� �ود، ب� Pl′(Cn) �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� A′ �ر گ� ا �د. �ن� �ی�ک� م� �دق ص� (١-۴) در A′′ B (A ′′۱ , . . . ,A ′′l ) �راز l−اف�

.A′′ B A م��ی�ده��ی��م ق��رار ف��ق��ط ح��ال��ت ای��ن در .l′ = l و A′ = A

ک��ه ب��ه�ط��وری ی��م آور ب��ه�دس��ت A′′′ ∈Pk(Cn) k−اف��راز ی��ک ت��ا م��ی�ده��ی��م ت��غ��ی��ی��ر گ��ون��ه�ای ب��ه را A′′ l−اف��راز ح��ال

min
i∈JkKλ۱(A ′′′i ) ≥ min

i∈JlK λ۱(A ′′i ). (٢-۴)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ح��ک��م و اس��ت Λk ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا ی��ک A′′′ ک��ه م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ای��ن

�ت��ی وق� �ن��ی �ع� ی� ای��ن�ص��ورت، �ر �ی� غ� در .A′′′ B A′′ �ی��م م��ی�ده� �رار ق� �ا �ه� �ن� ت� و �د �ان� �م��ی�م� ن� �اق��ی ب� �ب��ات اث� �رای ب� �ی��زی چ� ،l = k �ر گ� ا

ϵ ∈ (۰, ۱) ب��رای م��ی�ک��ن��ی��م. ان��ت��خ��اب x ∈ ∂A′′ ∩ Zn ی��ک و گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در را ∂A′′ ∩ Zn ̸= ∅ ک��ه ح��ال��ت��ی اب��ت��دا ،l < k

ک��ه ب��ه�ط��وری م��ی�س��ازی��م (x− ϵ, x+ ϵ) م��ول��ف��ه ی��ک ک��وچ��ک، ک��اف��ی ق��در ب��ه

λ۱((x− ϵ, x+ ϵ)) > min
i∈JlK λ۱(A ′′i ).

ک��ه م��ی�رس��ی��م l)−اف��راز + ۱) ی��ک ب��ه درن��ت��ی��ج��ه م��ی�ک��ن��ی��م. ک��وچ��ک ک��م��ی دارد، خ��ود م��رز ع��ن��وان ب��ه را x ک��ه را Aه��ای��ی ′′i ه��م�زم��ان

l)−اف��راز + ۱) ای��ن و l + ۱ < k گ��ر ا ن��ی��س��ت. mini∈JlK λ۱(A ′′i ) از ک��م��ت��ر آن م��ول��ف��ه�ه��ای دی��ری��ش��ل��ه اول وی��ژه�م��ق��دار ک��م��ت��ری��ن
ک��ه م��ی�رس��ی��م Ã ی��کt−اف��راز ب��ه ک��ار ای��ن م��ک��رر ان��ج��ام ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ک��رار را ف��وق ک��ار ب��اش��د، داش��ت��ه Zn در م��رزی ن��ق��ط��ه ه��ن��وز

min
i∈JtKλ۱(Ãi) ≥ min

i∈JlK λ۱(A ′′i ),

وج��ود i ∈ JtK دوم، �ال��ت ح� در .A′′′ B Ã �ی��م م��ی�ده� �رار ق� �ق��ط ف� اول، �ال��ت ح� در .∂Ã ∩ Zn = ∅ �ا ی� t = k ک��ه �ه�ط��وری ب�

ای��ن واص��ل ی��ال وس��ط از را Ãi ح��ال .(t < k ≤ n− ۱ (زی��را اس��ت Zn از �ت��وال��ی م� ن��ق��ط��ه دو ش��ام��ل Ãi ک��ه ب��ه�ط��وری دارد

λ۱(Ãi) از �ر �ت� �زرگ� ب� �ا آن�ه� �ه �ل� �ش� �ری� دی� اول �دار �ق� �ژه�م� وي� �ه ک� �م، ی� آور �ت �ه�دس� ب� D۱(Cn) از �و �ض� ع� دو �ا ت� �م �ری� �ی�ب� م� �ی �وال� �ت� م� �ه �ط� �ق� ن� دو

�ه �ل� �ش� �ری� دی� اول �دار �ق� �ژه�م� وي� �ن �ری� �ت� �م� ک� �ه ک� �م �ی� �ی�رس� م� �راز +t)−اف� ۱) ی��ک �ه ب� �ه، �وع� �م� �ج� �رم� زی� دو �ن ای� �ا ب� Ãi �ی �ن� �زی� �گ� �ای� ج� �ا ب� �ت. اس�

(٢-۴) در ک��ه �ی��م م��ی�رس� A′′′ k−اف��راز ی��ک ب��ه �ن��د ف��رای� ای��ن ت��ک��رار �ا ب� اس��ت. mini∈JtK λ۱(Ãi) ب��راب��ر ح��داق��ل آن �ف��ه�ه��ای م��ول�

■ م��ی�ک��ن��د. ص��دق

۵-١-۴ م��ث��ال

س��ت��اره گ��راف ی��ک م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ک��ل��ی ح��ال��ت در ،k ∈ Jn− ۱K ب��رای ،Λk ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا ی��ک وج��ود

اس��ت. ۱, ۱, ۲ اع��داد ی��ال�ه��ا وزن و ۱ ب��راب��ر راس�ه��ا ه��م��ه وزن اس��ت، پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون ک��ه ب��گ��ی��ری��د ن��ظ��ر در n = ۴ ازای ب��ه Sn
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ب��ود. خ��واه��د زی��ر ب��ه�ص��ورت آن لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س ب��ن��اب��رای��ن



−۴ ۱ ۱ ۲

۱ −۱ ۰ ۰

۱ ۰ −۱ ۰

۲ ۰ ۰ −۲


A
(m)
۲ B [۳, ۱]∪ [۴, ۱]∪ [۱, xm) و A

(m)
۱ B [۲, xm) ک��ه اس��ت (A(m))m∈N دن��ب��ال��ه Λ۲ ب��رای ک��س��ی��م��م�گ��ر م��ا دن��ب��ال��ه ی��ک

ی��م دار م��ی�ک��ن��د. م��ی��ل ۱ س��م��ت ب��ه ک��ه اس��ت (۲, ۱) در ن��ق��ط��ه�ای xm آن در ک��ه

lim
m→∞

min
{
λ۱(A

(m)
۱ ), λ۱(A

(m)
۲ )

}
= ۱ = Λ۲.

ک��ه ک��ن��ی��د (ت��وج��ه ب��اش��د ۱ ب��راب��ر آن م��ول��ف��ه�ه��ای دی��ری��ش��ل��ه اول وی��ژه�م��ق��دار ک��م��ت��ری��ن ک��ه ن��م��ی�ش��ود پ��ی��دا P۲(S۴) در اف��رازی ه��ی��چ ام��ا

م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز ی��ک {[۲, ۱), [۳, ۱)} دی��گ��ر ط��رف از ب��اش��ن��د). ه��م��ب��ن��د و ب��از زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ای��د م��ول��ف��ه�ه��ا ت��ع��ری��ف، ط��ب��ق

زی��را ش��ود، م��ح��س��وب ”ع��م��وم��ی“ ن��م��ی�ت��وان��د م��ث��ال ای��ن ش��ه��وداً ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم .Λ۲ = Λ۲ = ۱ ی��م دار و اس��ت Λ۲ ب��رای

⋆ � اس��ت. ب��راب��ر ی��ال دو وزن

دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه ٢-۴

�م ی� دار �د �ص� ق� اس��ت. دور ی��ک �ا آن�ه� �ه �ن� �ی� زم� �راف گ� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �دود �ح� م� �ی �وم� �ت� �وان� ک� �ای �راف�ه� گ� �ر ب� را �ود خ� �ز �رک� �م� ت� �خ��ش ب� �ن ای� در

را دوره��ا روی ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س�ه��ای ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه ت��ا گ��ی��ری��م ب��ه�ک��ار را ی��اف��ت ت��وس��ع��ه ق��ب��ل ف��ص��ل در ک��ه اب��زاره��ای��ی

ک��ن��ی��م. ارائ��ه آن وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای از دق��ی��ق��ی ت��وص��ی��ف و ک��رده م��ن��ش�ن��م��ای��ی ک��ام��ل ب��ه�ط��ور

n �ی��م��ان��ه پ� ب��ه ه��م�ن��ه��ش��ت��ی �ی��م��ان��ده�ه��ای ب��اق� م��ج��م��وع��ه Zn ک��ه �ی��ری��م م��ی�گ� ن��ظ��ر در را Cn = (Zn, E, ω, φ, p) وزن�دار گ��راف

�ا ب� را ،Cn آن، �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ری��ک �ت� م� گ��راف �ود). م��ی�ش� �ه �ب� �اس� �ح� م� n �ه �ان� �م� �ی� پ� �ه ب� (i+ ۱)) E B {i(i+ ۱) : i ∈ Zn} و اس��ت

�ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ا ب� را �راف گ� �ن ای� .Cn B R/(nZ) �ی �ن� �ع� ی� �م، ی� �ی�آور م� �ت �ه�دس� ب� [۰, n] �ازه ب� در n و ۰ �اط �ق� ن� �ردن ک� �ی �ک� ی�

�راز �راف� زی� �ر ه� �ت، �ال� ح� �ن ای� در �م. ی� آور �ت �ه�دس� ب� را (Cn, L) �ی �وم� �ت� �وان� ک� �راف گ� �ا ت� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �راه �م� ه� ،L ،Cn �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت�

�ر ه� �رای ب� �ی �ن� �ع� ی� دارد، �ود وج� �دگ��ی �ی� �ن� ت� �م �ه�ه� ب� �ی��ت �اص� خ� �ه، �ل� �ش� �ری� دی� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ن �ی� ب� و �ت اس� روان ،A ∈ Dk(Cn)

ی��م دار ق��ص��د ب��خ��ش ای��ن در واق��ع، در ب��ب��ی��ن��ی��د). را (i)١-١-۴ (گ��زاره Λk ≤ Λk < Λk+۱ ≤ Λk+۱ ی��م دار ،k ∈ Jn− ۱K
ک��ن��ی��م. ث��اب��ت را زی��ر ق��ض��ی��ه
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٢-١-۴ ق��ض��ی��ه

داری��م ب��اش��د، Cn دور روی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (Cn, L) ه��رگ��اه

∀k ∈ JnK, λk =


Λ۱ = Λ۱ k = ۱ گ��ر ا

Λk ب��اش��د زوج k گ��ر ا

Λk−۱ ب��اش��د ف��رد k ̸= ۱ گ��ر ا

(ق��وی ن��ودال دام��ن��ه k دق��ی��ق��اً ،(�k + ۱ ≤ n گ��ر (ا λk+۱ و λk ب��ا م��رت��ب��ط ت��واب��ع�وی��ژه زوج، k ،k ∈ JnK ب��رای ای��ن، ب��ر ع��لاوه
ت��ک��رر وی��ژه ب��ه اس��ت. Λk = Λk ت��س��اوی م��ع��ادل و ب��وده م��م��ک��ن زوج k ب��رای ت��ن��ه��ا λk = λk+۱ ت��س��اوی دارن��د. ض��ع��ی��ف) و

اس��ت. ۲ ب��راب��ر ک��ث��ر ح��دا وی��ژه�م��ق��دار ه��ر

�ور �ه�ط� ب� را �ا دوره� روی �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ای �ری��س�ه� �ات� م� �ای �داره� �ق� �ژه�م� وی� و �ا �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� �ار �ت� �اخ� س� و �ک��ل ش� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای�

ه��رم��ی��ت��ی م��ات��ری��س�ه��ای ه��م��ه ب��رای ک��ل��ی ح��ال��ت در ف��وق، ق��ض��ی��ه در ج��م��ل��ه آخ��ری��ن ک��ه اس��ت ذک��ر ب��ه لازم م��ی�ک��ن��د. ت��وص��ی��ف ک��ام��ل

.[۴١] م��ی�ب��اش��د ب��رق��رار اس��ت، دور ی��ک آن�ه��ا زم��ی��ن��ه گ��راف ک��ه

،k ∈ Jn− ۱K ،Λk و k ∈ JnK ،Λk �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� ،٢-١-۴ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� راه در �ام گ� �ن �ی� اول� در

ه��س��ت��ن��د. L وی��ژه�م��ق��داره��ای اس��ت، زوج k ک��ه وق��ت��ی

٢-٢-۴ گ��زاره

Λk ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. زوج �ی��ح ص��ح� ع��دد ی��ک k ∈ JnK و Cn دور روی �ت��وم��ی ک��وان� گ��راف ی��ک (Cn, L) �ی��د �ن� ک� ف��رض

L اول وی��ژه�م��ق��دار ب��راب��ر Λ۱ = Λ۱ درن��ه��ای��ت اس��ت. L وي��ژه�م��ق��دار ی��ک Λk ،k ̸= n گ��ر ا ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. L وی��ژه�م��ق��دار ی��ک

اس��ت.

اس��ت، ۲ ب��راب��ر Cn در راس ه��ر درج��ه ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت. واض��ح ت��ع��ری��ف از λ۱ = Λ۱ = Λ۱ راب��ط��ه ب��ره��ان.

Λk �رای ب� A �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ١-۶-٣ �ه �ی� �ض� ق� ،k ∈ JnK �رای ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� روان �ا �رازه� �راف� زی� �ه �م� ه�

�ر ب� �لاوه ع� �ر گ� ا �د. �ن� �ت� �س� ه� �ر �ذی� �لاح�پ� اص� و �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ای �رازه� k−اف� �اً �زام� ال� (k ̸= n �رط ش� �ه (ب� Λk �رای ب� B �ر �م�گ� �م� �ی� �س� ک� �ا م� و

و Λk = λ۱(A) �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ٢-۵-٣ �ه �ی� �ض� ق� �ذا ل� �د. �ی�ان� �ش� �خ� دوب� B و A �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د، �اش� ب� زوج k �ن ای�

■ ه��س��ت��ن��د. L وی��ژه�م��ق��داره��ای Λk = λ۱(B)

�ن��د، ب��اش� �ای��ز �ت��م� م� Λ۱, (Λk)k∈J۲,nK, زوج k , (Λk)k∈J۲,n−۱K, زوج k �ق��ادی��ر م� ک��ه ص��ورت��ی در ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ٢-٢-۴ گ��زاره

�ق��دار وی��ژه�م� ۱+ n/۲+ n/۲− ۱ = n ب��اش��د، زوج n گ��ر ا زی��را، �ن��د. �ن� م��ی�ک� م��ش��خ��ص ک��ام��ل ب��ه�ط��ور را L ط��ی��ف اع��داد، ای��ن

�رای ب� �ر گ� ا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� �ز �ای� �م� �ت� م� �دار �ق� �ژه�م� وی� ۱+ (n− ۱)/۲ + (n− ۱)/۲ = n �د، �اش� ب� �رد ف� n �ر گ� ا و �ز �ای� �م� �ت� م�

در �ه ک� �ور �ان�ط� �م� ه� L �ی��ف ط� ،٢-٢-۴ و ١-١-۴ �زاره�ه��ای گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه آن�گ� ،Λk ̸= Λk زوج، k ،k ∈ J۲, n− ۱K �ر ه�
زی��ر گ��زاره از ب��لاف��اص��ل��ه ن��ت��ی��ج��ه ی��ک ک��ل��ی، ح��ال��ت در ٢-١-۴ ق��ض��ی��ه اث��ب��ات م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت ش��ده، داده ش��رح ٢-١-۴ ق��ض��ی��ه
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اس��ت.

٢-٣-۴ گ��زاره

در .Λk = Λk داری��م و ش��ده داده زوج، k ،k ∈ J۲, n− ۱K و Cn دور روی ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (Cn, L) ک��ن��ی��د ف��رض

(ق��وی ن��ودال دام��ن��ه k دق��ی��ق��اً آن ب��ه م��رب��وط ن��اص��ف��ر وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای و اس��ت ۲ ت��ک��رر دارای L ب��رای Λk وی��ژه�م��ق��دار ای��ن�ص��ورت،

دارن��د. ض��ع��ی��ف) و

�واخ��ت �ن� �ک� ی� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� ی��ک A = (A۱, . . . ,Ak) ∈Pk(Cn) و �زاره گ� �ورت ص� در �ده ش� داده �دد ع� ،k �د �ی� �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.

�رط ش� در �رزی م� �اط �ق� ن� �ه ک� Ak = (bk, b۱) و . . . ،A۲ = (b۲, b۳) ،A۱ = (b۱, b۲) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رارداد ق� �د. �اش� ب� Λk �رای ب�

�ون چ� �ت). اس� �ده ش� �ی �ک� ی� [۰, n) �ا ب� Cn = R/(nZ) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� (ت� �د �ن� �ن� �ی�ک� م� �دق ص� ۰ ≤ b۱ < b۲ < · · · < bk < n

Zn از راس دو �ل �ام� ش� ،Ai آن، �ار �ت� �س� ب� �ه ک� دارد �ود وج� ،i ∈ JkK �ا، �Aiه� از �ی �ک� ی� �ری، �وت� �ب� �ه�ک� لان� �ل اص� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،k < n

ب��گ��ی��ری��د ن��ظ��ر در را زی��ر ن��گ��اش��ت ش��ده، داده y۱ ∈ (۱, ۲) ب��رای .۱, ۲ ∈ A۱ ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ان��دی��س، ت��غ��ی��ی��ر ی��ک ب��ا اس��ت.

F : (۰, n) ∋ s 7→ λ۱((y۱, y۱ + s)) ∈ R+ ⊔ {+∞}

�م ی� دار ،s ∈ (۰, ۲ − y۱] �رای ب� �ود). ش� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� درن� Cn = R/(nZ) از �ه�ای �ط� �ق� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� �د �ای� ب� y + s �ه (ک�

�م ی� دار ،y۱ ∈ A۱ �ون چ� .(١-٨-٣ �ه �ج� �ی� �ت� (ن� �ت اس� �ی �زول� ن� �داً �ی� ک� ا F ،[۲ − y۱, n) �ازه ب� روی �ا ام� .F (s) = +∞

�ود �ی�ش� م� �ت �اف� ی� y۲ ∈ A۲ �ای �ت� �ک� ی� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �د �ی� ک� ا �ا �ول�ه� �م� ش� �ن ای� و A۲ ⊂ (y۱, b۳) و (y۱, b۲) ⊂ A۱

ال��ی و λ۱(y۲, y۳) = λ۱(A) �ه ک� �م �ی� �اب� �ی� ب� y۳ ∈ A۳ �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �د، �ن� �رای� ف� �ن ای� �ه ادام� �ا ب� .λ۱((y۱, y۲)) = λ۱(A) �ه ک� �وری �ه�ط� ب�

.λ۱(yk−۱, yk) = λ۱(A) ک��ه م��ی�ی��اب��ی��م را yk ∈ A۱ درن��ه��ای��ت آخ��ر.

ک��ن��ی��م ث��اب��ت م��ی�خ��واه��ی��م .yk > y۱ ی��ا yk = y۱ ی��ا yk < y۱ ی��م دار دارد. وج��ود ،yk ن��ه��ای��ی، ن��ق��ط��ه ای��ن ب��رای ام��ک��ان س��ه

.yk = y۱ ک��ه م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه Λk = Λk ش��رط ک��ه

�ری��ف �ع� ت� ،i ∈ JkK �رای ب� ،yk < y۱ �ر گ� ا �ق��ت، �ی� �ق� درح� اس��ت. �ن �ک� �م� �رم� �ی� غ� �واره �م� ه� yk < y۱ �ال��ت ح� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �دا �ت� اب�

�اس �راس� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� Λk �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� �ک ی� B B (B۱, . . . ,Bk) �ذا ل� .Bi B (yi, yi+۱) �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

�واره �م� ه� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �اق��ض �ن� ت� �ن ای� �ت. �س� �ی� ن� �راز اف� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ه ک� �ی �ال� ح� در �د، �اش� ب� �راز اف� ی��ک �د �ای� ب� ،١-۶-٣ �ه �ی� �ض� ق�

.yk ≥ y۱

�ق��ل �ت� �ن� م� ،i ∈ JkK ،y′i �دی��د ج� �اط �ق� ن� �ه ب� را ،i ∈ JkK ،yi �ق��اط ن� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ال��ت، ح� ای��ن در .yk > y۱ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ال ح�

∂B′ = {y′i : i ∈ JkK} �رزی م� �اط �ق� ن� �ا ب� �رازی اف� را B′ B (B ′۱ , . . . ,B ′k) �ر گ� ا �ه ک� �وری �ه�ط� ب� ،y′k = y۱ = y′۱ �ه ک� �م، �ی� �ن� ک�

داش��ت خ��واه��ی��م ک��ن��ی��م، ت��ع��ری��ف

∀i ∈ JkK, λ۱(B
′
i) > λ۱((yi, yi+۱))

خ��لاف در را y۲ و . . . ،yk−۱ ،yk �ق��اط ن� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �ه ک� م��ی�ش��ود ان��ج��ام ای��ن�ص��ورت �ه ب� ،Cn گ��راف روی ک��ار ای��ن �ق��ت، �ی� �ق� درح�

�ت��ه داش� ب��راب��ر �ه �ل� دی��ری��ش� اول �ق��دار وی��ژه�م� �ت��وال��ی، م� �ق��اط ن� �ی��ن ب� ب��ازه�ه��ای �ه ک� ب��ه�ط��وری �ی��م، م��ی�ده� ح��رک��ت س��اع��ت �ق��رب��ه�ه��ای ع� ج��ه��ت
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درن��ت��ی��ج��ه آورده�ای��م. ب��ه�دس��ت را ،i ∈ JkK ،y′i ن��ق��اط رس��ی��د، y۱ ب��ه ب��ود، ش��ده ش��روع yk از ک��ه ن��ق��ط��ه�ای ک��ه وق��ت��ی ب��اش��ن��د.

Λk ≥ min
i∈JkKλ۱(Bi) > min

i∈JkKλ۱((yi, yi+۱)) = λ۱(A) = Λk

�رای ب� ،Bi B (yi, yi+۱) �ه �ل� �ی� �ه�وس� ب� �ه ک� B و yk = y۱ �م �ی� �ت� �ف� گ� �ه ک� �ور �ان�ط� �م� ه� �ذا ل� �ت. اس� �ا م� �ه �ی� اول� �رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ک�

f, g �ای �ع�ه� �اب� �ژه�ت� وی� ی��ک ،٢-۵-٣ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت. اس� Λk �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ک ی� �ود، �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� ،i ∈ JkK
A,B �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� �ا آن�ه� �ه) �ت� �وس� �ی� (پ� �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� �ه ک� �د دارن� �ود وج� L �رای ب� Λk = Λk �دار �ق� �ژه�م� وی� �ه ب� �وط �رب� م�

م��ی�ک��ن��د، ت��ض��م��ی��ن ک��ه اس��ت y۱ ان��ت��خ��اب خ��اط��ر ب��ه م��وض��وع ای��ن ن��ی��س��ت��ن��د. ی��ک��دی��گ��ر م��ض��رب g و f ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ه��س��ت��ن��د.

دارد. م��خ��ت��ل��ف ع��لام��ت رئ��وس ای��ن روی f ک��ه ح��ال��ی در اس��ت، ه��م�ع��لام��ت ۲ و ۱ رئ��وس روی g

�دد ع� �ن ای� �ت. اس� ۲ �ر �راب� ب� �ل �داق� ح� Λk �ا ب� �ط �ب� �رت� م� L �ژه وی� �ای �ض� ف� �د �ع� ب� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� Λk = Λk �اوی �س� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ت��ع��داد ش��م��ارش واق��ع در م��ی�رس��ی��م. م��س��ت��ق��ل وی��ژه�ت��اب��ع n از ب��ی��ش��ت��ر ت��ع��داد ب��ه ای��ن�ص��ورت در زی��را ب��اش��د، ۲ از ب��ی��ش��ت��ر ن��م��ی�ت��وان��د

دوب��ار را �ق��دار وی��ژه�م� ی��ک �ی��م ب��اش� �ئ��ن �م� م��ط� ت��ا ی��م دار ن��ظ��ر در را (i)١-١-۴ (گ��زاره م��ی�ش��ود ان��ج��ام زی��ر ب��ه�ص��ورت �ا �ق��داره� وي��ژه�م�

�ی��وس). �ن� پ��رون-ف��روب� �ی��ه (ق��ض� اس��ت ی��ک ت��ک��رر از �ق��دار وی��ژه�م� ی��ک λ۱ = Λ۱ ک��ه اس��ت واض��ح ت��ع��ری��ف از �ت��دا اب� �م��اری��م). ن��م��ی�ش�

l = n �رای ب� �ز ج� �ه (ب� �م �ی� �اب� �ی�ی� م� ی��ک �رر �ک� ت� از �دار �ق� �ژه�م� وی� دو �اه آن�گ� ،Λl ̸= Λl �ر گ� ا زوج، l ،l ∈ J۲, nK �ر ه� �رای ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه�
n �دار �ق� م� �م. �ی� �اب� �ی�ی� م� ۲ �رر �ک� ت� از �دار �ق� �ژه�م� وی� ی��ک �اه آن�گ� ،Λl = Λl �ر گ� ا و اس��ت) ی��ک �رر �ک� ت� از �دار �ق� �ژه�م� وی� ی��ک Λn �ه ک� زوج

ی��م. م��ی�آور ب��ه�دس��ت ت��ک��رر) (ب��ا وی��ژه�م��ق��دار n ف��رد)، ی��ا (زوج ب��اش��د ه��رچ��ه

ن��ودال دام��ن��ه k دارای ،Λk ب��ا �ت��ن��اظ��ر م� f ن��اص��ف��ر وی��ژه�ت��اب��ع ه��ر زوج، k ،Λk = Λk ه��رگ��اه ک��ه �ن��ی��م ک� ث��اب��ت م��ی�م��ان��د �ن��ه��ا ت�

ه��ر ض��ع��ی��ف و ق��وی ن��ودال دام��ن��ه�ه��ای ت��ع��داد اس��ت، ۲ ب��راب��ر راس ه��ر درج��ه چ��ون ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اول اس��ت. ض��ع��ی��ف)� و (ق��وی

�ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� از �ل �ک� �ش� �ت� م� �راز �راف� l−زی� ی��ک را B و �د �اش� ب� f �ودال ن� �ای �ه�ه� �ن� دام� �داد �ع� ت� l �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ر �راب� ب� �ع �اب� ت�

چ��ن��ان x ∈ Zn ک��ن��ی��د ف��رض ش��ود. ص��ف��ر م��ت��وال��ی راس دو روی ن��م��ی�ت��وان��د f ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا ده��ی��د. ق��رار f پ��ی��وس��ت��ه

ب��ای��د f(x+ ۱) و f(x− ۱) ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ،۰ = Λkf(x) = (Lf)(x) ت��س��اوی ای��ن�ص��ورت در ،f(x) = ۰ ک��ه ب��اش��د

راب��ط��ه دوم، ح��ال��ت در ام��ا ب��اش��ن��د. ص��ف��ر ب��ای��د ه��ردو ی��ا ب��اش��ن��د، ص��ف��ر ن��ب��ای��د ه��ی��چ�ک��دام ب��ه�وی��ژه و ب��اش��ن��د داش��ت��ه م��خ��ت��ل��ف ع��لام��ت

�ه ک� �م �ی� �ی�رس� م� f = ۰ �ه ب� �دلال �ت� اس� �ن ای� �رار �ک� ت� �ا ب� و f(x + ۲) = ۰ �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ۰ = Λkf(x + ۱) = (Lf)(x + ۱)

�رای��ن �اب� �ن� ب� .λ۱(B) = Λk و اس��ت �واخ��ت �ن� �ک� ی� B �م ی� دار �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� اس��ت. زوج l و �راز اف� ی��ک B �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت�

B �ه�ه��ای �ف� �ول� م� از ی��ک��ی �وت��ری، �ب� �ه�ک� لان� اص��ل ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� ،A �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� k−اف��راز ب��رای ای��ن�ص��ورت �ر �ی� غ� در زی��را ،l = k �اً �زام� ال�

B �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� از �ی �ک� ی� در �داً �ی� ک� ا A �ه�ه��ای �ف� �ول� م� از �ی �ک� ی� �ا ی� (l > k �ال��ت (ح� اس��ت �ول �م� �ش� م� A �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� از �ی �ک� ی� در �داً �ی� ک� ا

درون y۱ �ت��ن �ش� گ� �ا ب� �ات، �ب� اث� �ن ای� �دای �ت� اب� در �ده ش� �ه ارائ� �ار �ت� �اخ� س� اس��ت. λ۱(B) = λ۱(A) �ا ب� �اق��ض �ن� ت� در �ه ک� اس��ت �ول �م� �ش� م�

■ م��ی�ده��د. ب��ه�دس��ت ض��ری��ب، ی��ک ت��ح��ت را، Λk ب��ا م��رت��ب��ط وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ه��م��ه ،[b۱, b۲) ب��ازه

ت��اب��ع ک��ه وق��ت��ی دور، ی��ک روی Lم��ات��ری��س وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ب��اره در ب��ی��ش��ت��ری اط��لاع��ات م��ی�ک��ن��ی��م س��ع��ی ب��خ��ش، ای��ن پ��ای��ان در

و ب��اش��د پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون م��ت��ری��ک م��س��ی��ر ی��ک از ه��م��ب��ن��د زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک A ک��ن��ی��د ف��رض ی��م. آور ب��ه�دس��ت اس��ت، ص��ف��ر پ��ت��ان��س��ی��ل

ای��ن ،٣-۵-١ �ی��ه ق��ض� �ان �ره� ب� در م��وج��ود �ت��دلال اس� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� ١-٨-٢ ل��م در �ده ش� �رف��ی �ع� م� �ت��ای �ک� ی� �ع �اب� ت� را fA ≥ ۰

ش��روع ص��ف��ر م��ق��دار ب��ا م��س��ی��ر ط��رف ی��ک از اس��ت. زی��ر ب��ه�ص��ورت ت��اب��ع ای��ن ش��ک��ل ب��ن��اب��رای��ن ن��دارد. A در م��وض��ع��ی م��ی��ن��ی��م��م ت��اب��ع
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ب��ع��دی راس در اس��ت م��م��ک��ن م��ی�رس��د. اس��ت، V ∩ A در راس ی��ک ک��ه ک��س��ی��م��م، م��ا ن��ق��ط��ه ی��ک ب��ه و م��ی�ی��اب��د اف��زای��ش م��ی�ش��ود،

�ا ب� و �ل��ب �ط� م� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �رس� ب� �ر �ف� ص� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ر �گ� دی� �رف ط� در �ا ت� �د �اب� �ی�ی� م� �اه��ش ک� �پ��س س� و �رد �ی� �گ� ب� را �دار �ق� م� �ان �م� ه� �م ه�

k ∈ J۲, nK ،Λk �ا ی� Λk �ه ب� �وط �رب� م� �ع �اب� �ژه�ت� وی� �ن �ی� آف� �ع �ی� �وس� ت� ،f �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� ،٢-٣-۴ �زاره گ� �ان �ره� ب� در �ده ش� �ه ارائ� �ار �ت� �اخ� س�

م��ت��وال��ی، ت��ک��ه دو ه��ر ب��ی��ن ک��ه دارد ن��زول��ی و ص��ع��ودی م��ت��وال��ی ت��ک��ه�ه��ای ت��اب��ع ای��ن داش��ت. خ��واه��د را زی��ر س��ی��ن��وس��ی ش��ک��ل زوج،

ه��ر در و دارد وج��ود ن��زول��ی ت��ک��ه k/۲ و ص��ع��ودی ت��ک��ه k/۲ �اً دق��ی��ق� دارد. ق��رار م��وض��ع��ی �ی��م��م ک��س� م��ا ی��ا �ی��م��م م��ی��ن� راس دو ی��ا ی��ک

.(Cn در ن��ق��ط��ه ی��ک ی��ا راس ی��ک (در م��ی�ک��ن��د ع��ب��ور ص��ف��ر از ب��ار ی��ک f ت��ک��ه،

ه��م��ه وزن ک��ه وق��ت��ی ه��م��گ��ن، ح��ال��ت (ی��ع��ن��ی دور ی��ک روی ت��رک��ی��ب��ی��ات��ی لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای در ق��ب��لا رف��ت��ار ای��ن

ه��س��ت��ن��د زی��ر ب��ه�ص��ورت ح��ال��ت ای��ن در وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ا زی��را اس��ت. ش��ده دی��ده (١-٣-١ م��ث��ال اس��ت، ی��ک ب��راب��ر ی��ال�ه��ا و راس�ه��ا

اس��ت، ص��ف��ر وی��ژه�م��ق��دار ب��ه� م��رب��وط ی��ک) ث��اب��ت (ت��اب��ع 1 وی��ژه�ت��اب��ع •

�ع �واب� ت� �ط �وس� ت� ،k ∈ J⌊(n − ۱)/۲⌋K �رای ب� ،۲(۱ − cos(۲πk/n)) �دار �ق� �ژه�م� وی� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ژه وی� �ای �ض� ف� •

و م��ی�ش��ون��د ت��ول��ی��د ،Zn ∋ x 7→ sin(۲πkx/n) و Zn ∋ x 7→ cos(۲πkx/n)

اس��ت. ۲ وی��ژه�م��ق��دار م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه�ت��اب��ع ی��ک ن��ی��ز Zn ∋ x 7→ cos(πx) ت��اب��ع ب��اش��د، زوج n گ��ر ا •

دارن��د، ی��ک��س��ان��ی ع��م��وم��ی ک��ی��ف��ی رف��ت��ار اس��ت، دور ی��ک آن�ه��ا م��ت��ن��اظ��ر گ��راف ک��ه لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س�ه��ای وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای ب��ن��اب��رای��ن

ن��ب��اش��ن��د. ی��ا ت��رک��ی��ب��ی��ات��ی) لاپ��لاس��ی��ن ح��ال��ت (م��ان��ن��د ب��اش��ن��د م��ک��رر وی��ژه�م��ق��داره��ای م��ت��ن��اظ��ر چ��ه

دوره��ا ب��رای م��ی��ک��ل��و ح��دس اث��ب��ات ٣-۴

�اب��ت ث� ی��ک �ا ب� �ا دوره� روی �ی��ن لاپ��لاس� �ری��س�ه��ای �ات� م� ب��رای (۵-٣-٣ (ح��دس �ل��و �ی��ک� م� ح��دس ک��ه �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان ب��خ��ش ای��ن در

�ه �ت� �اف� ی� �ن ای� از �د، �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� را �ر �گ� �ی� چ� �ه �ت� �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �دس ح� �و، �ل� �ک� �ی� م� �دس ح� �ه �ن�ک� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت. اس� �رار �رق� ب� ۲۴ �ی �ان� �ه� ج�

ب��ه�دس��ت ۴۸ ج��ه��ان��ی ث��اب��ت ی��ک ب��ا آن�ه��ا، وی��ژه�م��ق��داره��ای ه��م��ه و دوره��ا ه��م��ه ب��رای ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی ی��ک م��ی�ت��وان��ی��م

�ع �اب� ت� �ا (ب� �واه �خ� دل� �ن �ی� �لاس� لاپ� �ای �س�ه� �ری� �ات� م� �ای �ض� ف� �ش �خ� ب� �ن ای� در �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� �ای �ض� ف� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ۴-٣ �ش �خ� (ب� �م ی� آور

م��ی�ش��ود. ب��ی��ان زی��ر ب��ه�ص��ورت م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت ب��خ��ش ای��ن در ک��ه اص��ل��ی ق��ض��ی��ه اس��ت. دوره��ا روی ص��ف��ر) پ��ت��ان��س��ی��ل

٣-١-۴ ق��ض��ی��ه

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. Cn دور روی پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون ک��وان��ت��وم��ی گ��راف ی��ک (Cn, L) ک��ن��ی��د ف��رض

∀k ∈ JnK, Λk ≤

 λk ب��اش��د زوج k ی��ا k = ۱ گ��ر ا

۲۴ λk ب��اش��د ف��رد k ≥ ۳ گ��ر ا

ب��گ��ی��ری��د ث��اب��ت را ف��رد k ∈ JnK ع��دد .Λk = λk چ��ون اس��ت، واض��ح ٢-١-۴ ق��ض��ی��ه از ق��ض��ی��ه ح��ک��م ب��اش��د، زوج k گ��ر ا

�ر �ذی� �لاح�پ� اص� و �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ه ک� �د �اش� ب� Λk �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ک ی� A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Pk(Cn) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و



٨٣ آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه .۴ ف��ص��ل

ش��رط در م��رزی ن��ق��اط ک��ه ،Ak = (bk, b۱) و . . . ،A۲ = (b۲, b۳) ،A۱ = (b۱, b۲) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ق��رارداد ق��ب��ل م��ان��ن��د اس��ت.

ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. ش��ده گ��رف��ت��ه ی��ک��ی [۰, n) ب��ا Cn = R/(nZ) ک��ه ح��ال��ی در م��ی�ک��ن��ن��د ص��دق ۰ ≤ b۱ < b۲ < · · · < bk < n

غ��ی��ره. و Ak+۱ = A۱ ،A۰ = Ak ،bk+۱ = b۱ ی��ع��ن��ی م��ی�ک��ن��ی��م، ح��س��اب k پ��ی��م��ان��ه ب��ه را ان��دی��س�ه��ا راح��ت��ی ب��رای

ک��ه م��ی�ش��ود ی��اف��ت i ∈ JkK ی��ک م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت ک��ه اس��ت ای��ن ،٣-١-۴ ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ج��ه��ت در گ��ام اول��ی��ن

λ۱(Ai ⊔ {bi+۱} ⊔ Ai+۱) ≥ (۱/۲۴) λ۱(A). (٣-۴)

را A′ B (A ′۱ , . . . ,A ′k−۱) ∈Pk−۱(Cn) �راز اف� �اه آن�گ� ،i = k �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ی �ت� راح� �رای ب� و �د �اش� ب� �ت درس� �ا ادع� �ن ای� �ر گ� ا

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت

∀l ∈ Jk − ۱K, A ′l B

 Ak ⊔ {b۱} ⊔ A۱ l = ۱ گ��ر ا

Al l ∈ J۲, k − ۱K گ��ر .ا
داش��ت خ��واه��ی��م ،٢-١-۴ ق��ض��ی��ه گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا

(۱/۲۴) Λk = (۱/۲۴) λ۱(A)

≤ λ۱(A ′۱)

= min
l∈Jk−۱Kλ۱(A ′l)

≤ Λk−۱

= λk

�ی��از �ی��ش�ن� پ� �ع��دادی ت� �ه ب� �ن��د، ک� ص��دق (٣-۴) در ک��ه i ∈ JkK ان��دی��س ی��ک ک��ردن �ی��دا پ� ب��رای م��ی�ش��ود. �ی��ج��ه �ت� ن� ٣-١-۴ �ی��ه ق��ض� و

�ه �ل� �ش� �ری� دی� اول �دار �ق� �ژه�م� وی� �رای ب� �اردی ه� وزن�دار �اوی �س� �ام� ن� ی��ک �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی� [٢۶] از را �ر زی� �م ل� �دا �ت� اب� �م. �ی� �اج� �ت� �ح� م�

ب��رای م��ی�ده��د. ارائ��ه م��س��ی��ر، ط��رف دو در دی��ری��ش��ل��ه ش��رط ب��ا ت��ول��د-م��رگ)، (ف��رای��ن��ده��ای م��س��ی��ره��ا روی لاپ��لاس��ی��ن م��ات��ری��س�ه��ای

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢۶ ،٢۵] پ��وان��ک��اره ن��ام��س��اوی� ب��ا ه��اردی وزن�دار ن��ام��س��اوی ارت��ب��اط و زم��ی��ن��ه ای��ن در ب��ی��ش��ت��ری اط��لاع��ات

[٢۶] ٣-٢-۴ ل��م

�ه ک� �د �اش� ب� L �ن �ی� �لاس� لاپ� �س �ری� �ات� م� �ا ب� �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� وزن�دار �ر �ی� �س� م� �ک ی� Pn= (V,E, ω, φ) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ای��ن�ص��ورت در .A B {x۱, . . . , xn} ده��ی��د ق��رار ه��م�چ��ن��ی��ن .E B {xixi+۱ : i ∈ J۰, nK} و V B {x۰, . . . , xn+۱}

۱
۴ κ−۱(A) ≤ λ۱(A) ≤ κ−۱(A),



٨۴ آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه .۴ ف��ص��ل

ک��ه

κ−۱(A) B min
s,t∈JnK
s≤t

 ( s−۱∑
i=۰

۱
ϕi

)−۱
+

(
n∑
i=t

۱
ϕi

)−۱  t∑
j=s

ω(xj)

−۱ ,
.i ∈ J۰, nK ب��رای ،ϕi B φ(xixi+۱) آن در ک��ه

Pn روی ρ و ω ان��دازه دو ک��ه ی��د آور ی��اد ب��ه ١-٨ ب��خ��ش از ب��اش��د. Pn م��س��ی��ر ب��ا م��ت��ن��اظ��ر م��ت��ری��ک گ��راف Pn ک��ن��ی��د ف��رض

م��ی�ش��ون��د. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت

ω B
∑
x∈V

ω(x)δx, ρ B
∑
{x,y}∈E

ρx,y, (۴-۴)

٣-٢-۴ ل��م �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان��ی آس� �ه ب� �ال ح� اس��ت. [x, y] ی��ال �ه �ک� ت� روی �ع��ی �ی� �ب� ط� �ب��گ ل� �دازه ان� ρx,y ،xy ∈ E ی��ال �ر ه� �رای ب� �ه ک�

ده��ی��م. ت��ع��م��ی��م ک��وان��ت��وم��ی گ��راف�ه��ای م��دل ب��ه را

٣-٣-۴ ل��م

�د �ن� �ب� �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �رای ب� �د. �اش� ب� Pn �ر �ی� �س� م� روی �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� �ی �وم� �ت� �وان� ک� �ر �ی� �س� م� �ک ی� (Pn, L) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ی��م دار A B (a, b) ⊂ Pn

(۱/۴) κ−۱(A) ≤ λ۱(A) ≤ κ−۱(A),

ک��ه

κ−۱(A) B inf
a<x≤y<b

(
۱

ρ((a, x))
+

۱
ρ((y, b))

)
۱

ω([x, y])
, (۵-۴)

ش��ده�ان��د. ت��ع��ری��ف (۴-۴) در ω, ρ ان��دازه�ه��ای ک��ه

�ه ک� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ک� �د. �ت� �ف� �ی� ب� �اق �ف� ات� x۰, y۰ ∈ Pn �اط �ق� ن� �رای ب� (۵-۴) در �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

ک��ن��ی��د ف��رض ک��ل��ی��ت، ش��دن ک��م ب��دون و خ��ل��ف ب��ره��ان ب��ه گ��ی��ری��م. ب��ه�ک��ار را ٣-٢-۴ و ١-٨-٢ ل��م�ه��ای و {x۰, y۰} ⊂ V (Pn)

�ی��چ ه� �ل �ام� ش� (x۰, x′۰) �ازه ب� و ρ(a, x′۰) > ρ(a, x۰) �ه ک� �وری� �ه�ط� ب� �د �ی� �وی� �ج� ب� x۰ �زدی��ک ن� را x′۰ �پ��س س� .x۰ ∈ Pn \ V (Pn)

درن��ت��ی��ج��ه و ω([x′۰, y۰]) = ω([x۰, y۰]) ای��ن�ص��ورت در ن��ب��اش��د. V (Pn) از راس��ی

(
۱

ρ((a, x′۰))
+

۱
ρ((y۰, b))

)
۱

ω([x′۰, y۰])
<

(
۱

ρ((a, x۰))
+

۱
ρ((y۰, b))

)
۱

ω([x۰, y۰])
,

■ م��ی�ش��ود. ت��م��ام اث��ب��ات و {x۰, y۰} ⊂ V (Pn) ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ت��ن��اق��ض ای��ن اس��ت. ت��ن��اق��ض در x۰, y۰ ان��ت��خ��اب ب��ا ک��ه

�ش �خ� ب� �ن ای� �دای �ت� اب� در �ه ک� Λk �رای ب� A = (A۱, . . . ,Ak) ∈ Pk(Cn) �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ه ب� �د �ی� ده� �ازه اج� �ال ح�



٨۵ آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه .۴ ف��ص��ل

�ه ک� �ی �ن� �ع� م� �ن ای� �ه ب� �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �راد م� را Ai �ط وس� �ای �ت� �ک� ی� �ه �ط� �ق� ن� ci از ،i ∈ JkK �ر ه� �رای ب� �م. �ردی� �رگ� ب� �د، ش� �ی �رف� �ع� م�

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ش��ک��ل ب��ه را B B (B۱, . . . ,Bk) k−اف��راز س��پ��س .ρ((bi, ci)) = ρ((ci, bi+۱)) = ρ(Ai)/۲

∀i ∈ JkK, Bi B (ci, ci+۱).

داش��ت خ��واه��ی��م ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در زی��را .λ۱(Bi) ≥ Λk = λ۱(A) ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود i ∈ JkK ان��دی��س ی��ک

max
i∈JkK λ۱(Bi) < Λk

آن �ال �ب� �ه�دن� ب� �ا م� �ه ک� اس��ت �س��ی �دی� ان� �ان �م� ه� i �دی��س ان� �ن ای� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د �ع� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� اس��ت. Λk �ری��ف �ع� ت� �ا ب� �اق��ض �ن� ت� در �ه ک�

م��ی�گ��ش��ت��ی��م.

۴-٣-۴ گ��زاره

اس��ت. ب��رق��رار (٣-۴) راب��ط��ه آن�گ��اه ،λ۱(Bi) ≥ λ۱(A) ک��ه ب��اش��د گ��ون��ه�ای ب��ه i ∈ JkK گ��ر ا
ک��ار ب��ه� را ق��ب��ل ن��م��اده��ای ه��م��ان و A ′۱ B Ak ⊔ {b۱} ⊔ A۱ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف .i = k ک��ن��ی��د ف��رض ک��ل��ی��ت ش��دن ک��م ب��دون ب��ره��ان.

(۵-۴) ک��ه ب��اش��ن��د ن��ق��ط��ه�ای دو x۰, y۰ ∈ A ′۱ ک��ن��ی��د ف��رض .Bk = (ck, c۱) و Ak = (bk, b۱) ،A۱ = (b۱, b۲) ی��ع��ن��ی ب��ب��ری��د،

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��د. ب��ه�دس��ت را κ−۱(A ′۱) ک��رده، م��ی��ن��ی��م��م را

κ−۱(A ′۱) =

(
۱

ρ((bk, x۰))
+

۱
ρ((y۰, b۲))

)
۱

ω([x۰, y۰])
.

م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت زی��ر ح��ال��ت س��ه در را (٣-۴) ک��ران

.ρ((y۰, b۲)) ≥ (۳/۵) ρ(A۱) و ρ((bk, x۰)) ≥ (۳/۵) ρ(Ak) .١ ح��ال��ت

ی��م دار و ck < x۰ < y۰ < c۱ ح��ال��ت ای��ن در

ρ((ck, x۰)) = ρ((bk, x۰))−
ρ(Ak)

۲

≥ ρ((bk, x۰))

۶ .

ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ٣-٣-۴ ل��م ط��ری��ق از و ρ((y۰, b۲)) ≤ ۶ρ((y۰, c۱)) م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور

λ۱(A
′
۱) ≥

۱
۴ κ−۱(A ′۱) =

۱
۴

(
۱

ρ((bk, x۰))
+

۱
ρ((y۰, b۲))

)
۱

ω([x۰, y۰])

≥ ۱
۴

(
۱

۶ ρ((ck, x۰))
+

۱
۶ ρ((y۰, c۱))

)
۱

ω([x۰, y۰])
≥ ۱

۲۴ κ−۱(Bk) ≥
۱
۲۴ λ۱(A).

.ρ((y۰, b۲)) < (۳/۵) ρ(A۱) و ρ((bk, x۰)) < (۳/۵) ρ(Ak) .٢ ح��ال��ت



٨۶ آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه .۴ ف��ص��ل

ی��ع��ن��ی ک��ن��ی��د، اخ��ت��ی��ار (b۱, c۱) و (ck, b۱) ب��ازه�ه��ای وس��ط ن��ق��اط ع��ن��وان ب��ه ب��ه�ت��رت��ی��ب را d۱, d۲ ∈ A ′۱ ن��ق��اط

ρ((ck, d۱)) = ρ((d۱, b۱)) = (۱/۴) ρ(Ak), ρ((b۱, d۲)) = ρ((d۲, c۱)) = (۱/۴) ρ(Ak).

داری��م ٣-٣-۴ ل��م ب��ه�وس��ی��ل��ه و x۰ < d۱ < d۲ < y۰ داری��م ل��ذا

λ۱(A) ≤ κ−۱(Ak) ≤
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱

ρ((d۱, b۱))

)
۱

ω([x۰, d۱])
,

λ۱(A) ≤ κ−۱(Bk) ≤
(

۱
ρ((ck, d۱))

+
۱

ρ((d۲, c۱))

)
۱

ω([d۱, d۲])
,

λ۱(A) ≤ κ−۱(A۱) ≤
(

۱
ρ((b۱, d۲))

+
۱

ρ((y۰, b۲))

)
۱

ω([d۲, y۰])
.

درن��ت��ی��ج��ه

ω([x۰, d۱]) λ۱(A) ≤
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱۲

۵ ρ((bk, x۰))

)
,

ω([d۱, d۲]) λ۱(A) ≤
(

۱۲
۵ ρ((bk, x۰))

+
۱۲

۵ ρ((y۰, b۲))

)
,

ω([d۲, y۰]) λ۱(A) ≤
(

۱۲
۵ ρ((y۰, b۲))

+
۱

ρ((y۰, b۲))

)
,

س��پ��س و

ω([x۰, y۰]) λ۱(A) ≤ ۶
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱

ρ((y۰, b۲))

)
.

ک��ه م��ی�ده��ن��د ن��ت��ی��ج��ه ٣-٣-۴ ل��م ه��م��راه ب��ه ای��ن

λ۱(A) ≤ ۶ κ−۱(A ′۱) ≤ ۲۴ λ۱(A ′۱).

.ρ((y۰, b۲)) ≥ (۳/۵) ρ(A۱) و ρ((bk, x۰)) < (۳/۵) ρ(Ak) .٣ ح��ال��ت

ی��م دار ،٢ ح��ال��ت م��ش��اب��ه و ک��رده اخ��ت��ی��ار (ck, b۱) ب��ازه وس��ط ن��ق��ط��ه را d۱ م��ج��دداً

ω([x۰, d۱]) λ۱(A) ≤
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱

ρ((d۱, b۱))

)
≤
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱۲

۵ ρ((bk, x۰))

)
,

ω([d۱, y۰]) λ۱(A) ≤ ω([d۱, y۰]) λ۱(Bk)

≤
(

۱
ρ((ck, d۱))

+
۱

ρ((y۰, c۱))

)
≤
(

۱۲
۵ ρ((bk, x۰))

+
۶

ρ((y۰, b۲))

)
.



٨٧ آن�ه��ا ب��رای چ��ی��گ��ر ن��ام��س��اوی و دوره��ا ط��ی��ف��ی ت��ج��زی��ه .۴ ف��ص��ل

ب��ن��اب��رای��ن

ω([x۰, y۰]) λ۱(A) ≤ ۶
(

۱
ρ((bk, x۰))

+
۱

ρ((y۰, b۲))

)
,

■ اس��ت. ح��اص��ل م��ط��ل��وب و



۵ ف��ص��ل

ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای

ن��ظ��ر در ب��ا و اس��ت ان��ج��ام ق��اب��ل چ��ن��دج��م��ل��ه�ای زم��ان در م��ات��ری��س ی��ک وی��ژه�ت��اب��ع�ه��ای و م��ح��اس��ب��ه�وی��ژه�م��ق��داره��ا ای��ن�ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

از م��ی�ت��وان، را لاپ��لاس��ی��ن وی��ژه�م��ق��داره��ای گ��رف��ت��ن��د، ق��رار ب��ررس��ی م��ورد ٣ ف��ص��ل در ک��ه چ��ی��گ��ر ت��ع��م��ی��م�ی��اف��ت��ه ن��ام��س��اوی�ه��ای گ��رف��ت��ن

م��س��ائ��ل ع��م��ل��ی و ک��ارب��ردی اه��م��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا دی��گ��ر، ط��رف از گ��رف��ت. ن��ظ��ر در ای��زوپ��ری��م��ت��ری ث��اب��ت�ه��ای ب��رای ت��خ��م��ی��ن��ی ج��ه��ت��ی،

م��ح��اس��ب��ات��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی وی��ژه، ب��ه�ط��ور و ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای ب��ه ی��م دار ق��ص��د ف��ص��ل ای��ن در ای��زوپ��ری��م��ت��ری،

اس��ت. ش��ده ت��ن��ظ��ی��م [٣٣] م��ق��ال��ه م��ح��ت��وی��ات ب��راس��اس ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب ب��پ��ردازی��م. آن�ه��ا

ال��گ��وری��ت��م�ه��ا و م��ح��اس��ب��ات��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی م��ق��دم��ات ١-۵

�ه �ال� �س� م� �ه�ای، �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ان زم� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ف �اری� �ع� ت� �د �ن� �ان� م� �ی، �ات� �ب� �اس� �ح� م� �ی �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� �ه �ی� اول� �م �ی� �اه� �ف� م� و �ف �اری� �ع� ت� �ده �اه� �ش� م� �رای ب�

ی��ک ف��ص��ل، ای��ن در ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [۴] ج��م��ل��ه از زم��ی��ن��ه ای��ن در ک��لاس��ی��ک ک��ت��اب�ه��ای ب��ه پ��ی��چ��ی��دگ��ی ک��لاس�ه��ای و NP−ک��ام��ل

.[۴] م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ≤p

m
ن��م��اد ب��ا را ی��ک ب��ه چ��ن��د چ��ن��د�ج��م��ل��ه�ای زم��ان ت��ق��ل��ی��ل

�ت. اس� Opt(I) �ر �راب� ب� �ه �ن� �ی� �ه� ب� �واب ج� �ه، �ال� �س� م� از I �ه �ون� �م� ن� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �م ی� دار �ازی �م�س� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ال� �س� م� �ک ی� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ده��د ب��ه�دس��ت را ب��ه��ی��ن��ه ج��واب از م��ن��اس��ب��ی ت��خ��م��ی��ن ب��ت��وان��د ک��ه ی��ت��م��ی ال��گ��ور ی��اف��ت��ن ب��اش��د، NP−س��خ��ت م��س��ال��ه ای��ن ک��ه درص��ورت��ی

ب��رم��ی�گ��ردان��د ک��ه ج��واب��ی ک��ه اس��ت چ��ن��دج��م��ل��ه�ای زم��ان ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک α−ت��خ��م��ی��ن، ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک از م��ن��ظ��ور اس��ت. اه��م��ی��ت ح��ائ��ز

م��س��ال��ه، از I ن��م��ون��ه ازای ب��ه دی��گ��ر، ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د. واق��ع��ی م��ی��ن��ی��م��م ج��واب ب��راب��ر α ک��ث��ر ح��دا و ب��وده ام��ک��ان�پ��ذی��ر ج��واب ی��ک

ک��ه ب��ه�ط��وری ب��رم��ی�گ��ردان��د، را Approx(I) م��ق��دار چ��ن��دج��م��ل��ه�ای زم��ان در

Opt(I) ≤ Approx(I) ≤ α Opt(I).

٨٨



٨٩ ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای .۵ ف��ص��ل

ی��ک �ه ک� �ت اس� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� ی��ک ،(PTAS) �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ان زم� �ن �ی� �م� �خ� ت� �رح ط� ی��ک از �راد م� �ازی، �م�س� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ال� �س� م� ی��ک �رای ب�

�ر �راب� ب� (۱+ ϵ) �ر �ث� ک� �دا ح� �ه ک� �د �ردان� �ی�گ� �رم� ب� �ر �ذی� �ان�پ� �ک� ام� �واب ج� ی��ک و �رد �ی� �ی�گ� م� را ϵ > ۰ �دد ع� ی��ک �راه �م� ه� �ه ب� �ه، �ال� �س� م� از �ه �ون� �م� ن�

�ان زم� �ن �ی� �م� �خ� ت� �رح ط� �ک ی� ،(FPTAS) �ل �ام� ک� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ان زم� �ن �ی� �م� �خ� ت� �رح ط� ی��ک از �ور �ظ� �ن� م� �ت. اس� �ی �ع� واق� �م �م� �ی� �ن� �ی� م�

اس��ت. ش��ده ک��ران�دار ۱/ϵ ع��دد و ورودی ن��م��ون��ه ان��دازه از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک وس��ی��ل��ه ب��ه آن اج��رای زم��ان ک��ه اس��ت چ��ن��دج��م��ل��ه�ای

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٨۵] ب��ی��ش��ت��ر ج��زئ��ی��ات ب��رای

�ام��ل NP−ک� �اً �وی� ق� را �ه �ال� �س� م� �ن ای� اس��ت. �ددی ع� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ل �ام� ش� �ری �ی� �م�گ� �ی� �م� �ص� ت� �ه �ال� �س� م� ی��ک �ای �ه�ه� �ون� �م� ن� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک ب��ه�وس��ی��ل��ه م��س��ال��ه ع��ددی پ��ارام��ت��ره��ای ه��م��ه ه��رگ��اه ب��م��ان��د، ب��اق��ی NP−ک��ام��ل م��س��ال��ه ای��ن ک��ه ص��ورت��ی در گ��وی��ی��م،

�ه �ال� �س� م� �اه �رگ� ه� �ت، اس� �ل �ام� NP−ک� �اً �وی� ق� �ددی، ع� �ه �ال� �س� م� �ک ی� �ادل، �ع� م� �ور �ه�ط� ب� .[۴٧] �د �ن� �اش� ب� �ران�دار ک� ورودی، �ول ط� از

ک��ه ص��ورت��ی در ک��رد ث��اب��ت م��ی�ت��وان ب��اش��ن��د. ش��ده داده ی��ک�ی��ک��ی ک��ده��ای ب��ا م��س��ال��ه ورودی اع��داد ک��ه وق��ت��ی ب��اش��د، NP−ک��ام��ل

زم��ان �ی��ن �م� ت��خ� ط��رح ی��ک �م��ی�ت��وان ن� �ع��ی، �ی� �ب� ط� �رای��ط ش� ت��ح��ت NP−س��خ��ت، �اً �وی� ق� �ه�س��ازی �ن� �ی� �ه� ب� �ه �ال� م��س� ی��ک ب��رای ،P ̸= NP

.[٨۵] ک��رد پ��ی��دا ک��ام��ل چ��ن��دج��م��ل��ه�ای

ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی ٢-۵

�م��ول �ع� م� �ه�س��ازی �ن� �ی� �ه� ب� �ائ��ل م��س� �ی��دگ��ی �ی��چ� پ� �ای��ج �ت� ن� در ک��ه ط��ور �م��ان ه� �ت��ری، �م� �ری� ای��زوپ� �ائ��ل م��س� �ات��ی �ب� �اس� م��ح� �ی��دگ��ی �ی��چ� پ� �ه �ع� �ال� م��ط� ب��رای

ب��ه ای��زوپ��ری��م��ت��ری پ��ارام��ت��ر�ه��ای چ��ون ای��ن، ب��ر ع��لاوه م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را اص��ل��ی م��س��ال��ه ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ت��ص��م��ی��م�گ��ی��ری م��س��ال��ه اس��ت،

ت��واب��ع ه��م��ه ب��رد ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ک��ل��ی��ت، ش��دن ک��م ب��دون م��ی�ک��ن��ن��د، ح��ف��ظ را اس��ک��ال��ر ض��رب وزن، ت��واب��ع از ع��م��ل��گ��ره��ای��ی ع��ن��وان

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ن��م��اد چ��ن��د از راح��ت��ی ب��رای اس��ت. Z ص��ح��ی��ح اع��داد ،Q گ��وی��ا اع��داد ج��ای ب��ه وزن

٢-١-۵ ن��م��اد

.(٢-١-٣ (ت��ع��ری��ف م��ی�رود ب��ه�ک��ار ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��ی��ن��ی��م��م و ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ال��ه ب��رای ت��رت��ی��ب ب��ه NCP و IPP ن��م��اده��ای

�ا ی� m �وی��س�ه��ای �الان� ب� �اه �رگ� (ه� �ن��د م��ی�ک� م��ش��خ��ص را �ائ��ل م��س� ای��ن �ی��ن �ه� م� و �ی��ن �ان��گ� �ی� م� �ه ن��س��خ� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� M و m �وی��س�ه��ای ب��الان�

ب��ه�ک��ار وق��ت��ی k پ��ان��وی��س اس��ت). ب��رق��رار م��ه��ی��ن و م��ی��ان��گ��ی��ن ن��س��خ��ه دو ه��ر ب��رای گ��زاره ک��ه اس��ت م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه ش��ون��د، ح��ذف M

�رای ب� �ادی �م� ن� NCPM
k �ال �ث� م� �رای ب� �ت. اس� ورودی از �ی �ش� �خ� ب� k �اه �رگ� ه� �ود، �ی�ش� م� �ذف ح� و �ت اس� �ت �اب� ث� �ک ی� k �ه ک� �ی�رود م�

اس��ت. زی��ر م��س��ال��ه

NCPM
k م��س��ال��ه

.k ص��ح��ی��ح ع��دد ث��اب��ت�ه��ا:

.N ∈ Q گ��وی��ای ع��دد ی��ک و G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار گ��راف ی��ک ن��م��ون��ه:

�راز k−اف� �ک ی� �ا آی� �ر، �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ت؟ اس� �ت درس� ι̃Mk (G) ≤ N �اوی �س� �ام� ن� �ا آی�

max؟
۱≤i≤k

{
φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)

}
≤ N ک��ه دارد وج��ود {Ai}k۱ ∈Pk(V )

س��وال:



٩٠ ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای .۵ ف��ص��ل

▼ �

�ر �گ� دی� �ب��ارت ع� ب��ه �ن��د. �ادل� �ع� م� NCP۲ و IPP۲ �ال��ه م��س� ب��اش��د، �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون گ��راف �ر گ� ا ،(i)۵-٢-١ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب�

�ادل، �ع� م� �ه �ال� �س� م� دو �ن ای� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ر زی� �ج �ای� �ت� ن� �د. �ی�ده� م� �ان �س� �ک� ی� �واب ج� �ا �رازه� �راف� ۲−زی� و �ا �راز�ه� ۲−اف� روی �ه �ال� �س� م�

ه��س��ت��ن��د. NP−ک��ام��ل

٢-٢-۵ ق��ض��ی��ه

اس��ت. NP−ک��ام��ل م��س��ال��ه ی��ک چ��ن��دگ��ان��ه، ی��ال ب��ا وزن ب��دون گ��راف�ه��ای ب��رای NCP۲ م��س��ال��ه [۶٨] (i)

اس��ت. NP−ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی، و م��س��ط��ح پ��ت��ان��س��ی��ل، ب��دون وزن�دار گ��راف�ه��ای ب��رای NCP۲ م��س��ال��ه [٨٣] (ii)

�ده �ش� ن� �ر ذک� [٨٣] در �ح �ری� ص� �ور �ه�ط� ب� (ii)٢-٢-۵ �ه �ی� �ض� ق� در �ودن ب� �ی �ش� �خ� دوب� و �ح �ط� �س� م� �ه �رچ� گ� ا �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ه ب� لازم

اس��ت. اس��ت��خ��راج ق��اب��ل اث��ب��ات، در ش��ده ذک��ر ت��ق��ل��ی��ل از ب��راح��ت��ی ام��ا اس��ت،

�ی��ن �م� �خ� ت� �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� زم��ان در �ل��ی ک� گ��راف�ه��ای ب��رای را ι۲ = ι̃۲ م��ی�ت��وان خ��وب، ح��د چ��ه �ا ت� �ه ای��ن�ک� �ادی زی� م��دت ب��رای

�ک ی� �ه ک� �ت اس� �ران �گ� دی� و آرورا از �ود �وج� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �ری� �ت� �ه� ب� �ون �ن� ک� �ا ت� �ت. اس� �وده ب� �ز �ی� �گ� �ران� ب� �ش �ال� چ� و �از ب� �ه �ال� �س� م� �ک ی� زد،

م��ی�ک��ن��د م��ح��اس��ب��ه O(
√
log n) ح��د ت��ا را ι۲ راس��ی، n س��اده گ��راف ی��ک ب��رای ک��ه داده�ان��د ارائ��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ت��خ��م��ی��ن ی��ت��م ال��گ��ور

ه��م�چ��ن��ی��ن ک��ردن��د. اس��ت��ف��اده ی��ت��م ال��گ��ور ای��ن در ه��ن��دس��ی ن��ش��ان��دن و ن��ی��م��ه�م��ع��ی��ن ب��رن��ام��ه�ری��زی از آن�ه��ا ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٨۵ ،٨٢ ،۵] )

�ی راس� n �راف گ� �ک ی� روی ι̃k �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �ن �ی� �م� �خ� ۴))-ت� + o(۱)) log n) �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ک ی� �ران �گ� دی� و وو

.[٨۶] ک��رده�ان��د ارائ��ه دل��خ��واه k ه��ر ب��ا پ��ت��ان��س��ی��ل) (ب��دون وزن�دار

�ای �ام�ه� ن� �ه ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� �ده، �ال�ش� �رم� ن� �رش ب� و �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ده �ال�ش� �رم� �رن� �ی� غ� �ل �ک� ش� �ه ک� �ت اس� �ر ذک� �ه ب� لازم

را [٧٣] �ه �ن� �ی� �ش�زم� �ی� پ� و �ات �ی� �زئ� ج� �رای (ب� �د �ون� �ی�ش� م� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ت� �ه� k−ج� ب��رش �ه �ال� �س� م� و �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� k−زی� �ه �ال� �س� م�

�ن �ی� �م� �خ� −۱)۲-ت� ۱/k) �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ک ی� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ت� �ه� k−ج� ب��رش �ه �ال� �س� م� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� �ا م� �ژه �ه�وی� ب� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب�

�ه ب� �ر گ� ا �ر، �ک� ف� �ط خ� �ن �ی� �م� ه� �ه ادام� �ای �ت� راس� در .[٧۴] �ت اس� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� k−زی� �ه �ال� �س� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ه ک� دارد �ود وج�

�م �م� �ی� �ن� �ی� م� �رای ب� �ی �ای� �ن�ه� �ی� �م� �خ� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �داد اع� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� �م، �ی� �ن� ک� �اه �گ� ن� (vi) و (v)۵-٢-١ �ه �ی� �ض� ق�

ب��ه�ط��ور ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ت��خ��م��ی��ن ای��ن م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای ی��م دار ق��ص��د ف��ص��ل ای��ن ادام��ه در گ��رف��ت. ن��ظ��ر در ن��رم��ال�ش��ده ب��رش

�رش ب� �ل �ائ� �س� م� �ا ب� را �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ل �ائ� �س� م� �ی �ات� �ب� �اس� �ح� م� �ی �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� �اوت �ف� ت� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ط� �ی� �ح� م� وزن�دار �ای �ت�ه� درخ� �ژه وی�

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان ن��رم��ال�ش��ده

درخ��ت�ه��ا در ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��ی��ن��ی��م��م ت��خ��م��ی��ن ٣-۵

�ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �ه ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� وزن�دار �ای �ت�ه� درخ� �رای ب� را NCP و IPP �ل �ائ� �س� م� �ش �خ� ب� �ن ای� در

م��س��ال��ه ی��ع��ن��ی زی��راف��رازه��ا، روی آن م��ت��ن��اظ��ر م��س��ال��ه ک��ه ح��ال��ی در اس��ت. NP−ک��ام��ل ق��وی��اً وزن�دار درخ��ت�ه��ای ب��رای NCPM

�ن �ی� �م� �خ� ت� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ک ی� �د �وان� �ی�ت� م� �ی �ط� خ� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ن ای� �ود. �ی�ش� م� �ل ح� �ی �ط� خ� �ان زم� در �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ک ی� �ا ب� IPPM

ی��ت��م ال��گ��ور ای��ن س��رع��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا آورد. ف��راه��م وزن�دار درخ��ت�ه��ای روی ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��ی��ن��ی��م��م م��ح��اس��ب��ه ب��رای چ��ن��دج��م��ل��ه�ای
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ک��رد پ��ی��دا ی��ت��م ال��گ��ور ای��ن ب��رای ج��ال��ب��ی ع��م��ل��ی ب��رده��ای ک��ار م��ی�ت��وان داده�ه��ا، خ��وش��ه�ب��ن��دی در ن��رم��ال�ش��ده ب��رش م��ه��م ک��ارب��رده��ای و

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٨١] )

٣-١-۵ ق��ض��ی��ه

اس��ت. NP−ک��ام��ل ق��وی��اً پ��ت��ان��س��ی��ل، ب��دون وزن�دار درخ��ت�ه��ای ب��رای NCPM م��س��ال��ه

دن��ب��ال��ه�ای ک��ن��ی��م، ث��اب��ت را م��س��ال��ه ای��ن ب��ودن NP−ک��ام��ل �اً ق��وی� ای��ن�ک��ه ب��رای اس��ت. NP در NCPM واض��ح ب��ه�ط��ور ب��ره��ان.

م��ی�ک��ن��ی��م. ارائ��ه زی��ر ش��ک��ل ب��ه را ت��ق��ل��ی��ل�ه��ا از

٣-اف��راز م��س��ال��ه ≤p

m
زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه ≤p

m
NCPM ,

م��ی�ش��ون��د. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه و ٣-اف��راز م��س��ال��ه ک��ه

٣-اف��راز م��س��ال��ه

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� ،x۱, . . . , x۳m ∈ Z+ �ب��ت �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ۳m و B ∈ Z+ �ی��ح �ح� ص� �دد ع� ی��ک

.
∑۳m

i=۱ xi = mB و ۱ ≤ i ≤ ۳m ه��ر ب��رای ،B/۴ < xi < B/۲

ن��م��ون��ه:

،۱ ≤ j ≤ m �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� {Si}m۱ ∈ Pm(J۳mK) �راز m−اف� �ک ی� �ا آی�

؟
∑

i∈Sj
xi = B

س��وال:

زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه

�راه �م� ه� �ه ب� اس��ت، α �ی��ح �ح� ص� �دد ع� �ر �راب� ب� �ا آن�ه� �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �ه ک� y۱, . . . , yn ∈ Z+ �ی��ح �ح� ص� �داد اع�

.m ≤ n ص��ح��ی��ح ع��دد

ن��م��ون��ه:

�ی��ن �گ� �ان� �ی� م� ،۱ ≤ j ≤ m �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� {Ti}m۱ ∈Pm(JnK) �راز m−اف� ی��ک �ا آی�

؟
∑

i∈Tj
yi = α|Tj | ی��ع��ن��ی ب��اش��د؛ α ب��راب��ر اس��ت Tj در ان��دی��س��ش��ان ک��ه اع��ض��ای��ی

س��وال:

�وق ف� �ای �ل�ه� �ی� �ل� �ق� ت� از �ه �ی� �ض� ق� �ای ادع� �ه �ج� �ی� �ت� درن� .[۴٧] �ت اس� �ل �ام� NP−ک� �اً �وی� ق� �ه �ال� �س� م� �ک ی� �راز ٣-اف� �ه �ال� �س� م� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه

٣-اف��راز). (م��س��ال��ه ≤p

m
زی��رم��ج��م��وع��ه) م��ع��دل (م��س��ال��ه .١ گ��ام

اس��ت. NP−ک��ام��ل �اً ق��وی� زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ٣-اف��راز، م��س��ال��ه از ت��ق��ل��ی��ل ی��ک ارائ��ه ب��ا اول گ��ام در

�ر ه� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� داده �راز ٣-اف� �ه �ال� �س� م� از �ه�ای �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� x۱, . . . , xn �ت �ب� �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ۳m �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

اع��داد ح��ال .yi B ۱ �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف ،۳m+ ۱ ≤ i ≤ ۴m ه��ر ب��رای و yi B xi +B + ۱ �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف ،۱ ≤ i ≤ ۳m
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�ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �دل �ع� م� �ه �ال� �س� م� از �ه�ای �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� را m �ی��ح �ح� ص� �دد ع� �راه �م� ه� {y۱, . . . , y۴m}

{Si}m۱ ∈ Pm(J۳mK) �راز m−اف� �ک ی� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� �راز ٣-اف� �ه �ال� �س� م� �واب ج� �ر گ� ا �ت. اس� B + ۱ �ر �راب� ب� �ا yiه�

�و �ض� ع� ۳ �اً �ق� �ی� دق� �ل �ام� ش� Sj �ر ه� ،B/۴ < xi < B/۲ �ون چ� .
∑

i∈Sj
xi = B ،۱ ≤ j ≤ m �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج�

�واب ج� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .
∑

i∈Tj
yi = ۴B + ۴ = (B + ۱)|Tj | �م ی� دار ،Tj B Sj ∪ {۳m + j} �ف �ری� �ع� ت� �ا ب� �ال ح� �ت. اس�

اس��ت. م��ث��ب��ت ن��ی��ز زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه

�راز m−اف� �ک ی� �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ت �ب� �ث� م� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �دل �ع� م� �ه �ال� �س� م� �ه ب� �واب ج� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر، �گ� دی� �رف ط� از

�ت �ب� �ث� م� �ا xiه� �ون چ� .
∑

i∈T ′
j
yi = (B + ۱)|T ′j | ،۱ ≤ j ≤ m �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� {T ′i}m۱ ∈ Pm(J۴mK)

ه��ر دارد، وج��ود T ′j م��ج��زا زی��رم��ج��م��وع��ه m چ��ون و اس��ت y۳m+۱, . . . , y۴m اع��ض��ای از ی��ک��ی ح��داق��ل ش��ام��ل T ′j ه��ر ه��س��ت��ن��د،

.
∑

i∈S′
j
xi = B داری��م ،S′j B T ′j \ {۳m+ ۱, . . . ,۴m} ت��ع��ری��ف �ا ب� �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت. آن�ه��ا از ی��ک��ی �اً �ق� �ی� دق� ش��ام��ل T ′j

م��ی�ک��ن��د. ک��ام��ل را ت��ق��ل��ی��ل اس��ت��دلال ای��ن اس��ت. م��ث��ب��ت ن��ی��ز ٣-اف��راز م��س��ال��ه ب��ه ج��واب درن��ت��ی��ج��ه

زی��رم��ج��م��وع��ه). م��ع��دل (م��س��ال��ه ≤p

m
(NCPM م��س��ال��ه ) .٢ گ��ام

�ی��م �ن� م��ی�ک� ارائ��ه �ی��ل �ت��ان��س� پ� ب��دون وزن�دار درخ��ت�ه��ای روی NCPM ب��ه زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل �ال��ه م��س� از �ی��ل �ل� �ق� ت� ی��ک دوم، گ��ام در

m ≤ n م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ک و α م��ی��ان��گ��ی��ن ب��ا y۱, . . . , yn م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح اع��داد اس��ت. ی��ک ب��راب��ر ی��ال�ه��ا ه��م��ه وزن ک��ه

و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� �ب��ت �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ی��ک l �د �ی� �ن� ک� ف��رض �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �دل �ع� م� �ه �ال� �س� م� از �ه�ای �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب�

ب��ب��ی��ن��ی��د) را ١-۵ (ش��ک��ل ک��ن��ی��د، ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را T = (V,E, ω, φ) پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار درخ��ت

V B {u, ui, vij | i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . , l − ۱},

E B {uui, uivij | i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . , l − ۱},

ω(u) B nα, ω(ui) B lyi, ω(vij) B α, ∀ ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ l − ۱.

u

u۱

u۲

... v۲(l−۱)...
un

v۱۱

v۲۱
v۲۲

...
v
n(l−۱)

v۱۲... v۱(l−۱)

v
n۲

v
n۱

زی��رم��ج��م��وع��ه. م��ع��دل م��س��ال��ه از ن��م��ون��ه ی��ک ب��ا م��ت��ن��اظ��ر پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار درخ��ت ی��ک :١-۵ ش��ک��ل

و k B n(l − ۱) +m+ ۱ �اب��ت�ه��ای ث� �راه �م� ه� ب��ه T وزن�دار درخ��ت �ی��د. ده� ق��رار ۱ ب��راب��ر را ی��ال�ه��ا �ه �م� ه� وزن �ی��ن �ن� �م�چ� ه�

�ب��ت �ث� م� �واب ج� ی��ک {Ti}m۱ ∈Pm(JnK) �راز اف� �ه �ن�ک� ای� ف��رض �ا ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� NCPM �ه �ال� �س� م� �رای ب� �ه �ون� �م� ن� ی��ک N B ۱/α
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k−اف��راز اس��ت، زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه ب��رای

{A۰} ∪ {At}m۱ ∪ {Aij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ l − ۱} ∈ Pk(V )

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ش��ک��ل ب��ه را

A۰ B {u}, At B {ui| i ∈ Tt}, ∀ ۱ ≤ t ≤ m, Aij B {vij}, ∀ ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ l − ۱.

ی��م دار ح��ال

φ(∂A۰)

ω(A۰)
=

n

nα
,
φ(∂At)

ω(At)
=

l|Tt|∑
i∈Tt

lyi
=

۱
α
,
φ(∂Aij)

ω(Aij)
=

۱
α
,

اس��ت. م��ث��ب��ت ن��ی��ز NCPM ب��ه ج��واب درن��ت��ی��ج��ه و

�رای ب� �ت �ب� �ث� م� �واب ج� �ک ی� �د �ای� ب� �د. �اش� ب� NCPM �رای ب� �ت �ب� �ث� م� �واب ج� �ک ی� {A′i}k۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر، �گ� دی� �رف ط� از

م��ی��ان��گ��ی��ن ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی زی��رم��ج��م��وع��ه m ح��داق��ل ب��ه JnK از اف��راز ی��ک م��ن��ظ��ور ای��ن ب��ه ب��ی��اب��ی��م. زی��رم��ج��م��وع��ه م��ع��دل م��س��ال��ه

�ک ی� �ه ب� و �رده ک� �ق �ی� �ف� �ل� ت� را �ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ی �ض� �ع� ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �زوم، ل� �ورت ص� در �س �پ� (س� �ت اس� α �ر �راب� ب� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه�

ی��ک ه��ر ک��ه دارد وج��ود A′j م��ج��م��وع��ه m ح��داق��ل و |A′j | ≤ n−m+ ۱ ی��م دار ،|V | = nl + ۱ چ��ون ب��رس��ی��م). m−اف��راز

�ن��د، �ت� ه��س� �ه��ی �ات� ن� ک��ه �ای��ی آن�ه� Tه��ا، ′j �ی��ن ب� در .T ′j B {i| ui ∈ A′j} �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف ح��ال دارد. �ت��راک اش� {ui}n۱ �م��وع��ه م��ج� ب��ا

را j ع��دد اس��ت. α ب��راب��ر اف��راز ای��ن در م��ج��م��وع��ه ه��ر م��ی��ان��گ��ی��ن م��ی�ک��ن��ی��م ادع��ا م��ی�ده��ن��د. را JnK م��ج��م��وع��ه از اف��راز ی��ک ت��ش��ک��ی��ل

ی��م دار ،|A′j | ≤ n−m+ ۱ چ��ون .σ(T ′j) B
∑

i∈T ′
j
yi ده��ی��د ق��رار و ی��د دار ن��گ��ه ث��اب��ت اس��ت، ن��ات��ه��ی T ′j آن ازای ب��ه ک��ه

۱
α
≥
φ(∂A′j)

ω(A′j)
≥

l|T ′j | − (n−m)

lσ(T ′j) + (۲n−m− ۱)α. (١-۵)

ک��ه ب��ه�ط��وری م��ی�گ��ی��ری��م m,n, α از ب��زرگ��ت��ر ک��اف��ی ان��دازه ب��ه را l ح��ال

|T ′j |
σ(T ′j)

−
l|T ′j | − (n−m)

lσ(T ′j) + (۲n−m− ۱)α <
۱
nα۲ . (٢-۵)

و n ب��ا �ی��ب ت��رت� �ه ب� ب��الا از σ(T ′j) و |T ′j | زی��را ن��دارد، �ت��گ��ی ب��س� T ′j و j ب��ه و دارد �ت��گ��ی ب��س� n,m, α ب��ه �ا �ه� �ن� ت� l ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه

و (١-۵) رواب��ط ،σ(T ′j) ≤ nα چ��ون .(l = α۳n۲(۳n− ۲m− ۱) �ی��م ده� ق��رار �ی��م م��ی�ت��وان� �ث��ال م� (ب��رای ک��ران�دارن��د nα

م��ی�ده��ن��د ن��ت��ی��ج��ه (٢-۵)

|T ′j |
σ(T ′j)

<
۱
α
+

۱
nα۲ ≤

۱
α
+

۱
α σ(T ′j)

.

درن��ه��ای��ت اس��ت. α ب��راب��ر ح��داق��ل (yi : i ∈ T ′j) اع��داد �ی��ان��گ��ی��ن م� ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ای��ن و |T ′j |/σ(T ′j) ≤ ۱/α �ت��ی��ج��ه درن�

ب��راب��ر دق��ی��ق��اً (yi : i ∈ T ′j) اع��داد م��ی��ان��گ��ی��ن م��ی�ده��ن��د، ت��ش��ک��ی��ل را JnK م��ج��م��وع��ه از اف��راز ی��ک T ′j ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ه��ای چ��ون
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■ اس��ت. NP−ک��ام��ل ق��وی��اً NCPM ب��ن��اب��رای��ن و م��ی�ش��ود ک��ام��ل م��ا ت��ق��ل��ی��ل ل��ذا اس��ت. α

�ال��ه م��س� اس��ت، س��خ��ت �ال��ه م��س� ی��ک وزن�دار درخ��ت�ه��ای ب��رای NCPM �ال��ه م��س� ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ٣-١-۵ �ی��ه ق��ض� گ��رچ��ه ا

ب��ه��ی��ن��ه راه�ح��ل وج��ود در اص��ل��ی ن��ک��ت��ه اس��ت. رام�ش��دن��ی ان��ت��ظ��اری ق��اب��ل غ��ی��ر ط��رز ب��ه IPPM ی��ع��ن��ی زی��راف��رازه��ا، روی آن م��ت��ن��اظ��ر

دارد وج��ود ι(G) ب��رای ه��م��ب��ن��د م��ول��ف��ه�ه��ای ب��ا م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز ی��ک ه��م��واره ،ι̃(G) ب��رخ��لاف ک��ه اس��ت ای��ن م��س��ال��ه، ای��ن ب��رای

.(٢-١-٨ (ل��م

٣-٢-۵ ق��ض��ی��ه

م��ی�گ��ی��رد. ت��ص��م��ی��م O(n) زم��ان در راس��ی n وزن�دار درخ��ت ه��ر ب��رای را IPPM ک��ه دارد وج��ود چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک

�وان �ن� ع� �ه ب� N �دد ع� �ک ی� و k ≥ ۲ �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� راس، n روی T = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار �ت درخ� �رای ب� ب��ره��ان.

�ورت ص� در و اس��ت �رار �رق� ب� ιMk (T ) ≤ N �ا آی� �م �ی� �ن� ک� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ا ت� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �را اج� T روی را ١-۵ �م �ت� ی� �ور �گ� ال� ،IPPM ورودی

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا ت��ای��ی��دک��ن��ن��ده) (زی��راف��راز اث��ب��ات ی��ک وج��ود،

را T �ای راس�ه� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را v �ه �ش� ی� ر �ا ب� T �ه�دار �ش� ری� �ت درخ� و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� راس �ک ی� v ∈ V �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�رار ق� i �ط��ح س� �ای راس�ه� از �ل �ب� ق� i+ ۱ �ط��ح س� �ای راس�ه� ،i �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �ی� �ن� ک� �رت��ب م� v۱, . . . , vn = v �ه�ص��ورت ب�

اس��ت. ان��ج��ام ق��اب��ل ع��رض-اول ج��س��ت��ج��وی ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک ب��ا خ��ط��ی زم��ان در ک��ار ای��ن گ��ی��رد.

(G۱, k۱, N۱) �ه �ون� �م� ن� دو �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را �اد �م� ن� �د �ن� چ� �دا �ت� اب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� را �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �ی �ت� درس� �ال ح�

�رای ب� �د. �اش� ب� �ان �س� �ک� ی� �ا آن�ه� دو �ر ه� �رای ب� IPPM �ه �ال� �س� م� �ه ب� �واب ج� �ر گ� ا �م، �ی� �وی� گ� �ادل �ع� م� را (G۲, k۲, N۲) و

�راف گ� �ک ی� G\v = (V ′, E′, ω′, φ′, p′) �راف گ� ،v ∈ V راس و G = (V,E, ω, φ, p) �ده ش� داده وزن�دار �راف گ�

،u ∈ V ′ �ر ه� �رای ب� و φ′ B φ|E′ ،ω′ B ω|V ′ �ه ک� �د �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� G �راف گ� در v راس �ذف ح� از �ه ک� �ت اس� وزن�دار

م��ی�ده��د ن��ش��ان را وزن�داری گ��راف G/e گ��راف ،e ∈ E ی��ال ه��ر ب��رای ای��ن ب��ر ع��لاوه .p′(u) B p(u)+
∑

e=uv∈E φ(e)

e �ال ی� �ر س� دو �وس رئ� وزن �ع �م� ج� �ر �راب� ب� �ده ش� �اد �ج� ای� �د �دی� ج� راس وزن و �د �ی�آی� م� �ت �ه�دس� ب� G �راف گ� در e �ال ی� �اض �ب� �ق� ان� از �ه ک�

�اده س� �راف گ� �ک ی� �ا ت� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ع �م� ج� را �ا آن�ه� وزن و �رده ک� �ی �ک� ی� را �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �ای �ال�ه� ی� �زوم، ل� �ورت ص� (در �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��د. آن آوی��خ��ت��ه ی��ال e = vu و V (T ) در ب��رگ ی��ک v ک��ن��ی��د ف��رض ی��م). آور ب��ه�دس��ت

اس��ت. (T\v, k − ۱, N) ب��ا م��ع��ادل (T, k,N) وض��وح ب��ه ای��ن�ص��ورت در ،p(v) + φ(e) ≤ Nω(v) گ��ر ا .١

اس��ت. (T/e, k,N) �ا ب� �ادل �ع� م� (T, k,N) �اه آن�گ� ،p(v)− φ(e) < Nω(v) و �د �اش� �ب� ن� درس��ت (١) �ال��ت ح� �ر گ� ا .٢

ال��ق��ای��ی گ��راف ک��ه ب��اش��د T ب��رای م��ث��ب��ت ج��واب ی��ک A B {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) ک��ن��ی��د ف��رض م��ط��ل��ب، ای��ن اث��ب��ات ب��رای

ه��س��ت��ن��د) ه��م��ب��ن��د Aiه��ا (زی��را v ̸∈ ∪Ai آن�گ��اه ،u ̸∈ ∪Ai گ��ر ا ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٢-١-٨ (ل��م اس��ت ه��م��ب��ن��د Ai ه��ر روی

�د �ی� �ن� ک� �ری��ف �ع� ت� .v ̸∈ ∪Ai و u ∈ A۱ �د �ی� �ن� ک� ف��رض �ال ح� �س��ت. ه� �ز �ی� ن� T/e �رای ب� �ب��ت �ث� م� �واب ج� ی��ک A �رای��ن �اب� �ن� ب� و

آن�گ��اه ،A′۱ B A۱ ∪ {v}

p(A′۱) + φ(∂A′۱)−Nω(A′۱) = p(A۱) + φ(∂A۱)−Nω(A۱) + p(v)− φ(e)−Nω(v) < ۰.
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.IPPM ح��ل ١-۵ ال��گ��وری��ت��م

ک��ن��ی��د. ت��ع��ری��ف ،i ∈ JnK ه��ر ب��رای ،η(vi) B {vi} ب��ا را η : V → P (V ) ت��اب��ع

.i, j B ۱ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف

ده��ی��د ان��ج��ام i ≤ n و j < k ت��اوق��ت��ی

.(φ(e) B ۰ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف آن�گ��اه ،i = n گ��ر (ا e B uvi ∈ E ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف و ده��ی��د ق��رار vi پ��در ی��گ��ان��ه را uراس

آن�گ��اه p(vi) + φ(e) ≤ Nω(vi) گ��ر ا

p(u)← p(u) + φ(e) ،φ(∂Aj)← φ(e) + p(vi) ،ω(Aj)← ω(vi) ،Aj ← η(vi) ،j ← j + ۱

آن�گ��اه p(vi)− φ(e) < Nω(vi) گ��ر ا ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

p(u)← p(u) + p(vi) ،ω(u)← ω(u) + ω(vi) ،η(u)← η(u) ∪ η(vi)

{p(vi)− φ(e) ≥ Nω(vi) {ی��ع��ن��ی ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

p(u)← p(u) + φ(e)

گ��ر ا پ��ای��ان

ت��اوق��ت��ی پ��ای��ان

آن�گ��اه j = k گ��ر ا

{A۱, . . . , Ak} و ب��ل��ه ب��رگ��ردان

ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

ن��ه ب��رگ��ردان

گ��ر ا پ��ای��ان

اس��ت. م��ث��ب��ت ن��ی��ز (T/e, k,N) ب��رای ج��واب ب��ن��اب��رای��ن

�ن ای� �ات �ب� اث� �رای ب� �ت. اس� (T\v, k,N) �ا ب� �ادل �ع� م� (T, k,N) �اه آن�گ� ،p(v) − φ(e) ≥ Nω(v) �ر گ� ا �اً �ت� �ای� �ه� ن� .٣

روی ال��ق��ای��ی گ��راف ک��ه ب��اش��د T ب��رای م��ث��ب��ت ج��واب ی��ک A B {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) ک��ن��ی��د ف��رض ق��ب��ل م��ان��ن��د م��ط��ل��ب،

A۱ (زی��را u ∈ A۱ آن�گ��اه ،v ∈ A۱ گ��ر ا ن��م��ی�م��ان��د. ب��اق��ی اث��ب��ات ب��رای چ��ی��زی ،v ̸∈ ∪Ai گ��ر ا اس��ت. ه��م��ب��ن��د Ai ه��ر

داری��م س��پ��س ،A′۱ B A۱ \ {v} ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف اس��ت). ه��م��ب��ن��د

p(A′۱) + φ(∂A′۱)−Nω(A′۱) = p(A۱) + φ(∂A۱)−Nω(A۱)− p(v) + φ(e) +Nω(v) ≤ ۰.

اس��ت. م��ث��ب��ت ن��ی��ز (T\v, k,N) ب��رای ج��واب ب��ن��اب��رای��ن

�ان زم� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �ن، �رای� ب� �لاوه ع� �ت. اس� �ر �ذی� �ل�پ� �ی� �ل� �ق� �ود-ت� خ� وزن�دار �ای �ت�ه� درخ� �رای ب� IPPM �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای�

■ اس��ت. O(n) م��رت��ب��ه از وض��وح ب��ه ی��ت��م ال��گ��ور ای��ن اج��رای

�ان زم� �ن �ی� �م� �خ� ت� �رح ط� �ک ی� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �دارد، �ان� �ت� اس� �ده �ون� �رارش� �ک� ت� روش �ک ی� �راه �م� ه� �ه ب� ١-۵ �م �ت� ی� �ور �گ� ال� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�
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از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �ی��د). �ن� �ی� �ب� ب� را ١-۵ ب��خ��ش �ری��ف، �ع� ت� (ب��رای آوری��م �ه�دس��ت ب� ιMk (T ) �ی��ن �م� ت��خ� ب��رای �ام��ل ک� �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ�

و ιmk (T ) ،ι̃
M

k (T ) �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ان زم� �ا ب� �ن �ی� �م� �خ� ت� �ای �م�ه� �ت� ی� �ور �گ� ال� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ۵-٢-١ �ه �ی� �ض� ق�

ک��ن��ی��م. ارائ��ه پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون درخ��ت�ه��ای ب��رای ι̃mk (T )

٣-٣-۵ ن��ت��ی��ج��ه

ب��اش��د. ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ک ۲ ≤ k ≤ |V (T )| و وزن�دار درخ��ت ی��ک T ک��ن��ی��د ف��رض

م��ی�زن��د. ت��خ��م��ی��ن را ιMk (T ) پ��ارام��ت��ر ک��ه دارد وج��ود ک��ام��ل چ��ن��دج��م��ل��ه�ای زم��ان ت��خ��م��ی��ن ط��رح ی��ک (i)

�ت��ره��ای پ��ارام� ک��ه دارد وج��ود �ل��ه�ای چ��ن��دج��م� ت��خ��م��ی��ن ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ب��اش��د، �ت��ان��س��ی��ل پ� ب��دون درخ��ت گ��ر ا (ii)

م��ی�زن��د. ت��خ��م��ی��ن ۲k − ۲+ ϵ و k + ϵ ،k − ۱+ ϵ ک��ت��وره��ای ف��ا ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را ι̃mk (T ) و ι
m

k (T ) ،ι̃
M

k (T )

ت��ع��ری��ف ،ϵ > ۰ ع��دد ی��ک و ۲ ≤ k ≤ |V | ص��ح��ی��ح ع��دد ،T = (V,E, ω, φ, p) ش��ده داده وزن�دار درخ��ت ب��رای ب��ره��ان.

ι
M

k (T ) �رای��ن �اب� �ن� ب� .Φ B
∑

e∈E φ(e) و ϕ۰ B mine∈E φ(e) ،W B
∑

v∈V ω(v) ،w۰ B minv∈V ω(v) �د �ی� �ن� ک�

م��ی�ده��ی��م. ان��ج��ام م��ک��رراً را زی��ر ک��اره��ای و ک��رده ش��روع ب��ازه ای��ن ب��ا اس��ت. [۲ϕ۰/W,Φ/w۰] ب��ازه در

چ��ک ،١-۵ ی��ت��م ال��گ��ور از اس��ت��ف��اده ب��ا ،i+ ۱ گ��ام در اس��ت. آم��ده ب��ه�دس��ت i گ��ام در ک��ه ب��اش��د ب��ازه�ای [ai, bi] ک��ن��ی��د ف��رض

�ر �راب� ب� آن �ول ط� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� ιMk (T ) �ل �ام� ش� �ازه ب� �ک ی� و �ر �ی� خ� �ا ی� �ت اس� �رار �رق� ب� ιMk (T ) ≤ (ai + bi)/۲ �ا آی� �ه ک� �د �ی� �ن� ک�

�ه ب� �اً �ت� �ای� �ه� ن� .t B log(۱/(۲ϵ)) + log(ΦW/ϕ۰w۰ − ۲) ک��ه �ی��م، م��ی�ده� �ه ادام� گ��ام t �ا ت� را �ن��د �رای� ف� ای��ن اس��ت. (bi − ai)/۲

ب��ه را bt ح��ال اس��ت. (Φ/w۰ − ۲ϕ۰/W )/۲t = ϵ ۲ϕ۰/W ب��راب��ر آن ط��ول ک��ه م��ی�رس��ی��م ιMk (T ) ش��ام��ل [at, bt] ب��ازه ی��ک

ی��م دار م��ی�ده��ی��م. خ��روج��ی ب��ه ιMk (T ) ب��رای ت��خ��م��ی��ن��ی ع��ن��وان

ι
M

k (T ) ≤ bt = at + ϵ
۲ϕ۰
W
≤ (۱+ ϵ)ιMk (T ).

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ی��ت��م ال��گ��ور اج��رای زم��ان ه��م�چ��ن��ی��ن

O(nt) = O

(
n

(
log(

۱
۲ϵ) + log(

ΦW

ϕ۰w۰
− ۲)

))
,

اس��ت. ιMk (T ) ت��خ��م��ی��ن ب��رای ک��ام��ل چ��ن��دج��م��ل��ه�ای زم��ان ت��خ��م��ی��ن ط��رح ی��ک ای��ن درن��ت��ی��ج��ه و

■ م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ۵-٢-١ ق��ض��ی��ه و (i) ق��س��م��ت از (ii) ق��س��م��ت

ب��رای ن��م��ی�ت��وان��د ،ιMk وس��ی��ل��ه ب��ه ι̃Mk م��ح��اس��ب��ه ب��رای ف��وق ت��خ��م��ی��ن روش ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان (۵-٣-۵ (ق��ض��ی��ه ب��ع��دی ن��ت��ی��ج��ه

�ه �ال� �س� م� ی��ک وزن�دار �ای درخ��ت�ه� �رای ب� IPPm �ه �ال� �س� م� �ن، �ی� �ه� م� �ه �خ� �س� ن� �ک��س �رع� ب� �را زی� رود، �ار ک� �ه ب� ιmk �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� ι̃mk �ی��ن �م� �خ� ت�

ک��ار ب��ه ن��ی��ز ٧-۴-۵ ق��ض��ی��ه اث��ب��ات در ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت را زی��ر س��اده ل��م اب��ت��دا م��ط��ل��ب، ای��ن اث��ب��ات ب��رای اس��ت. NP−ک��ام��ل

رف��ت. خ��واه��د
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۴-٣-۵ ل��م

از ث��اب��ت زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک S = {v۱, . . . , vs} ⊂ V و ب��اش��د ه��م��ب��ن��د وزن�دار گ��راف ی��ک G = (V,E, ω, φ) ک��ن��ی��د ف��رض

k ∈ Js, |V |K گ��ر ا .ϕ۰ B mine∈E φ(e) و Φ B
∑

e∈E φ(e) ،W B
∑

u∈V \S ω(u) ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ب��اش��د. رئ��وس

م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز) ت��رت��ی��ب (ب��ه اف��راز ی��ک آن�گ��اه ،ω(vi) ≥ (۲ΦW/ϕ۰) ،۱ ≤ i ≤ s ه��ر ب��رای و ب��اش��د ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ک

آن م��ت��ف��اوت ب��خ��ش�ه��ای در v۱, . . . , vs رئ��وس ه��م��ه آن در ک��ه م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت را (ιk(G) ت��رت��ی��ب (ب��ه ι̃k(G) ک��ه دارد وج��ود

ن��ی��س��ت��ن��د. k−ب��ی��رون�ب��اش ،S درون رئ��وس از ک��دام ه��ی��چ ه��م�چ��ن��ی��ن دارن��د. ق��رار

زی��راف��راز ی��ک {Ai}k۱ ک��ن��ی��د ف��رض م��ی�ش��ون��د. ث��اب��ت م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور ح��الات ب��ق��ی��ه و م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت ιmk (G) ب��رای را ل��م ب��ره��ان.

ک��ه اس��ت v۱, v۲ م��ث��ل ،S در راس دو ش��ام��ل A۱ ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ه��م�چ��ن��ی��ن و م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت را ιmk (G) ک��ه ب��اش��د م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر

�س��ت. �ی� ن� S از �ی راس� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �اف��ت ی� ،A۲ لا� �ث� م� �ه، �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک �ذا ل� .ω(v۱) ≥ ω(v۲) ≥ (۲ΦW/ϕ۰)

ب��ن��اب��رای��ن ب��ن��ام��ی��د. A′۲ و A′۱ را ج��دی��د زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای و ک��ن��ی��د م��ن��ت��ق��ل A۲ ب��ه A۱ از را v۲ ح��ال

φ(∂A′۱)

ω(A′۱)
+
φ(∂A′۲)

ω(A′۲)
≤ ۲Φ
ω(v۲)

≤ φ(∂A۲)

ω(A۲)
<
φ(∂A۱)

ω(A۱)
+
φ(∂A۲)

ω(A۲)
.

v۱, . . . , vs رئ��وس �م��ه ه� �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� زی��راف��راز ی��ک {Ai}k۱ ک��ه اس��ت �ی��ت �ع� واق� ای��ن �ا ب� �اق��ض �ن� �ت� م� �ل��ب م��ط� ای��ن

ی��ک �ه ب� را راس ای��ن �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �د، �اش� �ب� ن� �راز �راف� زی� ای��ن در vi راس ی��ک �ر گ� ا ای��ن، �ر ب� ع��لاوه �د. �ن� �ت� �س� ه� �اوت �ف� �ت� م� �ای �خ��ش�ه� ب� در

در {Ai}k۱ ب��ودن �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ی��دا پ� �د ج��دی� �راف��راز زی� ی��ک �ا ت� ک��رده �ه �اف� اض� ن��دارد، S �ا ب� ک��ی �را �ت� اش� ک��ه Aj �م��وع��ه �رم��ج� زی�

■ ب��اش��د. k−ب��ی��رون�ب��اش ی��ک ن��م��ی�ت��وان��د S از راس��ی ه��ی��چ ل��ذا اس��ت. ت��ن��اق��ض

۵-٣-۵ ق��ض��ی��ه

ه��س��ت��ن��د. NP−ک��ام��ل پ��ت��ان��س��ی��ل، ب��دون وزن�دار درخ��ت�ه��ای ب��رای NCPm و IPPm م��س��ائ��ل

.[۴٧] اس��ت NP−ک��ام��ل م��س��ال��ه ی��ک ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ارائ��ه ب��راب��ر اف��راز م��س��ال��ه از ت��ق��ل��ی��ل ی��ک ب��ره��ان.

ب��راب��ر اف��راز م��س��ال��ه

.
∑۲n

i=۱ xi = ۲B ک��ه ب��ه�ط��وری x۱, . . . , x۲n ص��ح��ی��ح ع��دد ۲n ن��م��ون��ه:

؟
∑

i∈I xi = B و |I| = n ک��ه ب��ه�ط��وری دارد وج��ود I ⊂ J۲nK زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک آی��ا س��وال:

�ن��ی��د ک� ت��ع��ری��ف �ی��ری��د. ب��گ� ن��ظ��ر در ب��راب��ر اف��راز م��س��ال��ه از ن��م��ون��ه�ای �ن��وان ع� ب��ه را ۲B ج��م��ع ب��ا x۱, . . . , x۲n �ث��ب��ت م� �ی��ح ص��ح� اع��داد

ک��ه ب��س��ازی��د T = (V,E, ω, φ) پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار درخ��ت ی��ک و اس��ت ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ک ک��ه Q B (۱/۲)
∑۲n

i=۱ x
۲
i

و k B ۳n+ ۱ ده��ی��د ق��رار ه��م�چ��ن��ی��ن .E B {v۰ui, uivi, i = ۱, . . . , ۲n} و V B {v۰, v۱, . . . , v۲n, u۱, . . . , u۲n}
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ک��ن��ی��د. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را وزن ت��واب��ع ،d,D دل��خ��واه م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح اع��داد ب��رای

ω(v۰) B ۲dB, ω(vi) B ۲D, ω(ui) B ۲xi, ∀ ۱ ≤ i ≤ ۲n,

ϕi B φ(v۰ui) = φ(uivi) = xi

(
(d+ ۱)۲B۲ +Q−Bxi

)
.

�وس رئ� از �دام �چ�ک� �ی� ه� ،۴-٣-۵ �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� �د. �ن� �اش� ب� B از �ر �ت� �زرگ� ب� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� d,D �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ui م��ی�ت��وان��ی��م آن�گ��اه ب��اش��د، k−ب��ی��رون�ب��اش ،ui راس ،iی��ک ب��رای گ��ر ا ه��م�چ��ن��ی��ن ن��ی��س��ت��ن��د. k−ب��ی��رون�ب��اش ،v۰, v۱, . . . , v۲n

درخ��ت ب��ن��اب��رای��ن ده��ی��م. اف��زای��ش را م��ج��م��وع��ه ای��ن ن��رم��ال�ش��ده خ��روج��ی ش��ار ای��ن�ک��ه ب��دون ک��ن��ی��م، م��ن��ت��ق��ل vi ش��ام��ل م��ج��م��وع��ه ب��ه را

در v۰, v۱, . . . , v۲n راس�ه��ای ک��ه دارد �ود وج� �م�گ��ر �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز k−اف� ی��ک و ιk(T ) = ι̃k(T ) �ن��ی �ع� ی� اس��ت، �ن��دس��ی k−ه� ،T

ی��ک ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، d از ب��زرگ��ت��ر ک��اف��ی ان��دازه ب��ه D �ن��ی��د ک� ف��رض ای��ن، ب��ر ع��لاوه م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار �ت��ف��اوت م� ب��خ��ش�ه��ای

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��د. ت��ش��ک��ی��ل را ع��ض��وی ت��ک م��ج��زای ب��خ��ش ی��ک vi راس ه��ر اف��راز، ای��ن در ک��ه دارد وج��ود م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر k−اف��راز

اس��ت زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��ی�ده��د، ب��ه�دس��ت را ι̃mk (T ) = ι
m

k (T ) ک��ه م��ی��ن��ی��م��م�گ��ری اف��راز

AI B { {v۱}, . . . , {v۲n}, {v۰, ui, i ∈ I}, {uj}, j ̸∈ I },

�ک ی� �ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا ،k ιmk (T ) = k ι̃
m

k (T ) ≤ N �ن �رای� �اب� �ن� ب� .|I| = n �ه ک� I ⊂ J۲nK �ه �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ک ی� �رای ب�

ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود I ⊂ J۲nK n−زی��رم��ج��م��وع��ه
۲n∑
i=۱

ϕi
ω(vi)

+

∑۲n
i=۱ ϕi

ω(v۰) +
∑

i∈I ω(ui)
+
∑
i̸∈I

۲ϕi
ω(ui)

≤ N. (٣-۵)

دی��گ��ر، ط��رف از

۲n∑
i=۱

ϕi =
(
(d+ ۱)۲B۲ +Q

)∑
i

xi −B
∑
i

x۲i = ۲(d+ ۱)۲B۳.

ب��ا اس��ت م��ع��ادل (٣-۵) ن��ام��س��اوی درن��ت��ی��ج��ه،

(d+ ۱)۲B۳

D
+

(d+ ۱)۲B۳

dB +
∑

i∈I xi
+
∑
i̸∈I

(
(d+ ۱)۲B۲ +Q−Bxi

)
≤ N.

ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف گ��ر ا

N B n(d+ ۱)۲B۲ + nQ+ dB۲ +
(d+ ۱)۲B۳

D
, (۴-۵)
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م��ی�رس��ی��م. زی��ر ن��ام��س��اوی ب��ه س��اده�س��ازی، و (۴-۵) از N ج��ای��گ��ذاری ب��ا آن�گ��اه

(d+ ۱)۲B۲ ≤

(
dB +

∑
i∈I

xi

)dB +
∑
i̸∈I

xi

 .

�د �ت� �ی�اف� م� �اق �ف� ات� �اوی �س� ت� و (dB +
∑

i∈I xi)(dB +
∑

i ̸∈I xi) ≤ (d+ ۱)۲B۲ �م ی� دار ،
∑۲n

i=۱ xi = ۲B �ون چ� �ال ح�

و گ��ر ا ،ιmk (T ) = ι̃
m

k (T ) ≤ N/k درن��ت��ی��ج��ه .
∑

i∈I xi =
∑

i ̸∈I xi = B ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود I ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا

■ م��ی�ک��ن��د. ک��ام��ل را اث��ب��ات ای��ن .
∑

i∈I xi = B ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود |I| = n ب��ا I زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک گ��ر ا ت��ن��ه��ا

ث��اب��ت k ح��ال��ت ۴-۵

�ت��ری �م� �ری� �زوپ� ای� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ه �ال� �س� م� �ت��ری، �م� �ری� �زوپ� ای� �ائ��ل �س� م� �ت��ری �ارام� پ� �ی �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� �ی �ررس� ب� �ای �ت� راس� در �خ��ش، ب� ای��ن در

�ت، �ق� �ی� �ق� ح� در �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ل �ی� �ل� �ح� ت� �ورد م� را �ت، اس� �ده ش� �رض ف� �ت �اب� ث� �دد ع� �ک ی� k �ه ک� �ی �ت� وق� وزن�دار، �ای �ت�ه� درخ� �رای ب�

م��ی�پ��ردازی��م. آن اث��ب��ات ب��ه ک��ه اس��ت زی��ر ق��ض��ی��ه ب��خ��ش، ای��ن ق��ض��ی��ه م��ه��م��ت��ری��ن

١-۴-۵ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د. ث��اب��ت ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ک k ≥ ۲ ک��ن��ی��د ف��رض

و ιMk (T ) �دار �ق� م� ،T �ی��ل �س� �ان� �ت� پ� ب��دون وزن�دار درخ��ت �ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ان زم� �ا ب� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� ی��ک (i)

اس��ت. O(n⌊(۳k−۳)/۲⌋) در آن اج��رای زم��ان و م��ی�ک��ن��د م��ح��اس��ب��ه را ιmk (T )

�ب��ه م��ح��اس� را ι̃M۳ (T ) �ق��دار م� ،T �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون وزن�دار درخ��ت ه��ر ب��رای ک��ه دارد وج��ود �ل��ه�ای �م� �ن��دج� چ� �ت��م ی� ال��گ��ور ی��ک (ii)

اس��ت. O(n۲) در آن اج��رای زم��ان و م��ی�ک��ن��د

ι̃
M

k (T ) م��ق��دار ،T پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار درخ��ت ه��ر ب��رای ک��ه دارد وج��ود چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک ،k ≥ ۴ گ��ر ا (iii)

اس��ت. O(n(۲k
۲−۶k−۳)) در آن اج��رای زم��ان و م��ی�ک��ن��د م��ح��اس��ب��ه را

�ن��د، �ت� ه��س� k ب��ه �ب��ت ن��س� �ای��ی �م� ن� �ه �ب� �رت� م� از �م��گ��ی ه� ١-۴-۵ �ی��ه ق��ض� در ش��ده ارائ��ه �م�ه��ای �ت� ی� ال��گ��ور اج��رای زم��ان ک��ه �ی��د �ن� ک� �ه ت��وج�

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ی، �ای� �م� ن� �ی �ارای� ک� �ا ن� �ن ای� �ه ک� �د �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� �ود وج� �ن ای� �ا ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� n از �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� اس��ت، �اب��ت ث� k �ت��ی وق� �ا ام�

ه��س��ت��ن��د. اج��ت��ن��اب ق��اب��ل غ��ی��ر ۵-٣-۵ و ٣-١-۵ ق��ض��ی��ه�ه��ای

و ۴-۴-۵ ،٣-۴-۵ �ای �م�ه� ل� �ات �ب� اث� �ا ب� �دا �ت� اب� �م. �ی� �ی�ده� م� �ام �ج� ان� را �ه�ای �ای� پ� �ه �ل� �رح� م� دو �ه، �ی� �ض� ق� �ن ای� �ات �ب� اث� �ور �ظ� �ن� م� �ه ب�

ت��ع��داد ک��ه ه��م��ب��ن��د ب��خ��ش�ه��ای ب��ا اف��رازه��ا از ف��ض��ای��ی ب��ه k−اف��رازه��ا) (ی��ا k−زی��راف��رازه��ا ه��م��ه از را ج��س��ت��ج��و ف��ض��ای ،۵-۴-۵

ج��س��ت��ج��و روی��ه ی��ک دوم، م��رح��ل��ه در س��پ��س م��ی�ک��ن��ی��م. م��ح��دود اس��ت، ش��ده ک��ران�دار k از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای وس��ی��ل��ه ب��ه ب��خ��ش�ه��ای��ش��ان

�ه �ب� �اس� م��ح� م��ی�پ��ردازد. �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ت��ج��وی ج��س� ب��ه �ا آن�ه� �ی��ن ب� در و ک��رده �ی��د �ول� ت� را �ا اف��رازه� �ی��ن �ن� چ� ای��ن �ه �م� ه� ک��ه �م �ی� �ن� م��ی�ک� �ه ارائ�

ی��ک از اس��ت��ف��اده ب��ا ک��ار ای��ن ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۶-۴-۵ (ل��م م��ی�ش��ود ان��ج��ام ث��اب��ت زم��ان در اف��راز، ه��ر ب��رای ن��رم��ال�ش��ده خ��روج��ی ش��ار

م��ی�ک��ن��د. ف��راه��م ث��اب��ت زم��ان در را درخ��ت روی ن��اوب��ری اع��م��ال ام��ک��ان ک��ه م��ی�ش��ود ان��ج��ام ف��ش��رده درخ��ت��ی ن��م��ای��ش
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�رای ب� را �د ش� �ی �رف� �ع� م� �ک �ری� �ت� م� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� ٣-٣-٢ �ف �ری� �ع� ت� در �ه ک� �ت �م� �س� �ارج�ق� خ� �راف گ� �وم �ه� �ف� م� �روع، ش� �رای ب�

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف وزن�دار گ��راف�ه��ای

٢-۴-۵ ت��ع��ری��ف

�ر ه� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� داده A B {Ai}k۱ ∈ Pk(V ) �راز k−اف� �ک ی� و G = (V,E, ω, φ, p) وزن�دار �راف گ� �ک ی�

�د. �ی� ده� �رار ق� Ai روی G �ی �ای� �ق� ال� �راف گ� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �ه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� را {A۱
i, . . . , A

ni
i } ،۱ ≤ i ≤ k

G/A B (V ′, E′, ω′, φ′, p′) وزن�دار گ��راف ی��ک م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان G/A ب��ا ک��ه A ب��ه ن��س��ب��ت G خ��ارج�ق��س��م��ت گ��راف

ک��ه اس��ت

V ′ B {vri : ۱ ≤ i ≤ k, ۱ ≤ r ≤ ni},

E′ B {vri vsj : E(Ar
i , A

s
j) ̸= ∅},

ω′(vri ) B ω(Ar
i ), p′(vri ) B p(Ar

i ), φ′(vri v
s
j ) B

∑
e∈E(Ar

i ,A
s
j)

φ(e).

�ز �ی� ن� G/A �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ح �ط� �س� م� G �ر گ� ا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� G از �ن �ی� �ه� ک� ی��ک ،G/A �م��ت �س� �ارج�ق� خ� �راف گ� �ه ک� �ت اس� �ح واض�

،F ⊆ E زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ب��رای اس��ت. دور ب��دون ن��ی��ز G/A آن�گ��اه ب��اش��د، دور ب��دون G گ��ر ا ب��رای��ن، ع��لاوه اس��ت. م��س��ط��ح

▲ � م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان G\F ب��ا را م��ی�آی��د ب��ه�دس��ت F درون ی��ال�ه��ای ح��ذف ب��ا G از ک��ه گ��راف��ی

٣-۴-۵ ل��م

�ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز �راف� زی� �ک ی� A B {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) و وزن�دار �راف گ� �ک ی� G = (V,E, ω, φ, p) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

�راف گ� را G/A و Ak+۱ B V \ (∪k۱ Ai) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� را A B {Ai}k+۱
۱ �راز k)−اف� + ۱) �د. �اش� ب� ιk(G) �رای ب�

�رای ب� �ز �ی� ن� �ی �ه� �اب� �ش� م� �ای �زاره�ه� (گ� .ιk(G) = ιk(G/A) �م ی� دار �ورت، �ن�ص� ای� در �د. ی� �ذار �گ� ب� A �ه ب� �ت �ب� �س� ن� G �م��ت �س� �ارج�ق� خ�

اس��ت.) ب��رق��رار ι̃Mk (G) و ι̃mk (G) دی��گ��ر پ��ارام��ت��ره��ای

V ′, φ′, ω′, p′ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ون� �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� ب� �الات ح� �ه �ی� �ق� ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� ιmk �رای ب� را �م ل� ب��ره��ان.

.A′i B {vri : ۱ ≤ r ≤ ni} ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ،۱ ≤ i ≤ k ه��ر ب��رای و اس��ت آم��ده ٢-۴-۵ ت��ع��ری��ف در ک��ه ب��اش��ن��د ه��م��ان��ط��وری

ی��م دار ای��ن�ص��ورت در

ι
m

k (G) =
۱
k

k∑
i=۱

φ(∂Ai) + p(Ai)

ω(Ai)
=

۱
k

k∑
i=۱

φ′(∂A′i) + p′(A′i)

ω′(A′i)
≥ ιmk (G/A).

،Bi B ∪{As
j : v

s
j ∈ B′i} و ب��اش��د ι

m

k (G/A) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر زی��راف��راز ی��ک B′ B {B′i}k۱ ∈ Dk(V
′) گ��ر ا ه��م�چ��ن��ی��ن
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آن�گ��اه

ι
m

k (G/A) =
۱
k

k∑
i=۱

φ′(∂B′i) + p′(B′i)

ω′(B′i)
=

۱
k

k∑
i=۱

φ(∂Bi) + p(Bi)

ω(Bi)
≥ ιmk (G).

■

۴-۴-۵ ل��م

ای��ن�ص��ورت، در ب��اش��د. �ی��ح ص��ح� ع��دد ی��ک ۲ ≤ k ≤ |V | و �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون گ��راف ی��ک G = (V,E, ω, φ) �ی��د �ن� ک� ف��رض

ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه�ه��ای ت��ع��داد ک��ه ب��ه�ط��وری م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت را ιk(G) ک��ه دارد وج��ود A B {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) زی��راف��راز ی��ک

ب��ا اس��ت ب��راب��ر G\ ∪i E(Ai, V \Ai) گ��راف

ب��اش��د. دور ب��دون G گ��ر ا ،⌊(۳k − ۱)/۲⌋ ک��ث��ر ح��دا (i)

ب��اش��د. م��س��ط��ح G گ��ر ا ،۳k − ۴ ک��ث��ر ح��دا (ii)

�راف گ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� را {Ai}k۱ ∈ Dk(V ) �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ای �رازه� �راف� زی� �ه �م� ه� از Ck(V ) �ی �ه� �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� ب��ره��ان.

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �رازی، �راف� زی� �ن �ی� �ن� چ� �ر ه� �رای ب� و �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٢-١-٨ �م (ل� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� Ai �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� روی �ی �ای� �ق� ال�

ی��ک ح��ال ب��اش��د. Ak+۱ B V \ (∪k۱ Ai) روی G ال��ق��ای��ی گ��راف ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه�ه��ای ه��م��ه م��ج��م��وع��ه {A۱
k+۱, . . . , A

d
k+۱}

و A B {Ai}k+۱
۱ ده��ی��د ق��رار ب��اش��د. �ن��ی��م��م �ی� م� d آن ب��رای ک��ه �ن��ی��د ک� ان��ت��خ��اب A B {Ai}k۱ ∈ Ck(V ) ک��س��ت��رم��ال ا زی��راف��راز

�ر ه� �رای ب� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع� �دا �ت� اب� �د. �ی� �ن� ک� �ری��ف �ع� ت� ٢-۴-۵ �ری��ف �ع� ت� �ق �اب� �ط� م� را V (G/A) = {v۱, . . . , vk, v۱k+۱, . . . , v
d
k+۱}

�وع��ه �م� �رم��ج� زی� دو �ث��ر ک� �دا ح� �ه ب� Ap
k+۱ �ذا ل� .deg(v

p
k+۱) ≤ ۲ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ل��ف، خ� �ره��ان ب� �ه ب� .deg(vpk+۱) ≥ ۳ ،۱ ≤ p ≤ d

ت��ع��ری��ف .φ(Ap
k+۱, A۱) ≥ φ(Ap

k+۱, A۲) ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ک��ل��ی��ت، از ش��دن ک��م ب��دون اس��ت. م��ت��ص��ل ،A۲ و A۱ م��ث��ل ،A در

و اس��ت زی��راف��راز ی��ک A′ = {Bi}k۱ ∈ Dk(G) ب��ن��اب��رای��ن .۲ ≤ i ≤ k ه��ر ب��رای ،Bi B Ai و B۱ B A۱ ∪Ap
k+۱ ک��ن��ی��د

φ(∂B۱)

ω(B۱)
=
φ(∂A۱)− φ(A۱, A

p
k+۱) + φ(Ap

k+۱, A۲)

ω(A۱) + ω(Ap
k+۱)

<
φ(∂A۱)

ω(A۱)
,

�ا ب� G/A رئ��وس �ه �وع� �م� �ج� م� و deg(vp
k+۱) ≥ ۳ ،۱ ≤ p ≤ d �ر ه� �رای ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� اس��ت. �اق��ض �ن� �ت� م� d �ودن ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �ه ک�

اس��ت. {v۱ , . . . , vk} از زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ،۳ از ک��م��ت��ر درج��ه

�ر ه� �رای ب� ،e = vivj ∈ E(G/A) �ای �ال�ه� ی� �ه �م� ه� �ذف ح� �ا ب� G/A �راف گ� از �ه ک� �د �اش� ب� �راف گ� �ک ی� G′ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ای��ن�ص��ورت در م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت ،۱ ≤ i, j ≤ k

|E(G′)| =
d∑

p=۱
deg(vpk+۱) ≥ ۳(|V (G′)| − k). (۵-۵)

ه��م��راه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن .|E(G′)| ≤ |V (G′)| − ۱ و اس��ت دور ب��دون ن��ی��ز G′ آن�گ��اه ب��اش��د، دور ب��دون G گ��ر ا دی��گ��ر، ط��رف از

.|V (G/A)| = |V (G′)| ≤ (۳k − ۱)/۲ م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ،(۵-۵) ب��ا
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�ل �ق� �ت� �س� م� �ای �ش�ه� �خ� ب� �ا ب� �ت، اس� �ی �ش� �خ� دوب� G′ �ن، ای� �ر ب� �لاوه ع� �ت. اس� �ح �ط� �س� م� �ز �ی� ن� G′ �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ح �ط� �س� م� G �ر گ� ا �ال ح�

.|E(G′)| ≤ ۲|V (G′)| − ۴ و اس��ت دوب��خ��ش��ی م��س��ط��ح گ��راف ی��ک G′ ب��ن��اب��رای��ن .{v۱k+۱, . . . , v
d
k+۱} و {v۱, . . . , vk}

■ .|V (G/A)| = |V (G′)| ≤ ۳k − ۴ م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه (۵-۵) ن��ام��س��اوی ه��م��راه ب��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن

۵-۴-۵ ل��م

�اه آن�گ� �اش��د. ب� �ی��ح �ح� ص� ع��دد ی��ک ۳ ≤ k ≤ |V | و �ی��ل �ان��س� �ت� پ� ب��دون وزن�دار درخ��ت ی��ک T = (V,E, ω, φ) �ی��د �ن� ک� ف��رض

�دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �داد �ع� ت� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �ود، �ی�ش� م� �ت �اف� ی� ι̃Mk (T ) �رای ب� A B {Ai}k۱ ∈ Pk(V ) �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ک ی�

اس��ت. max{۲k۲ − ۶k − ۲, k} ب��راب��ر ک��ث��ر ح��دا T \ ∪iE(Ai, A
c
i )

آن ب��رای و م��ی�ده��د ب��ه�دس��ت را ι̃Mk (T ) ک��ه ب��اش��د �ی��م��م�گ��ر �ن� �ی� م� k−اف��راز ی��ک A = {Ai}k۱ ∈Pk(V ) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.

�ی �ای� �ق� ال� �راف گ� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �ه �وع� �م� �ج� م� را {A۱
i, . . . , A

ni
i } �ه �وع� �م� �ج� م� �ت. اس� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� T/A �راف گ� �وس رئ� �داد �ع� ت�

دو �ه ب� را JniK �ه �وع� �م� �ج� م� ،i �ر ه� �رای ب� �د. ی� �ذار �گ� ب� ٢-۴-۵ �ف �ری� �ع� ت� �ق �اب� �ط� م� T/A �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� را V ′ و Ai روی T

.Li B
{
r | ۲ ≤ r ≤ ni, φ(∂Ar

i )
ω(Ar

i )
≥ φ(∂Ai)

ω(Ai)

}
ک��ه ک��ن��ی��د، اف��راز Ri B JniK \ Li و Li زی��رم��ج��وع��ه

.deg(vri ) ≤ ۲ و r ∈ Li ک��ن��ی��د ف��رض خ��ل��ف، ب��ره��ان ب��ه .deg(vri ) ≥ ۳ ،r ∈ Li ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت اب��ت��دا

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت �ی� �ل� ک� �دن ش� �م ک� �دون ب� �ت. اس� �ل �ص� �ت� م� ،As
j , A

t
l لا� �ث� م� �ه، �وع� �م� �ج� م� دو �ر �ث� ک� �دا ح� �ه ب� Ar

i �ن �رای� �اب� �ن� ب�

.h ̸= i, j ه��ر ب��رای ،Bh B Ah و Bj B Aj ∪ Ar
i ،Bi B Ai \ Ar

i �ی��د ده� ق��رار ح��ال .φ(Ar
i , A

s
j) ≥ φ(Ar

i , A
t
l)

،r ∈ Li چ��ون و اس��ت V از k−اف��راز ی��ک {Bi}k۱ ل��ذا

φ(∂Bi)

ω(Bi)
=
φ(∂Ai)− φ(∂Ar

i )

ω(Ai)− ω(Ar
i )
≤ φ(∂Ai)

ω(Ai)
,

φ(∂Bj)

ω(Bj)
=
φ(∂Aj)− φ(Ar

i , A
s
j) + φ(Ar

i , A
t
l)

ω(Aj) + ω(Ar
i )

<
φ(∂Aj)

ω(Aj)
.

�ت��ی وق� �ا ت� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� �ت� م� |V (T/A)| �ودن ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �ه ک� �ت اس� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� ی��ک �ز �ی� ن� {Bi}k۱ �ه �ج� �ی� �ت� درن�

و Li = ∅ ،i �ر ه� �رای ب� �اه آن�گ� ،k = ۳ �ر گ� ا �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �وق ف� �ث �ح� ب� �ن، ای� �ر ب� �لاوه ع� .deg(vri ) ≥ ۳ ،r ∈ Li �ه ک�

.|V (T/A)| = k = ۳

�ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف، �ل� خ� �ان �ره� ب� �ه ب� .|Ri| ≤ k − ۳ ،i �ر ه� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� ،k ≥ ۴ �رط ش� �ه ب� �د، �ع� ب� �ه �ل� �رح� م� در

ب��ه را Ar
۱ درون رئ��وس ق��ب��ل، م��ان��ن��د ،r ∈ L۱ ه��ر ب��رای .A′′ B ∪۳≤i≤kAi و A′ B A۲ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف و |R۱| ≥ k − ۲

ج��دی��د زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ده��ی��م. اف��زای��ش را م��ج��م��وع��ه�ه��ا ای��ن ن��رم��ال�ش��ده خ��روج��ی ش��ار ای��ن�ک��ه ب��دون م��ی�ک��ن��ی��م، م��ن��ت��ق��ل A′′ ی��ا A′

در م��ی�ده��د، ب��ه�دس��ت را ι̃Mk (T ) ک��ه اس��ت k−اف��راز ی��ک A′ B {B′, B′′, Ar
۱ | r ∈ R۱} درن��ت��ی��ج��ه ب��ن��ام��ی��د. B′′ و B′ را

،i �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� و �ت اس� |V (T/A)| �ودن ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ا ب� �ض �اق� �ن� ت� در �ن ای� .|V (T/A′)| < |V (T/A)| �ه ک� �ی �ال� ح�

.k ≥ ۴ ک��ه ش��رط��ی ب��ه ،|Ri| ≤ k − ۳

�ر �راب� ب� �ر �ث� ک� �دا ح� �ت، اس� ۳ از �ر �ت� �م� ک� �ان �ه�ش� درج� �ه ک� V ′ B V (T/A) در �وس رئ� �داد �ع� ت� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ق �ای� �ق� ح� �ن ای�
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ل��ذا اس��ت. k(k − ۳)

۲(|V ′| − ۱) = ۲|E(T/A)| =
∑
v∈V ′

deg(v) ≥ ۳(|V ′| − k(k − ۳)) + k(k − ۳),

■ .|V (T/A)| ≤ ۲k(k − ۳)− ۲ ،k ≥ ۴ ک��ه وق��ت��ی ت��ا درن��ت��ی��ج��ه و

ب��رای ک��ارآم��دی روش ب��ای��د ح��ال ک��ردی��م. م��ح��دود را م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��رازه��ای و زی��راف��رازه��ا ب��رای ج��س��ت��ج��و ف��ض��ای ج��ا ب��دی��ن ت��ا

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ف��ش��رده درخ��ت��ی ن��م��ای��ش از م��ن��ظ��ور ای��ن ب��ه ده��ی��م. ارائ��ه م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر، ی��اف��ت��ن و اف��رازه��ا و زی��راف��رازه��ا ای��ن ت��ول��ی��د

پ��ران��ت��زه��ا ک��ه داد ارائ��ه م��ت��وازن پ��ران��ت��ز ۲n از رش��ت��ه�ای ب��ه�وس��ی��ل��ه T از ن��م��ای��ش��ی م��ی�ت��وان��ی��م ،T = (V,E) ش��ده داده درخ��ت ب��رای

�ن��اظ��ر، ت� ای��ن اس��اس ب��ر اس��ت. درخ��ت راس ی��ک �ا ب� ی��ک �ه ب� ی��ک �ن��اظ��ر ت� در �ت��ز �ران� پ� �ف��ت ج� ه��ر و ش��ده �اره�گ��ذاری �م� ش� ۲n �ا ت� ۱ از

�رچ��س��ب ب� �ا ب� راس �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �از، ب� �ز �ت� �ران� پ� �ی��ن iام� �ه ک� �ه�ط��وری ب� �م، �ی� �ن� ک� �ه ارائ� رئ��وس �ه �وع� �م� �ج� م� از �ذاری �رچ��س��ب�گ� ب� ی��ک �م �ی� �وان� �ی�ت� م�

ت��ا م��ی�ک��ن��ی��م اض��اف��ه آن�ه��ا ت��رت��ی��ب و پ��ران��ت��زه��ا رش��ت��ه ب��ه را ب��رچ��س��ب�گ��ذاری ای��ن اس��ت).١ درخ��ت ی��ش��ه ر ۰ (ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د i− ۱

چ��ن��ی��ن از م��ث��ال ی��ک م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده T از (BP ن��م��ای��ش (ی��ا م��ت��وازن پ��ران��ت��ز ن��م��ای��ش ک��ه ی��م آور ب��ه�دس��ت درخ��ت از ن��م��ای��ش ی��ک

زی��رآرای��ه ی��ک X ⊂ V \ {۰} زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک از ش��ده) (ال��ق��ا BP ن��م��ای��ش اس��ت. ش��ده داده ن��ش��ان ٢-۵ ش��ک��ل در ن��م��ای��ش��ی

�ا ب� �ی �ت� راح� �ه ب� �ت. اس� X ∪ {۰} درون �وس رئ� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ون�ه� �ت� س� �ل �ام� ش� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ری��ف �ع� ت� T درخ��ت BP �ای��ش �م� ن� از

اس��ت��خ��راج آن از خ��ط��ی زم��ان در را ی��ش��ه�دار ر درخ��ت ی��ک BP ن��م��ای��ش م��ی�ت��وان ع��م��ق-اول، ج��س��ت��ج��وی ی��ت��م ال��گ��ور ی��ک ک��م��ک

ک��رد.

۰

۱

٢

۳ ۴

۵

۶

۷ ٨

۹

وض��ع��ی��ت ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨ ١٩ ٢٠
پ��ران��ت��ز ( ( ( ( ) ( ) ) ( ) ) ( ( ) ( ( ) ) ) )

ب��رچ��س��ب ٠ ١ ٢ ٣ ٣ ۴ ۴ ٢ ۵ ۵ ١ ۶ ٧ ٧ ٨ ٩ ٩ ٨ ۶ ٠

وض��ع��ی��ت ١ ٣ ۶ ٧ ٨ ١۵ ١٨ ٢٠
پ��ران��ت��ز ( ( ( ) ) ( ) )

ب��رچ��س��ب ٠ ٢ ۴ ۴ ٢ ٨ ٨ ٠

.{۲,۴,۸} زی��رم��ج��م��وع��ه و راس��ی ۱۰ ری��ش��ه�دار درخ��ت ی��ک BP ن��م��ای��ش�ه��ای :٢-۵ ش��ک��ل

از اس��ت��ف��اده ب��ا ف��ش��رده ن��م��ای��ش ی��ک م��وث��ری ش��ی��وه ب��ه م��ی�ت��وان م��ت��وازن، پ��ران��ت��ز ۲n ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت ش��ده ث��اب��ت [٧٢] در

را �ای��ش �م� ن� ای��ن �ود. م��ی�ش� �ام �ج� ان� �اب��ت ث� �ان زم� در �ای��ش �م� ن� ای��ن در �ر زی� �اوب��ری ن� �ال �م� اع� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �اخ��ت س� �ی��ت ب� ۲n+ o(n)

م��ی�ن��ام��ی��م. ف��ش��رده درخ��ت��ی ن��م��ای��ش

ش��ده، داده ب��از پ��ران��ت��ز ی��ک وض��ع��ی��ت ب��رای ن��اوب��ری. اع��م��ال

ب��رع��ک��س. و ک��ن پ��ی��دا را آن م��ت��ن��اظ��ر ب��س��ت��ه پ��ران��ت��ز وض��ع��ی��ت •

اس��ت. دن��ب��ال��ه در ب��از پ��ران��ت��ز iام��ی��ن پ��ران��ت��ز، ای��ن ک��ه ک��ن پ��ی��دا را i ع��دد •

ک��ن. پ��ی��دا را ب��ع��دی ب��از پ��ران��ت��ز وض��ع��ی��ت •

م��ی�ش��ود. گ��رف��ت��ه ی��ک��س��ان ب��رچ��س��ب��ش ب��ا راس ه��ر ب��ع��د ب��ه ای��ن ١از
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�ده، ش� داده �ه�دار �ش� ی� ر �ت درخ� �ک ی� BP �ش �ای� �م� ن� �ر ه� در �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ان، زب� از �اده �ف� �ت� اس� �وء س� �ا ب� �د، �ع� ب� �ه ب� �ا �ن�ج� ای� از

اس��ت). ان��ج��ام ق��اب��ل ف��ش��رده درخ��ت��ی ن��م��ای��ش اس��ت��ف��اده ب��ا ک��ار (ای��ن م��ی�ش��ون��د ان��ج��ام ث��اب��ت زم��ان در ب��الا ن��اوب��ری اع��م��ال

۶-۴-۵ ل��م

رئ��وس زی��رم��ج��م��وع��ه و راس n روی T = (V,E) ی��ش��ه�دار ر درخ��ت BP ن��م��ای��ش ت��رت��ی��ب ب��ه R(X) و R(T ) ک��ن��ی��د ف��رض

ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��ع��ری��ف i ع��دد �ت��ری��ن ب��زرگ� را i۰ ع��دد ب��اش��د. a۱ ≤ a۲ ≤ . . . ≤ at ب��ا X = {a۱, . . . , at} ⊂ {۱, . . . , n− ۱}

{a۱, . . . , ai۰−۱, ai۰ + ۱, ai۰ + ۲, . . . , ai۰ + t− i۰+ ۱} م��ج��م��وع��ه BP ن��م��ای��ش م��ی�ت��وان��ی��م ای��ن�ص��ورت، در .ai+ ۱ ̸∈ X

ب��ی��اب��ی��م. O(t) زم��ان در را

�ی��ت �ع� وض� �ار، �ن�ک� ای� �رای ب� �ت. اس� �اب��ت ث� �ان زم� �ری �اوب� ن� �ال �م� اع� �ری �ی� �ارگ� �ه�ک� ب� از �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �اج �ت� �ن� �ت� اس� ی��ک �م ل� �ن ای� �ات �ب� اث� ب��ره��ان.

در آن ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ب��س��ت��ه پ��ران��ت��ز وض��ع��ی��ت و R(T ) در ai۰ + ۱ ب��رچ��س��ب ب��ا ب��ع��دی ب��از پ��ران��ت��ز وض��ع��ی��ت ،R(X) در ai۰ راس

�ا ب� R(T ) در �ا �ون�ه� �ت� س� و �رده ک� ح��ذف را ai۰ �س��ب �رچ� ب� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ون�ه� �ت� س� ،R(X) در �پ��س س� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� را R(T )

ن��م��ای��ش روی روی��ه�ه��ا ای��ن از س��ری ی��ک ت��ک��رار ب��ا ادع��ا م��ی�ک��ن��ی��م. اض��اف��ه ش��ده م��ش��خ��ص ت��رت��ی��ب ب��راس��اس را ai۰ + ۱ ب��رچ��س��ب

■ م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت R(X)

درخ��ت �ک ی� �رای ب� ι̃Mk (T ) و ιMk (T ) ،ιmk (T ) �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �ی �ای� �م�ه� �ت� ی� �ور �گ� ال� �ا ت� �م �اده�ای� آم� �ال ح� .١-۴-۵ ق��ض��ی��ه ب��ره��ان

از �ار ک� �ن ای� �رای ب� �م. �ی� �اب� �ی� ب� را �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �ای �رازه� اف� و �ا �رازه� �راف� زی� و �رده ک� �ه ارائ� ،T �ل �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� وزن�دار

دق��ی��ق��اً ب��ا ج��ن��گ��ل��ی درخ��ت، ی��ک از ی��ال t ح��ذف ب��ا ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده ح��ق��ی��ق��ت ای��ن و ۶-۴-۵ ،۵-۴-۵ ،۴-۴-۵ ل��م�ه��ای

م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه t+ ۱

V = {۰, ۱ . . . , n− رئ��وس{۱ روی پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار ی��ش��ه�دار ر درخ��ت ی��ک T = (V,E, ω, φ) ک��ن��ی��د ف��رض

�ر ه� �رای ب� و اس��ت T در v راس پ��در u �ه ک� �د ی� �ذار �گ� ب� uv ی��ال �ر �راب� ب� را epar(v) ،v ̸= ۰ راس ه��ر �رای ب� �د. �اش� ب� ۰ �ه �ش� ری� �ا ب�

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ه��م�چ��ن��ی��ن اس��ت. ش��ده ش��روع v ی��ش��ه ر از ک��ه ی��د ب��گ��ذار T از زی��ردرخ��ت��ی را Tv درخ��ت ،v ∈ V راس

ω(v) B ω(V (Tv)), φ(v) B
∑

اس��ت v ب��چ��ه u
φ(vu).

در ک��ار ای��ن �ی��م. �ن� م��ی�ک� �ی��ره ذخ� و ک��رده �ب��ه م��ح��اس� را v ∈ V ه��ر ب��رای φ(v) و ω(v) م��ق��ادی��ر ب��الا، ب��ه پ��ای��ی��ن از �ی��م��ای��ش پ� ی��ک ب��ا

و ٩–۶ ،٢ خ��ط��وط در �زئ��ی ج� �ی��ر �ی� �غ� ت� ی��ک �ا ب� �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �م. �ی� �ن� م��ی�ک� �را اج� را ٢-۵ �ت��م ی� �ور �گ� ال� ح��ال م��ی�ش��ود. �ام ان��ج� O(n) زم��ان

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-۵ ی��ت��م (ال��گ��ور ک��ن��ی��م م��ح��اس��ب��ه ن��ی��ز را ι̃Mk (T ) م��ق��دار م��ی�ت��وان��ی��م ،٢-۵ ی��ت��م ال��گ��ور در ١۴

در ٢-۵ �ت��م ی� ال��گ��ور در ت��اوق��ت��ی �ق��ه �ل� ح� درون �ب��ات م��ح��اس� ه��م��ه ،۶-۴-۵ ل��م ب��ه ت��وج��ه �ا ب� ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده آس��ان��ی ب��ه �ن��ون ک� ا

م��ی�ش��ون��د. ان��ج��ام خ��ط��ی زم��ان در ب��رای �ل��ق��ه ح� ب��ی��رون م��ح��اس��ب��ات ه��م��ه �ن��ی��ن ه��م�چ� ث��اب��ت). k (ب��رای م��ی�ش��ود ان��ج��ام ث��اب��ت زم��ان

از ،k = ۳ �ه ک� �ی �ت� وق� ،٣-۵ �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �رای اج� �ان زم� و O(n⌊(۳k−۳)/۲⌋) �ه �ب� �رت� م� از ٢-۵ �م �ت� ی� �ور �گ� ال� �رای اج� �ان زم� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

اس��ت. O(n۲k
۲−۶k−۳) م��رت��ب��ه از ،k ≥ ۴ وق��ت��ی و O(n۲) م��رت��ب��ه
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ι
M

k (T ) ،ιmk (T ) م��ح��اس��ب��ه ٢-۵ ال��گ��وری��ت��م

.a۰ B ۰ و IM = Im B
∑

e∈E φ(e) ده��ی��د ق��رار :١

ده��ی��د ان��ج��ام ⌊(۳k − ۳)/۲⌋ ت��ا t B k − ۱ ب��رای :٢

و �ی��د �ن� ک� �ی��د �ول� ت� را X = {a۱, . . . , at} �م��وع��ه زی��رم��ج� BP �ای��ش �م� ن� .(a۱, a۲, . . . , at)← (۱, ۲, . . . , t) �ی��د ق��رارده� :٣

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف X ∪ راس{۰} م��ج��م��وع��ه روی ک��ه ی��د ب��گ��ذار ن��م��ای��ش ای��ن م��ت��ن��اظ��ر درخ��ت را T ′

ده��ی��د ان��ج��ام (a۱, a۲, . . . , at) ̸= ((n− t+ ۱), . . . , (n− ۲), (n− ۱)) ت��اوق��ت��ی :۴

ده��ی��د ق��رار ،i ∈ J۰, tK ه��ر ب��رای :۵

wi B ω(ai)−
∑
aj

اس��ت T ′ در ai ب��چ��ه aj

ω(aj), ϕi B φ(epar(ai)) +
∑
aj

اس��ت T ′ در ai ب��چ��ه aj

φ(aj)

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را i ∈ J۰, tK ه��ر ب��رای ،fi B ϕi/wi م��ق��ادی��ر

�د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� و fn۰ ≤ fn۱ ≤ . . . ≤ fnt لا� �ث� م� �د، �ی� �ن� ک� �ب �رت� م� �ی �زول� �رن� �ی� غ� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را f۰, . . . , ft �ر �ادی� �ق� م� :۶

.Jm B (fn۰ + . . .+ fnk−۱)/k و JM B fnk−۱

آن�گ��اه (Jm < Im ت��رت��ی��ب (ب��ه JM < IM گ��ر ا :٧

(Im ← Jm ت��رت��ی��ب (ب��ه IM ← JM :٨

.(Am B (an۰ , . . . , ant) ت��رت��ی��ب (ب��ه AM B (an۰ , . . . , ant) ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف

گ��ر ا پ��ای��ان :٩

ده��ی��د ق��رار و ai + ۱ ̸∈ X ک��ه ب��اش��د i ع��دد ب��زرگ��ت��ری��ن i۰ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف :١٠

(a۱, a۲, . . . , at)← (a۱, . . . , ai۰−۱, ai۰ + ۱, ai۰ + ۲, . . . , ai۰ + t− i۰ + ۱)

�ای��ش �م� ن� ای��ن �ر �اظ� �ن� �ت� م� درخ��ت را T ′ و �ی��د �ن� ک� �دا �ی� پ� را �د �دی� ج� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� BP �ای��ش �م� ن� ،۶-۴-۵ ل��م از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� :١١

ب��گ��ی��ری��د.

ت��اوق��ت��ی پ��ای��ان :١٢

ب��رای پ��ای��ان :١٣

را T\F �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� و �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� F B ∪۰ ̸=v∈AMepar(v) �ورت �ه�ص� ب� را F ⊂ E �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� :١۴

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه

k−زی��راف��راز ت��ا ده��ی��د ق��رار ani ش��ام��ل ه��م��ب��ن��دی م��ول��ف��ه راس�ه��ای م��ج��م��وع��ه را Ai م��ج��م��وع��ه ،i ∈ J۰, k − ۱K ه��ر ب��رای
ب��ه�دس��ت را {B۰, . . . , Bk−۱} k−زی��راف��راز ت��ا ده��ی��د ان��ج��ام Am ب��رای را ه��م��ی��ن�ک��ار ش��ود. ت��ش��ک��ی��ل {A۰, . . . , Ak−۱}

ی��د. آور

{Bi}k−۱۰ و Im ه��م�چ��ن��ی��ن و {Ai}k−۱۰ و IM ب��رگ��ردان :١۵



١٠۶ ای��زوپ��ری��م��ت��ری م��س��ائ��ل م��ح��اس��ب��ات��ی ج��ن��ب��ه�ه��ای .۵ ف��ص��ل

ι̃
M

k (T ) م��ح��اس��ب��ه ٣-۵ ال��گ��وری��ت��م

٢-۵ ی��ت��م ال��گ��ور م��ان��ن��د :١

ده��ی��د ان��ج��ام max{۲k۲ − ۶k − ۳, k − ۱} ت��ا t B k − ۱ ب��رای :٢

٢-۵ ی��ت��م ال��گ��ور م��ان��ن��د :٣

′′ ′′ :۴

′′ ′′ :۵

�ی �گ� رن� �ای �لاس�ه� ک� �ا ب� ۰, ۱, . . . , k − ۱ �ای �گ�ه� رن� �ا ب� T ′ �ت درخ� �ره س� �ای �زی�ه� �ی� �گ�آم� k−رن� �ه �م� ه� :۶

�رای ب� ،gi(C) B (
∑

j∈Ci
ϕj)/(

∑
j∈Ci

wj) �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� و �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را C = {C۰, . . . , Ck−۱}

.C۰ ی��ک ب��رای JM B minC maxi gi(C) = maxi gi(C۰) و ۰ ≤ i ≤ k − ۱

آن�گ��اه JM < IM گ��ر ا :٧

.CM B C۰ ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف و IM ← JM :٨

گ��ر ا پ��ای��ان :٩

٢-۵ ی��ت��م ال��گ��ور م��ان��ن��د :١٠

′′ ′′ :١١

′′ ′′ :١٢

ب��رای پ��ای��ان :١٣

ت��ع��ری��ف F B ∪k−۱i=۰ ∪۰ ̸=v∈CM
i

epar(v) ب��ه�ص��ورت را F ⊂ E زی��رم��ج��م��وع��ه ،CM = {CM
۰ , . . . , CM

k−۱} ب��رای :١۴

�د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� ،i ∈ J۰, k − ۱K �ر ه� �رای ب� �د. �ی� �ام� �ن� ب� A۰, . . . , At را T\F �راف گ� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� و �د �ی� �ن� ک�

.Bi B ∪j∈CM
i
Aj

{Bi}k−۱۰ و IM ب��رگ��ردان :١۵

■

�ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ،[۶٨] k = ۲ �رای ب� �ار �وه� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� ١-۴-۵ �ه �ی� �ض� �ق�

�ان زم� در �ل، �ی� �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� وزن�دار �ای �ت�ه� درخ� �رای ب� �ده ش� �ر ذک� �ری �ت� �م� �ری� �زوپ� ای� �ای �ره� �ت� �ارام� پ� �ن �ی� kام� �ه �ب� �اس� �ح� م� ،k ≥ ۲ �اب��ت ث�

�ای �راف�ه� گ� �ت �ال� ح� �ه ب� �م �ی� �م� �ع� ت� �ل �اب� ق� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ر زی� �ه �ی� �ض� ق� �ود وج� �ن ای� �ا ب� �ت. اس� �ل ح� �ل �اب� ق� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٣٨] م��ث��لا پ��ی��ش�زم��ی��ن��ه�ه��ا، و ت��ع��ری��ف (ب��رای ن��ی��س��ت ک��ران�دار ع��رض-درخ��ت��ی ب��ا وزن�دار

٧-۴-۵ ق��ض��ی��ه

�ای �راف�ه� گ� �رای ب� �ی��ن) �گ� �ان� �ی� م� و �ن �ی� �ه� م� �ه �خ� �س� ن� دو �ر ه� (در NCPk و IPPk �ائ��ل �س� م� ،k ≥ ۲ �اب��ت ث� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب�
ه��س��ت��ن��د.٢ NP−ک��ام��ل ،۲ ک��ث��ر ح��دا ع��رض-درخ��ت��ی ب��ا دوب��خ��ش��ی پ��ت��ان��س��ی��ل ب��دون وزن�دار

م��ی�ده��د. ن��ت��ی��ج��ه را ب��ودن م��س��ط��ح ،۲ ک��ث��ر ح��دا ع��رض-درخ��ت��ی ک��ه ک��ن��ی��د ٢ت��وج��ه
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ی��ک k > ۲ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ار، ک� ای��ن �رای ب� �م. �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� k = ۲ ب��رای را �ه �ی� ق��ض� اس��ت �اف��ی ک� �ه ک� �م �ی� م��ی�ده� �ان ن��ش� �دا �ت� اب� ب��ره��ان.

وزن�دار گ��راف ت��ا ک��ن��ی��د اض��اف��ه ۱ وزن ب��ا ت��ن��ه��ا ج��دی��د راس k − ۲ ،G گ��راف ب��ه ب��اش��د. وزن�دار گ��راف ی��ک G و ص��ح��ی��ح ع��دد

V (G) در ک��ام��لا ک��ه دارد وج��ود زی��راف��راز ای��ن از زی��رم��ج��م��وع��ه دو ،V (G′) از k−زی��راف��راز ه��ر ب��رای ش��ود. ح��اص��ل G′ ج��دی��د

G′ گ��راف �رای ب� NCPk و IPPk ح��ل �ا ب� �ادل �ع� م� ،G گ��راف �رای ب� (NCP۲ ادلا� �ع� (م� IPP۲ ح��ل �رای��ن �اب� �ن� ب� �د. �رن� �ی� �ی�گ� م� �رار ق�

اس��ت. م��ش��اب��ه ن��ی��ز م��ی��ان��گ��ی��ن ن��س��خ��ه اث��ب��ات ک��ه ن��ک��ت��ه ای��ن ذک��ر ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م، ت��م��رک��ز NCPM
۲ م��س��ال��ه روی ب��ع��د، ب��ه ای��ن�ج��ا از اس��ت.

�روف �ع� م� �راز اف� �ه �ال� �س� م� �ه ب� �ه ک� �د �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در KNAPSACK �ل �ائ� �س� م� �لاس ک� در را �ر زی� �ل �ام� NP−ک� �ه �ال� �س� م�

.[۴٧] اس��ت

اف��راز م��س��ال��ه

.
∑n

i=۱ xi = ۲B ک��ه ب��ه�ط��وری x۱, . . . , xn م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح ع��دد n ن��م��ون��ه:

؟
∑

i∈I xi = B ک��ه دارد وج��ود I ⊂ [n] زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک آی��ا س��وال:

�داد اع� ،x۱, . . . , xn �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه ارائ� NCPM
۲ �ه �ال� �س� م� �ه ب� �راز اف� �ه �ال� �س� م� از �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ل �ی� �ل� �ق� ت� �ک ی� �ه ادام� در

ک��ن��ی��د. ت��ع��ری��ف زی��ر ب��ه�ص��ورت را G دوب��خ��ش��ی وزن�دار گ��راف س��پ��س .
∑n

i=۱ xi = ۲B ک��ه ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح

V (G) B {u۱, u۲, v۱, . . . , vn}, E(G) B {u۱vi, u۲vi, ۱ ≤ i ≤ n},

ω(u۱) = ω(u۲) =M, ω(vi) B xi, ∀ ۱ ≤ i ≤ n,

�ه ک� �ت اس� �ح واض� �ت. اس� ۱ �ر �راب� ب� �ا �ال�ه� ی� �ه �م� ه� وزن �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن، �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. اس� �واه �خ� دل� �ت �ب� �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ک ی� M �ه ک�

�ه �وج� ت� �ا ب� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� B از �ر �ت� �زرگ� ب� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� ۲ �ی �ت� �رض-درخ� ع� دارای G �راف گ�

�ای �ش�ه� �خ� ب� در u۲ و u۱ و �د �ی�ده� م� �ت �ه�دس� ب� را ι̃M۲ (G) �ه ک� دارد �ود وج� (A۱, A۲) �ر �م�گ� �ی� �ن� �ی� م� �راز ۲−اف� ی��ک ،۴-٣-۵ �م ل� �ه ب�

ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د. م��ت��ف��اوت

ι̃
M

۲ (G) = max

{
φ(∂A۱)

ω(A۱)
,
φ(∂A۲)

ω(A۲)

}
= max

{
n

M +
∑

vi∈A۱
xi
,

n

M +
∑

vi∈A۲
xi

}
.

■ م��ی�ک��ن��د. ک��ام��ل را اث��ب��ات م��ط��ل��ب ای��ن .
∑

vi∈A۱
xi = B گ��ر ا ف��ق��ط و گ��ر ا ι̃M۲ (G) ≤ n/(M +B) درن��ت��ی��ج��ه

ی��ک��ه�س��ازی ف��رای��ن��د ۵-۵

�ه ب� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� از را �ی �ات� �ب� �اس� �ح� م� �ی �ت� �خ� س� �ج �ای� �ت� ن� �وان �ی�ت� م� آن �م��ک ک� �ه ب� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ه ارائ� �اری ک� و �از س� �خ��ش ب� �ن ای� در

ک��ه روش ای��ن داد. ت��ع��م��ی��م اس��ت، ی��ک ب��راب��ر ی��ال�ه��ا و راس�ه��ا ه��م��ه وزن ک��ه گ��راف�ه��ای��ی ی��ع��ن��ی (س��اده)، وزن ب��دون گ��راف�ه��ای
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ب��رای م��ح��اس��ب��ات��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی ن��ت��ی��ج��ه چ��ن��د آن از اس��ت��ف��اده ب��ا ک��ه اس��ت چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ت��ق��ل��ی��ل ی��ک م��ی�گ��وی��ی��م، ی��ک��ه�س��ازی ف��رای��ن��د را آن

NCPk و IPPk ،NCP ،IPP م��س��ائ��ل ه��م��ه م��ج��م��وع��ه را ISO ک��لاس م��ی�ک��ن��ی��م. ارائ��ه وزن ب��دون درخ��ت�ه��ای و گ��راف�ه��ا

ک��ن��ی��د. ت��ع��ری��ف م��ی��ان��گ��ی��ن، و م��ه��ی��ن ن��س��خ��ه�ه��ای در

١-۵-۵ گ��زاره

�اه آن�گ� اس��ت، �ام��ل NP−ک� �اً �وی� ق� �ی��ل، �س� �ان� �ت� پ� �دون ب� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� �رای ب� �ه ک� �د �اش� ب� ISO ک��لاس در �ه �ال� �س� م� ی��ک P �ر گ� ا

ب��ود. خ��واه��د NP−ک��ام��ل ن��ی��ز (س��اده) وزن ب��دون گ��راف�ه��ای ب��رای م��س��ال��ه ای��ن

�اً �وی� ق� NCPM �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ون� �ی�ش� م� �ت �اب� ث� �ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� ب� �الات ح� �ه �ی� �ق� ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ل ح� NCPM �رای ب� را �زاره گ� ب��ره��ان.

�ه �ال� �س� م� از �ه �ون� �م� ن� �ک ی� را N = M/L �دد ع� و k ≥ ۲ �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �راه �م� ه� �ه ب� G = (V,E, ω, φ) و �ت اس� �ل �ام� NP−ک�

ان��ج��ام G روی ی��ک��ه�س��ازی ف��رای��ن��د ی��ک ش��ده�ان��د. داده ی��ک�ی��ک��ی ک��د�ه��ای در M,L اع��داد و وزن�ه��ا ه��م��ه ک��ه ب��گ��ی��ری��د، NCPM

،NCPM م��س��ال��ه در ک��ه ب��ه�ط��وری ی��م، آور ب��ه�دس��ت N ′ ع��دد ی��ک و (۱ ب��راب��ر وزن�ه��ا ه��م��ه (ب��ا G′ س��اده گ��راف ی��ک ت��ا م��ی�ده��ی��م

م��س��ال��ه ب��ودن NP−ک��ام��ل ای��ن ب��اش��د. م��ث��ب��ت ن��م��ون��ه ی��ک (G′, k,N ′) گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��ث��ب��ت ن��م��ون��ه ی��ک (G, k,N)

م��ی�ش��ود. ان��ج��ام زی��ر گ��ام دو در ف��رای��ن��د م��ی�ک��ن��د. ث��اب��ت وزن ب��دون گ��راف�ه��ای ب��رای را NCPM

رئ��وس. وزن�ه��ای ی��ک��ه�س��ازی .١ گ��ام

�ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� �دد ع� �ک ی� را χ �دد ع� �د. �ن� �ی�ک� م� �ک ی� �ر �راب� ب� را �وس رئ� �ه �م� ه� وزن �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ه ارائ� �ی روش� �ام، گ� �ن ای� در

،A ⊂ V �ر ه� �رای ب� �ورت �ن�ص� ای� در .χω(u) ≥
∑

e=uv∈E φ(e) ،u ∈ V راس �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری �ه�ط� ب� �د �ری� �ی� �گ� ب� �زرگ ب�

،u ∈ V راس �ر ه� �رای ب� ،G �راف گ� از G′ = (V ′, E′, φ′) �راف گ� �ن �ت� �اخ� س� �رای ب� �ال ح� .φ(∂A)/ω(A) ≤ χ �م ی� دار

�ل وص� u �ه ب� را Wu درون �ای راس�ه� �ه �م� ه� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �اف� اض� �د �دی� ج� راس χω(u) − ۱ �اً �ق� �ی� دق� از Wu �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی�

�ا ادع� �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق� ۱ �ر �راب� ب� را x ∈ Wu �رای ب� ،ux �ای �ال�ه� ی� �ه �م� ه� وزن �ن ای� �ر ب� �لاوه ع� �د). �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٣-۵ �ک��ل (ش� �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

�ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� ι̃Mk (G) �رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ک ی� {Ai}k۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .ι̃Mk (G) = χι̃
M

k (G′) �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

�ن �رای� �اب� �ن� ب� .φ(∂A′i)/|A′i| = (۱/χ)φ(∂Ai)/ω(Ai) �ه ک� �ت اس� �ح واض� ،A′i B Ai ∪ (∪u∈AiWu) �ف �ری� �ع� ت� �ا ب�

ب��ه�دس��ت را ι̃Mk (G′) ک��ه ب��اش��د م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��راز ی��ک {B′i}k۱ ک��ن��ی��د ف��رض ت��س��اوی، اث��ب��ات ب��رای .ι̃Mk (G′) ≤ (۱/χ)ι̃Mk (G)

،x ∈ B′j �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� x ∈ Wu �ر گ� ا .i ی��ک �رای ب� ،u ∈ B′i �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،u ∈ V راس ی��ک �رای ب� �د. �ی�ده� م�

.B′′j B B′j \ {x} و B′′i B B′i ∪ {x} �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت� و �رده ک� �ل �ق� �ت� �ن� م� B′i �ه ب� B′j از را x �اه آن�گ� ،j ̸= i ی��ک �رای ب�

ی��م دار ،φ(∂B′j)/|B′j | ≤ ι̃
M

k (G′) ≤ (۱/χ)ι̃Mk (G) ≤ ۱ چ��ون

φ(∂B′′j )

|B′′j |
=
φ(∂B′j)− ۱
|B′j | − ۱ ≤

φ(∂B′j)

|B′j |
,

φ(∂B′′i )

|B′′i |
=
φ(∂B′i)− ۱
|B′i|+ ۱ ≤ φ(∂B′i)

|B′i|
.

�ی �ژگ� وی� �ن ای� �ا ب� �د، �ی�ده� م� �ت �ه�دس� ب� را ι̃Mk (G′) �ه ک� �م �ی� �ی�رس� م� {B′′i }k۱ �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز اف� �ک ی� �ه ب� �د، �ن� �رای� ف� �ن ای� دادن �ه ادام� �ا ب�

�ف �ری� �ع� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. دارن� �رار ق� �راز اف� �ش �خ� ب� �ک ی� در �ی �گ� �م� ه� Wu درون �وس رئ� و u ،u ∈ V راس �ر ه� �رای ب� �ه ک�

�ان��د م��ی�م� �اق��ی ب� �ا �ه� �ن� ت� .ι̃Mk (G) ≤ χι̃
M

k (G′) �ی��ج��ه �ت� درن� .φ(∂Bi)/ω(Bi) = χφ(∂B′′i )/|B′′i | داری��م ،Bi B V ∩B′′i
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.N ′ B N/χ ده��ی��م ق��رار ک��ه

ی��ال�ه��ا. وزن�ه��ای ی��ک��ه�س��ازی .٢ گ��ام

�زی��ن �گ� �ای� ج� �ه �ان� �د�گ� �ن� چ� �ال ی� φ(e) �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� را e ∈ E �ال ی� �ر ه� اس��ت. ۱ �ر �راب� ب� رئ��وس �ای وزن�ه� �ه �م� ه� و n B |V | �د �ی� �ن� ک� ف��رض

۱ ث��اب��ت ت��اب��ع را φ′ ج��دی��د ی��ال��ی وزن ت��اب��ع و آی��د ب��ه�دس��ت G′ س��اده گ��راف ی��ک ت��ا ک��ن��ی��د ت��ق��س��ی��م زی��ر را ی��ال�ه��ا ه��م��ه س��پ��س ک��ن��ی��د.

ب��ا را م��ی�آی��ن��د ب��ه�دس��ت زی��رت��ق��س��ی��م�ه��ا از ک��ه ج��دی��د رئ��وس م��ج��م��وع��ه ،e ∈ E ی��ال ه��ر ب��رای ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٣-۵ (ش��ک��ل ده��ی��د ق��رار

ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف ط��وری را ω′ راس��ی وزن ت��اب��ع ،ψ ث��اب��ت ی��ک ب��رای ه��م�چ��ن��ی��ن .S B ∪e∈ESe ک��ن��ی��د ت��ع��ری��ف و ده��ی��د ن��ش��ان Se

ب��اش��د. ψ ب��راب��ر V م��ج��م��وع��ه روی و ۱ ب��راب��ر S م��ج��م��وع��ه روی ک��ه

u ۱

۱۱۱۱
. . .

u
ω(u)

−→
φ(e)۱

−→
۱ ψ ψ

۱

۱

۱

۱
...

ی��ک��ه�س��ازی. ف��رای��ن��د در ش��ده اس��ت��ف��اده ی��ال��ی و راس��ی گ��ج��ت�ه��ای :٣-۵ ش��ک��ل

�ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا ι̃Mk (G) ≤ N �اه آن�گ� �د، �اش� ب� |S| و n,L از �ر �ت� �زرگ� ب� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� ψ �ر گ� ا �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع�

�رای ب� �ر �م�گ� �م� �ی� �ن� �ی� م� �راز k−اف� �ک ی� را {Ai}k۱ و ι̃Mk (G) ≤ N �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �ه ب� .ι̃Mk (G′) ≤ (N/ψ)

و φ′(∂A′i) = φ(∂Ai) �ه ک� �ت اس� �ح واض� .A′i B Ai ∪ (∪e∈E(Ai,Aj),۱≤j≤iSe) �د �ی� �ن� ک� �ف �ری� �ع� ت� �د. �ی� ده� �رار ق� ι̃Mk (G)

را {B′i}k۱ و ι̃
M

k (G′) ≤ (N/ψ) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر �گ� دی� �رف ط� از .ι̃Mk (G′) ≤ (N/ψ) �ن �رای� �اب� �ن� ب� .ω′(A′i) ≥ ψ|Ai|

ای��ن، ب��ر ع��لاوه .φ(∂Bi) ≤ φ′(∂B′i) ی��م دار ،Bi B B′i ∩ V ت��ع��ری��ف ب��ا ده��ی��د. ق��رار ι̃Mk (G′) ب��رای م��ی��ن��ی��م��م�گ��ر اف��راز ی��ک

آن�گ��اه ب��اش��د، |S| و n,L از ب��زرگ��ت��ر ک��اف��ی ان��دازه ب��ه ψ گ��ر ا

φ(∂Bi)

|Bi|
<

ψφ(∂Bi)

ψ|Bi|+ |S|
+

۱
nL
≤ ψφ′(∂B′i)

ω′(B′i)
+

۱
nL

.

ل��ذا

max
۱≤i≤k

{
φ(∂Bi)

|Bi|

}
=
φ(∂Bi۰)

|Bi۰ |
< ψ ι̃

M

k (G′) +
۱
nL
≤ M

L
+

۱
nL
≤ M

L
+

۱
L|Bi۰ |

.

م��ی�ک��ن��د. ت��ک��م��ی��ل را دوم گ��ام ای��ن .ι̃Mk (G) ≤ maxi(φ(∂Bi)/|Bi|) ≤M/L = N درن��ت��ی��ج��ه و

ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اس��ت. ۱ ب��راب��ر آن در راس�ه��ا و ی��ال�ه��ا ه��م��ه وزن ک��ه م��ی�رس��ی��م س��اده گ��راف ی��ک ب��ه ،١ گ��ام ت��ک��رار ب��ا ن��ه��ای��ت��اً

در �ل، �اص� ح� �اده س� �راف گ� �ت، اس� �ده ش� داده �ی �ک� �ک�ی� ی� �ای �د�ه� ک� در M,L �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و G �ای راس�ه� و �ا �ال�ه� ی� �ه �م� ه� وزن �ون چ�

■ اس��ت. م��ح��اس��ب��ه ق��اب��ل چ��ن��د�ج��م��ل��ه�ای زم��ان

�ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� NP−ک� �ه �ان� �د�گ� �ن� چ� �ال ی� �ا ب� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� NCP۲ �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� ،(i) ٢-٢-۵ �ه �ی� �ض� ق� �ه �ل� �ی� �ه�وس� ب�

و ٣-١-۵ �ه �ی� �ض� ق� �راه �م� ه� �ه ب� �ت �ق� �ی� �ق� ح� �ن ای� از �ر زی� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ت. اس� �ل �ام� NP−ک� �اً �وی� ق� وزن�دار �ای �راف�ه� گ� �رای ب� NCP۲
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�ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �ت. اس� ((i) ٢-٢-۵ �ه �ی� �ض� (ق� �ار �وه� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� (i) �خ��ش ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ١-۵-۵ �زاره گ�

�ات �ب� اث� در �ده ش� �اده �ف� �ت� اس� �ل �ی� �ل� �ق� ت� در �را زی� �م، �ی� �ن� �ی�ک� �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� را �ازی �ه�س� �ک� ی� �د �ن� �رای� ف� از ٢ �ام گ� ،(ii) �خ��ش ب� �رای ب� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

م��ی�ک��ن��د. ح��ف��ظ را ب��ودن دور ب��دون خ��اص��ی��ت ف��رای��ن��د، ای��ن درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ۱ ب��راب��ر ی��ال�ه��ا وزن ه��م��ه ،٣-١-۵ ق��ض��ی��ه

٢-۵-۵ ن��ت��ی��ج��ه

ب��دون �ای �راف�ه� گ� �رای ب� �ی��ن) �گ� �ان� �ی� م� و �ی��ن �ه� م� �ه �خ� �س� ن� دو �ر ه� (در NCPk و IPPk �ائ��ل �س� م� ،k ≥ ۲ �اب��ت ث� �دد ع� �ر ه� �رای ب� (i)

اس��ت. NP−ک��ام��ل (س��اده) وزن

اس��ت. NP−ک��ام��ل وزن ب��دون درخ��ت�ه��ای ب��رای NCPM م��س��ال��ه (ii)
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spectral clustering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٠ ،٣۶ ط��ی��ف��ی، خ��وش��ه�ب��ن��دی

د
continous nodal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵۴ پ��ی��وس��ت��ه، ن��ودال دام��ن��ه
weak nodal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴۶ ض��ع��ی��ف، ن��ودال دام��ن��ه
strong nodal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴۶ ق��وی، ن��ودال دام��ن��ه
degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨ درج��ه،
tail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨ دم،

bipartite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶۴ دوب��خ��ش��ی،
dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٩ ،٧ دوگ��ان،

ر
relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣۶ راح��ت�س��ازی،
tractable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٩۴ ،٣ رام�ش��دن��ی،

conductance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢۵ ،٨ رس��ان��ای��ی،
handy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶٣ ،۵٧ روان،
iterative method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٩۵ ت��ک��رارش��ون��ده، روش
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ز
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ش
flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٨ ،٨ ش��ار،
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Dirichlet condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١۵ دی��ری��ش��ل��ه، ش��رط
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polynomial time approximation scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨٩ چ��ن��دج��م��ل��ه�ای، زم��ان ت��خ��م��ی��ن ط��رح
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Abstract

This thesis is concerned with studying several aspects of the generalized
isoperimetric problems on weighted graphs. In this regard, as a generalization
of well-known Cheeger constant, we define k-th isoperimetric constant as the
minimum of normalized outgoing flow over all k-subpartitions (disjoint subsets)
of the vertex set. Also, we investigate basic properties of these parameters and
particularly we prove a Federer-Fleming-type theorem. We then introduce a
generalized Cheeger conjecture which is a generalization of celebrated Cheeger
inequality and relates defined isoperimetric constants to higher eigenvalues
of Laplace operator. In order to find a partial proof for this conjecture, we
deploy two approaches by applying nodal domains and Dirichlet connectivity
spectrum and prove that a generalized Cheeger conjecture is valid with a
universal constant, for all Laplacians whose underlying graphs are trees or
cycle. Moreover, as a by-product, we characterize spectral decomposition of
Laplacians on cycles and describe the shape of their eigenfunctions. Finally,
in direction of studying computational aspects of generalized isoperimetric
problems, we obtain several hardness results and introduce some novel efficient
algorithms for computing isoperimetric constants on weighted trees. Among
these results, we show that for weighted trees, the decision problem for the k-th
maximum isoperimetric number can be solved in linear time, while the decision
problems for the k-th mean isoperimetric number and the k-th max/mean
minimum normalized cuts are NP-complete. Furthermore, in direction to
explore parametrized complexity of the problems, we investigate the case of
fixed k and for weighted trees, we present some algorithms to determine the k-
th max/mean isoperimetric numbers and the k-th max minimum normalized cuts.

Keywords: weighted graphs, isoperimetric constant, isoperimetric spectrum,
Dirichlet connectivity spectrum, generalized Cheeger inequality, spectral decom-
position of cycles, computational complexity, clustering
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