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به نگاه و است گوناگون جذاب حیطه های در رنگارنگ یادداشتهای و جزوه ها از پر اکنون

و قدیم دانشجویان و  ͬ معلم شیرین تجربه های گذشته، سالهای دلنشین خاطرات یاد مرا آنها

به است دانشͽاهͬ امور دست اندرکار خودش که صفحات، این بینندۀ  شاید ͬ اندازد. م جدید

جزوات اینچنین نگارش و درسها اینچنین برگزاری امͺان آن در که بپردازد دانشͽاهͬ ستایش

است. شده فراهم

بود مدتها است. این بر بزرگ نقضͬ مثال درس همین و است دیͽری چیز حقیقت اما

تا ͬ شدم م گالوا نظریۀ اولیه ˄  مفاهیم در دانشجویان کمیت لنگیدن متوجه تدریسͬ، هر در که

که بود باور قابل غیر و غریب برایم افتادم. نقصان این کردن برطرف فکر به خود˂ که این

درس ͬ دانند. نم را جبر قضیۀ اساسͬ چون مهمͬ قضیۀ  اثبات ریاضͬ کارشناسͬ دانشجویان

در که بود سال ده از بیش است، کارشناسͬ دروس مهمترین از من نظر به که گالوا، نظریۀ 

شده حذف نامش نیز دروس سامانۀ  از که طوری به بود نشده ارائه اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

دانشجویان برای که نامͬ ͬ کردم. م ارائه ویژه» «مباحث نام تحت را درس این باید بنابراین بود.

ͬ کند. م کم را آنها توسط درس اخذ احتمال و ناآشناست

ͬ داد، نم را آن تشͺیل اجازۀ دانشͺده، اما کردند اخذ را درس این علاقه مند دانشجوی ده

برای لازم دانشجوی تعداد حداقل ،ͬͽهمیش دانشمندانۀ و خردمندانه سیاستهای طبق زیرا

در که کنم اعتراف باید بناچار که ــ نیز من بود. نفر ١۵ دانشͺده دید از کلاس ͷی تشͺیل

صرف پافشاری از  ــ ندیده ام واقعͬ علم نشر و کسب برابر در مانعͬ جز را دانشͽاه سالها، این

نهایتاً  و شدند پیͽیر جدی و خودجوش طور به دانشجویانم بار این که این از غافل کردم، نظر

.(!) شد داده جرم این وقوع اجازه دانشͺده، رئیس مستقیم دخالت با

اثبات از بردیم. را بهره حداکثر آن از و شمردیم غنمیت را فرصت این دانشجویان آن و من

هر و میدانها تعالͬ درجه ˄ سیلو، قضایای و جبر اساسͬ قضیۀ  تا گرفته گالوا نظریه ˄  اساسͬ قضیۀ 

این در است نشده داده توضیح برایم خوبی به خودم دانشجوی زمان ͬ کردم م احساس من آنچه

و اساتید اکثر و بود شده شروع کرونا که زمانͬ همان درست گرفت. قرار پوشش تحت دوره

توسط معمول طبق وقفه ای بدون درس این کلاسهای بودند، کشیده کار از دست دانشجویان
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فیلمها این و شد فیلم برداری بود، پسرم تولد انتظار در زمان آن که درسا، همراهم،  همیشه خانم

گرفت. قرار زیر لینک در

https://www.aparat.com/playlist/305753

بود: این درس این سایت و باشد داشته خود برای سایتͬ درس هر که بود این معهودم عادت

https://mohsen-khani.github.io/9899-2/

به بود، کرده تایپ نیز را جبری مدل تئوری جزوۀ  قبلا́ که حمزه، خوبم دوست بعد، چندی

فیلمها مطابق و نهاد منت باشم خواسته او از من آنکه بی و پرداخت فیلمها این مجدد مشاهدۀ 

گرفت قرار مختلف یادداشتهای آن بقیۀ  میان در جزوه این و کرد تایپ درس این برای جزوه  ای

کند. زنده برایم را دانشجویانم خوش خاطرات آن دیدن سالها گذر از پس دوباره تا

بستند نقش و بودند بسیار تو و من از پیش

یادگاران زین گونه را زندگͬ دیوار

مانَد تو و من از بعد محبت نغمۀ  وین

باران و باد آواز باقیست زمانه در تا

١۴٠١ مرداد خانͬ، 
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اولیه تعاریف اول: جلسه ١

کند: صدق زیر شرایط در و باشد بسته + عملͽر Gتحت مجموعه ی کنید فرض (گروه). ١ تعریف

∀a, b, c ∈ G ((a+ b) + c = a+ (b+ c)) •

(یعنͬ a+ 0 = a باشیم: داشته G در a هر برای چنان که دارد وجود G در 0 چون عنصری •

است). + عمل همانͬ عنصر ͷی 0

∀a ∈ G ∃ − a ∈ G (a+ (−a) = 0) •

ͬ نامیم. م گروه ͷی را (G,+, 0) صورت این در

رابطه ͷی ≡m یا m هنگ به همنهشتͬ رابطه باشد، طبیعͬ عددی m اگر که ͬ دانیم م .٢ مثال

برای اگر ͬ دهیم. م نشان Zm با را هم ارزی کلاس های همه مجموعه ͬ کند. م تعریف Z روی هم ارزی

.Zm = {0, . . . ,m− 1} صورت: این در دهیم، نشان a با را a هم ارزی کلاس a صحیح عدد هر

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را m پیمانه با جمع به موسوم ⊕ عمل حال

∀a, b ∈ Zm (a⊕ b = a+ b)

است. گروه  ͷی (Zm,⊕) صورت این در

∀a, b ∈ G (a+b = b+a) هرگاه ͬ نامیم م آبلͬ گروه ͷی را (G,+) گروه آبلͬ). (گروه ٣ تعریف

دو همراه به است F مجموعه ی ͷی یͺدار، و جابجایی حلقه ی ͷی از منظور (حلقه). ۴ تعریف

دارد. را زیر ͬ های ویژگ که 1 و 0 مشخص عنصر دو و · : F 2 → F و + : F 2 → F عمل

(R1) a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(R2) a+ b = b+ a

(R3) a+ 0 = a

(R4) ∀a ∃b a+ b = 0

(R5) a · (b · c) = (a · b) · c

۶



(R6) a · (b+ c) = a · b+ a · c

(R7) a · b = b · a

(R8) 1 ̸= 0, a · 1 = a

را زیر ویژگͬ که است یͺدار و جابجایی حلقه ی ͷی صحیح حوزه صحیح). (حوزه ۵ تعریف

داراست:

(R9) ∀a ̸= 0 ∀b, c a · b = a · c =⇒ b = c

میدان ͷی آن به باشد داشته را زیر ویژگͬ یͺدار و جابجایی حلقه ی ͷی اگر (میدان). ۶ تعریف

ͬ گوییم م

(R10) ∀a ̸= 0 ∃b a · b = 1

مشاهده:

ͬ شود. م نتیجه (R10) ویژگͬ از (R9) ویژگͬ •

ویزگͬ به بنا .a · b = a · c کنید فرض باشد. برقرار (R10) ویژگͬ کنید فرض اثبات.

را a · b = a · c عبارت طرفین .z · a = 1 که طوری به دارد وجود z عنصر ͷی ،(R10)

بنابراین .(z · a) · b = (z · a) · c) پس .z · (a · b) = z · (a · c) کنید: ضرب z در

.b = c

ͬ شود. م نتیجه (R9) ویژگͬ از (R10) ویژگͬ •

نیست. دارا را (R10) ویژگͬ ولͬ داراست را (R9) ویژگͬ (Z,+, ·, 0, 1) اثبات.

کرد. جایͽزین زیر ویزگͬ با ͬ توان م را (R9) ویژگͬ •

(R11) ∀a, b a · b = 0 ⇒ a = 0 یا b = 0

.a · b ̸= 0 آن گاه ،b ̸= 0 هم و a ̸= 0 هم اگر معادل، طور به

٧



نظر مورد فضای کنید فرض ͬ شود. م نتیجه (R11) از (R9) که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

پس .a ̸= 0 که a · b = a · c کنید فرض همچنین باشد. داشته را (R11) ویزگͬ ما

بنابراین .b− c = 0 داریم: (R11) ویژگͬ بنابر .a(b− c) = 0 یعنͬ a · b− a · c = 0

کنید فرض ͬ شود. م نتیجه (R9) ویژگͬ از (R11) ویژگͬ که ͬ دهیم م نشان حال .b = c

بر بنا .a · b = a · 0 صورت این در .a ̸= 0 کنید فرض .ab = 0 و است برقرار (R9)

.b = 0 داریم: (R9) ویژگͬ

است. میدان ͷی متناهͬ صحیح حوزه ی هر .٧ لم

m ∈ عنصر باشد. متناهͬ صحیح حوزه ͷی ({a1, . . . , an},+, ·, 0, 1) کنید فرض اثبات.

داریم: ai هر برای یعنͬ نباشد. ضربی وارون mدارای کنید فرض بͽیرید. نظر در را {a1, . . . , an}

مجموعه ی حال .m · ai ̸= 1

A = {ma1, . . . ,man}

.mai = maj که ͬ شوند م پیدا گونه ای به ai ̸= aj عناصر صورت این در بͽیرید. نظر در را

است. تناقض این و ai = aj بنابراین

باشد. میدان ͷی زیرحلقه ی که است صحیح حوزه ی صورتͬ در حلقه ͷی توجه:

است. صحیح حوزه ی باشد میدان ͷی زیرحلقه ی که حلقه ای هر .٨ لم

کنید فرض باشد. (F,+, ·, 0, 1) میدانِ زیرحلقه ی (D,+, ·, 0, 1) حلقه ی کنید فرض اثبات.

.a, b, c ∈ F پس a, b, c ∈ D ⊆ F که آنجا از .ab = ac و a ̸= 0 که طوری به a, b, c ∈ D

پس باشد. a وارون z ∈ F کنید فرض دارد. وارون F در a بنابراین

ab = ac⇒ zab = zac⇒ b = c

برابرند. هم با عنصر دو این D در بنابراین هستند. مساوی هم با c و b عناصر F در پس،

٨



اولیه تعاریف ادامه ی دوم: جلسه ٢

است. میدان ͷی متناهͬ صحیح حوزه ی هر که کردیم ثابت قبل جلسه ی در

بͽیرید. نظر در را Zn = {0, 1, . . . , n− 1} که (Zn,+, ·) یͺدار و جابجایی حلقه ی .٩ مثال

نباشد، اول عدد ͷی n اگر a؟ · b ̸= 0 آن گاه ،a, b ̸= 0 اگر یعنͬ است؟ صحیح حوزه ͷی Zn آیا

به گونه ای 1 ≤ r, s ≤ n− 1 اعداد آن گاه نباشد، اول n اگر زیرا نیست. صحیح حوزه ی Zn آن گاه

Zp آن گاه باشد، اول عددی p اگر اما .r · s = n = 0 صورت این در .rs = n که ͬ شوند م پیدا

.s = 0 یا r = 0 یعنͬ p|s یا p|r پس .p|rs یعنͬ r · s = 0 اگر زیرا است. صحیح حوزه ͷی

است. میدان ͷی Zp آن گاه باشد، اول عدد ͷی p اگر .١٠ نتیجه

m برای ضربی وارون ͷی ͬ خواهیم م .m ∈ Zp = {0, 1, . . . , p− 1} کنید فرض اول. اثبات

ͬ کنیم: م ضرب m در را Zp اعضای کینم. پیدا

{m0,m1, . . . ,mp− 1}

.p|m(i− j) نتیجه در m(i− j) = 0 پس .mi = mj که دارد وجود i ̸= j بنابراین

.mp−1 = 1 یعنͬ mp−1 ≡p 1 پس (m, p) = 1 که آن جا از .m ∈ Zp کنید فرض دوم. اثبات

است. m معکوس mp−2 بنابراین

گونه ای به b و a عناصر بنابراین .(m, p) = 1 صورت این در .m ∈ Zp کنید فرض سوم. اثبات

.a ·m = 1 یعنͬ p|am− 1 پس bp = am− 1 یعنͬ am+ bp = 1 که ͬ شوند م پیدا

حوزه ی R آن گاه باشد، (K,+, ·, 0, 1) میدان از زیرحلقه ای (R,+, ·, 0, 1) اگر یادآوری:

است. صحیح

Q(R) میدان ͷی صورت این در باشد. صحیح حوزه ی ͷی (R,+, ·, 0, 1) کنید فرض .١١ قضیه

که طوری به دارد وجود

است. (Q(R),+, ·, 0, 1) میدان از زیرحلقه ای (R,+, ·, 0, 1) •

٩



(F,+, ·, 0, 1) میدان از زیرحلقه ای (R,+, ·, 0, 1) اگر ،(F,+, ·, 0, 1) میدان هر برای •

آن گاه باشد،

(R,+, ·, 0, 1) ⊆ (Q(R),+, ·, 0, 1) ⊆ (F,+, ·, 0, 1)

S = {(a, b) | a, b ∈ دهید قرار باشد. صحیح حوزه ی ͷی (R,+, ·, 0, 1) کنید فرض اثبات.

را زیر رابطه ی S روی ͬ دهیم. م نشان a
b

با (a, b) جای به را S اعضای راحتͬ، برای .R, b ̸= 0}

ͬ کنیم. م تعریف

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc

است. هم ارزی رابطه ی ͷی فوق رابطه ی ͬ کنیم م ادعا

.(a, b) ∼ (a, b) پس ab = ba چون الف)

(c, d) ∼ یعنͬ cb = da پس ad = bc صورت این در .(a, b) ∼ (c, d) کنید فرض ب)

.(a, b)

.cf = de و ad = bc صورت این در .(c, d) ∼ (e, f) و (a, b) ∼ (c, d) کنید فرض ج)

(a, b) ∼ یعنͬ af = be بنابراین adf = bde پس .bcf = bde و adf = bcf بنابراین

.(e, f)

نگاشت که ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهیم. م نشان [a
b
] یا [(a, b)] با را (a, b) عنصر هر هم ارزی کلاس

حال .a = b آن گاه ،a
1
=
b

1
اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی نگاشت ͷی φ(a) = a

1
که φ : R → S

کنید توجه ͬ کنیم، م تعریف a
b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
صورت به را (c, d) و (a, b) عضو دو بین جمع

و [(a, b)] = [(a′, b′)] کنید فرض ͬ پردازیم. م جمع خوش تعریفͬ اثبات به حال .bd ̸= 0 که

که ͬ دهیم م نشان .[(c, d)] = [(c′, d′)]

[(ad+ bc, bd)] = [(a′d′ + b′c′, b′d′)]

[(c, d)] = اینکه از .dd′ab′ = ba′dd′ بنابراین ab′ = ba′ داریم: [(a, b)] = [(a′, b′)] اینکه از

dd′ab′ = ba′dd′ اینکه از اکنون .bb′cd′ = dc′bb′ بنابراین cd′ = dc′ داریم: [(c′, d′)]

١٠



b′d′(ad + bc) = یعنͬ b′d′ad + b′d′bc = bda′d′ + bdb′c′ داریم: bb′cd′ = dc′bb′ و

.bd(a′d′ + b′c′)

که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ به ͬ کنیم. م تعریف a
b
· c
d

=
ac

bd
صورت به را ضرب مشابه طور به

ͬ دهیم م نشان Q(R) با را میدان این است. میدان ͷی شد تعریف که عمل هایی با S مجموعه ی

باشد میدان ͷی (F,+, ·, 0, 1) کنید فرض ͬ گوییم. م R صحیح حوزه ی کسرهای میدان آن به و

(F,+, ·, 0, 1) در (Q(R)+, ·, 0, 1) که ͬ دهیم م نشان .(R,+, ·, 0, 1) ⊆ (F,+, ·, 0, 1) که

بͽیرید: نظر در را زیر نگاشت ͬ شود. م نشانده

φ :(Q(R)+, ·, 0, 1) → (F,+, ·, 0, 1)
a

b
7→ a · b−1

است. نشاندن ͷی φ نگاشت

φ(
a

b
+
c

d
) = φ(

ad+ bc

bd
) = (ad+ bc)(bd)−1 = ab−1 + cd−1 = φ(

a

b
) + φ(

c

d
)

φ(
a

b
· c
d
) = φ(

ac

bd
) = ac(bd)−1 = ac(b−1d−1) = ab−1 · cd−1 = φ(

a

b
) · φ( c

d
)

ایده آل ها سوم: جلسه ٣

U ⊆ R کنید فرض باشد. یͺدار جابجایی حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض (زیرحلقه). ١٢ تعریف

(R,+, ·) از زیرحلقه ͷی را (U,+, ·) صورت این در باشد حلقه ͷی (U,+, ·) که باشد گونه ای به

ͬ نامیم. م

زیرحلقه ͷی (U,+, ·) صورت این در ،U ⊆ R و باشد حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض .١ تمرین

.a · b ∈ U و a− b ∈ U باشیم: داشته a, b ∈ U هر برای اگر تنها و اگر است (R,+, ·) از

حلقه ی از زیرحلقه ͷی (2Z,+, ·) است. (R,+, ·) حلقه ی از زیرحلقه ͷی (Z,+, ·) .١٣ مثال

است. (Z,+, ·)

نیست. (Z,+, ·) از زیرحلقه ای (Z4,+, ·) .١۴ مثال

١١



آن از ناتهͬ زیرحلقه ی ͷی (I,+, ·) و باشد حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض (ایده آل). ١۵ تعریف

است: زیر ویژگͬ دارای که باشد

∀r ∈ R ∀i ∈ I (r · i ∈ I)

ͷی I ⊆ R دیͽر بیان به ͬ دهیم. م نشان I � R نماد با و ͬ نامیم م R از ایده آلͬ را I اینصورت در

کند: برآورده را زیر شرط های هرگاه است ایده آل

• ∀a, b ∈ I (a− b ∈ I ∧ a · b ∈ I)

• ∀a ∈ I ∀r ∈ R (r · a ∈ I)

نیست. (Q,+, ·) از ایده آل ͷی (Z,+, ·) اما است (Q,+, ·) از زیرحلقه ͷی (Z,+, ·) .١۶ مثال

ͷی (nZ,+, ·) ،n هر برای کلͬ حالت در است. (Z,+, ·) از ایده آل ͷی (2Z,+, ·) .١٧ مثال

است. (Z,+, ·) از ایده آل

در باشد. R ایده آل های از خانواده ͷی (In)n∈N و باشد حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض .١٨ لم

است. R از ایده آل ͷی
∩

n∈N In اینصورت

بنابراین .a, b ∈ Ii ،i ∈ N هر برای اینصورت در r ∈ R و a, b ∈
∩

n∈N In کنید فرض اثبات.

.a− b, a · b, r · a ∈
∩

n∈N In پس .r · a ∈ Ii و a− b, a · b ∈ Ii

کوچͺترین
∩
A⊆I
I�R

I اینصورت در .A ⊆ R و باشد حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض .١٩ تعریف

ͬ شود. م گفته A مجموعه ی توسط شده تولید ایده آل آن به که است A مجموعه ی شامل ایده آل

ایده آل اینصورت در .A = {a1, . . . , an} ⊆ R و باشد حلقه ͷی (R,+, ·) کنید فرض .٢٠ لم

است: شده تشͺیل زیر عناصر از و ͬ دهیم م نشان ⟨A⟩R نماد با را R در A توسط شده تولید

⟨A⟩R =
∩
A⊆I
I�R

I = {r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan | ri ∈ R}

است ایده آل ͷیB = {r1a1+ r2a2+ · · ·+ rnan | ri ∈ R} که شود ثابت است کافͬ اثبات.

.(B ⊆ I داریم A ⊆ I ایده آل هر برای و A ⊆ B که کنید (توجه

١٢



که ͬ دانیم م .a, b ∈ D کنید فرض و باشد صحیح حوزه ͷی (D,+, ·) کنید فرض .٢١ مثال

اگر تنها و اگر ⟨a⟩D ⊆ ⟨b⟩D اینصورت در .⟨b⟩D = {rb | r ∈ D} و ⟨a⟩D = {ra | r ∈ D}

(a = bd که طوری به باشد داشته وجود d ∈ D (یعنͬ b|a

بنابراین a ∈ ⟨b⟩D پس a ∈ ⟨a⟩D ⊆ ⟨b⟩D اینصورت در ⟨a⟩D ⊆ ⟨b⟩D کنید فرض اثبات.

فرض اینصورت در d ∈ D که a = bd کنید فرض برعکس، .a = rb که است موجود r ∈ D

.ra ∈ ⟨b⟩D پس ra = rbd نوشت ͬ توان م ra ∈ ⟨a⟩D کنید

⟨n⟩Z = صورت به n ∈ Z توسط شده تولید ایده آل بͽیرید. نظر در را (Z,+, ·) حلقه ی .٢٢ مثال

پس .{rn | r ∈ Z}

⟨n⟩Z ⊆ ⟨m⟩Z ⇔ m|n

میدان ͷیRاینصرت در باشد نداشته {0} Rو از غیر ایده آلͬ Rهیچ حلقه ی کنید فرض .٢ تمرین

(1 ∈ ⟨r⟩R پس ⟨r⟩R = R اینصورت در باشد ناصفر عضو ͷی r ∈ R کنید (فرض است.

.1R ∈ I ⇔ I = R اینصورت در باشد. R حلقه از ایده آل ͷی I کنید فرض .٣ تمرین

کنید فرض باشند. حلقه دو (S,+S, ·S) و (R,+R, ·R) کنید فرض (همومرفیسم). ٢٣ تعریف

و φ(a +R b) = φ(a) +S φ(b) ،a, b ∈ R هر برای که باشد تابع ͷی φ : R → S

است. S به R از همومرفیسم ͷی φ ͬ گوییم م اینصورت در φ(a ·R b) = φ(a) ·S φ(b)

اگر و ͬ شود م گفته (نشاندن) مونومرفیسم آن به باشد ͷبه ی ͷی φ همومرفیسم اگر .٢۴ تعریف

ͬ شود. م گفته ایزومرفیسم بدان باشد پوشا و ͷبه ی ͷی φ همومرفیسم

نماد با را φ همومرفیسم هسته ی باشد، همومرفیسم ͷی φ : R → S کنید فرض .٢۵ تعریف

ͬ شود. م تعریف Ker(φ) = {x ∈ R |φ(x) = 0S} صورت به و ͬ دهیم م نشان Ker(φ)

φ(0S) = φ(0R) آن گاه باشد همومرفیسم φ : S → R اگر .٢۶ لم

φ(0S) = بنابراین φ(0S + 0S) = φ(0S) + φ(0S) پس است، همومرفیسم φ چون اثبات.

φ(0S) = 0R داریم نتیجه در و φ(0S) + φ(0S)

اینصورت در باشد. همومرفیسم ͷی φ : S → R و باشند حلقه دو S و R کنید فرض .٢٧ لم

است. زیرحلقه ͷی φ(S) ⊆ R

١٣



φ(x)+Rφ(y) = φ(x+Sy) ∈ φ(S)اینصورت در .φ(x), φ(y) ∈ φ(S) کنید فرض اثبات.

ضرب). برای مشابه طور (به

ͬ نامیم. م R حلقه ی در S حلقه ی ͷهمومرفی تصویر ͷی را φ(S) قبل لم در

دراینصورت یاشد همومرفیسم ͷی φ : S → R و باشند حلقه دو S و R کنید فرض .۴ تمرین

.φ(1S) = 1R آن گاه باشند صحیح حوزه دو هر S و R اگر الف)

است. مونوفریسم φ آن گاه باشند میدان دو هر S و R اگر ب)

میدان ها مشخصه و قسمͬ خارج حلقه های چهارم: جلسه ۴

در را زیر رابطه R اعضای بین باشد. ایده آل ͷی I ⊆ R و باشد دلخواه حلقه ͷی R کنید فرض

بͽیرید. نظر

x ∼ y ⇔ x− y ∈ I

نشان R/I با را فوق رابطه ی هم ارزی کلاس های مجموعه ی است. هم  ارزی رابطه ͷی فوق رابطه

و ͬ دهیم م

R/I = {[x] |x ∈ R}.

میͺنیم: تعریف را زیر ضرب و جمع R/I روی .[0] = {x ∈ R |x ∈ I} که شود توجه

[x] + [y] = [x+ y]

[x] · [y] = [x · y]

0R/I = [0]

1R/I = [1]

ͬ دهیم. م نشان x+ I با را [x] گاهͬ که شود توجه

.[x+y] = [x′+y′] که ͬ کنیم م ادعا ،[y] = [y′] و [x] = [x′] کنید فرض جمع خوش تعرفͬ برای
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داریم: تعریف به توجه با

[x] = [x′] ⇔ x− x′ ∈ I

[y] = [y′] ⇔ y − y′ ∈ I

ضرب خوش تعریفͬ مشابه طور به .(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y− y′) ∈ I بنابراین

است. حلقه ͷی شده تعریف ضرب و جمع با R/I ͬ شود م ثابت و ͬ شود م بررسͬ

حلقه باشد. آن از ایده آل ͷی I و باشد حلقه ͷی R کنید فرض طبیعͬ). (همومرفیسم ٢٨ تعریف

(یا طبیعͬ همومرفیسم را φ(x) = [x] که φ : R → R/I نگاشت بͽیرید. نظر در را R/I

ͬ نامیم. م کانونͬ)

ͬ برد. م 0R/I به را I در موجود عناصر تمامͬ φ : R → R/I طبیعͬ همومرفیسم که شود توجه

Zn ≃ که ͬ کنیم م تعریف را Z/⟨nZ⟩ حلقه ی ،⟨nZ⟩ ایده آل از استفاده با ،Z حلقه در .٢٩ مثال

ͬ شود. م تعریف φ(x) = [x] صورت به φ : Z→ Zn طبیعͬ همومرفیسم و Z/⟨nZ⟩

رابطه R روی هستند. حلقه دو S و R که باشد همومرفیسم ͷی φ : R → S کنید فرض

بͽیرید: در را زیر هم ارزی

x ∼ y ⇔ φ(x) = φ(y) ⇔ φ(x)−S φ(y) = 0S ⇔ φ(x−R y) = 0S

است: زیر صورت به بالا رابطه ی واقع در

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Ker(φ)

ͷی ∼ رابطه ی بنابراین ͬ شود). م بررسͬ سادگͬ (به است ایده آل ͷی Ker(φ) ⊆ R که شود توجه

نگاشت اکنون ͬ سازند. م را R/Ker(φ) حلقه ی آن، هم ارزی کلاس های و است هم ارزی رابطه ی

همومرفیسم ͷی ψ نگاشت بͽیرید. نظر در را ψ([x]) = φ(x) که ψ : R/Ker(φ) → S

ψ([x − y]) = 0 یعنͬ ψ([x] − [y]) = 0 آن گاه ،ψ([x]) = ψ([y]) اگر چون است ͷبه ی ͷی

ثابت را زیر قضیه ما واقع در .[x] = [y] بنابراین و x− y ∈ Ker(φ) یعنͬ φ(x− y) = 0 پس

کردیم:
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.R/Ker(φ) ≃ Im(φ) اینصورت در باشد. همومرفیسم ͷی φ : R → S کنید فرض .٣٠ قضیه

Ker(φ) = اینصورت در بͽیرید. نظر در را φ(x) = [x] که φ : Z→ Zn همومرفیسم .٣١ مثال

.Z/⟨n⟩ ≃ Zn پس Z/Ker(φ) ≃ Im(φ) فوق قضیه طبق بنابراین nZ = ⟨n⟩

میدان مشخصه

کنید فرض باشد. میدان ͷی F کنید فرض

2 · 1F = 1F + 1F ̸= 0

3 · 1F = 1F + 1F + 1F ̸= 0

4 · 1F = 1F + 1F + 1F + 1F ̸= 0

...

اینصورت در n · 1F = 1F + 1F + · · ·+ 1F ≠ 0 ،n طبیعͬ عدد هر برای کنید فرض واقع در

برای اولا˟ آن گاه باشد، صفر مشخصه با F اگر کنید توجه ͬ نامیم. م صفر مشخصه با را F میدان

داریم: m ̸= n هر برای ثانیاً .x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
بار n

̸= 0 داریم: n ∈ N هر و 0 ̸= x ∈ F هر

.n1F ̸= m1F

است. (Z,+, ·) حلقه ی از کپی ͷی حاوی صفر مشخصه با میدان هر .٣٢ قضیه

نگاشت این بͽیرید. نظر در را φ(n) = n1F و φ(1) = 1F که φ : Z → F نگاشت اثبات.

چون است؛ (مونومرفیسم) ͷبه ی ͷی همومرفیسم ͷی

φ(n+m) = n1F +m1F = (n+m)1F

φ(n ·m) = n1F ·m1F = (1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار n

) · (1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار m

) = nm1F = n1F ·m1F

است: ͷبه ی ͷی فوق نگاشت که ͬ دهیم م نشان حال است. همومرفیسم ͷی فوق نگاشت پس

n1F = m1F ⇔ (n−m)1F = 0 ⇔ n = m
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ͷی حاوی F2 و F1 دهید نشان هستند. صفر مشخصه با میدان دو F2 و F1 کنید فرض .۵ تمرین

φ(
m

n
) = (m1F ) · که φ : Q → F1 نگاشت دهید (نشان هستند Z کسرهای میدان از کپی

است). مونومرفیسم ͷی (n1F )−1

1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
mبار

= باشیم: داشته m طبیعͬ عدد ͷی برای که باشد میدان ͷی F کنید فرض

که را m طبیعͬ عدد کوچͺترین ͬ نامیم. م ناصفر مشخصه ی با میدان ͷی را F اینصورت در 0F
F میدان مشخصه ی m اگر که شود توجه ͬ نامیم. م میدان مشخصه ی ،1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸

mبار

= 0F

مشخصه ی با متناهͬ میدان هر بنابرین .x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
mبار

= 0F داریم: x ∈ F هر برای آن گاه باشد،

است. ناصفر

است. اول عدد ͷی F مشخصه ی آن گاه باشد، ناصفر F میدان مشخصه ی اگر .٣٣ لم

اینصورت در باشد. F میدان مشخصه ی m = rs کنید فرض اثبات.

m1F = (1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار r

) · (1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار s

) = 0

کوچͺترین m اینکه با است تناقض این ،(1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار s

) = 0 یا (1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار r

) = 0 پس

.m1F = 0 که است طبیعͬ عدد

است. p مشخصه ی با میدان ͷی Zp .٣۴ مثال

است. Zp از کپی ͷی حاوی p مشخصه ی با میدان هر .٣۵ قضیه

کنید ثابت تمرین عنوان به بͽیرید. نظر در را φ(n) = n1F که φ : Z→ F همومرفیسم اثبات.

که

Ker(φ) = {n ∈ Z |n1F = 0} = {n ∈ Z | p|n} = ⟨p⟩

.pq1F + r1F = 0 پس ،n1F = 0 اگر بنابراین .n = pq + r آن گاه ،p ̸ |n اگر (راهنمایی:

Zp = Z/⟨p⟩ ≃ پس است). میدان مشخصه ی p اینکه با است تناقض این و r1F = 0 بنابراین

.Im(φ)
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اقلیدسͬ حوزه های پنجم: جلسه ۵

.b = ac که باشد داشته وجود 0 ̸= c ∈ Z هرگاه a|b ͬ گوییم م ،a, b ∈ Z کنید فرض یادآوری:

وجود c ∈ D هرگاه a|b ͬ گوییم م a, b ∈ D و باشد صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .٣۶ تعریف

.b = ac که باشد داشته

.⟨a⟩ ⊇ ⟨b⟩ ⇔ a|b اینصوت در .a, b ∈ D و باشد صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .٣٧ لم

r ∈ D آن گاه ،a|b اگر .⟨b⟩ = {rb | r ∈ D} و ⟨a⟩ = {ra | r ∈ D} که شود توجه اثبات.

پس .b ∈ ⟨a⟩ آن گاه ،⟨b⟩ ⊆ ⟨a⟩ اگر .⟨b⟩ ⊆ ⟨a⟩ بنابراین .b ∈ ⟨a⟩ یعنͬ b = ra که دارد وجود

.b = ra که دارد وجود r ∈ D

.a = ±b آن گاه ،b|a و a|b صحیح اعداد در اگر یادآوری:

،(⟨a⟩ ⊆ ⟨b⟩ و ⟨b⟩ ⊆ ⟨a⟩ اگر (یعنͬ b|a و a|b اگر D دلخواه صحیح حوزه ͷی در مشاهده:

است. وارون دارای یعنͬ است یͺه عنصر ͷی u که a = ub آن گاه

.|r| < |b| که a = bq + r اینصورت در .b ̸= 0 که a, b ∈ Z کنید فرض یادآوری:

δ(0D) = 0 که δ : D → N تابع ͷی هرگاه ͬ نامیم م اقلیدسͬ را D صحیح حوزه .٣٨ تعریف

.δ(r) < δ(b) که a = bq+r نوشت: بتوان a, 0 ̸= b ∈ D هر برای که طوری به باشد داشته وجود

.r = 0 ⇔ δ(r) = 0 فوق تعریف در که شود توجه

اینصورت در .a, 0 ̸= b ∈ D و باشد اقلیدسͬ حوزه ͷی D کنید فرض مشاهده:

a = bq0 + r0 δ(r0) < δ(b)

b = r0q1 + r1 δ(r1) < δ(r0)

r0 = r1q2 + r2 δ(r2) < δ(r1)

r1 = r2q3 + r3 δ(r3) < δ(r2)

صفر ͬ مانده باق فوق، الͽوریتم ادامه با بنابراین .δ(r3) < δ(r2) < δ(r1) < δ(r0) < δ(b) پس

.r′|r2 آن گاه ،r′|b و r′|a اگر همچنین .r2|a و r2|b پس ،r2|r0 و r2|r1 که شود توجه ͬ شود. م
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مقسوم علیه بزرگترین d ͬ گوییم م .a, b ∈ D و باشد صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .٣٩ تعریف

d′ ∈ D هر برای و d|b و d|a هرگاه ͬ دهیم م نشان gcd(a, b) نماد با را این است b و a مشترک

.d′|d آن گاه ،d′|b و d′|a اگر

دارد وجود d ͷی آن گاه ،a, 0 ̸= b ∈ D و باشد اقلیدسͬ D صحیح حوزه اگر که شود توجه

ͷی u که d = ud′ پس d′|d و d|d′ آن گاه ،d, d′ = gcd(a, b) اگر همچنین .d = gcd(a, b) که

است. یͺه عنصر

که دارند وجود m,n ∈ Z آن گاه ،d = gcd(a, b) اگر که است این گونه صحیح اعداد در یادآوری:

.d = ma+ nb

اینصورت در .a, 0 ̸= b ∈ D و باشد اقلیدسͬ صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .۴٠ لم

.⟨a, b⟩ = ⟨d⟩ اگر تنها و اگر gcd(a, b) = d

⟨a, b⟩ ⊆ بنابراین .⟨b⟩ ⊆ ⟨d⟩ و ⟨a⟩ ⊆ ⟨d⟩ پس d|b و d|a آن گاه ،gcd(a, b) = d اگر اثبات.

⟨d⟩ ⊆ یعنͬ d ∈ ⟨a, b⟩ پس است ma + nb صورت به ترکیبی d که کنید توجه طرفͬ از .⟨d⟩

،d′|b و d′|a کنید فرض .d|b و d|a پس .b ∈ ⟨d⟩ و a ∈ ⟨d⟩ آن گاه ،⟨a, b⟩ = ⟨d⟩ اگر .⟨a, b⟩

.d′|d نتیجه در و ⟨d⟩ = ⟨a, b⟩ ⊆ ⟨d′⟩ بنابراین .b ∈ ⟨d′⟩ و a ∈ ⟨d′⟩ اینصورت در

.d = gcd(a, b) آن گاه ،⟨a, b⟩ = ⟨d⟩ اگر دلخواه صحیح حوزه ͷی در که شود توجه

اصل١ͬ ایده آل حوزه ی ͷی هستند اصلͬ ایده آل ها تمام آن در که صحیح حوزه هر به .۴١ تعریف

ͬ شود. م گفته

صورت به I ⊆ D مانند ایده آلͬ هر اینصورت در باشد. اقلیدسͬ حوزه ͷیD کنید فرض .۴٢ قضیه

ͷی (Z,+, ·) خاص طور به است. اصلͬ ایده آل حوزه ͷی اقلیدسͬ، حوزه (هر است I = ⟨a⟩

است). اصلͬ ایده آل حوزه

پس .A = {δ(r) | r ∈ I, r ̸= 0} ⊆ N دهید قرار باشد. ایده آل ͷی I ⊆ D کنید فرض اثبات.

فرض .I = ⟨r′⟩ ͬ دهیم م نشان .δ(r′) = minA کنید فرض است، ͬ نیمم م عنصر ͷی دارای A

.r = r′q یعنͬ r′′ = 0 پس .δ(r′′) < δ(r′) که r = r′q + r′′ اینصورت در ،r ∈ I کنید
1Principal ideal domain
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موجود همواره b و a عنصر دو مشترک مقسوم علیه بزرگترین اصلͬ، ایده آل حوزه هر در نتیجه:

.⟨a, b⟩ = ⟨d⟩ چون است

یͺتا تجزیه ششم: جلسه ۶

آن گاه ،p = ab اگر a, b ∈ Z هر برای هرگاه ͬ نامیم م اول عدد ͷی را p ∈ Z عدد یادآوری:

آن گاه ،a|p اگر a ∈ Z هر برای هرگاه است اول p ∈ Z دیͽر بیان به .b = ±1 یا a = ±1

.a = ±p یا a = ±1

نشان U(R) با را R در وارون پذیر عناصر مجموعه ی باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .۴٣ تعریف

است. گروه ͷی R ضرب با U(R) و ͬ دهیم م

هرگاه ͬ نامیم م تحویل ناپذیر را p ∈ D عنصر باشد. صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .۴۴ تعریف

.u ∈ U(D) که a = up یا a ∈ U(D) یا آن گاه ،a|p اگر a ∈ D هر برای

تحویل ناپذیر عنصر ͷی p اگر اینصورت در باشد. اصلͬ ایده آل حوزه ی ͷی D کنید فرض .۴۵ لم

⟨p⟩ ⊊ I ⊊ که طوری به ͬ شود نم پیدا I مانند ایده آلͬ هیچ (یعنͬ است ماکسیمال ⟨p⟩ آن گاه باشد،

.(D

یͺه r ͬ دهیم م نشان .r|p بنابراین ،⟨p⟩ ⊊ I ⊊ D که باشد ایده آلͬ I = ⟨r⟩ کنید فرض اثبات.

آن گاه باشد، یͺه عنصر ͷی r اگر است. تناقض در p تحویل ناپذیری با این و r ̸= up و نیست

.⟨r⟩ = p آن گاه ،r = up اگر .⟨r⟩ = D

دهید نشان همچنین .a = ub ⇔ ⟨a⟩ = ⟨b⟩ دهید نشان ،D صحیح حوزه ͷی در .۶ تمرین

.⟨r⟩ = D ⇔ r ∈ U(D)

یا ⟨a⟩ = D یا آن گاه ،⟨a⟩ ⊇ ⟨p⟩ اگر هرگاه ͬ نامیم م تحویل ناپذیر را p ∈ D عنصر مشاهده:

.⟨a⟩ = ⟨p⟩

تحویل ناپذیر p اینصورت در باشد ماکسیمال ⟨p⟩ و باشد اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D اگر .۴۶ لم

است.
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.⟨p⟩ ⫋ ⟨r⟩ ̸= D اینصورت در .r ̸= up و r ̸∈ U و r|p کنید فرض اثبات.

باشد. تحویل نا پذیر عنصر ͷی p ∈ D و باشد اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D کنید فرض مشاهده:

حال .(p ̸ |r (یعنͬ r ∈ D \ ⟨p⟩ کنید فرض است. ماکسیمال ایده آل ͷی ⟨p⟩ اینصورت در

بنابراین .⟨p⟩ ⫋ ⟨p, r⟩ کنید توجه بͽیرید. نظر در را ⟨p, r⟩ یعنͬ r و p توسط شده تولید ایده آل

اگر دیͽر بیان به .ap + br = 1D که طوری به دارند وجود a, b ∈ D عناصر یعنͬ 1D ∈ ⟨p, r⟩

،r ̸∈ ⟨p⟩ اگر دیͽر بیان به .br − 1D = ap که گونه ای به است موجود b ∈ D آن گاه ،r ̸∈ ⟨p⟩

ͷی p کنید فرض ایده آلͬ بیان به .br − 1D ∈ ⟨p⟩ که گونه ای به است موجود b ∈ D آن گاه

کنید فرض یͽیرید. نظر در را D
⟨p⟩ حلقه ی باشد. D اصلͬ ایده آل حوزه ͷی در تحویل ناپذیر عنصر

که گونه ای به است موجود b ∈ D اینصورت در .r ̸∈ ⟨p⟩ بنابراین .0 D
⟨p⟩

̸= r + ⟨p⟩ ∈ D
⟨p⟩

هستند. وارون پذیر D
⟨p⟩ حلقه ی ناصفر عناصر یعنͬ (r+ ⟨p⟩) · (b+ ⟨p⟩) = rb+ ⟨p⟩ = 1+ ⟨p⟩

تحویل ناپذیر p ∈ D عنصر صورت این در باشد. اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D کنید فرض .۴٧ قضیه

باشد. میدان ͷی D

⟨p⟩
اگر تنها و اگر است

پس .1 ∈ ⟨p, r⟩ = D بنابراین .r ̸∈ ⟨p⟩ یعنͬ ،0 ̸= r + ⟨p⟩ ∈ D

⟨p⟩
کنید فرض اثبات.

برعکس، اثبات برای .(b+ ⟨p⟩)(r+ ⟨p⟩) = 1+ ⟨p⟩ یعنͬ .br− 1 ∈ ⟨p⟩ یعنͬ ap+ br = 1

r ≠ up که r|p کنید فرض است. تحویل ناپذیر p ͬ دهیم م نشان باشد. میدان ͷی D

⟨p⟩
کنید فرض

rr′ ≡⟨p⟩= 1 که طوری به دارد وجود r′ ∈ D عنصر یعنͬ r + ⟨p⟩ ̸= 0 یعنͬ .(⟨p⟩ ⫋ ⟨r⟩)

یعنͬ 1 ∈ ⟨r⟩ بنابراین ap ∈ ⟨p⟩ ⊂ ⟨r⟩ و rr′ ∈ ⟨r⟩ که شود توجه .rr′ − 1 = ap یعنͬ

ناپذیر تحویل p نتیحه در و است ماکسیمال ⟨p⟩ بنابراین است. یͺه عنصر ͷی r یعنͬ ⟨r⟩ = D

است.

.p|b یا p|a آن گاه p|ab اگر باشد. اول عدد ͷی p ∈ Z کنید فرض یادآوری:

در باشد. تحویل ناپذیر عنصر ͷی p ∈ D و باشد اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D کنید فرض .۴٨ لم

.p|b یا p|a آن گاه ،p|ab اگر این صورت

طور به ⟨a, p⟩ = 1 یعنͬ ،⟨p⟩ ⫋ ⟨a, p⟩ پس a ̸∈ ⟨p⟩ بنابراین .p ̸ |a و p|ab کنید فرض اثبات.

و p|r1ab چون حال r1ab + r2pb = b بنابراین .r1a + r2p = 1D یعنͬ .1D ∈ ⟨a, p⟩ خاص
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.p|b پس p|r2pb

تجزیه قابل pα1
1 · · · pαn

n صورت به اول عوامل به یͺتا صورت به صحیح عدد هر یادآوری:

است.

در ایده آل ها از صعودی اکیدا زنجیر هیچ اینصورت در باشد، اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D اگر .۴٩ لم

ندارد. وجود D داخل

ایده آل ها از زنجیر ͷی I1 ⫋ I2 ⫋ I3 ⫋ · · · و باشد اصلͬ ایده آل حوزه D کنید فرض اثبات.

است ایده آل ͷی I ͬ دهیم م نشان .I =
∪

i∈N Ii = {r | ∃i ∈ N(r ∈ Ii)} دهید قرار باشد،

،b ∈
∪

i∈N Ii خاص طور به I =
∪

i∈N Ii = ⟨b⟩ پس خواننده). عهده به تمرین عنوان به (اثبات

زنجیر در یعنͬ .In = ⟨b⟩ پس ⟨b⟩ ⊆ In بنابراین .b ∈ In که دارد وجود b ∈ N پس

است. ایستا فوق زنجیر یعنͬ In = In+1 = · · · داریم: I1 ⫋ I2 ⫋ I3 ⫋ · · ·

حلقه ی ͷی باشد نداشته وجود ایده آل ها از نامتنهاهͬ صعودی زنجیر هیچ آن در که حلقه ای به

ͬ شود. م گفته نوتری

صورت به a ∈ D عنصر هر صورت این در باشد. اصلͬ ایده آل حوزه ͷی D کنید فرض .۵٠ قضیه

p1, . . . , pn تحویل ناپذیر عوامل a ∈ D هر برای (یعنͬ ͬ شود م تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به یͺتا

آن گاه باشند، تحویل ناپذیر siها و a = s1 · · · sm اگر و a = p1 · · · pn که طوری به موجودند

که طوری به است موجود j ∈ {1, . . . , n} عنصر ͷی i ∈ {1, . . . ,m} هر برای و n = m

یͺتاست). تجزیه حوزه ͷی اصلͬ ایده آل حوزه هر یعنͬ .si = upj

اگر باشد. یͺه غیر عنصر ͷی a ∈ D کنید فرض ͬ کنیم، م ثابت را تجزیه وجود ابتدا اثبات.

آن گاه باشد، تحویل پذیر a1 = a3a4 صورت به a1 اگر .a = a1a2 آن گاه باشد تحویل پذیر a

این اگر .a = a3a4a5a6 آن گاه باشد، تحویل پذیر a2 = a5a6 صورت به a2 اگر .a = a3a4a2

داریم زیر صورت به D حلقه ی در ایده آل ها از صعودی زنجیر ͷی کند، پیدا ادامه بار نامتناهͬ روند

⟨a⟩ ⫋ ⟨a1⟩ ⫋ ⟨a3⟩ ⫋ ⟨a5⟩ ⫋ · · ·

آن گاه b|a اگر b ∈ D هر برای هرگاه ͬ نامیم م تحویل ناپذیر را a ∈ D عنصر که شود توجه

آن گاه b|a اگر b ∈ D هر برای دیͽر بیان به است. یͺه عنصر ͷی u که b = au یا b = u
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باشد موجود b ∈ D هرگاه است تحویل پذیر a ∈ D عنصر پس .⟨b⟩ = ⟨a⟩ یا ⟨b⟩ = D

اکیدا فوق زنجیر پس .⟨a⟩ ⫋ ⟨b⟩ دیͽر بیان به .b|a و ⟨b⟩ ̸= ⟨a⟩ و ⟨b⟩ ̸= D که طوری به

از صعودی زنجیر هیچ اصلͬ، ایده آل حوزه ͷی در که کردیم ثابت قبل لم در اما است. صعودی

ͬ رسیم. م تحویل نا پذیر عوامل به a تجزیه ی ͷی به فوق روند اجرای با بنابراین نداریم. ایده آل ها

پس ،a = q1 · · · qm و a = p1 · · · pn کنید فرض ͬ پردازیم. م تجزیه یͺتایی اثبات به حال

بنابراین .p1 = uq1 پس p1|q1 کنید فرض کلیت از کاستن بدون ،p1 · · · pn = q1 · · · qm
کنید فرض کلیت از کاستن بدون دوباره .up2 · · · pn = q2 · · · qm پس uq1 · · · pn = q1 · · · qm
ͷی i هر برای که ͬ گیریم م نتیجه فوق روند ادامه با .uu′p3 · · · pn = q3 · · · qm پس ،p2 = u′q2

piها از ͬͺی اینصورت در m > n کنید فرض مثال برای n ̸= m اگر و pi = uqj که دارد وجود j

است. آن ها تحویل ناپذیری خلاف این و ͬ شود م تحویل پذیر

توسیع های و چندجمله ای ها حلقه ی هشتم: و هفتم جلسات ٧

ساده

با آن را که K میدان روی x متغیر تک با چندجمله ای های حلقه ی باشد. میدان ͷی K کنید فرض

ͬ شود. م تشͺیل زیر صورت به عناصری از ͬ دهیم م نشان K[x]

K[x] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n |n ∈ N, ai ∈ K}

زیر صورت به f ∈ K[x] اگر ͬ نامیم. م K در ضرایب با چندجمله ای ͷی را K[x] در عنصر هر

باشد،

f = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

که شود توجه .deg f = n ͬ نویسیم م و است n درجه با چندجمله ای ͷی f ͬ گوییم م ،an ̸= 0 که

deg f = 0 ⇔ f ∈ K

ͬ کنیم. م تعریف deg 0 = −∞ صورت به را 0K درجه و

g = و f = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n که f, g ∈ K[x] کنید فرض جمع: تعریف
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(فرض ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را جمع اینصورت در .b0 + b1x + a2x
2 + · · · + bmx

m

(m > n کنید

f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · · (an + bn)x
n + bn+1x

n+1 + · · ·+ bmx
m

.deg(f + g) ≤ max{deg(f), deg(g)} که شود توجه

و f = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n که f, g ∈ K[x] کنید فرض ضرب: تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ضرب اینصورت در .g = b0 + b1x+ a2x
2 + · · ·+ bmx

m

f · g = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn+mx

n+m)

که

c0 = a0b0

c1 = a0b1 + a1b0

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0

...

.deg(f · g) = deg(f) + deg(g) بنابراین

همچنین است. K (ͷی)صفر همان حلقه این (ͷی) صفر که است حلقه ͷی K[x] که شود توجه

.g = 0 یا f = 0 آن گاه ،f · g = 0 و f, g ∈ K[x] اگر یعنͬ است صحیح حوزه ͷی K[x]

بنابراین deg(f) + deg(g) = −∞ پس .deg(f · g) = −∞ آن گاه ،f · g = 0 اگر چون

.g = 0 یا f = 0 یا پس deg(g) = −∞ یا deg(f) = −∞

r(x) و s(x) یͺتای چندجمله ای های صورت این در .0 ̸= g, f ∈ K[x] کنید فرض .۵١ لم

.deg(r(x)) < deg(g(x)) و f(x) = g(x)s(x) + r(x) که طوری به موجودند

در .f = a ∈ K یعنͬ deg(f) = 0 کنید فرض .f چندجمله ای درجه ی روی استقرا با اثبات.

که a = b · a
b
+0 پس g = b ∈ K یعنͬ .deg(g) = 0 کنید فرض داریم: حالت دو صورت این

a = 0 ·g+aصورت این در ،deg(g) > 0 کنید فرض حال .deg(0) = −∞ < deg(b) = 0

.deg(a) = 0 < deg(g) که
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f جمله ای چند باشد. برقرار n از کمتر درجه با چندجمله های تمام برای نظر مورد حͺم کنید فرض

اگر .f = 0 · g+ f آن گاه ،deg(g) > deg(f) اگر .deg(f) = n که طوری به بͽیرید نظر در را

g = b0+b1x+· · ·+bmxm و f = a0+a1x+· · ·+anxn کنید فرض ،deg(g) ≤ deg(f)

ͷی h که f − an
bm
xn−mg = h بنابراین an

bm
xn−mg = h+ anx

n صورت این در .m ≤ n که

.deg(r) ≤ deg(g) که h = kg + r استقرا فرض بنابر است. n از کمتر درجه با چندجمله ای

.deg(r) ≤ deg(g) که f =
an
bm
xn−mg + kg + r = gH + r پس

.deg(r), deg(r′) ≤ deg(g) که f = gs′ + r′ و f = gs+ r کنید فرض یͺتایی اثبات برای

درجه های چون نیست امͺان پذیر این و g(s−s′) = r′− r پس gs+ r = gs′+ r′ اینصورت در

.s = s′ و r = r′ پس نیست. برابر هم با تساوی طرف دو

است. اقلیدسͬ حلقه ͷی K[x] .۵٢ قضیه

توجه با .2−∞ = 0 که کنید تعریف δ(f) = 2deg(r) صورت به را δ : K[x] → N تابع اثبات.

است. اقلیدسͬ حلقه ی ͷی K[x] حلقه ی قبل لم به

هر ͬ شوند. م تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به K[x] عناصر که گرفت نتیجه ͬ توان م قبل قضیه از

است. ⟨f⟩ صورت به K[x] ایده آل هر هستند. ب.م.م دارای K[x] عنصر دو

K[x]عناصر در وارون پذیر عناصر تنها هستند؟ صورت چه K[x]به در وارون پذیر عناصر مشاهده:

پس deg(1) = 0 چون آن گاه ،f · g = 1 که طوری به f, g ∈ K[x] اگر چون هستند K میدان

.f, g ∈ K بنابراین deg(f) = deg(g) = 0

این و ͬ دهیم م نشان K(x) با را K[x] کسرهای میدان است. صحیح حوزه ی ͷی K[x] مشاهده:

.f, g ∈ K[x] که است شده تشͺیل f
g

صورت به عناصری از میدان

هستند؟ صورتͬ چه به K(x) در تحویل ناپذیر عناصر

هیچ K در f اینصورت در باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض مشاهده:

.f(β) ̸= 0 داریم: β ∈ K هر برای یعنͬ ندارد ریشه ای

f = (x − β)h ⇔ (x − β)|f ⇔ اینصورت در β ∈ K و f ∈ K[x] کنید فرض .۵٣ لم

.h ∈ K(x) که f(β) = 0
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از .r ∈ K که f = (x − β)h(x) + r تقسیم الͽوریتم بنابر .f(β) = 0 کنید فرض اثبات.

واضح ،f = (x− β)h(x) اگر .f = (x− β)h(x) نتیجه در و r = 0 پس f(β) = 0 طرفͬ

.f(β) = 0 که است

مطلب این عکس اما ندارد. ریشه K در f آن گاه باشد، تحویل ناپذیر f ∈ K[x] اگر بنابراین

باشد. تحویل ناپذیر حتما ندارد ریشه K در چندجله ای ͷی اگر که نیست اینگونه یعنͬ نیست. برقرار

تحویل پذیر اما ندارد ریشه R در f = (x2 + 1)(x2 + x + 2) چندجمله ای R[x] در مثال برای

است.

L میدان در که است موجود K ⊆ L میدان آیا باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K[x] کنید فرض سوال:

باشد؟ ریشه دارای f چندجمله ای

(بررسͬ است میدان ͷی K[x]

⟨f⟩
اینصورت در باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K[x] کنید فرض مشاهده:

راحتͬ به .φ(r) = r+ ⟨f⟩ که است موجود φ : K → K[x]

⟨f⟩
نشاندن ͷی طرفͬ از چرا؟). کنید

.f |a − b آن گاه ،a + ⟨f⟩ = b + ⟨f⟩ اگر است. ͷبه ی ͷی همریختͬ ͷی φ که شود مͬ ثابت

تناقض در f تحویل ناپذیری با این و باشد صفر نیز f درجه باید پس است صفر درجه از a− b چون

است.

نظر در را L =
K[x]

⟨f⟩
میدان و f(x) = a0 + a1x + a2x

2 ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای

ریشه های از ͬͺی است. L در ریشه ͷی دارای L[x] در f چندجمله ای تصویر ͬ کنیم م ادعا یͽیرید.

زیرا: است x+ ⟨f⟩ عنصر چندجمله ای این

f(x+ ⟨f⟩) = (a0 + ⟨f⟩) + (a1 + ⟨f⟩)(x+ ⟨f⟩) + (a2 + ⟨f⟩)(x+ ⟨f⟩)2

= a0 + ⟨f⟩+ a1x+ ⟨f⟩+ (a2 + ⟨f⟩)(x2 + ⟨f⟩)

= (a0 + ⟨f⟩) + (a1x+ ⟨f⟩) + (a2x
2 + ⟨f⟩)

= a0 + a1x+ a2x
2 + ⟨f⟩

= 0L

موجود K ⊆ L میدان آن گاه باشد، تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] اگر خلاصه، طور به

است. ریشه ͷی حداقل دارای L در f که طوری به ͬ باشد م

به K ⊆ L میدان کنید فرض باشد. K روی تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض
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در β و K توسط شده تولید میدان .f(β) = 0 که باشد موجود β ∈ L عنصر که باشد گونه ای

است؟ صورت چه به L داخل

حداقل دارای f چندجمله ای هستند، صفر β در K[x]که در موجود چندجمله های میان در مشاهده:

باشد. داشته را درجه حداقل g و باشد g ∈ K[x] چندجمله ای ریشه ی β که کنید فرض است. درجه

در .r = 0 پس r(β) = 0 بنابراین .deg(r) < deg(g) که f = gh + r(x) اینصورت در

است. تحویل ناپذیر f اما f = gh اینصوت

که ͬ شود م بررسͬ راحتͬ به بͽیرید. نظر در را φ(h(x)) = h(β) که φ : K[x] → L نگاشت

است: زیر صورت به L در φ تصویر است. همریختͬ ͷی نگاشت این

Im(φ) = {h(β)|h ∈ K[x]} = K[β]

است: زیر صورت به φ هسته ی

Ker(φ) = {h ∈ K[x]|h(β) = 0}

h(x) = تقسیم الͽوریتم طبق .f |h آن گاه ،h(β) = 0 و h ∈ K[x] اگر که کنید توجه

deg(r) < اما .r(β) = 0 پس h(β) = 0 چون .deg(r) < deg(f) که f(x)s(x) + r(x)

دارد. را درجه کمترین ͬ شوند م صفر β در که چندجمله ای هایی میان در f طرفͬ از و deg(f)

.h ∈ ⟨f⟩ آن گاه h(β) = 0 و h ∈ K[x] اگر بنابراین .f |h پس h = fs یعنͬ r = 0 بنابراین

داریم: را زیر نتایج بنابراین .Im(φ) = K[β] ≃ K[x]

⟨f⟩
بنابراین .Ker(f) = ⟨f⟩ نتیجه در

است. میدان ͷی K[β] .١

و K توسط شده تولید میدان پس است. L داخل در β و K شامل میدان کوچͺترین K[β] .٢

است. ایزومرف K[x]

⟨f⟩
با L داخل در β

کنید فرض باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K[x] و Kباشند شامل میدان دو L2 و L1 کنید فرض .٣

در .f(β2) = 0 ،L2 در و f(β1) = 0 ،L1 در که باشند موجود β2 ∈ L2 و β1 ∈ L1

با L1 در β1 و K توسط شده تولید میدان یعنͬ .K(β1) = K(β2) ≃
K[x]

⟨f⟩
اینصورت

است. برابر L2 در β2 و K توسط شده تولید میدان
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σ : K1 → K2 یͺریختͬ یعنͬ هستند یͺریخت هم با K2 و K1 میدان دو کنید فرض .۴

f = a0 + a1x + a2x
2 ∈ K1[x] کنید فرض .K2 ⊆ L2 و K1 ⊆ L1 و دارد وجود

اینصورت در باشد، تحویل ناپذیر

σ(f) = σ(a0) + σ(a1)x+ σ(a2)x
2 ∈ K2[x]

باشد. L2 در σ(f) ریشه ی β2 ∈ L2 و باشد L1 در f ریشه ی β1 ∈ L1 کنید فرض حال

اینصورت در
K1[x]

⟨f⟩
≃ K1(β1) ≃ K2(β2) ≃

K2[x]

⟨f⟩

باشد، تحویل ناپذیر K1[x] در f = a0 + . . .+ anx
n اگر که دهید نشان تمرین عنوان به

است. تحویل ناپذیر K2[x] در σ(f) = σ(a0) + . . .+ σ(an)x
n آن گاه

ͷی حاوی که L مانند میدانͬ هر اینصورت در باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K[x] کنید فرض .۵

است. K[x]

⟨f⟩
میدان شامل باشد f برای ریشه

در است. f ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای ریشه ی β ∈ L و K ⊆ L کنید فرض .۶

اینصورت

K(β) = {h(β)
g(β)

|h, g ∈ K[x]} = K[β] = {a0 + . . .+ anβ
n|n ∈ N, ai ∈ K}

همچنین هستند. صورت همین به عناصری a0+. . .+anβn مانند عناصری معکوس بنابرین

σ(h(x)+ که دارد وجود σ :
K[x]

⟨f⟩
→ K[β] مانند یͺریختͬ پس K[x]

⟨f⟩
≃ K[β] چون

deg(f) = کنید فرض هستند. صورتͬ چه به K[x]

⟨f⟩
عناصر که کنید توجه .⟨f⟩) = h(β)

deg(r) < که h(x) = f(x)s(x) + r(x) اینصورت در h(x) + ⟨f⟩ ∈ K[x]

⟨f⟩
و n

به K[x]

⟨f⟩
میدان عناصر دیͽر بیان به h(x) ≡ r(x) ،K[x]

⟨f⟩
حلقه ی در یعنͬ ،deg(f)

بنابراین .deg(r) < deg(f) که هستند r(x) + ⟨f⟩ صورت

K[x]

⟨f⟩
= {r(x) + ⟨f⟩|r(x) ∈ K[x], deg(r) < deg(f)}

صورت به عناصری از حقیقت در K[β] میدان پس K[x]

⟨f⟩
≃ K[β] که ͬ دانیم م طرفͬ از

.deg(r) < deg(f)} و r(x) ∈ K[x] که است شده  تشͺیل r(x) + ⟨f⟩
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a0 + a1β + . . . + صورت به K[β] عناصر اینصورت در .deg(f) = n کنید فرض .٧

با 1, β, β2, . . . , βn−1 از خطͬ ترکیبات K[β] عناصر دیͽر بیان به هستند. an−1β
n−1

که است K روی برداری فضای ͷی K[β] دیͽر بیان به هستند. K در اسͺالر ضرایب

است. 1, β, β2, . . . , βn−1 آن مولدهای

برداری فضاهای عنوان به میدانͬ توسیع های نهم: جلسه ٨

ͬ نامیم م جبری K روی را α ∈ L−K عنصر باشند. میدان دو K ⊆ L کنید فرض .۵۴ تعریف

.f(α) = 0 که طوری به باشد موجود f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی هرگاه

ͷی g(x) ∈ K[x] کنید فرض باشد. جبری K روی α ∈ L − K کنید فرض مشاهده:

تحویل ناپذیر g ∈ K[x] صورت این در .g(α) = 0 که طوری به باشد درجه حداقل با چندجمله ای

f آن گاه باشد، f مانند تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه ی α ∈ L − K اگر طرفͬ از است.

چون .f = gh + r آن گاه باشد، f از کمتر g درجه ی و g(α) = 0 اگر زیرا دارد، درجه حداقل

ͬ شود. م تحویل پذیر f پس f = gh صورت این در .r = 0 پس r(α) = 0 بنابراین f(α) = 0

هستند: معادل هم با زیر جمله دو بنابراین

.f(α) = 0 که طوی به است درجه حداقل با چندجمله ای ͷی f

.f(α) = 0 که طوری به است تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f

چندجمله ای ͷی ریشه ی α و باشد جبری K روی α ∈ L − K کنید فرض مشاهده:

آن گاه g(α) = 0 که باشد گونه ای به g ∈ K[x] اگر صورت این در باشد. f ∈ K[x] تحویل ناپذیر

f |g آن گاه باشند درجه حداقل با دو هر و باشد g و f چندجمله ای دو ریشه ی α اگر بنابراین .f |g

ͷی باشد جبری K روی α اگر بنابراین است. K در بͺه عنصر ͷی u که f = ug بنابراین g|f و

موجود f = a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1 + xn صورت به تحویل ناپذیر یͺتای چندجمله ای

این در همچنین است. K روی α مینیمال چندجمله ای f ͬ گوییم م .f(α) = 0 که طوری به است

است. یͺریخت K[x]

⟨f⟩
با K(α) یعنͬ L داخل در α و K توسط شده تولید میدان صورت

مینیمال چندجمله ای f ∈ K[x] و باشد Kجبری روی α ∈ L−K Kو ⊆ L کنید فرض توجه:

α و K توسط شده تولید میدان در که عنصری هر و K ⊆ K(α) ⊆ L صورت این در باشد. α

است. جبری K روی باشد داشته قرار
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هستند. جبری K روی نیز α · β و α + β آنگاه باشند، جبری K روی β و α اگر توجه:

ͬ دانیم م باشد. α مینیمال چندجمله ای f کنید فرض .α ∈ L−k Kو ⊆ L کنید فرض .٧ تمرین

که

K[α] = {a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1}.

چیست؟ K[α] میدان در h(α) معکوس آن گاه ،h(α) ∈ K[α] اگر

یا غیرجبری K روی را α ∈ L − K عنصر باشند. میدان دو K ⊆ L کنید فرض .۵۵ تعریف

نباشد. جبری K روی α هرگاه ͬ نامیم م متعالͬ

باشد. K روی متعالͬ عنصر ͷی α ∈ L−K و باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L اگر .۵۶ قضیه

(میدان K(x) میدان با است ایزومرف L داخل در α و K توسط شده تولید میدان اینصورت در

.(K[x] کسرهای

نشان تمرین عنوان به بͽیرید. نظر در را φ(f(x)
g(x)

) =
f(α)

g(α)
که φ : K(x) → L نگاشت اثبات.

در ،f(α)
g(α)

= 0 اگر .Ker(φ) = {0} که میͺنیم ادعا است. ͷی یͷ به همریختͬ ͷی φ که دهید

0 ثابت چندجمله ای f بنابراین است، تناقض در α بودن غیرجبری با این و f(α) = 0 صورت این

است.

برداری فضای ͷی L اینصورت در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض مشاهده:

است. K میدان روی

با را K روی L برداری فضای بعد باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۵٧ تعریف

متناهͬ [L : K] هرگاه است متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L توسیع ͬ گوییم م ͬ دهیم. م نشان [L : K]

باشد.

K روی α ∈ L عناصر تمامͬ اینصورت در باشد، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L اگر .۵٨ نتیجه

هستند. جبری

روی {1, α, α2, . . .} عناصر اینصورت در باشد. Kمتعالͬ روی α ∈ L−K کنید فرض اثبات.

است. نامتناهͬ [L : K] یعنͬ نیست. چندجمله ای هیچ ریشه ی α چون هستند خطͬ مستقل K

نیست. درست لزوما نتیجه این عکس که شود توجه
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چندجمله ای f و باشد جبری K روی α ∈ L − K و K ⊆ L کنید فرض مشاهده:

عناصر اینکه به توجه با چیست؟ [K(α) : K] اینصورت در است. n آن درجه که باشد α مینیمال

پایه ی توسط K(α) عناصر تمامͬ پس هستند، a0 + a1α + . . . + anα
n−1 صورت به K(α)

مستقل K روی {1, α, α2, . . . , αn−1} که کنید توجه ͬ شوند. م تولید {1, α, α2, . . . , αn−1}

درجه با چندجمله ای ͷی ریشه α آن گاه ،a0 + a1α+ . . .+ anα
n−1 = 0 اگر چون هستند خطͬ

برای پایه ای {1, α, α2, . . . , αn−1} بنابراین است. تناقض در فرض با این و ͬ شود م n از کمتر

جبری توسیع ͷیK ⊆ K(α) یعنͬ [K(α) : K] = nپس Kاست. K(α)روی برداری فضای

هستند. جبری K روی K(α) عناصر تمامͬ یعنͬ است

جبری K روی K[x]

⟨f⟩
عناصر همه یعنͬ است. جبری توسیع ͷی K ⊆ K[x]

⟨f⟩
توسیع .۵٩ نتیجه

هستند.

.[M : K] = [M : L]× [L : K] اینصورت در .K ⊆ L ⊆M کنید فرض .۶٠ لم

فرض باشند. شده تولید {α1, α2, . . . , αn} توسط K روی L برداری فضای کنید فرض اثبات.

که {αiβj} ͬ کنیم م ادعا باشد. {β1, β2, . . . , βm} برداری، فضای عنوان به LرویM پایه ی کنید

،z ∈ M کنید فرض است. K روی M برداری فضای برای پایه ای ،1 ⩽ j ⩽ m و 1 ⩽ i ⩽ n

توسط ri ∈ L عنصر هر طرفͬ از .ri ∈ L که z = r1β1 + r2β2 + . . .+ rmβm اینصورت در

ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م αiβjها از خطͬ ترکیبی z پس ͬ شود. م تولید {α1, α2, . . . , αn}

فرض مثال برای شود، صفر αiβjها از خطͬ ترکیب ͷی کنید فرض هستند. خطͬ مستقل {αiβj}

(r1α1 + r2α2)β1 + (r3α3)β2 = 0 اینصورت در r1α1β1 + r2α2β1 + r3α3β2 = 0 کنید

پس ͬ اند خط مستقل αiها چون .r3α3 = 0 و r1α1 + r2α2 = 0 پس ͬ اند خط مستقل βjها اما

.r1 = r2 = r3 = 0

و β1 + β2 اینصورت در باشند. جبری K روی β1, β2 ∈ L و K ⊆ L کنید فرض .۶١ نتیجه

هستند. جبری K روی نیز β1 · β2

است. متناهͬ [K(β1) : K] یعنͬ است جبری توسیع ͷی K ⊆ K(β1) که کنید توجه اثبات.

[K(β1)(β2) : پس است. جبری نیز K(β1) روی β2 بنابراین است. جبری K روی β2 طرفͬ از

[K(β1)(β2) : K] = [K(β1)(β2) : K(β1)]×[K(β1) : K] نتیجه در است. [K(β1)متناهͬ
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همه بنابراین است. K از متناهͬ توسیع ͷی K(β1, β2) یعنͬ K(β1)(β2) بنابراین است. متناهͬ

هستند. جبری K روی β1 · β2 و β1 + β2 جمله از K(β1, β2) در موجود عناصر

M = {α ∈ L|است {αرویKجبری دهید قرار باشد. میدانͬ توسیع ͷیK ⊆ L کنید فرض .۶٢ نتیجه

.(K ⊆M ⊆ L) است میدان ͷی M اینصورت در

رو این از و α1 · α−1
2 , α1 + α2 ∈ K(α1, α2) اینصورت در .α1, α2 ∈ M کنید فرض اثبات.

دارند. قرار M در پس هستند جبری K روی عناصر این

در باشد. متناهͬ [L : K] که طوری به باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۶٣ قضیه

L یعنͬ L = K(α1, . . . , αn) که طوری به موجودند α1, . . . , αn ∈ L جبری عناصر اینصورت

.L داخل در α1, . . . , αn و K توسط شده تولید میدان با است برابر

K ⊆ K(α1) ⊆ L بنابراین است. Kجبری روی α1 بنابراین .α1 ∈ L−K کنید فرض اثبات.

.α1 ∈ K آن گاه ،x− α1 = 0 اگر چون است 1 از بیش درجه ی با چندجمله ای ͷی ریشه ی α1 و

فرض اینصورت غیر در ͬ شود. م ثابت جͺم که K(α1) = L اگر .[K(α1) : K] ⩾ 2 پس

K ⊆ K(α1) ⊆ و [K(α1, α2) : K(α1)] ⩾ 2 اینصورت در ،α2 ∈ L − K(α1) کنید

ͬ شود م متوقف α1, . . . , αn انتخاب از پس روند این .[L : K] ⩾ 4 بنابراین .K(α1, α2) ⊆ L

.L = K(α1, . . . , αn) و

شͺافنده میدان دهم: جلسه ٩

میدانͬ توسیع دو L2 و L1 کنید فرض باشد. K[x] در تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f کنید فرض

K(α) ∼= اینصورت در باشند. L2 و L1 در ترتیب به f ریشه های β ∈ L2 و α ∈ L1 و باشند K

.σ(α) = β و است K حافظ که است موجود σ : K(α) → K(β) ایزومرفیسم یعنͬ .K(β)

f دلخواه ریشه ͷی و K توسط شده تولید میدان باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K[x] اگر نتیجه:

یͺتاست. میدانͬ توسیع ͷی در

باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K1[x] و باشد ایزومرفیسم ͷی σ : K1 → K2 کنید فرض مشاهده:

کنید فرض

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n
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اینصورت در .σ(ai) = bi که σ(f(x)) = b0 + b1x + b2x
2 + . . . + bnx

n صورت این در

است. تحویل ناپذیر K2[x] در σ(f(x))

فرض .K2 ⊆ L2 و K1 ⊆ L1 و باشد ایزومرفیسم ͷی σ : K1 → K2 کنید فرض مشاهده:

اگر است. تحویل ناپذیر K2[x] در σ(f(x)) صورت این در باشد. تحویل ناپذیر f ∈ K1[x] کنید

.K1(α) ∼= K2(β) صورت این در باشند، f ریشه های β ∈ L2 و α ∈ L1

هرگاه است جبری توسیع این ͬ گوییم م باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۶۴ تعریف

باشد. K در ضرایب با چندجمله ای ͷی ریشه ی α ∈ L−K عنصر هر

این در باشد. جبری نیز L ⊆ M همچنین و باشد جبری K ⊆ L توسیع کنید فرض .۶۵ قضیه

است. جبری K ⊆M توسیع صورت

α پس است جبری K ⊆ L توسیع چون آن گاه ،α ∈ L اگر .α ∈ M کنید فرض اثبات.

a0 + تحویل ناپذیر چندجمله ای اینصورت در ،α ∈ M − L کنید فرض است. جبری K روی

میدان روی α دیͽرعنصر بیان به .f(α) = 0 که است موجود a1x + . . . + anx
n ∈ L[x]

از است. متناهͬ جبری توسیع ͷی [L′(α) : L′] بنابراین است. جبری L′ = K(a0, a1, . . . , an)

[L′(α) : K] بنابراین است. متناهͬ نیز [L′ = K(a0, a1, . . . , an) : K] توسیع درجه ی طرفͬ

است. جبری K روی α یعنͬ است متناهͬ توسیع ͷی

میدان آیا باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] و باشد میدان ͷی K کنید فرض

باشند. داشته قرار f ربشه های تمامͬ آن در که است موجود K ⊆ L

چندجمله ای باشند. داشته قرار آن در f ریشه های همه ی که باشد میدان ͷیK ⊆ L کنید فرض

باشد؟ داشته ͬ تواند م ریشه چند f

موجود K ⊆ L1 میدان ͬ دانیم م باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض

L1 در f ریشه ی β فرض دارد، ریشه ͷی حداقل f چندجمله ای ،L1 =
K[x]

⟨f⟩
میدان در که است

.f = (x− β)h(x) داریم: L1 میدان در است. f درجه ی n که [L1 : K] = n همچنین باشد.

را h(x) چندجمله ای رسیده ایم. خود علاقه مورد میدان به باشند، L1 در همه h(x) ریشه های اگر

h(x) از تحویل ناپذیر عامل ͷی h1(x) کنید فرض کنید. تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به L1[x] در

که کنید دقت است. ریشه دارای h1(x) آن در که ͬ شود م پیدا L1 ⊆ L2 صورت به میدانͬ است.
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در و [L : K] ≤ n! که ͬ رسیم م K ⊆ L میدان ͷی به روش این انجام با .[L2 : L1] ≤ n− 1

دارند. قرار f ریشه های تمامͬ L

عوامل به را f آن گاه باشد، تحویل ناپذیر f اگر ͬ کند. م کار f هر برای استدلال همین توجه:

میͺنیم. تجزیه تحویل ناپذیر

قرار f ریشه های همه ی L در که باشد به گونه ای K ⊆ L و f ∈ K[x] کنید فرض .۶۶ تعریف

f شͺافنده ی٢ میدان ͷی را K(S) میدان باشد. L در f ریشه های همه ی S ⊆ L و باشد داشته

ͬ نامیم. م

L2 در هم و L1 در هم که طوری به باشند K شامل میدان دو L2 و L1 کنید فرض .۶٧ قضیه

میدان با L1 در f شͺافنده ی میدان صورت این در باشند. داشته وجود f ∈ K[x] ریشه های تمامͬ

است. ایزومرف L2 در f شͺافنده ی

باشند. L2 در f شͺافنده ی میدان K(S2) و L1 در f شͺافنده ی میدان K(S1) کنید فرض اثبات.

در است. g ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه ی α1 اینصورت در ،α1 ∈ S1 کنید فرض

بنابراین است. g ریشه ی که است موجود β1 ∈ S2 عنصر بنابراین .K(α1) ∼=
K[x]

⟨g⟩
صورت این

K روی α2 عنصر بͽیرید. نظر در را α2 ∈ S1\{α1} عنصر حال .K(α1) ∼=
K[x]

⟨g⟩
∼= K(β1)

g ∈ K(α1)[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای بنابراین است. K(α1)جبری روی α2 پس است، جبری

طرفͬ از .K(α1, α2) =
K(α1)[x]

⟨g⟩
بنابراین است. آن ریشه ی α2 که طوری به است موجود

است β2 ریشه ͷی دارای بنابراین است تحویل ناپذیر K(β1) روی g تصویر و K(α1) ∼= K(β1)

نتیجه در و

K(α1, α2) ∼= K(β1, β2)

.K(S1) ∼= K(S2) که میرسیم نتیجه این به فرایند این ادامه با بنابراین

و است موجود f شͺافنده ی میدان ͷی آن گاه باشد، چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] اگر .۶٨ نتیجه

میدان دو H2 و H1 اگر دارند. قرار f ریشه های همه آن در که است K شامل میدان کوچͺترین آن

h : H1 → H2 ایزومرفیسم ͷی یعنͬ .H1
∼= H2 که داریم K روی آن گاه باشند، f شͺافنده ی

.h(a) = a داریم: a ∈ K هر برای که طوری به است موجود

2Splitiing filed
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کنید فرض باشد. f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی شͺافنده ی میدان K ⊆ L کنید فرض .۶٩ قضیه

L در g ریشه های تمام یا صورت این در باشد. دلخواه تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی g ∈ K[x]

L در ریشه ͷی اگر g ∈ K[x] چندجمله ای هر دیͽر بیان به ندارد. ریشه ای هیچ L در g یا هستند

است. L در ریشه هایش تمام آن گاه باشد، داشته

L در α ریشه ی ͷی که باشد دلخواه تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی g ∈ K[x] کنید فرض اثبات.

فرض باشد. g و f شͺافنده ی میدان L ⊆ H کنید فرض بͽیرید. نظر در را K(α) میدان دارد،

و K(α) ∼= K(β) داریم: K روی اینصورت در باشد. g برای دیͽری ریشه ی β ∈ H کنید

از است. نیز K(α) روی f شͺافنده ی میدان L که کنید توجه .[K(α) : K] = [K(β) : K]

پس .L(β) ∼= L بنابراین است. K(β) روی f شͺافنده ی میدان L(β) طرفͬ

[L(β)] : K(β)] = [L : K(α)]

[L(β)] : L] × [L : K] = [L : L] × [L : K] بنابراین .[L(β)] : K] = [L : K] نتیجه در

بنابراین

[L(β)] : L] = [L : L] = 1

.β ∈ L پس L(β) = L یعنͬ .[L(β)] : L] = 1 و L ⊆ L(β) پس

میدان دهید نشان باشد. f ∈ K[x] و باشد ایزومرف σ : K → K ′ کنید فرض .٨ تمرین

است. ایزومرف K ′ روی σ(f) شͺافنده ی میدان با K روی f شͺافنده ی

جبری بستار یازدهم: جلسه ١٠

تحویل ناپذیر چندجمله ای هر هرگاه ͬ نامیم م ٣ نرمال توسیع ͷی را K ⊆ L توسیع .٧٠ تعریف

شود. شͺافته L در کامل طور به باشد داشته ریشه ͷی L در که g ∈ K[x]

،([L : K] <∞ یعنͬ بودن (متناهͬ باشد متناهͬ نرمال توسیع ͷیK ⊆ L کنید فرض .٧١ قضیه

است. f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی شͺافنده ی میدان L صورت این در

3Normal extension
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α ∈ عنصر است. جبری K ⊆ L توسیع است، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L که آنجا از اثبات.

تمامͬ بنابراین است. f ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه α بͽیرید. نظر در را L−K

باشد. L در f ریشه های تمامͬ مجموعه  S کنید فرض دارند. قرار L در f چندجمله ای ریشه های

حͺم که K(S) = L اگر .K(S) ⊆ L و است متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ K(S) صورت این در

چندجمله ای g کنید فرض است. جبری K(S) روی β آن گاه ،β ∈ L−K(S) اگر ͬ شود. م ثابت

ریشه های سایر مجموعه ی S ′ که K ⊆ K(S) ⊆ K(S ∪S ′) پس باشد. K(S) روی β مینیمال

چندجمله ای ͷی شͺافنده ی میدان L بنابراین داد. انجام مرحله نامتناهͬ ͬ توان نم را کار این است. g

است. K روی

S شͺافنده ی میدان آن گاه باشد، K در ضرایب با چندجمله ها از مجموعه ͷی S اگر .٧٢ تعریف

است. تعریف قابل مشابه طور به نیز

دارد؟ وجود f ∈ K[x] چندحمله ای های تمامͬ شͺافنده ی میدان آیا سوال:

موجود چندجمله ای های تمامͬ شͺافنده ی میدان L که طوری به باشد موجود K ⊆ L کنید فرض

صورت این در است. K[x] در

چندجمله های همه ریشه های S که L = K(S) چون است. K از جبری توسیع ͷی L (١)

α ∈ K(α1, . . . , αn)بنابراینα ∈ K(S) آن گاه ،α ∈ L اگر بنابراین K[x]است. در موجود

است. جبری K روی α پس

آن گاه باشد، داشته ′Lوجود همچین اگر زیرا ندارد. Kوجود ⊆ L & L′ جبری توسیع هیچ (٢)

شͺافنده ی میدان ͷی K ⊆ L اگر واقع در .L′ ⊆ L بنابراین است. K جبری توسیع L′

در ریشه هایش L[x] در چندجمله ای هر آن گاه باشد، K[x] در موجود چندجمله ای های تمام

است. جبری بسته L دیͽر بیان به است. L خود

همه L[x] در موجود چندجمله ای های همه هرگاه ͬ نامیم م جبری بسته را L میدان .٧٣ تعریف

شود. شͺافته L در L[x] در چندجمله ای هر دیͽر بیان به باشد. L خود در ریشه هایشان

ͷی L اولا˟ آن گاه K[x]باشد، در موجود چندجمله های همه شͺافنده ی Kمیدان ⊆ L اگر خلاصه:

است. جبری بسته L دوماً است K جبری توسیع
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جبری توسیع ͷی K ⊆ L اولا˟ هرگاه ͬ نامیم م K جبری بستار ͷی را K ⊆ L میدان .٧۴ تعریف

باشد. جبری بسته L ثانیاً باشد.

K جبری بستار ͷی L آن گاه K[x]باشد، در موجود چندجمله های همه شͺافنده ی میدان L اگر

است.

دارد. وجود K ⊆ L جبری بستار ͷی باشد، میدان ͷی K کنید فرض .٧۵ قضیه

دهید قرار .|S| < |K|+ ℵ0 که بͽیرید نظر در را K ⊆ S مجموعه ͷی اثبات.

A = {L ⊆ S و است Kجبری Lروی که طوری Kبه ⊆ Lمیدان های {همه

بͽیرید: نظر در را زیر ترتیب A روی

L1باشد جبری توسیع ͷیL2 ⇐⇒ L1 ⩽ L2

از جبری توسیع ͷی
∪
Li Kو ⊆

∪
Li اینصورت در باشد. A در زنجیر ͷی {Li}i∈I کنید فرض

عنصر ͷی دارای S رو این از است. A خود در بالا کران ͷی دارای A در زنجیر هر یعنͬ است. K

M ⊆ N کنید فرض ندارد. جبری توسیع هیچ M میͺنیم ادعا .K ⊆ M نام به است ماکزیمال

ͬ شود. م پیدا S در N از تصویری بنابراین .|N | < |S| صورت این در باشد. M جبری توسیع ͷی

جبری بستار ͷی دارای K میدان هر بنابراین است. S داخل در جبری توسیع ͷی دارای M یعنͬ

.L = |K|+ ℵ0 که طوری به است L مانند

هستند. ایزومرف هم با K جبری بستار دو هر .٧۶ قضیه

دهید: قرار باشند. K جبری بستار دو K ⊆ L1, L2 کنید فرض اثبات.

A = {K ⊆ N ⊆ L2 Kو ⊆M ⊆ L1 که طوری به σ :M → N ایزومرفیسم های {همه

در ،σ2 : M2 → N2 و σ1 : M1 → N1 کنید فرض بͽیرید: نظر در را زیر ترتیب A روی

اینصورت

(σ1 ⊆ σ2)M1 ⊆M2, N1 ⊆ N2 ⇐⇒ σ1 ⩽ σ2
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عنوان (به اینصورت در باشد. ایزومرفیسم ها از زنجیر ͷی σi :Mi → Ni که {σi}i∈I کنید فرض

ͷی دارای A بنابراین است. ایزومرفیسم ͷی
∪
σi :

∪
Mi →

∪
Ni که) دهید نشان تمرین

و M ⊆ L1 که باشد ماکزیمال ایزومرفیسم ͷی σ :M → N کنید فرض است. ماکزیمال عنصر

اینصورت در ،α ∈ L1−M کنید فرض .L2−N = ∅ L1−Mو = ∅ که ͬ کنیم م ادعا .N ⊆ L2

فرض باشد. g ∈ M [x] تحویل ناپذیر چندجمله ای ریشه α کنید فرض است. جبری M روی α

وجود σ′ : M(α) → N(β) صورت به ایزومرفیسمͬ پس باشد. L2 در g تصویر ریشه ی β کنید

ͬ کند. م نقض را σ بودن ماکزیمال این و ͬ شود م پیدا σ شامل ایزومرفیسم ͷی بنابراین دارد.

باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی g ∈ K[x] و Kباشد جبری Kalgبستار کنید فرض .٧٧ قضیه

σ : Kalg → Kalg اتومرفیسم ͷی اینصورت در باشند. Kalg در g ریشه ی دو α, β کنید فرض

.σ(α) = β و میدارد نگه ثابت را K که است موجود

تمرین اثبات.

اتومرفیسم آن گاه باشد، تحویل ناپذیر g و باشند g ∈ K[x] ریشه ی دو β و α اگر نکته:

ͬ کند. م حفظ نقطه وار را K و σ(α) = β که است موجود σ : Kalg → Kalg

.σ(α) = β و کند حفظ نقطه وار را K که باشد اتومرفیسم ͷی σ : Kalg → Kalg اگر نکته:

چندجمله ای ریشه ی نیز β اینصورت در باشد. g(x) ∈ K[x] چندجمله ای ریشه ی α کنید فرض

است. g(x)

گالوا گروه معرفͬ دوازدهم: جلسه ١١

.Aut(L) = {σ : L→ L | باشد ایزومرفیسم σ}اینصورت در باشد. میدان ͷیL کنید فرض .٧٨ تعریف

همچنین و هستند ایزوفیسم نیز α−1 و α ◦ β آن گاه ،α, β, γ ∈ Aut(L) اگر شود توجه

گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب عمل با Aut(L) مجموعه ی بنابراین .(α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ)

ͬ دهند. م

اینصورت در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٧٩ تعریف

Aut(L/K) = Gal(L : K) := {σ ∈ Aut(L) | ∀x ∈ k(σ(x) = x)}
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است. Aut(L) از زیرگروهͬ ͷی Gal(L : K) .٨٠ لم

α ◦ β−1 ∈ Gal(L : که دهیم نشان است کافͬ اینصورت در ،α, β ∈ Gal(L : K) اگر اثبات.

نگه ثابت را K عناصر α ◦ β−1 و α ◦ β−1 ∈ Aut(L) که ͬ شود م بررسͬ راحتͬ به .K)

میدارد.

اینصورت در باشند. میدانͬ توسیع K ⊆ E ⊆ L کنید فرض .٨١ تعریف

Γ(E) := {σ ∈ Aut(L) | ∀x ∈ E(σ(x) = x)}

.Γ(E) ⊆ Gal(L : K) و Γ(E) = Gal(L : E) واقع در

Φ(H) := {x ∈ L | ∀σ ∈ H σ(x) = اینصورت در ،H ⊆ Aut(L) کنید فرض .٨٢ تعریف

است. L از زیرمیدانͬ Φ(H) که کنید دقت .x}

.K ⊆ Φ(H) ⊆ L اینصورت در باشد، Gal(L : K) از زیرگروهͬ H اگر که کنید توجه

Γ(E2) آن گاه باشد، E2 زیرمیدان E1 اگر .K ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ L کنید فرض الف) مشاهده:

اتومرفیسم ͷی σ : L → L اینصورت در ،σ ∈ Γ(E2) کنید فرض است. Γ(E1) از زیرگروهͬ

ͬ کند. م حفظ نیز را E1 نقاط تمام σ پس E1 ⊆ E2 چون ͬ کند م حفظ را E2 نقاط تمام که است

.α ◦ β−1 ∈ Γ(E1) آن گاه ،α, β ∈ Γ(E1) اگر همچنین .σ ∈ Γ(E1) پس

Φ(H1)زیرمیدان ⊇ Φ(H2)اینصورت در باشند. H1زیرگروه ⊆ H2 ⊆ Aut(L) کنید فرض ب)

،σ′ ∈ H1 اگر .σ(x) = x داریم σ ∈ H2 هر برای اینصورت در ،x ∈ Φ(H2) کنید فرض است.

.σ′(x) = x پس σ′ ∈ H2 آن گاه

.E ⊆ Φ(Γ(E)) اینصورت در .K ⊆ E ⊆ L کنید فرض .٨٣ لم

زیر تعریف های به توجه با اثبات.

Γ(E) = {σ ∈ Gal(L : K) | ∀x ∈ E(σ(x) = x)}

Φ(Γ(E)) = {x ∈ L | ∀σ ∈ Γ(E) σ(x) = x}

تمام مجموعه ی با است برابر Φ(Γ(E)) واقع در .E ⊆ Φ(Γ(E)) که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ به

ͬ شوند. م حفظ نقطه وار ͬ کنند، م حفظ نقطه وار Eرا که اتومرفیسم هایی تمام توسط Lکه در عناصری
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Φ(H) = {x ∈ L | ∀σ ∈ اینصورت در ،H ⊆ Gal(L : K) کنید فرض مشاهده:

و H σ(x) = x}

در .H ⊆ Γ(Φ(H)) پس .Γ(Φ(H)) = {σ ∈ Gal(L : K) | ∀x ∈ Φ(H)(σ(x) = x)}

اتومرفیسم های توسط که را نقاطͬ تمام که اتومرفیسم هایی مجموعه ی با است برابر Γ(Φ(H)) واقع

ͬ کند. م حفظ را ͬ شوند م حفظ H در موجود

.H ⊆ Γ(Φ(H)) و E ⊆ Φ(Γ(E)) که کنید ثابت دقیق طور به .٩ تمرین

بررسͬ برای (محͷ هایی است تحویل ناپذیر Q[x] روی f(x) = x2 − 2 چندجمله ای .٨۴ مثال

ریشه ͷی دارای f(x) آن در که است موجود Q ⊆ L میدان بنابراین دارد). وجود تحویل ناپذیری

.Q ⊆ Q(
√
2) و Q(

√
2) ∼= Q(u) اینصورت در باشد. L در f(x) ریشه u کنید فرض است.

عناصری )Qاز
√
2) بنابراین هستند. 1,

√
2 برداری فضای ͷی عنوان Qبه )Qروی

√
2) مولدهای

Q(
√
−پس(2

√
2 ∈ Q(

√
2) که کنید توجه ͬ شوند. م تشͺیل {a+b

√
2 | a, b ∈ Q}صورت به

کنید توجه ͬ کنیم. م مشخص را Gal(Q(u),Q) گالوای گروه حال است. f(x) شͺافنده ی میدان

σ : Q(u) → Q(u) اگر است. x2 − 2 = 0 ریشه ی u که Q(u) = {a+ bu | a, b ∈ Q} که

Gal(Q(u),Q) = {id, σ1} بنابراین .σ(u) = −u یا σ(u) = uدراینصورت باشد، اتومرفیسم

|Gal(Q(
√
2),Q)| = 2 پس .σ1(a+bu) = a−bu که Q(u)است روی اتومرفیسم ͷی σ1 که

[Gal(Q(
√
2),Q)] = 2 و

R ⊆ L میدان بنابراین است. تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی x2+1 ∈ R[x]چندجمله ای .٨۵ مثال

ریشه ی ͷی i کنید فرض .R ⊆ R[x]
⟨x2 + 1⟩

∼= L و دارد ریشه آن در چندجمله ای این که است موجود

ریشه ی دو هر شامل R(i) که کنید دقت .R(i) = {a+ bi | a, b ∈ R} پس باشد. x2 +1 = 0

گالوای گروه حال میدهیم. نشان C با را R(i) میدان .[R(i) : R] = 2 و است x2 + 1 = 0

پس .σ(i) = −i یا σ(i) = i آن گاه ،σ ∈ Gal(C,R) اگر ͬ کنیم. م مشخص را Gal(C,R)

.[R(i) : R] = 2 = |Gal(C,R)| پس .σ1(a+ bi) = a− bi که Gal(C,R) = {id, σ1}

گالوا گروه از مثال سیزدهم: جلسه ١٢

اگر باشد. f ∈ K[x] چندجمله ای ریشه های مجموعه ی X و K ⊆ L کنید فرض یادآوری:

.σ(x) ∈ X داریم x ∈ X هر برای یعنͬ σ(X) = X آن گاه ،σ ∈ Gal(L,K)
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f ∈ K[x] و K ⊆ L ⊆ Kalg واقع در باشد، جبری توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض مشاهده:

.α ̸= β که f(x) = (x− α)(x− β) باشیم داشته L[x] در که طوری به باشد چندجمله ای ͷی

اتومرفیسم ͷی طرفͬ از .σ(α) = β یا σ(α) = α آن گاه ،σ ∈ Gal(L : K) اگر صورت این در

.α, β ̸∈ Φ(Gal(L : K)) دیͽر بیان به .σ(α) = β که طوری به است σموجود ∈ Gal(L : K)

این در .f(x) = (x − α)(x − β) که α ∈ L و باشد جبری توسیع ͷی K ⊆ L اگر بنابراین

.K = Φ(Gal(L : K)) صورت

f(x) = (x − اگر .α, β ∈ L و باشد جبری توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .١٠ تمرین

.σ(β) = β و σ(α) = α داریم: σ : Kalg → Kalg هر برای صورت این در ،α)2(x− β)

صورت این در .[L : K] < ∞ یعنͬ باشد متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض مشاهده:

.|Gal(L : K)| <∞

کنید. محاسبه را Gal(Q( 3
√
2) : Q) گالوای گروه .٨۶ مثال

ͬ شود: م تجزیه زیر صورت به C در و است تحویل ناپذیر Q[x] در x3 = 2 که شود توجه

x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x2 +

3
√
2x+ (

3
√
2)2)

کنید فرض ͬ شوند. م تولید Q روی 1, 3
√
2, ( 3

√
2)2 توسط Q( 3

√
2) عناصر که شود توجه همچنین

σ(a + b 3
√
2 + c( 3

√
2)2) = a + b 3

√
2 + و σ( 3

√
2) = 3

√
2 پس σ : Q( 3

√
2) → Q( 3

√
2)

[Q( 3
√
2) : Q] = 3 بنابراین .σ = id آن گاه ،σ ∈ Gal(Q( 3

√
2) : Q) اگر دیͽر بیان به .c( 3

√
2)2

|Gal(Q( 3
√
2) : Q)| = 1 و

کنید. مشخص را Gal(Q(
√
2, i

√
3) : Q) گالوای گروه .٨٧ مثال

Q(
√
2) میدان در چندجمله ای این ریشه های تمام و است Qتحویل ناپذیر روی x2−2 چندجمله ای

معادله ی ریشه ی i
√
3 همچنین .Q(

√
2) = {a + b

√
2 | a, b ∈ Q} طرفͬ از دارند. قرار

روی x2 + 3 که ͬ کنیم م ادعا است. Q(
√
2) در ضرایب با هم Q در ضرایب با x2 + 3 = 0

هستند. x2 + 3 ریشه های i
√
3,−i

√
3 ̸∈ R که شود توجه است. تحویل ناپذیر Q(

√
2)[x]

است. {1, i
√
3} پایه  ی دارای [Q(

√
2, i

√
3) : Q] پس .i

√
3,−i

√
3 ̸∈ Q(

√
2) بنابراین

برای پایه ͷی {1,
√
2, i

√
3, i

√
6} بنابراین است. [Q(

√
2 : Q)] پایه ی {1,

√
2} همچنین

صورت این در .σ ∈ Gal(Q(
√
2, i

√
3) : Q)) کنید فرض حال است. Q روی Q(

√
2, i

√
3)
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همچنین ،σ(i
√
3) = −i

√
3 یا σ(i

√
3) = i

√
3 و σ(

√
2) = −

√
2 یا σ(

√
2) =

√
2

داریم: را زیر اتومرفیسم های بنابراین .σ(i
√
6) = σ(i

√
3)× σ(

√
2)

σ1 : a+ b
√
2 + c(i

√
3) + d(

√
6) 7→ a+ b

√
2 + c(i

√
3) + d(

√
6)

σ2 : a+ b
√
2 + c(i

√
3) + d(

√
6) 7→ a− b

√
2 + c(i

√
3)− d(

√
6)

σ3 : a+ b
√
2 + c(i

√
3) + d(

√
6) 7→ a+ b

√
2− c(i

√
3)− d(

√
6)

σ4 : a+ b
√
2 + c(i

√
3) + d(

√
6) 7→ a− b

√
2− c(i

√
3) + d(

√
6)

.Gal(Q(
√
2, i

√
3) : Q) = {id, σ2, σ3, σ4} بنابراین

مجموعه های قبل، مثال در .٨٨ مثال

H1 = {id, σ1}

H2 = {id, σ2}

H3 = {id, σ3}

H4 = {id}

H5 = {id, . . . , σ4}

داریم زیر صورت به میدان هایی زیرگروه ها، این با متناظر و هستند {id, σ2, σ3, σ4} از زیرگروه هایی

هستند. Q(
√
2, i

√
3) و Q بین میدانهای همه ی که

Φ(H1) = {a+ c(i
√
3) | a, b ∈ Q} = Q(i

√
3)

Φ(H2) = Q(
√
2)

Φ(H3) = Q(i
√
6)

Φ(H4) = Q(
√
2, i

√
3)

Φ(H5) = Φ(Gal(Q(
√
2, i

√
3) : Q)) = Q

این در ،Φ(Gal(L : K)) = K اگر باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٨٩ تعریف

ͬ نامیم. م گالوایی توسیع ͷی را توسیع این صورت
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متناهͬ گالوای گروه درباره ی قضیه ͷی اثبات چهاردهم: جلسه ١٣

یͺدیͽر با دو به دو که باشند اتومرفیسم تعدادی α1, α2, . . . , αn ∈ Aut(L) کنید فرض .٩٠ لم

r1α1(x)+ · · ·+ rnαn(x) = 0 باشیم: داشته x ∈ L هر برای اگر اینصورت در باشند. متفاوت

آن گاه ،ri ∈ L که

r1 = r2 = · · · = rn = 0.

داشته x ∈ L هر برای اگر که شود توجه n = 1 برای اتومرفیسم ها، تعداد روی استقرا با اثبات.

برقرار n از کمتر اتومرفیسم های برای حͺم که کنید فرض .r1 = 0 آن گاه r1α1(x) = 0 باشیم:

کنید فرض باشد.

∀x ∈ L r1α1(x) + · · ·+ rnαn(x) = 0. (١)

توجه .α1(u) ̸= αn(u) که است موجود u ∈ L مانند نقطه ای بنابراین ،α1 ̸= αn که ͬ دانیم م

که کنید

∀x ∈ L r1α1(ux) + · · ·+ rnαn(ux) = 0.

پس

∀x ∈ L r1α1(u)α1(x) + · · ·+ rnαn(u)αn(x) = 0. (٢)

.r1αn(u)α1(x)+ · · ·+rnαn(u)αn(x) = 0 ͬ کنیم: م ضرب αn(u) در را (١) معادله ی اکنون

میͺنیم: کم (٢) معادله ی از را حاصل

r1α1(x)(α1(u)−αn(u))+r2α2(x)(α2(u)−αn(u))+. . .+rn−1αn−1(x)(αn−1(u)−αn(u)) = 0

.α1(u) ̸= αn(u) چون است فرض خلاف این

معادلات تعداد از بیشتر مجهولات تعداد آن در که زیر صورت به معادلات دستگاه هر مشاهده:

.(R مانند مناسب میدان ͷی (در است نابدیهͬ جواب ͷی دارای حتما باشد r1x1 + r2x2 + r3x3 + r4x4 = 0

r′1x1 + r′2x2 + r′3x3 + r′4x4 = 0
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T اینصورت در باشد. خطͬ تبدیل ͷی T : Km → Kn و m > n کنید فرض دقیق تر، طور به

نوشت: ͬ توان م و است An×m ماتریس ͷی با متناظر

T


v1
...

vm

 = An×m


v1
...

vm


معادله ی یعنͬ .dim(Ker(T )) ≥ 1 بنابراین .dim(Ker(T )) + dim(Im(T )) = m طرفͬ از

ماتریس ͷی An×m کنید فرض خلاصه طور به است. نابدبهͬ جواب دارای قطعأ A


v1
...

vm

 = 0

L عناصر از


v1
...

vm

 ناصفر بردار صورت این در .m > n که طوری به باشد L میدان عناصر از

.An×m


v1
...

vm

 = 0 که طوری به است موجود

از متناهͬ گروه زیر ͷی G و باشد متناهͬ میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٩١ قضیه

.[L : Φ(G)] = |G| اینصورت در باشد. Gal(L : K)

ͷی {z1, z2, . . . , zn} و G = {α1, α2, . . . , αm |αi ∈ Gal(L : K)} کنید فرض اثبات.

بͽیرید نظر در را زیر ماتریس .([L : Φ(G)] = n و |G| = m (یعنͬ باشد Φ(G) روی L پایه ی

An×m


α1(z1) α2(z1) · · · αm(z1)

...

α1(zn) α2(zn) · · · αm(zn)


قبل، مشاهده بنابر .m > n کنید فرض ͬ شود. م تناقض به منجر m > n فرض̞ کنیم مͬ ادعا
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یعنͬ .An×m


v1
...

vm

 = 0 که طوری به موجودند L میدان از


v1
...

vm

 عناصر


α1(z1)v1 + α2(z1)v2 + . . .+ αm(z1)vm = 0
...

α1(zn)v1 + α2(zn)v2 + . . .+ αm(zn)vm = 0

(٣)

تناقض این و ͬ شود م صفر ناصفر ضرایب با {α1, . . . , αm} از خطͬ ترکیب ͷی که دهیم مͬ نشان

r1, r2, . . . , rn ∈ Φ(G) عناصر باشد. دلخواه عنصر ͷی b ∈ L کنید فرض است. قبل لم با

هر برای ،ri ∈ Φ(G) که آنجا از .b = r1z1 + r2z2 + . . . + rnzn که طوری به موجودند

و r2 در را دوم سطر ،r1 در را (٣) دستگاه اول سطر حال .α(ri) = ri داریم: α ∈ G اتومرفیسم

ͬ کنیم: م ضرب rn در را nام سطر ترتیب این به
r1α1(z1)v1 + r1α2(z1)v2 + . . .+ r1αm(z1)vm = 0
...

rnα1(zn)v1 + rnα2(zn)v2 + . . .+ rnαm(zn)vm = 0

بنابراین
α1(r1z1)v1 + α2(r1z1)v2 + . . .+ αm(r1z1)vm = 0
...

α1(rnzn)v1 + α2(rnzn)v2 + . . .+ αm(rnzn)vm = 0

نوشت: ͬ توان م پس

v1(α1(r1z1) + α1(r2z2) + · · ·+ α1(rnzn)) + v2(α2(r1z1) + α2(r2z2) + · · ·+ α2(rnzn))

+ . . .+ vm(αm(r1z1) + αm(r2z2) + · · ·+ αm(rnzn)) = 0
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که

α1(b) = α1(r1z1) + α1(r2z2) + · · ·+ α1(rnzn)

α2(b) = α2(r1z1) + α2(r2z2) + · · ·+ α2(rnzn)

...

αm(b) = αm(r1z1) + αm(r2z2) + · · ·+ αm(rnzn)

است. تناقض این و v1α1(b) + . . .+ vmαm(b) = 0 یعنͬ

بͽیرید: نظر در را زیر ماتریس ͬ شود. م تناقض به منجر نیز n > m فرض̞ که ͬ کنیم م ادعا اکنون

A =


α1(z1) α1(z2) . . . α1(zm+1)

α2(z1) α2(z2) . . . α2(zm+1)
...

αm(z1) αm(z2) . . . αm(zm+1)



داریم: بنابراین .A


v1
...

vm+1

 = 0 که است موجود V =


v1
...

vm+1

 عنصر پس


α1(z1)v1 + α1(z2)v2 + · · ·+ α1(zm+1)vm+1 = 0
...

αm(z1)v1 + αm(z2)v2 + · · ·+ αm(zm+1)vm+1 = 0

مثال برای باشند. ناصفر viها حداقل̞ آن در که کنید انتخاب را جوابی ،AV = 0 جواب های بین از

کنید فرض

پس .vr+1, vr+2, . . . vm+1 = 0 و v1, v2, . . . vr ̸= 0

A =


α1(z1) α1(z2) . . . α1(zr)

α2(z1) α2(z2) . . . α2(zr)
...

αm(z1) αm(z2) . . . αm(zr)



v1
...

vr

 = 0
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پس
α1(z1)v1 + α1(z2)v2 + · · ·+ α1(zr)vr = 0
...

αm(z1)v1 + αm(z2)v2 + · · ·+ αm(zr)vr = 0

ͬ کنیم: م تقسیم vr بر را بالا معادلات تمام حال
α1(z1)v

′
1 + α1(z2)v

′
2 + · · ·+ α1(zr) = 0

...

αm(z1)v
′
1 + αm(z2)v

′
2 + · · ·+ αm(zr) = 0

(۴)

z1v1 + z2v2 + بنابراین .α1 = id کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون .v′i =
vi
vr

آن در که

بنابراین هستند. خطͬ مستقل Φ(G) از آمده اسͺالرهای روی ziها که شود توجه .. . .+ zrvr = 0

اثر (۴) دستگاه معادلات در را α2 حال .α2(v1) ̸= v1 کنید فرض .v1 ̸∈ Φ(G) کنید فرض

ͬ دهیم: م
α2α1(z1)α2(v

′
1) + α2α1(z2)α2(v

′
2) + · · ·+ α2α1(zr) = 0

...

α2αm(z1)α2(v
′
1) + α2αm(z2)α2(v

′
2) + · · ·+ α2αm(zr) = 0

صورت به فوق معادلات دستگاه و G = {α1, . . . , αm} = {α2α1, . . . , α2αm} که شود توجه

است: زیر

A =


α2α1(z1) α2α1(z2) . . . α2α1(zr)

α2α2(z1) α2α2(z2) . . . α2α2(zr)
...

α2αm(z1) α2αm(z2) . . . α2αm(zr)




α2(v

′
1)

...

α2(v
′
r−1)

1

 = 0

داریم: را زیر دستگاه کرد فرض ͬ توان م بنابراین
α1(z1)α2(v

′
1) + α1(z2)α2(v

′
2) + · · ·+ α1(zr) = 0

...

αm(z1)α2(v
′
1) + αm(z2)α2(v

′
2) + · · ·+ αm(zr) = 0

(۵)
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ͬ کنیم: م کم (۴) دستگاه معادلات از را بالا دستگاه معادلات حال

(۶)
α1(z1)(v

′
1 − α2(v

′
1)) + α1(z2)(v

′
2 − α2(v

′
2)) + · · ·+ α1(zr−1)(v

′
r−1 − α2(v

′
r−1)) = 0

...

αm(z1)(v
′
1 − α2(v

′
1)) + αm(z2)(v

′
2 − α2(v

′
2)) + · · ·+ αm(zr−1)(v

′
r−1 − α2(v

′
r−1)) = 0

است. ممͺن دستگاه کوچͺترین (۴) دستگاه اینکه با است تناقض در این و

نرمال توسیع های پانزدهم: جلسه ١۴

تحویل ناپذیر چندجمله ای هر هرگاه ͬ نامیم م نرمال توسیع ͷی Kرا ⊆ L میدانͬ توسیع .٩٢ تعریف

تجزیه اول درجه ی عوامل به L در کامل طور به آن گاه باشد، داشته L در ریشه ͷی اگر f ∈ K[x]

شود.

نرمال نیز E ⊆ L توسیع آن گاه ،K ⊆ E ⊆ L و باشد نرمال K ⊆ L توسیع اگر مشاهده:

است.

یعنͬ K ⊆ E1
∼=K E2 ⊆ L و باشد متناهͬ نرمال توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٩٣ قضیه

عناصر که دارد وجود σ′ : E1 → E2 مانند یͺریختͬ ͷی و هستند L و K بین میدان دو E2 و E1

که طوری به است موجود σ ∈ Gal(L : K) اتومرفیسم اینصورت در ͬ کند. م حفظ نقطه وار را K

.σ′ ⊆ σ

در است. f ∈ K[x]چندجمله ای شͺافنده ی پسLمیدان است Kنرمال ⊆ L توسیع چون اثبات.

σ : L→ L مانند اتومرفیسمͬ شͺافنده ، میدان یͺتایی بنابر .f ∈ E2[x] و f ∈ E1[x] اینصورت

ͬ شود. م پیدا شده خواسته شرط با

تحویل ناپذیر f ∈ K[x] و باشد متناهͬ نرمال توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض • .٩۴ نتیجه

که ͬ دانیم م باشند. L در f متمایز ریشه ی دو α2 و α1 کنید فرض اینصورت در باشد.

یͺریختͬ این از توسیعͬ که است موجود L به L از اتومرفیسمͬ بنابراین ،K[α1] ∼= K[α2]

است.
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آن گاه ،α ∈ L−K اگر صورت این در باشد. متناهͬ نرمال توسیع ͷیK ⊆ L کنید فرض •

است. f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجمله ای ͷی ریشه ی α پس است. جبری K روی α

σ : L → L اتومرفیسم صورت این در باشد. L در f برای دیͽری ریشه ی β کنید فرض

.σ(α) = β که است موجود

جبری توسیع، این صورت این در باشد. دلخواه متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

ͷی ریشه ی αi کنید فرض هستند. جبری K روی αiها که L = K(α1, . . . , αn) یعنͬ است،

بͽیرید نظر در را f1 × f2 × · · · × fn چندجمله ای باشد. fi ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای

در باشد. K روی f1 × f2 × · · · × fn شͺافنده ی میدان N که K ⊆ L ⊆ N کنید فرض و

K نرمال توسیع N از میدانͬ زیر هیچ که کنید توجه است. K از نرمال توسیع ͷی N صورت این

است. L شامل K نرمال بستار N ͬ گوییم م اینصورت در نیست. L شامل

بستار ͷی را K ⊆ L ⊆ N میدان باشد. متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٩۵ تعریف

توسیع K ⊆ L ⊆ N ′ ⫋ N میدانِ هیچ و باشد نرمال K ⊆ N هرگاه ͬ نامیم م L شامل K نرمال

نباشد. K نرمال

.L1
∼=K L2 و باشند متناهͬ جبری توسیع های K ⊆ L2 و K ⊆ L1 کنید فرض مشاهده:

چون واقع در است. ایزومرف L2 شامل K نرمال بستار با L1 شامل K نرمال بستار صورت این در

پس هستند متناهͬ جبری توسیع های L2 و L1

L1 = K(α1, . . . , αn) ∼= L2 = K(β1, . . . , βn)

دو هر N2 و N1 آن گاه باشند، L2 شامل K نرمال بستار N2 و L1 شامل K نرمال بستار N1 اگر

چندجمله ای  های fiها که هستند K روی f1 × · · · × fn چندجمله ای شͺافنده ی میدان با ایزومرف

هستند. αiها ͬ نیمال م

صورت این در .K ⊆ E ⊆ L و باشد نرمال توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٩۶ قضیه

باشیم: داشته σ : L → L K‐اتومرفیسم هر برای اگر تنها و اگر است نرمال K ⊆ E توسیع

باشد. اتومرفیسم ‐K ͷی σ|E : E → E

که E = K(α1, . . . , αn) صورت این در باشد. نرمال K ⊆ E توسیع کنید فرض اثبات.
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کنیم: محدود E به را σ اگر حال هستند. f ریشه های α1, . . . , αn

σ : K(α1, . . . , αn) → K(β1, . . . , βn)

E = K(α1, . . . , αn) که ͬ دانیم م عکس، جهت برای ͬ شود. نم Eخارج σاز تصویر صورت این در

اگر است. نرمال K ⊆ E توسیع که ͬ دهیم م نشان هستند. جبری K روی α1, . . . , αn که

σ(α) = β صورت این در Eدارد. در ریشه ͷی که باشد تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f ∈ K[x]

طوری به است موجود σ : L → L K‐اتومرفیسم̧ ͷی پس است. f ∈ K[x] برای ریشه ای نیز

.β ∈ E پس σ(α) ∈ E چون .σ(α) = β که

جدایی پذیر و نرمال گالوایی: توسیع شانزدهم: جلسه ١۵

دو α, β ∈ و باشد تحویل ناپذیر f ∈ K[x] باشد، نرمال توسیع ͷی K ⊆ L اگر یادآوری:

.σ(α) = β که طوری به است موجود σ ∈ Gal(L : K) صورت این در باشند. f متمایز ریشه ی

ریشه ی f که باشد f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجمله ای ͷی ریشه ی α ∈ L−K اگر دیͽر بیان به

.α ̸∈ Φ(Gal(L : K)) صورت این در باشد. داشته نیز β مانند دیͽری

فرض باشد. f شͺافنده ی میدان K ⊆ L و باشد تحویل ناپذیر f ∈ K[x] کنید فرض مشاهده:

f ′(x) = 2(x − α)g(x) + صورت این در ،α ∈ L که f(x) = (x − α)2g(x) کنید

f(x) = کنید فرض کلͬ حالت در .deg(f ′) < deg(f) و f ′(α) = 0 پس g′(x)(x − α)2

صورت این در anxn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . .+ a1.

ͷی باشد، صفر K مشخصه اگر پس .f ′ ̸= 0 آن گاه باشد، صفر مشخصه با میدانͬ K میدان اگر

اگر باشد. داشته تکراری ریشه ی ͬ تواند نم شͺافنده میدان در f ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای

شͺافنده میدان در ͬ تواند م f صورتͬ در باشد، تحویل ناپذیر f و باشد p مشخصه دارای K میدان

که باشد داشته تکرای ریشه ی

f = a0 + a1x
p + a2x

2p + a3x
3p + . . .+ anx

np

.f ′ = 0 صورت این در چون
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میدان در f هرگاه ͬ نامیم م K روی جدایی پذیر۴ f ∈ K[x] تحویل ناپذیر چندجمله ای .٩٧ تعریف

شود. تجزیه اول درجه عوامل به K روی f شͺافنده ی

ریشه ی α ∈ L − K عنصر هر هرگاه ͬ نامیم م جدایی پذیر میدانͬ توسیع ͷی را K ⊆ L توسیع

باشد. K روی جدایی پذیر تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی

مشاهده:

است. جدایی پذیر جبری، توسیع هر صورت این در باشد، صفر K میدان مشخصه اگر •

ͷی پسαریشه ی .α ∈ L−K و باشد جدایی پذیر و نرمال توسیع ͷیK ⊆ L کنید فرض •

f(x) = (x−α)(x−β) · · · (x−γ)صورت به f پس است. f تحویل ناپذیر چندجمله ای

اگر دیͽر بیان به .σ(α) ̸= α که طوری به است موجود σ ∈ Gal(L : K) پس است.

.Φ(Gal(L : K)) = K آن گاه باشد، جدایی پذیر و نرمال K ⊆ L

.Φ(Gal(L : K)) = K هرگاه ͬ نامیم م گالوایی توسیع ͷی را K ⊆ L توسیع .٩٨ تعریف

مشاهده:

است. گالوایی جدایی پذیر، نرمالِ توسیع هر پس •

|Gal(L : آن گاه ،[L : K] = n و باشد جدایی پذیر نرمال متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L اگر •

K ⊆ K(α1) ⊆ K(α1, α2) ⊆ · · · ⊆ K(α1, . . . , αm) = که کنید توجه .K)| = n

پس .L

[L : K] = [K(α1) : K]× [K(α1, α2) : K]× · · · [K(α1, . . . , αm) : K]

نقطه وار را K که L روی اتومرفیسم های تعداد بنابراین .n = n1 × n2 × · · · × nm یعنͬ

از مختلف تصویر n1 چون است n = n1 × n2 × · · · × nm صورت به ͬ کنند م حفظ

تصویر n1×n2×· · ·×nm ترتیب این به ,K(α1و α2) از مختلف تصویر n2 K(α1)و

دهیم). ارائه مشاهده این از دقیق تری اثبات نداریم قصد اینجا (در داریم L از مختلف

4Separable
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است گالوایی K ⊆ L صورت این در باشد، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .٩٩ قضیه

ͷی شͺافنده ی میدان L اگر تنها و اگر صفر مشخصه (در است جدایی پذیر و نرمال اگر تنها و اگر

باشد). K روی f چندجمله ای

K ⊆ L توسیع کنید فرض حال است. گالوایی جدایی پذیر، نرمالِ توسیع هر که ͬ دانیم م اثبات.

نرمال و جدایی پذیر K ⊆ L دهیم مͬ نشان .Φ(Gal(L : K)) = K یعنͬ باشد گالوایی

تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه ی α و باشد دلخواه عنصر ͷی α ∈ L−K کنید فرض است.

ͬ شود. م تجزیه اول درجه عوامل به L در f چندجمله ای که دهیم مͬ نشان باشد. f ∈ K[x]

Gal(L : K) = کنید فرض مثال برای است متناهͬ گروه ͷی Gal(L : K) که کنید توجه

کنید فرض و {σ1(α), σ2(α), . . . , σn(α)} بͽیرید نظر در را زیر مجموعه ی .{α1, . . . , αn}

بͽیرید: نظر در را زیر چندجمله ای باشند. متمایز عناصری A = {σ1(α), σ2(α), . . . , σr(α)}

g(x) = (x− σ1(α))(x− σ2(α)) . . . (x− σr(α))

مینیمال چندجمله ای g دیͽر بیان (به است تحویل ناپذیر g دوماً ،g(x) ∈ K[x] اولا˟ ͬ کنیم م ادعا

h(x) = (x − a1)(x − در موجود ضرایب که کنید توجه اول، ادعای اثبات برای است). α

حسب بر g(x) در موجود ضرایب بنابراین باشد. مͬ aiها از ضریبی صورت به a2) . . . (x− ar)

ضرایب تمامͬ که دهیم نشان کافیست ،K = Gal(L : K) که ͬ دانیم م ͬ شوند. م نوشته σi(α)ها

کنید فرض ͬ  شوند. م حفظ Gal(L : K) در موجود اتومرفیسم های همه ی توسط g چندجمله ای

مجموعه ی A چون β(A) = A اینصورت در باشد. دلخواه اتومرفیسم ͷی β ∈ Gal(L : K)

توسط g ضرایب که کنید توجه است. A از جایͽشتͬ β(A) و است g چندجمله ای ریشه های

و است a0 = σ1(α)σ2(α) · · ·σr(α) صورت به g ثابت ضریب مثال برای ͬ شوند، م حفظ β

و است ar−1 = σ1(α) + σ2(α) + · · ·+ σr(α) صورت به g در xr−1 ضریب .β(a0) = a0

نشان کافیست است)، تحویل ناپذیر g) دوم ادعای اثبات برای .g ∈ K[x]پس .β(ar−1) = ar−1

چندجمله ای ریشه ی ͷی σi(α) هر .h(α) = 0 کنید فرض .g|h آن گاه ،h(α) = 0 اگر که دهیم

.g|h بنابراین ،(x− σi(α))|h پس است h
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گالوا نظریه اساسͬ قضیه هفدهم: جلسه ١۶

یادآوری:

K ⊆ L توسیع آن گاه باشد، f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی شͺافنده ی میدان K ⊆ L اگر •

است. نرمال

است. f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی شͺافنده ی میدان ،K ⊆ L نرمالِ توسیع هر •

توسیع صورت این در .K ⊆ E ⊆ L و باشد نرمال توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض •

میدان L آن گاه باشد، نرمال توسیع ͷی K ⊆ L وقتͬ چون است؛ نرمال نیز E ⊆ L

L بنابراین ،f ∈ E[x] که است واضح است. f ∈ K[x] چندجمله ای ͷی شͺافنده ی

هست. نیز f ∈ E[x] شͺافنده ی میدان

چندجمله ای ͷی ریشه ی x ∈ L−K عنصر هر هرگاه ͬ نامیم م جدایی پذیر Kرا ⊆ L توسیع •

کامل طور به L شامل K نرمال بستار در چندجمله ای این و باشد f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ

شود. تجزیه اول درجه ی عوامل به

صورت این در .K ⊆ E ⊆ L و جدایی پذیر و متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض •

تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه ی x ∈ L−E کنید فرض است؛ جدایی پذیر Eنیز ⊆ L

چندجمله ای ͷی ریشه ی x پس است، جبری K روی x بنابراین باشد. E در ضرایب با

از که دهیم نشان کافیست و f ∈ E[x] که کنید توجه است. f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ

اگر دارد. را درجه حداقل f شوند مͬ صفر x در که E[x] در موحود چندجمله ای های میان

و deg(r) < deg(g) که f = gh + r آن گاه باشد، درجه حداقل دارای g ∈ E[x]

این که ͬ دانیم م و است یͺسان E و K در x مینیمال چندجمله ای بنابراین .r ∈ E[x]

ͬ شود. م تجزیه اول درجه ی عوامل به L شامل K نرمال بستار در چندجمله ای

جدایی پذیر و نرمال اگر تنها و اگر است گالوایی توسیع ͷیK ⊆ L توسیع اینکه به توجه با •

توسیع آن گاه باشد. میانͬ میدان ͷیK ⊆ E ⊆ L و گالوایی توسیع ͷیK ⊆ L اگر باشد،

داریم: K ⊆ E ⊆ L میانͬ میدان هر برای بنابراین است. گالوایی توسیع ͷی E ⊆ L
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که Gal(L : K) در موجود اتومرفیسم های همه ی با است برابر Γ(E) که Φ(Γ(E)) = E

ͬ کنند. م حفظ را E نقاط تمامͬ

میانͬ میدان های میان ͷبه ی ͷی تناظر ͷی آن گاه باشد، گالوایی توسیع ͷیK ⊆ L اگر .١٠٠ قضیه

دارد. وجود Gal(L : K) گروه زیرگروه های و K ⊆ E ⊆ L

بͽیرید. نظر در را زیر مجموعه ی دو باشد. گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض اثبات.

A = {K ⊆ E ⊆ L میانͬ میدان های {همه ی

B = {Gal(L : K) گروه زیرگروه های {همه ی

Γ(E1) = کنید فرض است؛ ͷبه ی ͷی نگاشت ͷی σ(E) = Γ(E) که σ : A → B نگاشت

نیز پوشا فوق نگاشت کنیم مͬ ادعا .E1 = E2 نتیحه در Φ(Γ(E1)) = Φ(Γ(E2)) پس ،Γ(E2)

H ⊆ Γ(Φ(H)) که ͬ دانیم م .Γ(Φ(H)) = H که دهیم مͬ نشان .H ∈ B کنید فرض هست.

.E ⊆ Φ(Γ(E)) آن گاه باشد، میانͬ میدان ͷی K ⊆ E ⊆ L اگر که ͬ دانیم م همچنین و

Φ(H) ⊇ پس H ⊆ Γ(Φ(H)) که ͬ دانیم م طرفͬ از .Φ(H) ⊆ Φ(Γ(Φ(H))) بنابراین

|Γ(Φ(H))| = که دهیم نشان کافیست .Φ(Γ(Φ(H))) = Φ(H) بنابراین .Φ(Γ(Φ(H)))

.[L : Φ(G)] = |G| آن گاه باشد، Gal(L : K) از متناهͬ زیرگروهͬ G اگر که ͬ دانیم م .|H|

.[L : Γ(Φ(H))] = |Γ(Φ(H))| = |H| طرفͬ از .[L : Φ(H)] = |H| بنابراین

گالوا نظریه اساسͬ قضیه دوم قسمت هجدهم: جلسه ١٧

یادآوری:

نظر در را زیر هم ارزی رابطه باشد. G از زیرگروهͬ H و باشد گروه ͷی G کنید فرض •

بͽیرید:

∀a, b ∈ G a ∼ b⇔ ab−1 ∈ G

گفت: ͬ توان م دیͽر بیان به

a ∼ b⇔ a ∈ Hb⇔ Ha = Hb⇔ ∃h ∈ H a = hb
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هر برای کنید توجه هستند. {Hb | b ∈ G} مجموعه های فوق رابطه هم ارزی کلاس های

داریم: b ∈ G

|Hb| = |{hb ∈ h ∈ H}| = |H|.

کرد: تولید را زیر هم ارزی رابطه ͬ توان م مشابه طور به

a ∼ b⇔ aH = bH (⇔ b−1a ∈ H ⇔ ∃h ∈ Ha = bh)

.|aH| = |H| نیز حالت این در

آن گاه Gباشد، از Hزیرگروهͬ و باشد متناهͬ گروه ͷیG اگر که کند مͬ بیان لاگرانژ قضیه •

.|H| | |G|

کنید فرض باشد. G از زیرگروهͬ H و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٠١ نتیجه

A = {aH | a ∈ G}

B = {Ha | a ∈ G}.

.|A| = |B| صورت این در

.A = B هرگاه ͬ دهیم م H◁Gنشان نماد با و ͬ نامیم م نرمال Gرا گروه Hاز زیرگروه .١٠٢ تعریف

باشد. چپ هم مجموعه ی ͷی راست هم مجموعه ی هر هرگاه دیͽر بیان به

Ha = باشیم: داشته a ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است نرمال G گروه از H زیرگروه مشاهده:

a−1Ha = باشیم: داشته a ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است Hنرمال زیرگروه معادل، بیان به .aH

.(aHa−1 = H) H

Ha · Hb = داریم: a, b ∈ G هر برای صورت این در باشد، نرمال H ⊆ G اگر که شود توجه

و ah′ ∈ Ha پس aH = Ha و ah′ ∈ aH چون .hah′b ∈ Ha · Hb کنید فرض Hab؛

کنید فرض حال .Ha · Hb ⊆ Hab پس hah′b = hh′′ab ∈ Hab نتیحه در .ah′ = h′′a

.Hab ⊆ Ha ·Hb پس ،hab = ha · 1b ∈ Ha ·Hb که نوشت ͬ توان م .hab ∈ Hab

باشیم: داشته a, b ∈ H هر برای اگر تنها و اگر است نرمال H ⊆ G که دهید نشان .١١ تمرین

.Ha ·Hb = Hab
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تعریف که ضربی با صورت این در .G
H

= {Ha | a ∈ G} دهید: قرار .H ◁ G کنید فرض

همومرفیسم ͬ شود. م گفته خارج قسمتͬ گروه ͷی آن به که ͬ دهد م گروه ͷی تشͺیل G
H

کردیم

داریم. را φ(x) = xH که φ : G→ G

H
طبیعͬ

φ : G → H هموفریسم و H گروه اگر تنها و اگر است نرمال G از N گروه زیر .١٢ تمرین

.Ker(φ) = N که طوری به باشند موجود

نرمال K ⊆ E ⊆ L صورت این در باشد. نرمال توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض یادآوری:

.σ(E) = E باشیم: داشته ،σ ∈ Gal(L : K) اتومرفیسم هر برای اگر تنها و اگر است

صورت این در .K ⊆ E ⊆ L و باشد گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .١٠٣ قضیه

.Γ(E) ◁ Gal(L : K) اگر تنها و اگر است نرمال K ⊆ E

نشان .σ ∈ Gal(L : K) کنید فرض باشد. نرمال توسیع ͷی K ⊆ E کنید فرض اثبات.

که ͬ دهیم م

σΓ(E)σ−1 ⊆ Γ(E).

را E نقاط تمام σfσ−1 : L → L که دهیم نشان باید بͽیرید. نظر در را f ∈ Γ(E) اتومرفیسم

Γ(E)◁Gal(L : کنید فرض عکس، جهت برای .σfσ−1(e) = e آن گاه ،e ∈ E اگر ͬ کند. م حفظ

کنید فرض .σ(E) = E داریم: σ ∈ Gal(L : K) اتومرفیسم هر برای که ͬ دهیم م نشان .K)

Γ(σ(E)) = که دهیم نشان کافیست σ(E) = E اینکه دادن نشان برای .σ ∈ Gal(L : K)

که ͬ کنیم م ادعا .σΓ(E)σ−1 = Γ(E) پس ،Γ(E) ◁ Gal(L : K) که ͬ دانیم م .Γ(E)

که f = σhσ−1 صورت این در ،f ∈ σΓ(E)σ−1 کنید فرض .σΓ(E)σ−1 = Γ(σ(E))

ͬ کند. م حفظ را σ(E) در موجود عناصر f که دهیم نشان باید .h ∈ Γ(E)

f(σ(e)) = σhσ−1(σ(e)) = σh(e) = σ(e).

نشان کافیست کند. حفظ را σ(E) در موجود عناصر تمامͬ f یعنͬ f ∈ Γ(σ(E)) کنید فرض حال

.σ−1fσ(e) = σ−1σ(e) = e اینصورت در .e ∈ E کنید فرض .σ−1fσ ∈ Γ(E) دهیم
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این در باشد. نرمال K ⊆ E ⊆ L و باشد گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .١٠۴ قضیه

صورت

Gal(E : K) ∼=
Gal(L : K)

Gal(L : E)

به بͽیرید. نظر در را φ(σ) = σ|E که φ : Gal(L : K) → Gal(E : K) همومرفیسم اثبات.

.Ker(φ) = Gal(L : E) که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ

ͬ شود: م بیان زیر صورت به خلاصه طور به که کردیم ثابت را گالوا نظریه اساسͬ قضیه اینجا تا

بین φ مانند ͷبه ی ͷی تناظر ͷی صورت این در باشد. گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

φ(E) = که دارد وجود H ⊆ Gal(L : K) زیرگروه های و K ⊆ E ⊆ L میانͬ میدان های

هر برای و Φ(Γ(E)) = E داریم E میانͬ میدان هر برای دیͽر بیان به .Γ(E) = Gal(L : E)

همچنین .Γ(Φ(H)) = H داریم: H ⊆ Gal(L : K) زیرگروه

[L : E] = |Gal(L : E)|

[L : K] = |Gal(L : K)|

[E : K] =
[L : K]

[L : E]

[E : K] =
|Gal(L : K)|
|Gal(L : E)|

این در و Γ(E) ◁ Gal(L : E) اگر تنها و اگر است نرمال K ⊆ E میانͬ میدان این، بر علاوه 

صورت

Gal(E : K) ∼=
Gal(L : K)

Gal(L : E)

متناهͬ آبلͬ گروه های بر مروری نوزدهم: جلسه ١٨

باشند. G از زیرگروه هایی U1, U2, . . . , Un و باشد آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٠۵ تعریف

ͬ نویسیم م و است U1, U2, . . . , Un زیرگروه های مستقیم حاصل جمع G ͬ گوییم م صورت این در

شود: نوشته زیر صورت به یͺتا طور به a ∈ G عنصر هر هرگاه G = U1

⊕
U2

⊕
. . .

⊕
Un

a = u1 + u2 + . . .+ un
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آن گاه ،a = u1 + u2 + . . .+ un = u′1 + u′2 + . . .+ u′n اگر بنابراین .ui ∈ Ui که

(u1 = u′1) ∧ (u2 = u′2) ∧ · · · ∧ (un = u′n).

.ui = 0 داریم: i هر برای آن گاه ،u1 + u2 + . . .+ un = 0 اگر دیͽر بیان به

،a ∈ Ui∩Uj اگر مثال برای زیرا .Ui∩Uj = {0} داریم: j و i هر برای قبل تعریف در .١٠۶ نتیجه

آن گاه

نوشته متفاوت طریق دو به a یعنͬ ،a = 0 + a + 0 + . . . + 0 و a = a + 0 + 0 + . . . + 0

ͬ شود. م

تعریف قابل U1

⊕
U2

⊕
. . .

⊕
Un آن گاه باشند، دلخواه گروه هایی U1, U2, . . . , Un اگر

و (a1, a2, . . . , an) اگر .ai ∈ Ui که (a1, a2, . . . , an) صورت به گروه این اعضای و است

(a1+b1, a2+b2, . . . , an+ صورت به آن ها جمع باشند، گروه این از عضو دو (b1, b2, . . . , bn)

ͬ شود. م تعریف bn)

ͬ نویسیم: م صورت این در .a ∈ G و باشد متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض یادآوری:

.a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
nبار

= 0 که طوری به باشد طبیعͬ عدد کوچͺترین n اگر تنها اگرو ord(a) = n

a ∈ G هر برای همچنین است. مرتبه دارای a ∈ G عنصر هر متناهͬ گروه ͷی در که شود توجه

.ord(a)| |G| داریم:

به n ∈ N کنید فرض ͬ دهیم. م نشان na با را a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
nبار

کار، راحتͬ برای بعد به این از

داریم: .ord(a) = m کنید فرض زیرا .ord(a)|n صورت این در .na = 0 که باشد گونه ای

r = 0 بنابراین .r < m و ra = 0 پس na = mqa + ra بنابراین .r < m که n = mq + r

.m|n پس

ord(a) = که باشد گونه ای به a ∈ G و باشد متناهͬ آبلͬ گروه ͷی (G,+, 0) کنید فرض .١٠٧ لم

به نوشت a = b+ c صورت به یͺتا صورت به ͬ توان م را a صورت این در .(m,n) = 1 که ma

ord(c) = n و ord(b) = m که طوری

بنابراین ،sm + tn = 1 که موجودند t و s صحیح اعداد ،(m,n) = 1 که آنجا از اثبات.

فرض حال .n(sma) = 0 اولا˟ .ord((sm)a) = n که ͬ کنیم م ادعا .a = (sm)a + (tn)a

۵٨



داریم: است mn برابر a مرتبه که آنجا از و (n′sm)a = 0 صورت این در ،n′(sma) = 0 کنید

که ͬ شود م داده نشان مشابه طور به .n|n′ پس (n, s) = 1 طرفͬ از .n|n′s پس mn|n′sma

a + b′ + c′ و a = b + c کنید فرض ͬ پردازیم، م یͺتایی اثبات به حال .ord((tn)a) = m

بنابراین .ord(a) = mn که ord(c) = ord(c′) = n و ord(b) = ord(b′) = m که

.(b − b′) = (c′ − c) = d کنید فرض .(b − b′) = (c′ − c) یعنͬ b + c = b′ + c′

و c = c′ پس ord(d) = 1 یعنͬ .ord(d) |n و ord(d) |m بنابراین md = nd = 0 پس

.b = b′

دو به دو k و n ،m که ord(a) = mnk اگر مثال برای یعنͬ داد، تعمیم ͬ توان م را فوق لم

توجه نوشت. a = a1 + a2 + a3 بصورت یͺتا صورت به ͬ توان م را a آن گاه باشد، اول بهم نسبت

.ord(c) = k و ord(b) = mn که a = b+ c نوشت: ͬ توان م بنابراین ،(mn, k) = 1 که کنید

ord(a) = m1m2 · · ·mk اگر کلͬ طور به نوشت. b = a1+a2 صورت به ͬ توان م را b همچنین

.ord(ai) = mi که a = a1 + a2 + . . .+ ak یͺتا) صورت (به آن گاه ،(mi,mj) = 1 که

هر صورت این در .|G| = pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k که باشد متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض

دهید قرار ͬ کند. م عاد را |G| مرتبه اش a ∈ G عنصر

Ui = {a ∈ G | باشد pi از توانͬ ord(G)}

a− b ∈ که ͬ دهیم م نشان a, b ∈ Ui کنید فرض است. G از زیرگروه ͷی Ui هر که ͬ کنیم م ادعا

پس .pβ1+β2

i (a − b) = 0 بنابراین .pβ2

i b = 0 و pβ1

i a = 0 پس a, b ∈ Ui چون .Ui

دلخواه a ∈ G کنید فرض طرفͬ از است. pi از توانͬ a− b مرتبه ی یعنͬ ord(a− b) | pβ1+β2

i

حاصل جمعͬ صورت به یͺتا صورت به ͬ توان م را aصورت این در .ord(a) = pβ1

1 · · · pβk

k و باشد

داریم. را زیر قضیه بنابراین نوشت. pβi

i مرتبه های با عناصر از

p‐زیرگروه ها از مستقیم حاصل جمعͬ G آن گاه باشد، متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G اگر .١٠٨ قضیه

یعنͬ است.

G = U1

⊕
U2

⊕
· · ·

⊕
Uk

است. pi اول عدد ͷی از توانͬ Ui در عنصر هر مرتبه و

در باشد. متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض متناهͬ). آبلͬ گروه های اساسͬ (قضیه ١٠٩ قضیه
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a1, . . . , an ∈ G دیͽر بیان به است. دوری زیرگروه های از مستقیم حاصل جمعͬ G صورت این

.G = ⟨a1⟩ ⊕ ⟨a2⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨an⟩ که طوری به موجودند

با عنصری a ∈ G کنید فرض است. p‐گروه ͷی G که ͬ کنیم م فرض قبل، قضیه بنابر اثبات.

G ̸= کنید فرض است. شده ثابت حͺم صورت این در ،G = ⟨a⟩ اگر باشد. ماکزیمال مرتبه ی

.⟨a1, a2, . . . ak⟩ = ⟨a1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨ak⟩ که است a1, a2, . . . ak عناصر کردن پیدا هدف .⟨a⟩

.⟨a1, a2⟩ = ⟨a1⟩ ⊕ ⟨a2⟩ و a2 ∈ G − ⟨a1⟩ که طوری به هستیم a2 عنصر دنبال به فعلا

بنابراین .λb ∈ ⟨a1⟩ که باشد عددی کوچͺترین λ کنید فرض .b ∈ G − ⟨a1⟩ کنید فرض

دقت .(λ|µ که ͬ دهیم م نشان (بعداً a2 = b − µ

λ
a1 دهید قرار .λ, µ ∈ N که λb = µa1

در ،ma1 = na2 کنید فرض .⟨a1, a2⟩ = ⟨a1⟩ ⊕ ⟨a2⟩ که ͬ کنیم م ادعا .λa2 = 0 که کنید

،λ|µ اینکه اثبات .na2 = 0 و λ|n پس nb ∈ ⟨a1⟩ یعنͬ .ma1 = nb − n
µ

λ
a1 صورت این

داشته باید که کنید دقت ord(a1) = pα طرفͬ از .ord(b) = pβ بنابراین ،b ∈ G که کنید توجه

پس pβ = λq + r که کنید توجه است. p از توانͬ صورت به λ که ͬ کنیم م ادعا .β ≤ α باشیم:

که ͬ دانیم م .λ|µ که ͬ دهیم م نشان حال .r = 0 پس pβb, λqb ∈ ⟨a1⟩ چون .pβb = λqb+ rb

.µ
λ
∈ N بنابراین .pα|pβµ

λ
پس 0 = pβ

µ

λ
a1 نتیجه در .p

β

λ
λb =

pβ

λ
µa1 پس λb = µa1

،b ∈ G−⟨a1, a2⟩ کنید فرض .⟨a1, a2⟩ = ⟨a1⟩⊕⟨a2⟩ که کرده ایم پیدا را a2 و a1 کنید فرض

حالت مشابه ،λb = µ1a1+µ2a2 بنابراین .λb ∈ ⟨a1, a2⟩ که بͽیرید نظر در گونه ای به را λ عدد

a2 = b− µ1

λ
a1−

µ2

λ
a2 عنصر .λ|µ1, µ2 و pβ = ord(b) که λ = pβ که ͬ شود م بررسͬ قبل،

روند این ادامه ی با .⟨a1, a2, a3⟩ = ⟨a1⟩ ⊕ ⟨a2⟩ ⊕ ⟨a3⟩ که ͬ شود م ثابت و بͽیرید نظر در را

.G = ⟨a1⟩ ⊕ ⟨a2⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨an⟩ که داشت خواهیم

سیلو) (قضیه ی متناهͬ گروه های بر مروری بیستم: جلسه ١٩

H ∪N توسط شده تولید زیرگروه باشد. Hزیرگروه ⊆ G Nو ◁G باشد، گروه ͷیG کنید فرض

⟨H,N⟩ = HN = {hn |h ∈ H,n ∈ که داد نشان ͬ توان ͬ دهیم.م م نشان ⟨H,N⟩ با را G در

.N}

است. گروه ͷی HN که دهید نشان شد، گفته بالا در که فرض هایی با .١٣ تمرین
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صورت این در باشد. زیرگروه H ⊆ G و N ◁ G باشد، گروه ͷی G کنید فرض .١١٠ قضیه

HN

N
∼=

H

H ∩N

که φ : H → G

N
نگاشت .H ∩ N ◁ H و N ◁ HN که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ به اثبات.

توجه است. همومرفیسم ͷی φ که کنید بررسͬ تمرین عنوان به بͽیرید. نظر در را φ(x) = xN

که شود

Im(φ) = {xN |x ∈ H} =
HN

N

Ker(φ) = {x ∈ H |xN = N} = {x ∈ H |x ∈ N} = H ∩N

.HN
N

∼=
H

H ∩N
نتیجه در ،Im(φ) ∼=

H

Ker(φ)
بنابراین

این در است. اول عدد ͷی p که p| |G| و باشد متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .١١١ قضیه

است. p مرتبه ی با عنصری دارای G صورت

اندازه ی از کمتر اکیداً اندازه با گروه های برای حͺم کنید فرض .G اندازه ی روی استقرا با اثبات.

است ممͺن حالت دو باشد. سره ماکزیمال زیرگروه ͷی M ⊆ G کنید فرض باشد. برقرار G

حالت دارد. p مرتبه ی با عنصری M استقرا، فرض بنابر آن گاه ،p | |M | اگر اول: حالت دهد، رخ

قبل، قضیه به بنا .⟨a⟩M = G کنید توجه ،a ∈ G −M کنید فرض .p ̸ | |M | اگر دوم:

،ord(a) = r اگر یعنͬ ،p|ord(a) پس . |G|
|M |

=
ord(a)

|M ∩ ⟨a⟩ |
بنابراین .⟨a⟩M

M
∼=

⟨a⟩
M ∩ ⟨a⟩

.ord(a
r
p ) = p پس (a

r
p )p = 1 یعنͬ .ar = 1 آن گاه

بͽیرید: نظر در G روی را زیر رابطه ی باشد. گروه ͷی G کنید فرض

a ∼ b ⇔ ∃g ∈ Gga = bg ⇔ gag−1 = b

عنصر ͷی هم ارزی کلاس است. هم ارزی رابطه ͷی فوق رابطه ی که کنید بررسͬ تمرین عنوان به

G که کنید فرض ͬ توان م .C(a) = {gag−1 | g ∈ G} و ͬ دهیم م نشان C(a) با را a ∈ G
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a ∈ C(a) که کنید توجه ͬ شود. م افراز C(a1), C(a2), . . . , C(ak) هم ارزی کلاس های توسط

یعنͬ C(e) = {geg−1 | g ∈ G} = {e} و

|G| = 1 + |C(a1)|+ . . .+ |C(ak)|

Z(a) = {g ∈ G | ga = ag} = {g ∈ کنید: تعریف a ∈ G عنصر هر برای .١١٢ تعریف

.G | gag−1 = a}

است. G گروه از زیرگروه ͷی Z(a) که دهید نشان .١۴ تمرین

|C(a)| = [G : Z(a)] = اینصورت در .a ∈ G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١١٣ قضیه

. |G|
Z(a)

صورت این در .xax−1, yay−1 ∈ C(a) = {xax−1 |x ∈ G} کنید فرض اثبات.

xax−1 = yay−1 ⇔ ax−1 = x−1yay−1 ⇔ ax−1y = x−1ya⇔ x−1 ∈ Z(a)

هم مجموعه های مختلف کلاس های تعداد با هست C(a)متناظر در موجود مختلف عناصر تعداد بنابراین

.[G : Z(a)] روی

Z(G) = {a ∈ G | ∀g ∈ G ag = کنید: تعریف باشد. گروه ͷیG کنید فرض .١١۴ تعریف

.ga}

.Z(G) ◁ G که دهید نشان .١۵ تمرین

اول عدد ͷی p که |G| = prm و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض سیلو). (قضیه ١١۵ قضیه

ͷی دارای G صورت این در .pr+1 ̸ ||G| و p | |G|, p2 | |G|, . . . , pr | |G| یعنͬ p ̸ |m و است

است. pr اندازه با زیرگروه

برقرا G اندازه از کمتر اکیداً اندازه با گروه های برای حͺم کنید فرض .|G| روی استقرا با اثبات.

باشد. شده افراز C(a1), C(a2), . . . , C(an) هم ارزی کلاس های توسط G کنید فرض باشد.

که کنید توجه

|G| = prm = |C(a1)|+ |C(a2)|+ . . .+ |C(an)|
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طرفͬ از ،pr|Z(a) بنابراین .p ̸ | |G|
Z(a)

=
prm

|Z(a)|
پس .p ̸ ||C(a)| و |C(a)| ̸= 1 کنید فرض

با زیرگروه ͷی دارای Z(a) استقرا فرض بنابر و است G از سره گروه ͷی Z(a) اما pr+1 ̸ |Z(z)

که کنید مشاهده . |C(ai)| = 1 یا p|C(ai) یا ai هر برای کنید فرض بنابراین است. pr اندازه ی

|C(a)| = 1 ⇔ C(a) = {a}

⇔ {x−1ax |x ∈ g} = {a}

⇔ ∀x ∈ g(x−1ax = a)

⇔ ∀x ∈ g(ax = xa)

⇔ a ∈ Z(G)

است. آبلͬ گروه ͷی Z(G) و p | |Z(G)| که کنید توجه .|G| = prm = |Z(G)|+ pυ بنابراین

.| G
⟨a⟩

| = pr−1m پس .| ⟨a⟩ | = p یعنͬ است، p مرتبه با a عنصر ͷی حاوی Z(G) بنابراین

که طوری به U ⊆ G که U

⟨a⟩
صورت به است زیرگروه ͷی دارای G

⟨a⟩
استقرا فرض به بنا بنابراین

.|U | = pr و است G از زیرگروهͬ U بنابراین .| U
⟨a⟩

| = pr−1

صورت این در است. اول عددی p که p| |G| و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١١۶ نتیجه

است. p مرتبه ی با عنصری حاوی G

است. pr اندازه با زیرگروهͬ دارای G صورت این در .pr+1 ̸ | |G| و pr| |G| کنید فرض اثبات.

pk مرتبه ی با عنصری a کنید فرض است. pk صورت به زیرگروه این در موجود عناصر تمام مرتبه ی

ماست. نظر مورد عنصر apk−1 عنصر یعنͬ .apk = e یعنͬ باشد،

جبر اساسͬ قضیه بیست دوم: و بیست یͺم جلسات ٢٠

یادآوری:

زیرگروه هر برای .G = Gal(L : K) و باشد گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض •

.[Φ(H) : K] = [G : H] و دارد وجود K ⊆ Φ(H) ⊆ L میدانͬ میدان ͷی H ⊆ G

به گونه ای H ⊆ G اگر خاص طور به [L : K] = |G| و [L : Φ(H)] = |H| طرفͬ از

.[Φ(H) : K] = n آن گاه ،[G : H] = n که باشد

۶٣



G آن گاه ،pn| |G| که باشد عددی بزرگترین n و p| |G| که باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر •

توجه با ͬ نامیم. Gم سیلوی یpͷ‐زیرگروه Hرا و است pn اندازه Hبا زیرگروه ͷی دارای

.p ̸ | [G : H] آن گاه باشد، G p‐سیلوی زیرگروه ͷی H اگر ،[G : H] =
|G|
|H|

اینکه به

1 ≤ برای pi اندازه ی هر با زیرگروهͬ دارای G که کنید ثابت سیلو، قضیه فرضیات با .١۶ تمرین

است. i ≤ n

را R ⊆ R[x]
⟨x2 + 1⟩

میدان است. تحویل ناپذیر x2 + 1 ∈ R[x] چندجمله ای اینکه به توجه با

و C = {a + bi | a, b ∈ R} واقع در ͬ دهیم. م نشان C با آن را و ͬ نامیم م مختلط اعداد میدان

.[C : R] = 2

مشاهده:

چندجمله ای های پس است. R در ریشه ͷی دارای R[x] در فرد درجه ی با چندجمله ای هر •

هستند. زوج درجه دارای حتما R[x] در تحویل ناپذیر

ͬ شوند. م تجزیه C در کامل طور به C[x] در 2 درجه با چندجمله ای های •

نرمال بستار K ⊆ L ⊆ N و باشد جدایی پذیر و جبری K ⊆ L توسیع کنید فرض •

همه ی باشد، داشته L در ریشه ͷی اگر K ضرایب با چندجمله ای هر باشد. L شامل K

هیچ هم N در باشد نداشته ریشه ای هیچ L در f ∈ K[x] اگر است. N در آن ریشه های

ندارد. ریشه ای

آن گاه باشد، L شامل K نرمال بستار K ⊆ L ⊆ N و باشد جدایی پذیر K ⊆ L اگر .١٧ تمرین

است). گالوایی توسیع K ⊆ L ) است جدایی پذیر K ⊆ L

باشد متناهͬ جدایی پذیر توسیع ͷیK ⊆ L و باشد نامتناهͬ میدان ͷیK کنید فرض .١١٧ قضیه

.L = K(u) یعنͬ است، ساده توسیع ͷی K ⊆ L صورت این در .([L : K] = n)

کنید فرض باشد. ماکزیمال [K(u) : K] که باشد گونه ای به u ∈ L − K کنید فرض اثبات.

ادعا بͽیرید. نظر در را K(u + v) صورت به میدان های تمامͬ صورت این در ،v ∈ L−K(u)

نباشد، گونه این اگر .K(u + av) = K(u + bv) که طوری به موجودند a, b ∈ K که ͬ کنیم م

نرمال بستار اگر زیرا نیست؛ امͺان پذیر این ͬ شوند. م پیدا L و K بین متفاوت میدان نامتناهͬ آن گاه
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تعداد بنابراین است. گالوایی توسیع این آن گاه بͽیریم، نظر در را K ⊆ L ⊆ N صورت به را L

موجودند a, b ∈ K کنید فرض پس .Gal(N : K) گروه اندازه با است Lبرابر Kو بین میدان های

نتیجه در و u + av, u + bv ∈ K(u + av) پس .K(u + av) = K(u + bv) که طوری به

K ⊆ K(u) ⊊ K(u+av) صورت این در .u, v ∈ K(u+av) پس (a−b)v ∈ K(u+av)

است. تناقض در [K(u) : K] بودن ماکزیمال با این و

به ͬ شود. م تجزیه کامل طور به f ∈ C[x] چندجمله ای هر ،C مختلط اعداد میدان در .١١٨ قضیه

ندارد. وجود C ⫋ K جبری توسیع هیچ دیͽر بیان

گالوایی توسیع ͷی آن گاه نباشد، جبری بسته C اگر بͽیرید. نظر در را R ⊆ C توسیع اثبات.

[C : R] = 2 و [L : R] = [L : C][C : R] کنید توجه .R ⊆ C ⊆ L که است موجود R ⫋ L

زیرگروه ͷی دارای G بنابراین .2| |G| آن گاه ،G = Gal(L : R) اگر دیͽر بیان به .2|[L : R] پس

پس ،H ̸= G کنید فرض .H = G که ͬ کنیم م ادعا .|H| = 2n و است H نام به 2‐سیلو

پس .[Φ(H) : R] = [G : H] =
|G|
|H|

اینصورت این در بͽیرید. نظر در را R ⊆ Φ(H) ⊆ L

ریشه ی u که Φ(H) = R(u) قبل، قضیه به بنا است. فرد درجه ی با توسیع ͷی [Φ(H) : R]

است. تناقض این و است فرد درجه ی با تحویل ناپذیر چندجمله ای

داریم: [C : R] = 2 و [L : R] = 2n است، گالوایی توسیع ͷی C ⊆ L اینکه به توجه با اکنون

Gal(L : C) = [L : C] =
[L : R]
[C : R]

= 2n−1

سره زیرگروه ͷی دارای Gal(L : C) صورت این در ،n > 1 کنید فرض .n = 1 ͬ کنیم م ادعا

C ⫋ Φ(H ′) ⊆ L میدان بنابراین .[Gal(L : C) : H ′] = 2 یعنͬ بود، خواهد 2 اندیس با H ′

آن گاه ،[Φ(H ′) : C] = 2 اگر چون است تناقض این .[Φ(H ′) : C] = 2 که ͬ شود م پیدا

که ͬ دانیم م ما اما است 2 درجه ی با تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی ریشه ی u که C(u) = Φ(H ′)

ͬ شود. م تجزیه C[x] در کامل طور به 2 درجه با چندجمله ای هر

.f(x) = (x − a1)
n1 . . . (x − ak)

nk آن گاه ،f(x) ∈ C[x] اگر اینکه به توجه با .١١٩ نتیجه

C در f(x) = (x− a1)
n1 . . . (x− ak)

nk تجزیه ی صورت این در ،f(x) ∈ R[x] کنید فرض

z = a− bi آن گاه باشد، f(x) ∈ R[x] ریشه ی z = a+ bi اگر که کنید مشاهده داریم. f برای را
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.z + z, zz ∈ R که (x − z)(x − z) = x2 − (z + z) + zz همچنین است. f ریشه ی نیز

ͬ شود. م تجزیه دو و ͷی درجه ی از تحویل ناپذیر عوامل به f ∈ R[x] چندجمله ای هر بنابراین،

تعالͬ درجه و جبری استقلال سوم: و بیست جلسه ٢١

a1, . . . , an عناصر خطͬ، جبر در میͽیریم. نظر در صفر مشخصه با را میدان ها همه ی جلسه، این در

اگر هرگاه ͬ نامیم م خطͬ مستقل را K روی V برداری فضای از

r1a1 + r2a2 + . . .+ rnan = 0

ͷی با است برابر برداری فضای ͷی پایه ی .r1 = r2 = . . . = rn = 0 آن گاه ،ri ∈ K که

آن گاه باشند، برداری فضای ͷی برای پایه دو B2 و B1 اگر و ماکزیمال خطͬ مستقل مجموعه ی

برای هم درس این در ͬ نامیم. م فضا آن بˀعد را برداری فضای برای پایه  ͷی اندازه .|B1| = |B2|

گرفتیم. نظر در K روی L برداری فضای بعد صورت به را [L : K] بعد ،K ⊆ L میدانͬ توسیع

K روی L ͬ گوییم م صورت این در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .١٢٠ تعریف

.L = K(α1, . . . , αn) که طوری به باشند ,α1موجود . . . , αn ∈ L عناصر هرگاه ͬ شود م تولید متناهیاً

که [K(α) : K] = n = deg(f) آن گاه باشد، جبری K روی α ∈ L−K اگر کنید توجه

اگر ͬ شود. م تولید عنصر ͷی با فقط K(α) میدان عنوان به اما است. α مینیمال چندجمله ای f

α عنصر ͷی با K(α) میدانͬ، لحاظ از [K(α) : K] = +∞ آن گاه باشد، متعالͬ α ∈ L−K

ͬ شود. م تولید K روی

α1, . . . , αn ∈ عناصر باشد. میدانͬ توسیع ͷیK ⊆ L کنید فرض جبری). (استقلال ١٢١ تعریف

f(x1, . . . , xn) متغیره  ی∋ nچندجمله ای هر برای هرگاه ͬ نامیم Kم روی جبری مستقل L−Kرا

.f = 0 آن گاه ،f(α1, . . . , αn) = 0 اگر K[x1, . . . , xn]

مشاهده:

.α ̸∈ Kalg دیͽر بیان به باشد، متعالͬ K روی α هرگاه است جبری مستقل K روی α •

آن گاه باشند، جبری مستقل K روی α, β اگر •
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.α ̸∈ Kalg یعنͬ است، متعالͬ K روی α ‐

.β ̸∈ Kalg یعنͬ است، متعالͬ K روی β ‐

.α ̸∈ (K(β))alg یعنͬ است، متعالͬ K(β) روی α ‐

.β ̸∈ (K(α))alg یعنͬ است، متعالͬ K(α) روی β ‐

.αi ̸∈ (K(α1, . . . , αn))
alg ،1 ≤ i ≤ n هر برای یعنͬ هستند جبری Kمستقل ,α1روی . . . , αn •

فرض .α1, . . . , αn ∈ L−K که L = K(α1, . . . , αn) و K ⊆ L کنید فرض .١٢٢ تعریف

B مجموعه ی اندازه ی باشد. K روی ماکزیمال جبری مستقل زیرمجموعه ی ͷی B ⊆ L کنید

ͬ دهیم. م نشان trdeg(L : K) یا trdeg( L
K
) با آن را و ͬ نامیم Kم روی L تعالͬ درجه را |B| یعنͬ

.trdeg(C : Q) = 2ℵ0 مثال برای

همچنین است. جبری توسیع ͷی L ⊆ K(B) پس است متناهͬ [L : K(B)] که کنید توجه

α که L = K(B)(α) پس است، متناهͬ [L : K(B)] که ͬ دانیم م است؛ متناهͬ B مجموعه ی

بنابراین .α1, . . . , αn ∈ K(B)(α) پس L = K(α1, . . . , αn) چون طرفͬ از است. جبری

است. متناهͬ [L : K(B′)] که طوری به است موجود B′ ⊆ B

جبری K ⊆ L توسیع لزوماً آن گاه باشد، متناهͬ [L : K] اگر که دهید نشان الف) .١٨ تمرین

نیست.

کنید فرض .α1, . . . , αn ∈ L − K که L = K(α1, . . . , αn) و K ⊆ L کنید فرض ب)

[L : K(B)] که دهید نشان باشد. K روی ماکزیمال جبری مستقل زیرمجموعه ی ͷی B ⊆ L

است. متناهͬ

و B = {b1, . . . bn} کنید فرض .L = K(α1, . . . , αn) و K ⊆ L کنید فرض .١٢٣ لم

[L : K(C)] و [L : K(B)] که طوری به باشند جبری مستقل مجموعه های C = {c1, . . . cm}

.|B| = |C| صورت این در باشند. متناهͬ

.K(b1, . . . , bm) ∼= K(c1, . . . , cm) ∼= K(x1, . . . , xm) که کنید توجه .m < n کنید فرض اثبات.

(در است تناقض این و است متناهͬ [L : K(b1, . . . , bm)] پس است، متناهͬ [L : K(C)] چون

کرده ایم). ثابت دقیق صورت به را لم این ،١٢۶ قضیه
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و باشند K شامل دو هر که طوری به باشند جبری بسته میدان دو L2 و L1 کنید فرض .١٢۴ قضیه

trdeg(L1

K
) = trdeg(L2

K
)

.L1
∼=K L2 صورت این در

K(B1) ∼= صورت این در باشند. K روی L2 پایه ی B2 و L1 پایه ی B1 کنید فرض اثبات.

.L1
∼=K L2 پس است K(Bi) جبری بستار Li بنابراین .K(B2)

هستند. ایزومرف هم با ناشمارا و هم اندازه جبری بسته ی میدان دو هر .١٢۵ لم

Q شامل میدان دو هر پس باشند. 2ℵ0 اندازه با جبری بسته میدان دو L2 و L1 کنید فرض اثبات.

trdeg(L1

Q ) = trdeg(L2

Q ) = که کنید توجه ͬ شدند). Zpم شامل آن گاه بود، p مشخصه (اگر هستند

.L1
∼=K L2 قبل، قضیه به بنا پس .2ℵ0

هستند؟ ایزومرف هم با نیز شمارا جبری بسته ی میدان دو آیا .١٩ تمرین

روی L تعالͬ پایه ی ͷی α1, . . . , αn و باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .١٢۶ قضیه

ͷی β1, . . . , βm کنید فرض همچنین است. جبری K(α1, . . . , αn) ⊆ L توسیع یعنͬ باشد، K

در است. جبری K(β1, . . . , βm) ⊆ L توسیع یعنͬ باشد، K روی L برای دیͽری تعالͬ پایه ی

m = n صورت این

باشند. K روی L برای تعالͬ پایه های β1, . . . , βm و α1, α2, α3 کنید فرض راحتͬ، برای اثبات.

β1 بنابراین است. جبری K(α1, α2, α3) ⊆ L توسیع که کنید توجه .m = 3 که ͬ دهیم م نشان

طوری به ͬ شود م Kیافت در ضرایب با f چندجمله ای ͷی یعنͬ است. ,K(α1جبری α2, α3) روی

αiها از ͬͺی حداقل بنابراین نیست. Kجبری روی β1 که کنید توجه .f(α1, α2, α3, β1) = 0 که

نتیجه f(α1, α2, α3, β1) = 0 اینکه از است. شده ظاهر f در α1 کنید فرض ͬ شود. م ظاهر f در

.K(α1, α2, α3) ⊆ (K(α2, α3, β1))
alg خاص، طور به .α1 ∈ K(α2, α3, β1) که ͬ گیریم م

جبری (K(α2, α3, β1))
alg روی β2 یعنͬ است جبری K(α1, α2, α3) روی β2 مشابه طور به

که ͬ شود م پیدا f مانند چندجمله ای بنابراین است. جبری K(α2, α3, β1) روی β2 یعنͬ است

در α2 کنید فرض است. αiها از ͬͺی شامل حتما f چندجمله ای و f(α2, α3, β1, β2) = 0
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که کنید دقت .α2 ∈ (K(α3, β1, β2))
alg بنابراین باشد. شده استفاده شده یاد چندجمله ای

روی رو این از و K(α1, α2, α3) روی β3 حال .K(α1, α2, α3) ⊆ (K(α3, β1, β2))
alg

α1, α2, α3 ∈ نتیجه در .α3 ∈ (K(β1, β2, β3))
alg قبل مشابه و است جبری K(α3, β1, β2)

(K(β1, β2, β3))
alg ⊇ L بنابراین ،(K(α1, α2, α3))

alg ⊇ L پس .(K(β1, β2, β3))
alg

خط کش توسط ترسیم شانوئل، حدس چهارم: و بیست جلسه ٢٢

پرگار و

چند Q(π)
Q

یعنͬ ،Q روی Q(π) تعالͬ درجه است؟ چند Q(e)
Q

یعنͬ ،Q روی Q(e) تعالͬ درجه

ͷی آیا e؟ ∈ (Q(π))alg آیا است؟ چند Q(e, π)
Q

یعنͬ ،Q روی Q(e, π) تعالͬ درجه است؟

باشد؟ آن ریشه ی e که ͬ شود م پیدا Q(π) در ضرایب با چندجمله ای

رویQجبری که باشند ,α1عناصری α2, . . . , αn کنید فرض وایراشتراس). (لیندمان‐ ١٢٧ قضیه

یعنͬ هستند، جبری مستقل Q روی eα1 , eα2 , . . . , eαn صورت این در هستند. خطͬ مستقل و

.tr(e
α1 , eα2 , . . . , eαn

Q
) = n

نمایید. مراجعه زمینه این در مربوط مراجع به اثبات.

متفاوت جبری عناصر α1, α2, . . . , αn کنید فرض ͬ شود: م بیان نیز صورت این به بالا قضیه

هستند. خطͬ مستقل Q روی eα1 , eα2 , . . . , eαn صورت این در باشند. Q روی

.e ̸∈ (Q)alg یعنͬ ،tr( e
Q
) = 1 یعنͬ است متعالͬ Q روی e عدد .١٢٨ نتیجه

بنا و a0 + a1e+ a2e
2 + . . .+ ann کنید فرض یعنͬ باشد، جبری Q روی e کنید فرض اثبات.

است. غیرممͺن این قبل، قضیه به

است. متعالͬ Q روی π عدد .١٢٩ نتیجه

کنید فرض بنابراین است. جبری نیز Q روی نیز πi آن گاه باشد، جبری Q روی π اگر اثبات.

روی {−1, 1} اما باشند، خطͬ Qمستقل روی باید e0 و eπi صورت این در .α2 = 0 و α1 = πi

نیستند. خطͬ مستقل Q
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tr(α1, . . . , αn, e
α1 , eα2 , . . . , eαn

Q
) ≥ آن گاه باشند، خطͬ ,α1رویQمستقل . . . , αn اگر شانوئل: حدس

.n

دهید قرار کافیست هستند. جبری مستقل e, π آن گاه باشد، برقرار شانوئل حدس اگر .١٣٠ نتیجه

{e, πi} پس هستند جبری {1,−1} چون .tr(1, πi, e,−1

Q
) ≥ 2 پس .α2 = 1 و α1 = πi

هستند. جبری مستقل {e, π} ͬ گیریم م نتیجه است جبری i چون هستند. جبری مستقل

پرگار و خط کش توسط ترسیم مسائل

دایره ای مساحت برابر آن مساحت که کرد رسم مربعͬ پرگار، و خط کش از استفاده با ͬ توان م آیا

با ͬ توان م فقط و ندارد درجه بندی که است خط کشͬ اینجا در نظر مورد خط کش باشد. r شعاع به

داریم. را واحد طول اما کرد، رسم خطͬ شده داده نقطه دو روی آن

داده نقطه دو بین خط˼ عمودمنصف ͬ توان م باشند. شده Bساخته Aو نقاط کنید فرض .١٣١ مثال

کرد. رسم پرگار و خط کش از استفاده با را شده

است. ایجاد قابل . . . و 3r ،2r طول های آن گاه باشد، رسم قابل r طول اگر .١٣٢ مثال

واقع AB پاره خط روی C نقطه ی و باشند سیستم در C و B ،A نقاط کنید فرض .١٣٣ مثال

کنید. رسم AB بر عمود C از خطͬ خط کش از استفاده با نباشد.

عمودمنصف حال کند. قطع N و M نقاط در را AB خط که ͬ کنیم م رسم C مرکز به دایره ای ابتدا

COM مثلث دو ͬ کنیم. م Cوصل نقطه به MNرا خط Oوسط نقطه و ͬ کنیم م رسم MNرا خط

است. عمود AB خط بر CO خط پس هستند. هم نهشت CON و

AB بر عمود خطͬ ͬ توان م C نقطه از باشد. واقع AB خط روی C نقطه کنید فرض .١٣۴ مثال

کرد. رسم

فرض ͬ کنیم. م رسم CAدایره ای شعاع Cو مرکز به آن گاه باشد، نگرفته قرار هم Aروی Cو نقاط اگر

حال ͬ گذرد. Cم نقطه ی ′AAاز خط عمودمنصف کند. ′Aقطع نقطه ی در ABرا خط دایره، کنید

ͬ کنیم. م رسم AB شعاع و A مرکز به دایره ای باشند. گرفته قرار هم روی C و A نقاط کنید فرض

C نقطه از DB خط عمودمنصف کند. قطع D نام به نقطه ای در را AB خط دایره کنید فرض

ͬ گذرد. م

٧٠



،a− b ،a+ b طول های که دهید نشان باشند. شده ایجاد b و a طول های کنید فرض .١٣۵ مثال

هستند. ایجاد قابل نیز b
a

و ab

کرد. ایجاد عمود a طول بر را b طول  ͬ توان م که کنید توجه ابتدا ، b
a

طول ایجاد برای

به C نقطه ی از شروع با a طول روی سپس شود. ایجاد مثلثͬ تا ͬ کنیم م وصل بهم را C و A نقاط

a طول روی D نقطه ی که باشد واحد اندازه به CD طول کنید فرض ͬ کنیم. م مشخص واحد اندازه

قطع D′ در را AC خط عمود این کنید فرض و ͬ کنیم م رسم a طول بر عمودی D نقطه ی از است.

باشد. x برابر DD′ خط طول کنید فرض کند،

داریم: مثلث ها تشابه بر بنا
1

a
=
x

b
⇒ x =

b

a

کنیم. ایجاد زیر صورت به مثلثͬ باید قبل حالت مشابه ،x = ab رسم برای
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داریم: مثلث ها تشابه بر بنا
1

b
=
a

x
⇒ x = ab

AB موازی خطͬ C نقطه ی از داریم. را C نقطه ی و AB خط سیستم در کنید فرض .١٣۶ مثال

کنید. رسم

CD بر عمود خطͬ C نقطه  ی از حال ͬ کنیم. م رسم AB بر عمود را CD خط C نقطه ی از ابتدا

است. موازی AB خط با عمود، خط این و ͬ کنیم م رسم

کنید. رسم شده، داده AB پاره خط روی مربع ͷی .١٣٧ مثال

AB اندازه به شعاع و B مرکز به سپس ͬ کنیم. م رسم دایره ای AB اندازه به شعاع و A مرکز به

در را اول دایره ی که ͬ کنیم م رسم AB خط بر عمودی A نقطه ی از ͬ کنیم. م رسم دیͽری دایره ی

دایره ی که ͬ کنیم م رسم AB خط بر عمودی B نقطه ی از مشابه، طور به کند. قطع C نام به نقطه ای

است. مربع ͷی ABCD ضلعͬ چهار کند. قطع D نام به نقطه ای در را دوم

کنید. ایجاد را
√
a طول داریم، را a طول کنید فرض .١٣٨ مثال

واحد اندازه به AB خط پاره امتداد در و A نقطه ی از باشد. a برابر AB پاره خط طول کنید فرض

کنید. ایجاد

کنید. رسم OB شعاع و O مرکز به دایره ای بنامید. O آ ن را و کنید پیدا را CB پاره خط وسط حال

بنامید. را D را عمود خط و دایره تقاطع محل کنید. رسم AB خط بر عمودی A نقطه ی از سپس
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که کرد ثابت ͬ توان م بنابراین است، قائمه زاویه ͷی D زاویه ی کنید. وصل B و C به را D نقطه ی

.x =
√
a× 1

.x =
√
a× b که دهید نشان داریم. زیر صورت به قايم الزاویه مثلث ͷی کنید فرض .٢٠ تمرین

بسازید مربع ͷی قبل، مثال از استفاده با داریم. b و a اضلاع با مستظیل ͷی کنید فرض .٢١ تمرین

باشد. برابر شده داده مستطیل مساحت با آن مساحت که

توسط ترسیم ͷکلاسی مسائل برخͬ پنجم: و بیست جلسه ٢٣

پرگار و خط کش

را {(a, b) | a, b ∈ F} صورت این در باشد. میدان ͷی F ⊆ R کنید فرض .١٣٩ تعریف

خط صورت این در .P = (a1, b1), Q = (a2, b2) ∈ F 2 کنید فرض ͬ نامیم. م F 2 صفحه ی

دایره ای معادله ی مشابه طور به است. y = mx+ bصورت به معادله ای Qدارای و P میان گذرنده

است: زیر صورت به دو آن میان فاصله ی شعاع به و (a1, b1) مرکز به

(x− a1)
2 + (y − b1)

2 = (a2 − a1)
2 + (b2 − b1)

2

مشاهده:

F 2 در نیز خط دو این نقاطع نقطه آیا باشند. F 2 در متقاطع خط دو L2 و L1 کنید فرض •

.L1 ∩ L2 ∈ F 2 یا L1 ∩ L2 = ∅ بله، است؟
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فرض هستند؟ F 2 در دایره دو این تقاطع نقاط آیا باشند. F 2 در دایره دو c2 و c1 کنید فرض •

کنید

c1 : x
2 + y2 + ax+ by + c = 0

c2 : x
2 + y2 + a′x+ b′y + c′ = 0

x2+bx+c = صورت به xحسب بر ٢ درجه ی معادله ی ͷی به تقاطع محل کردن پیدا برای

،
√
∆ ∈ F اگر است. −b±

√
∆

2a
صورت به معادله جواب های که ͬ دانیم م رسیم. مͬ 0

فرض دیͽر، بیان به .y ∈ F (
√
∆) و x ∈ F (

√
∆) آن گاه ،

√
∆ ̸∈ F اگر .x ∈ F آن گاه

.[F (C) : F ] = 2 و F ⊆ F (C) صورت این در باشد. دایره دو تقاطع محل C,D کنید

[F (
√
∆) : F ] = که میͽیرد قرار F (

√
∆) میدان در دایره دو تقاطع محل خلاصه، طور به

.2

یا C ∩ L = ∅ صورت این در باشند. F 2 در خط ͷی L و دایره ͷی C کنید فرض •

و P,Q ∈ F (
√
∆) یا P,Q ∈ F یا که C ∩ L = {P,Q} یا C ∩ L = {P} ∈ F 2

.[F (
√
∆) : F ] = 2

یا دارد F در ریشه دو یا معادله این .a, b ∈ F که بͽیرید نظر در را x2 + ax+ b معادله ی •

دقت .[F (
√
∆) : F ] = 2 که طوری به دارد F (

√
∆) در ریشه دو یا دارد F در ریشه ͷی

است. F در نیز آن دیͽر ریشه ی آن گاه باشد، داشته F در ریشه ͷی معادله این اگر که کنید

خط کش توسط ایجاد قابل (c, 0) هرگاه ͬ نامیم م ساخته شدنͬ را c ∈ R حقیقͬ عدد .١۴٠ تعریف

باشد). پرگار و خط کش توسط ایجاد قابل (0, c) اگر تنها و (اگر باشد پرگار و

و خط کش توسط ایجاد قابل (0, d) و (c, 0) هرگاه ͬ نامیم م ساخته شدنͬ را (c, d) ∈ F 2 نقطه ی

باشد). پرگار و خط کش توسط ایجاد قابل (d, c) اگر تنها و (اگر باشد پرگار

مشاهده:

هستند. ایجاد قابل a ∈ Q نقاط تمام •

بنابراین هستند. ایجاد قابل نیز a
b

و a − b ،a + b آن گاه باشند، ایجاد قابل a, b ∈ R اگر •

ͬ دهند. م R از زیرمیدان ͷی تشͺیل شدنͬ ساخته نقاط
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[Q(c) : که دارد وجود n ∈ Nصورت این در باشد. ساخته شدنͬ c ∈ R کنید فرض .١۴١ قضیه

Q] = 2n

ͬ شود. م ایجاد پرگار و خط کش بردن کار به مرتبه متناهͬ تعداد با باشد ساخته شدنͬ c اگر اثبات.

c ∈ که کنید فرض ͬ توانیم م بنابراین ͬ شود. م محاسبه هم با دوایر و خطوط اشتراک مرحله هر در

پس .Q[
√
∆1, . . . ,

√
∆n]

Q ⊆ Q(c) ⊆ Q[
√

∆1, . . . ,
√

∆n]

.[Q(c) : Q] = 2n نتیجه در

ͷکلاسی قضایای

کرد. تقسیم مساوی قسمت سه را 60 زاویه ی ͷی ͬ توان نم پرگار و خط کش از استفاده با .١۴٢ قضیه

c = cos(20) یعنͬ است. ایجاد قابل cos(20◦) آن گاه باشد، ایجاد قابل 20◦ زاویه ی اگر اثبات.

که کنید توجه .[Q(c) : Q] = 2n پس است. شده ایجاد پرگار و خط کش توسط

cos(3α) = 4 cos3(α)− 3 cos(α)

ادعا .8x3 − 6x− 1 = 0 یعنͬ .x = cos(20) که 1

2
= 4x3 − 3x آن گاه ،α = 20◦ اگر پس

کنید مشاهده است. تحویل ناپذیر Q روی g(x) = 8x3 − 6x − 1 = 0 چندجمله ای که ͬ کنیم م

که ͬ دانیم م همچنین است. Q در ریشه دارای باشد، تجزیه قابل Q[x] در فوق چندجمله ای اگر که
c

d
مانند گویایی ریشه ی دارای Z در ضرایب با a0 + a1x + . . . + anx

n مانند چندجمله ای اگر

داشته c
d

مانند ریشه ای Q در g چندجمله ای اگر بنابراین .d|an و c|a0 آن گاه ،(c, d) = 1 که باشد

بررسͬ .d = 4 یا d = 2 یا d = 1 و c = −1 یا c = 1 بنابراین .d|8 و c| − 1 آن گاه باشد،

نیست. g ریشه ی c
d

مقادیر، این برای که ͬ شود م

مͺعبی ͬ توان نم که دهید نشان است. شده داده 1 ضلع طول با مͺعب ͷی کنید فرض .١۴٣ قضیه

باشد. شده داده مͺعب حجم برابر دو آن حجم که کرد ایجاد

داشته ریشه Q در باید x3 − 2 چندجمله ای آن گاه کنیم، ایجاد 2 حجم با مͺعبی بتوانیم اگر اثبات.

است. تحویل ناپذیر Q روی x3 − 2 اما باشد.
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هم مساحت مربعͬ ͬ توان نم که دهید نشان است. شده داده 1 شعاع به دایره ای کنید فرض .١۴۴ قضیه

کرد. رسم آن با

Q در x −
√
π = 0 معادله ی باید آن گاه کرد، ایجاد

√
π ضلع طول به مربعͬ بتوان اگر اثبات.

نیست. جبری π زیرا نیست جبری Q روی
√
π اما باشد. داشته ریشه

لم گویا، اعداد روی تحویل ناپذیری ششم: و بیست جلسه ی ٢۴

آیزن اشتاین ͷمح و گاوس

یادآوری:

تجزیه f = ghصورت به را f نتوان هرگاه ͬ نامیم م تحویل ناپذیر را f ∈ K[x] چندجمله ای •

باشند. 1 مساوی بزرگتر h و g درجه های و g, h ∈ K[x] که کرد

Q[x] در x2 + 1 چندجمله ای مثال برای دارد. بستگͬ نظر مورد میدان به تحویل ناپذیری •

x2 − 2 چندجمله ای مثال برای است. تحویل پذیر C[x] در اما است تحویل ناپذیر R[x] و

x2 − 2 = (x −
√
2)(x +

√
2) صورت به R[x] در اما است تحویل ناپذیر Q[x] در

ͬ شود. م تحویل پذیر

شود دقت ͬ شود. م تجزیه کامل طور به f ∈ C[x] آن گاه باشد، تحویل ناپذیر f ∈ Q[x] اگر •

داشته نباید C در تکراری ریشه ی یعنͬ ͬ شود، م تجزیه اول درجه ی عوامل به C[x] در f که

باشد.

چندجمله ای های C[x]تنها در یعنͬ ͬ شود، م تجزیه اول عوامل به چندجمله ای ها C[x]تمامͬ در •

هستند. اول درجه ی چندجمله ای های تحویل ناپذیر،

تنها یعنͬ ͬ شود، م تجزیه دوم درجه ی و اول درجه ی عوامل به چندجمله ای ها R[x] در •

هستند. ،∆ < 0 که ax2 + bx+ c و x+ a صورت به تحویل ناپذیر چندجمله ای های

f(x) = چندجمله ای مثال برای نیست. تحویل ناپذیری معنͬ به نداشتن ریشه که کنید دقت •

است. تحویل پذیر اما ندارد ریشه ای هیچ Q در (x2 + 1)(x2 + 1) ∈ Q[x]
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Q[x] در تحویل ناپذیری

Q[x] در را f(x) = x2 + ax + b صورت به چندجمله های تحویل ناپذیری ͬ خواهیم م حال

ریشه دارای Q در f اگر تنها و اگر است تحویل پذیر Q[x] در f که کنید توجه کنیم. بررسͬ

در f آن گاه ،∆ < 0 اگر ،f(x) = x2 + ax + b ∈ Q[x] چندجمله ای برای بنابراین باشد.

f(x) = (x−α1)(x− β2) صورت به R[x] در f آن گاه ،∆ > 0 اگر است. تحویل ناپذیر R[x]

β1, β2 ̸∈ اگر تنها و اگر است Q[x]تحویل ناپذیر در f چندجمله ای حالت، این در است. تحویل پذیر

.Q

−
√
2 و

√
2 چندجمله ای این ریشه های بͽیرید. نظر در را x2−2 ∈ Q[x] چندجمله ای .١۴۵ مثال

تحویل پذیر R[x] در اما است. تحویل ناپذیر Q[x] در چندجمله ای این پس نیستند، Q در که است

است.

است. تحویل ناپذیر Q[x] و R[x] در پس ندارد. R در ریشه ای x2 + x+ 1 ∈ Q[x] چندجمله ای

Q در ریشه ها این و هستند x2 + x − 2 ∈ Q[x] چندجمله ای ریشه های 2 و 1 که این به توجه با

است. تحویل پذیر Q[x] در چندجمله ای این پس دارند، قرار

در f اگر صورت این در باشد. چندجمله ای ͷی f ∈ Z[x] کنید فرض گاوس). (لم ١۴۶ لم

Q[x] در f ∈ Z[x] دیͽر بیان به است، تحویل پذیر نیز Z[x] در آن گاه باشد، تحویل پذیر Q[x]

باشد. تحویل ناپذیر Z[x] در اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر

ͬ شود م پیدا n صحیح عدد باشد. تحویل پذیر f = f1f2 صورت Q[x]به در f کنید فرض اثبات.

کنید فرض .nf, g, h ∈ Z[x] صورت این در و nf = gh که

g = a0 + a1x+ . . .+ anx
n

h = b0 + b1x+ . . .+ bmx
m

را h ضرایب تمامͬ p یا ͬ کند م عاد را g ضرایب تمامͬ p یا صورت این در ،p|n کنید فرض ادعا:

ضریب ͷی و g در ضریب ͷی حداقل آن گاه ،p|n اگر یعنͬ نباشد. این گونه کنید فرض ͬ کند. م عاد

h در ضریب اولین bj و p ̸ |ai که باشد g در ضریب اولین ai کنید فرض نشود. عاد p توسط h در

کنید فرض مثال برای ͬ شود. م عاد p توسط nf در xi+j ضریب صورت این در .p ̸ |bj که باشد

،p|a1 ،p|a0 یعنͬ .p ̸ |b2 که باشد h در ضریب اولین b2 و p ̸ |a3 که باشد g در ضریب اولین a3
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را nf در x5 ضریب p که ͬ داینم م صورت این در .p ̸ |b2 و p|b1 ،p|b0 همچنین .p ̸ |a3 و p|a2
با است برابر nf در x5 ضریب ͬ کند. م عاد

a0b5 + a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + a5b0

p|a4b1+ پس p|b1 و p|b0 چون همچنین .p|a0b5+ a1b4+ a2b3 پس p|a2 و p|a1 ،p|a0 چون

امͺان پذیر این و p|b2 یا p|a3 باید یا پس است اول عددی p چون اما .p|a3b2 باید بنابراین .a5b0
Z[x] در f که میͽیریم نتیجه کرد تجزیه اول عوامل به را n ͬ توان م اینکه و ادعا این بنابر نیست.

ͬ شود. م تجزیه

تحویل ناپذیری است؟ تحویل ناپذیر Q[x] در x3 + 2x2 + 4x + 1 چندجمله ای آیا .١۴٧ مثال

به باید باشد تحویل پذیر Z[x] در چندجمله ای این اگر ͬ کنیم. م بررسͬ Z[x] در را چندجمله ای این

شود تجزیه زیر صورت

x3 + 2x2 + 4x+ 1 = (x+ a)(x2 + bx+ c)

f ریشه ی هیچ کدام −1 و 1 اگر .a = −1 یا a = 1 بنابراین ،ac = 1 باید پس .a, b, c ∈ Z که

است. تحویل ناپذیر نیز Q[x] در نتیجه در است، تحویل ناپذیر Z[x] در f آن گاه نباشند،

تحویل ناپذیری است؟ تحویل ناپذیر Q[x] در x3 + 2x2 + 4x + 6 چندجمله ای آیا .١۴٨ مثال

به باید باشد تحویل پذیر Z[x] در چندجمله ای این اگر ͬ کنیم. م بررسͬ Z[x] در را چندجمله ای این

شود تجزیه زیر صورت

x3 + 2x2 + 4x+ 1 = (x+ a)(x2 + bx+ c)

آیا کنیم بررسͬ کافیست بنابراین .a = ±3 یا a = ±2 یعنͬ ،ac = 6 باید پس .a, b, c ∈ Z که

تحویل ناپذیر f آن گاه نباشند، f چندجمله ای ریشه ی هیچ کدام اگر نه. یا هستند f ریشه ی اعداد این

است.

ریشه ی a
b

اگر .f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n ∈ Z[x] کنید فرض یادآوری:

.b|an و a|a0 آن گاه باشد، Q در f

باشد، f ریشه ی a
b

اگر است. Q در ریشه دارای آن گاه شود، تجزیه Q[x] در f اگر قبل، مثال در

باشد. f ریشه ی باید a = ±3 یا a = ±2 پس .b|1 و a|6 آن گاه
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فرض .a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n ∈ Z[x] کنید فرض آیزنشتاین). ͷمح) ١۴٩ قضیه

.p2 ̸ |a0 و p ̸ |an اما p|a0, p|a1, . . . , p|an−1 که طوری به باشد داشته وجود p اول عدد کنید

است. تحویل ناپذیر Q[x] در f صورت این در

برهان به معادل اند. هم با Z[x] و Q[x] در تحویل ناپذیری گاوس، لم به بنا که کنید توجه اثبات.

شود. تجزیه زیر صورت به Z[x] در نظر مورد چندجمله ای کنید فرض خلف

a0+a1x+a2x
2+ . . .+anx

n = (b0+b1x+ . . .+brx
r)(c0+c1x+c2x

2+ . . .+csxs)

این ها از ͬͺی فقط پس p2 ̸ |a0 چون و p|c0 یا p|b0 پس ،p|a0 و a0 = b0c0 اینکه به توجه با

و p|a1 = c0b1 + c1b0 اینکه به توجه با .p ̸ |c0 و p|b0 کنید فرض بنابراین، باشد. برقرار ͬ تواند م

این به بنابراین .p|b2 پس p|a2 = c0b2 + c1b1 + c2b0 اینکه به توجه با دوباره .p|b1 پس ،p ̸ |c0
استفاده biها تمامͬ xn ضریب در اینکه با توجه با ͬ کند. م عاد را biها همه ی p یعنͬ ،p|br ترتیب

است. تناقض این و p|an پس شده اند،

دارند. وجود بزرگ کافͬ اندازه به درجه با تحویل ناپذیر چندجمله ای های .١۵٠ نتیجه

2 ̸ |1 و 22 ̸ | − 2 ،2| − 2 چون بͽیرید. نظر در را x3 − 2 ∈ Z[x] چندجمله ای .١۵١ مثال

Q[x] در 3 + 6x+ 9x2 + 10x3 چندجمله ای همچینین است. تحویل ناپذیر چندجمله ای این پس

است. تحویل ناپذیر

این کنید فرض است. تحویل ناپذیر Q[x] در 3x3 + 6x2 + 9x + 10 چندجمله ای .١۵٢ مثال

شود: تحویل پذیر زیر صورت به چندجمله ای

3x3 + 6x2 + 9x+ 10 = fg

نوشت: ͬ توان م کسرها میدان در پس باشد. 2 درجه ی از g و 1 درجه ی از f که

x3(3 + 6
1

x
+ 9

1

x2
+ 10

1

x3
) = xf ′ + x2g′

چندجمله ای آیزنشتاین، ͷمح به بنا اما .3 + 6y + 9y2 + 10y3 = f ′g′ پس ،y = 1
x

دهید قرار

است. تحویل ناپذیر 3 + 6y + 9y2 + 10y3
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عددی و p > 2 که 1+ x+ x2 + . . .+ xp−1 ∈ Q[x] صورت به چندجمله ای هایی .١۵٣ مثال

که کنید توجه است. اول

xp − 1

x− 1
= 1 + x+ x2 + . . .+ xp−1

بنابراین .xp − 1 = (x− 1)fg پس .1 + x+ x2 + . . .+ xp−1 = fg که کنید فرض

(X + 1)p − 1 = Xf(X + 1)g(X + 1)

که کنید توجه

(X + 1)p − 1 =

(
p

1

)
X +

(
p

2

)
X2 +

(
p

3

)
X3 + · · ·+

(
p

p− 1

)
Xp−1 +Xp

(X+1)p−1 چندجمله ای ،p ̸ |1 و p|
(
p
1

)
, p|

(
p
2

)
, . . . , p|

(
p

p−1

)
چون آیزنشتاین، ͷمح به بنا اما

است. تحویل ناپذیر

کنید فرض .φ(a) = a = a+ ⟨p⟩ که دارد وجود φ : Z→ Zp همومرفیسم

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n ∈ Z[x]

.f = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n ∈ Zp[x] بنابراین .p ̸ |an که باشد اول عدد ͷی p و

.f = gh آن گاه ،f = gh اگر حال

باشد اول عددی p و f(x) = a0+a1x+a2x
2+ . . .+anx

n ∈ Z[x] کنید فرض .١۵۴ قضیه

است. تحویل پذیر Zp[x] در f آن گاه باشد، تحویل پذیر Z[x] در چندجمله ای این اگر .p ̸ |an که

.2 ̸ |1 که کنید دقت و بͽیرید نظر در را f(x) = x3 + 2x2 + x + 1 چندجمله ای .١۵۵ مثال

Z2[x] در f اگر و f = x3 + x + 1 اما ͬ شود. م تحویل پذیر f ∈ Z2[x] آن گاه ،f = gh اگر

شود: تجزیه زیر صورت به باید شود تحویل پذیر

f = (x+ a)(x2 + ax+ b)

.a = b = 1 که ͬ گیریم م نتیجه ab = 1 اینکه از و Z2 = {0, 1} اما .a2 + b = 1 و ab = 1 که

ͬ کنند. نم صدق a2 + b = 1 شرط در مقادیر این
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متناهͬ میدان های هفتم: و بیست جلسه ی ٢۵

،1F + . . .+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار n

= 0F که باشد داشته nوجود ∈ N اگر باشد. میدان ͷیF کنید فرض یادآوری:

نوشت: ͬ توان م .Char(F ) = n ͬ نویسیم م و است n برابر F میدان مشخصه ͬ گوییم م آن گاه

Char(F ) = n⇔ 1F + . . .+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار n

= 0F

⇔ ∃x ̸= 0 ∈ F (x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
بار n

= 0F )

⇔ ∀x ̸= 0 ∈ F (x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
بار n

= 0F )

که باشد نداشته وجود nای هیچ اگر است. اول عددی n آن گاه باشد، میدان ͷی مشخصه n اگر

p مشخصه ی با میدان های است. صفر میدان، مشخصه ͬ گوییم م آن گاه ،1F + . . .+ 1F︸ ︷︷ ︸
بار n

= 0F

هستند. Q شامل همیشه صفر مشخصه ی با میدان های و Zp شامل همیشه

و است متناهͬ F عناصر جمعͬ گروه صورت این در باشد. متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض

است. p متناهͬ مشخصه ی ͷی دارای حتما متناهͬ میدان ͷی پس .1F + . . .+ 1F︸ ︷︷ ︸
میدان اندازه ی به

= 0F

مشاهده:

.Zp ⊆ F که طوری به است موجود p اول عدد آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر •

آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر بنابراین .[F : Zp] = n که دارد وجود n ∈ N عدد •

.|F | = pn

همومرفیسم ͷی σ(x) = xp که σ : F → F نگاشت باشد، p مشخصه ی دارای F اگر •

.((x+ y)p = xp + yp که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ به ،p|
(
p
i

)
اینکه به توجه (با است

داریم a ∈ Zp هر برای پس است. همانͬ Zp روی σ(x) = xp که σ : F → F نگاشت •

فرما). ͷکوچ (قضیه ap = a

.ap ≡p a آن گاه باشد، طبیعͬ عدد ͷی a اگر فرما). ͷکوچ (قضیه ١۵۶ قضیه
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صورت این در کنید. ضرب هم در را 1a, 2a, . . . , (p− 1)a عناصر اثبات.

1a× 2a× · · · × (p− 1)a ≡p 1× 2× · · · × (p− 1)

.ap ≡p a نتیجه در ap−1 ≡p 1 بنابراین ،(p− 1)!ap−1 ≡p (p− 1)! پس

متناهͬ: میدان ͷی ساختن

f(x) = چندجمله ای باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض و بͽیرید نظر در را Zp میدان

f چندجمله ای باشد. f شͺافنده ی میدان Zp ⊆ F کنید فرض بͽیرید. نظر در را xpn − x ∈ Zp

f = آن گاه باشد، تکراری ریشه دارای f اگر نیست. تکراری ریشه ی دارای F شͺافنده ی میدان در

.f ′ = pnxp
n−1−1 ̸= 0 اما .f ′(α) = 0 و f ′ = 2(x−α)g+g′(x−α)2 پس .(x−α)2g

ریشه ی دارای f آن گاه ،(f, f ′) = 1 و باشد دلخواه چندجمله ای ͷی f ∈ K[x] اگر مشاهده:

است). (جدایی پذیر نیست تکراری

ͷی دارای L[x] شͺافنده ی میدان در f ′ و f آن گاه باشد، تکراری ریشه ی دارای f اگر اثبات.

چون دارند. بدیهͬ غیر ب.م.م نیز K[x] در f ′ و f پس هستند. بدیهͬ غیر مشترک مقسوم علیه

نیز L میدان در آن گاه ،mf + nf ′ = 1 یعنͬ (f, f ′) = 1 باشیم: داشته K میدان در اگر

.(f, f ′) = 1

است. متمایز ریشه ی pn دارای Zp ⊆ F شͺافنده ی میدان در xpn − x چندجمله ای خلاصه،

پس ͬ دهند. م میدان ͷی تشͺیل f = xp
n − x چندجمله ای ریشه های مجموعه ی مشاهده:

.|F | = pn یعنͬ است، xpn − x = 0 ریشه های از متشͺل تنها واقع در Zp ⊆ F میدان

pn اندازه ی با متناهͬ میدان ͷی آن گاه باشد، دلخواه عدد ͷی n و باشد اول عدد ͷی p اگر خلاصه،

است. موجود

ضربی گروه .|F | = pn داده ایم نشان باشد. متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض طرفͬ از

ap
n−1 = 1 داریم: 0 ̸= a ∈ F هر برای بنابراین است. عنصر pn − 1 دارای F ∗ = F − {0}

ریشه های یعنͬ ͬ کنند. م صدق xp
n
= x معادله ی در F میدان عناصر تمامͬ پس .apn = a یعنͬ

است. Zp روی xpn − x شͺافنده ی میدان F بنابراین هستند. معادله این متفاوت

میدان واقع در میدانͬ چنین است. pn صورت به اندازه ای دارای متناهͬ میدان هر .١۵٧ نتیجه

(بسته متناهͬ میدان ͷی تنها n و p هر برای پس است. Zp روی xpn − x چندجمله ای شͺافنده ی

دارد. وجود pn اندازه با ایزومرفیسم) به
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کنیم. ثابت را زیر قضیه ی داریم قصد بحث، ادامه ی در

است. دوری گروه ͷی F ضربی̞ گروه یعنͬ F ∗ آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر .١۵٨ قضیه

طبیعͬ عدد کوچͺترین e هرگاه e با است برابر G گروه توان ͬ گوییم م گروه). (توان ١۵٩ تعریف

.ae = 1 باشیم: داشته a ∈ G هر برای که باشد

مشاهده:

مرتبه ها. همه ی ک.م.م با است برابر G توان آن گاه باشد، متناهͬ گروه ͷی G اگر •

است. Gمتناهͬ عنصرِ هر مرتبه ی صورت این در باشد. متناهͬ آبلͬ گروه ͷیG کنید فرض •

.ord(a) = e که طوری به است موجود a ∈ G عنصر آن گاه باشد، G گروه توان e اگر .١۶٠ لم

به عنصری صورت این در باشد. مرتبه ها همه ی ک.م.م e = pα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k کنید فرض اثبات.

،(aq11 )p
α1
1 = 1 پس .ord(a1) = pα1

1 q1 یعنͬ Pα1
1 |ord(a1) که طوری به است موجود a1 نام

ord(gi) = که طوری به موجودند g1, . . . , gk عناصر بنابراین .ord(g1 = aq11 ) = pα1
1 بنابراین

ͬ دهیم: م نشان .a = g1 · · · gk دهید قرار .pαi
i

ord(a) = pα1
1 · · · pαk

k

که ͬ کنیم م ادعا .(g1 · · · gk)n = 1 که کنید فرض .(g1 · · · gk)p
α1
1 ···pαk

k = 1 که کنید توجه

(g1 · · · gk)n(p
α2
2 ···pαk

k ) = که کنید دقت .pαi
i |n ،1 ≤ i ≤ k هر برای دهیم نشان کافیست .pα1

1 · · · pαk
k |n

یعنͬ ،1

g
n(p

α2
2 ···pαk

k )
1 × (g2 · · · gk)n(p

α2
2 ···pαk

k ) = 1

.pα1
1 |n پس ،pα1

1 |n(pα2
2 · · · pαk

k ) بنابراین

است. دوری گروه ͷی F ضربی̞ گروه یعنͬ F ∗ آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر .١۶١ قضیه

|F ∗| = pn − 1 صورت این در باشد، عضو pn با متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض اول. اثبات

F ∗ ضربی گروه توان که کنید توجه است. xpn − x چندجمله ای متفاوت ریشه های از متشͺل و

باشیم: داشته m < pn − 1 ͷی برای اگر ثانیاً، ،xpn−1 = 1 اولا˟ چون pn؛ − 1 با است برابر

به عنصری دارای F ∗ گروه پس .m با ͬ شود م برابر F ∗ اعضای تعداد آن گاه ،∀x ∈ F ∗(xm = 1)

است. دوری F ∗ یعنͬ ord(b) = pn − 1 که طوری به است b نام
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صورت به دوری گروه های مستقیم حاصل جمع با Gایزومرف مانند متناهͬ آبلͬ گروه هر دوم. اثبات

است: زیر

G ∼= Zm1

⊕
Zm2

⊕
· · ·

⊕
Zmk

به توجه با بنابراین نمائید). مراجعه جبر کتاب های به نکته این اثبات (برای m1|m2| · · · |mk که

پس است. عنصر pn − 1 با متناهͬ آبلͬ گروه ͷی F ∗ اینکه

F ∗ = ⟨r1⟩
⊕

⟨r2⟩
⊕

· · ·
⊕

⟨rk⟩

است. 1 با برابر mk توان به F ∗ در عنصر هر بنابراین .m1|m2| · · · |mk و ord(ri) = mi که

.F ∗ ∼= Zmk
و mk = |F ∗| پس هستند. xmk = 1 معادله ی ریشه های F ∗ عناصر یعنͬ

متناهͬ میدان های ادامه ی هشتم: و بیست جلسه ی ٢۶

اگر .Zp ⊆ F که دارد وجود p مانند اولͬ عدد آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر یادآوری:

واقع در میدان این و دارد وجود اندازه این با میدان ͷی فقط .|F | = pn آن گاه ،[F : Zp] = n

متناهͬ میدان ͷی F اگر که کردیم ثابت این علاوه بر است. Zp روی xpn − x شͺافنده ی میدان

است. دوری گروه ͷی (F ∗, ·) آن گاه باشد،

توسیع این صورت این در باشد. متناهͬ میدان های از توسیع ͷی F ⊆ L کنید فرض .١۶٢ نتیجه

.L = F (α) که دارد وجود α ∈ L ͷی یعنͬ است ساده

که است گونه ای به α یعنͬ است، شده تشͺیل αi صورت به عناصری از L∗ ضربی گروه اثبات.

.L = F (α) بنابراین .|L| = pn که αpn = 1 مثال برای

توسیع ͷی Zp ⊆ F توسیع پس .Zp ⊆ F آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی F اگر توجه:

ͬ کنیم. م بحث Gal(F : Zp) درباره بنابراین است. گالوایی

که ͬ کنیم م ادعا ثانیاً .|Gal(F : Zp)| = n آن گاه ،|F | = pn اگر که کنید توجه اولا˟

Gal(F : Zp) از عضوی σ(x) = xp که σ : F → F نگاشت یعنͬ فروبینیوس نگاشت

همچنین ͬ کند. م حفظ نقطه وار را Zp فروبینیوس، نگاشت که دادیم نشان قبلا́ که کنید توجه است.

نشان است. همومرفیسم ͷی فوق نگاشت پس .(x · y)p = xp · yp و (x + y)p = xp + yp
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عنصر هر که کنید توجه بودن، پوشا اثبات برای ͬ باشد. م پوشا و ͷی یͷ به نگاشت این ͬ دهیم م

پوشاست. فوق نگاشت پس .(xpn−1
)p = x یعنͬ ͬ کند. م صدق xp

n
= x معادله ی در x ∈ F

اگر بͽیرید. نظر در را f : A → A تابع کلͬ، طور به ͬ شود. م نتیجه بودن پوشا از بودن ͷبه ی ͷی

و ͷبه ی ͷی تابع ͷی σ بنابراین باشد. پوشا اگر تنها و اگر است ͷبه ی ͷی f آن گاه باشد، متناهͬ A

.σ ∈ Gal(F : Zp) پس ͬ کند. م حفظ را Zp نقاط که ͬ باشد م پوشا

.Gal(F : Zp) = ⟨σ⟩ ͬ شود: م تولید σ توسط و است دوری Gal(F : Zp) گروه ادعا:

.Zp ⊆ {α |σ(α) = α} که کنید توجه .H = ⟨σ⟩ و G = Gal(F : Zp) کنید فرض اثبات.

Zp = پس دارد ریشه p حداکثر xp = x معادله ی اینکه به توجه با ،σ(x) = xp طرفͬ از

بنابراین .Φ(H) = Zp پس Φ(H) ⊆ Zp و Zp ⊆ Φ(H) چون بنابراین .{α |σ(α) = α}

.G = H یعنͬ Φ(H) = Φ(G)

مشاهده:

.σi(x) = xp
i که طوری به σi : F → F که Gal(F : Zp) = {σi | 1 ≤ i ≤ n} •

|L| = pk آن گاه ،|F | = pn اگر صورت این در باشند. متناهͬ میدان Fدو ⊆ L کنید فرض •

.n|k که

.Char(F ) = Char(L) = pصورت این در باشند. متناهͬ میدان Fدو ⊆ L کنید فرض •

F ⊆ L توسیع پس است. گالوایی توسیع ͷی توسیع این و Zp ⊆ F ⊆ L که کنید توجه

کنیم. مشخص را Gal(L : F ) گروه که است مطلوب بنابراین است. گالوایی نیز

.|Gal(L : F ) =
[L : Zp]

[F : Zp]
| = pk

pn
•

است، دوری Gal(L : Zp) چون است. Gal(L : Zp) از زیرگروهͬ Gal(L : F ) گروه •

ͷی پس ،Gal(L : Zp) = ⟨σ⟩ چون همچنین است. دوری گروه ͷی Gal(L : F ) پس

و |Gal(L : Zp)| = |⟨σ⟩| = pk واقع در .Gal(L : F ) = ⟨σn⟩ که دارد وجود n

که شود توجه ،n = [F : Zp] پس شود. pk

pn
باید Gal(L : F ) = ⟨σn⟩ گروه اندازه ی

.σn = (xp
n
)p

k−n
= xp

k

٨۵



ͬ کنیم. م مشخص را (Zp)
alg یعنͬ Zp جبری بستار •

Zp در چندجمله ای ͷی ͬ دهیم. م نشان Fpn با را عنصر pn با میدان هر کار، راحتͬ برای ابتدا

همه ی حال است. Zp ⊆ Fpn صورت به چندجمله ای آن شͺافنده ی میدان بͽیرید. نظر در را

شͺافنده ی میدان ͬ کنیم. م لیست {fi | i ∈ N} صورت به را Zp در ضرایب با چندجمله ای

صورت به متناهͬ میدان های از دنباله ای بنابراین ͬ کنیم. م پیدا را چندجمله ای ها این

Zp ⊆ Fpn ⊆ Fpm ⊆ Fpk ⊆ · · ·

.(Zp)
alg =

∪
n∈N Fpn بنابراین .n|m|k| · · · که داریم

شده تولید میدان پس ͬ گیرد. م قرار Fpiها از ͬͺی در عنصر این ،a ∈ (Zp)
alg کنید فرض •

است. متناهͬ موضعاً میدان ͷی (Zp)
alg بنابراین است. متناهͬ ⟨a⟩ یعنͬ a توسط

پایان

⋇ ˀل˼يمʿالْع ˀالسˊم˼يع ʿنْتrا ا̋نَّكَ م˼نَّا تَقَبˊل˂ ⋇رʿبˊنَا
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