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Abstract. In Moufang planes, the theorem of Pappos is shown to be equivalent with a configuration
theorem stating a sort of transitivity for the Cevian property (concurrence of transversals through the
vertices of a triangle).
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1. Einleitung

Als Ceva-Transitivitat(CT) wird aus naheliegenden Grinden die folgende Aus-
sagé der ebenen projektiven Geometrie bezeichnet:

Sind die PunkteP; (i = 1, 2, 3) nicht kollinear und ebenso die Punki (i =
1,2,3) mit Q; € Py 1P 2\{Pi11, Piy2} (Indizes mod. 3) und kopunktalen Ceva—
Geradenp; Q;(i = 1,2, 3), so gilt fir Punkter; € Q;110;2\{Qi 1, Qi12}( =
1,23

O:R; (i =1,2,3) kopunktal = P;R; (i =1,2,3) kopunktal.

2. Bemerkungen

(1) CT laBt sich auch als Transitivitat von Dreiecksperspektivitdten formulieren
(A, A’, A” bezeichnen im folgenden die Dreiecke detbzw. Q;, R;):

Ist A’ demA einbeschrieben und” denA’, so folgt aus der Perspektivitat von
A, A" und der vonA’, A” diejenige vonA, A”.

Diese Fassung &hnelt einem bekannten, in jeder desarguesschen Ebene gtltigen
Satz, bei dem zusatzlich als demA” einbeschrieben vorausgesetzt wird, daftr
aber die Perspektivitat va’, A” in der Behauptung auftritt (s. [1]; S. 266/7).

* Ich verdanke diese einer Mitteilung von Prof. Gilicher (Miunster), der verschiedene affine und

metrische Sonderfélle dieser Aussage untersucht hat.
** Diesen Hinweis verdanke ich einer Mitteilung von Prof. Coxeter (Toronto).
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(2) Wegen der Nichtkollinearitat dep; hat manR; # Q;. Nach den Voraus-
setzungen uber di®;, Q; geht Q;.10;,» nicht durchP;, so daRR; # P; sein
muf3.

(3) Ist S der gemeinsame Punkt d&rQ;, so sind dieQ; die Diagonalpunkte
des vollstandigen Viereckg, P, P3S. Eine Anti—-Fano—Ebene (d.h. eine solche, bei
der die Diagonalpunkte jedes vollstandigen Vierecks kollinear sind) erfillt also CT
trivialerweise.

(4) Aus CT folgt die Verscharfung mits’ statt ‘=" Mit S als dem gemein-
samen Punkt deP; R; (i = 1, 2, 3), S" als dem Schnittpunkt vo@1R;, Q>R, und
R; als dem vonQ3S’, 010, sind nach CT dieP1R1, PoR», P3R; kopunktal, d.h.
P3R7 geht durchS und ist somit= P3Rg3; daraus folgtR; = Rs3, so dal3 alleQ; R;
durchS’ gehen.

Im folgenden wird CT nur fur Moufang—Ebenen betrachtet, d.h. fur projek-
tive Ebenen in denen der kleine Satz von Desargues gilt. Eine Moufang—Ebene
ist entweder eine Anti-Fano—Ebene, oder sie erfiillt das Fano—Axiom, d.h. die
Nichtkollinearitat der Diagonalpunkte vollstéandiger Vierecke (s. [2] und [3], S.
193). In Anbetracht der Bemerkung 3 wird deshalb das Fano—Axiom vorausgesetzt,
d.h. es werden nur Moufang—Ebenen einer CharakteristiR betrachtet. Man
erhalt

SATZ 1. In einer Moufang—Ebene mit Charakteristik 2 ist CT aquivalent mit
dem Satz von Pappos.

Zum Beweis werden zuerst Ausartungsfalle durch die zusatzliche Vorausset-
zung

Ri1 ¢ P,P3, Ry ¢ P3Py (1)

ausgeschlossen. Man wahlt ein affines KoordinatensystenPyats Nullpunkt,
P,, P; als den uneigentlichen Punkten der Koordinatenachsen und dem Schnitt-
punktsS der P; Q; als Einheitspunkt (s. Figur 1).

Der Koordinatenbereich ist ein Alternativkorper (s. z.B. [3], S. 188) mit Charak-
teristik #£ 2. Die PunktePy, S, Q», Q3 haben die Koordinatenpaa(@, 0), (1, 1),
(0, 1), (1, 0), und Q1 ist der uneigentliche Punkt der GeradenS mit der Glei-
chungy = x. Aus der Gleichung + y = 1 von Q, Q3 ergibt sich fur den (wegen
(1) eigentlichen) PunkR; ein Koordinatenpaata,1 — a) mita # 0, 1. Ry, R3
sind eigentliche Punkte auf den Gerad@pQ, bzw. 0,0Q,, deren Gleichungen
y = x — 1 bzw.y = x + 1 lauten. Sie haben daher Koordinatenpaate — 1)
bzw. (c,c+ 1) mit b # 1, ¢ # 0 sowie wegen (1) £ 0. Fur dieQ; R; erhalt man
dann die Gleichungen

=x+1- R .
y 1—2a (2.1)
y=0b-2bx+1, (2.2)

(c=Dy=(+Dx -1 (2.3)
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Figure 1.

im Fallc # 1ist nach den in Alternativkérpern glltigen Rechenregeln (2.3) aquiva-
lent mity = (¢ + 1)(c — 1)~ *(x — 1), wobei man ebenso wie in (2.2) bei dem drei-
gliedrigen Produkt keine Klammern zu setzen braucht. Fir das Koordinatenpaar
(x, y) des Schnittpunktes vo@, R, Q> R, ergibt sich aus (2.1,2)

x = ba, y=ba—2a+1
Einsetzung in (2.3) liefert daraus fur die Kopunktalitat deR; die Bedingung

ba =c+a—ca. )
a, b lassen sich unter der einzigen Bedingung

a,b ¢ {0, 1) @)
beliebig wahlen, und durch (3) wird dann

c=(a—-a)l-a)t (#0 (5)
bestimmt. Die Gleichungen

y=(a71—1)x, y=b-1, X =c,
fur die P; R; ergeben als Bedingung fir die Kopunktalitat dieser drei Geraden

@ t=De=b-1, (6)
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also, nach Multiplikation von links mitl — a)a
c=01—a)Yab - a).

Wegen (5) besagt die Implikation in CT daher
1—a)Yab—a) = (ba —a)(1 —a)?,

was durch Multiplikation von rechts und links mit-1 a in ab = ba Ubergeht.
Da diese Gleichung auch bei Verletztsein von (4) gilt, hat sich damit die Kommu-
tativitat des koordinatisierenden Alternativkorpers als aquivalent mit CT (mit (1))
erwiesen. Diese Kommutativitat besagt aber bekanntlich (s. z.B. [3], S. 188) den
Satz von Pappos.

Bei Verletztsein der Einschrankung (1) gilt CT auch ohne Glltigkeit des Satzes
von Pappos. Das ist (bei entsprechender Indexpermutation) enthalten in

SATZ 2.Die Ausartung voICT, bei derR3 € P, P, vorausgesetzt wird, gilt in jeder
Moufang—Ebene.

Beim Beweis kann wegen Bemerkung 3 das Fano—Axiom vorausgesetzt wer-
den. Wird (1) vorausgesetzt, bleiben die Herleitungen im Beweis von Satz 1 gultig
und zwar mitc = —1. (3) wird zuba = 2a — 1. Multiplikation von rechts mit:—*
formt diese Gleichung um zhi= 2 — a1, was dasselbe besagt wie

b—1=(at-1)(-D,

also (6). Damit ist die Implikation in CT bewiesen. Der noch ausstehende Fall, bei
dem (1) verletzt, also 0.B.d.A&R, € P3P, ist, wird erledigt durch.

SATZ 3. Die zweifache Ausartung vd@T, bei derR, € P;3P;, Rz € P, P, voraus-
gesetzt wird, folgt fur jede projektive Ebene aus der Sechseckbedingung und hat
umgekehrt die Sechseckbedingung zur Folge, wenn noch das Fano—Axiom voraus-
gesetzt wird.

Die Herleitung der zweifachen CT-Ausartung aus der Sechseckbedingung ergibt
sich folgendermal3en (s. Figur 2).

R; ist der Schnittpunkt vorP;P;, Q301 und Rz der vonP1P,, Q10>. Die
Voraussetzung der Implikation in CT besagt, @&f®; durch den Schnittpunkt von
Q2R2(= PsPp) und Q3R3(: P Py), also de'ChPl geht Damit hat maP1 R, =
P1Q1 = P1S, und die Folgerung der Implikation besagt, dal’ diese Gerade durch
den Schnittpunks’ von P,R,, P3R3 geht. Das wird gerade durch die Sechseckbe-
dingung (s. [3], S. 54, 156) gesichert. Sie besagt bekanntlich, dal in der additiven
Loop jedes koordinatisierenden Ternarkorpers Links- und Rechtsinverses bei je-
dem Element Ubereinstimmen, und dartiber hinaus, daf3 die Loop potenzassoziativ
ist, also jedes Element in einer Untergruppe liegt (s. [3], S. 244). Insbesondere ist
die Sechseckbedingung daher in jeder Moufangebene erfillt.
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Figure 2.

Um umgekehrt aus der CT-Ausartung unter Voraussetzung des Fano—Axioms
die Sechseckbedingung herzuleiten, muf? man zu gegebenem Sechseck
S’R>Q3S Q2R3 mit Py als Schnittpunkt vorQ,R,, Q3R3und

Q1€ Q3Ro, P1S, Q2R3, P,€S'Ry, Q3Rs, 058,
P3€ Q3S, O2Ry, R3S

zuerst sicherstellen, daf3 di; nicht kollinear sind. Das ergibt sich aber gerade
aus dem Fano—Axiom, angewandt auf das VierB¢R, P;S. Bestimmt man nun
Ri(#£ Q», Q3) als Schnittpunkt vonQ,Q3 mit P;Q1, so sind alle Vorausset-
zungen der CT-Ausartung erfullt, und ihre Folgerung lastet P1S, womit die
Sechseckbedingung bewiesen ist.

Aus den Voraussetzungen der zweifachen CT-Ausartung (einschlie3lich der Ko-
punktalitét derQ; R;) ergibt sich —wie bei der Herleitung der Sechseckbedingung —
R, als Schnittpunkt vonP,S mit Q,Q3. Dieser liegt nicht aufP,P;, da sonst
0,03 durch Q1 gehen wiirde. Bei dreifacher Ausartung, also Ryt P;,1P;,»

(i =1, 2, 3) sind also die Voraussetzungen von CT nicht erfillbar.
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