
۳ فصل

ونیابی در

می پردازیم. چندجمله ای درون یابی مانند آن از خاص حالت های بیان به کلی درون یابی مسئله بیان از پس فصل این در

درون یابی نوع این خطای آن از پس و کرده مرور چندجمله ای درون یابی مسئله حل در را نیوتن و نویل لاگرانژ، روش های

کرده بیان هرمیت درون یابی برای را نیوتن تقسیم شده تفاضلات و تعمیم یافته لاگرانژ روش های ادامه در می کنیم. بررسی را

درون یابی از پس پایان در می شویم. آشنا B-اسپلاین ها با و کرده بررسی را اسپلاین ها کمک به درون یابی آن از پس و

می رسانیم. پایان به را فصل این وارون درون یابی با و کرده مرور را مثلثاتی درون یابی گویا،

مقدمات ۱ . ۳

هرگاه نامند X حقیقی (برداری) خطی فضای روی نرم۱ یک را ∥·∥ : X → R تابع ۱ . ۳ تعریف

،∀x ∈ X : ∥x∥ ≥ ۰, ∥x∥ = ۰ ⇐⇒ x = ۰ •

،∀x, y ∈ X, ∀α ∈ R : ∥αx∥ = |α| ∥x∥ •

.∀x, y ∈ X : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ •

نتوان ∥x∥ = ۰ از و باشند برقرار ویژگی ها تمام اگر می شود. نامیده (NLS) نرمدار۲ خطی فضای یک X صورت این در

می شود. استفاده | · | نماد از آن، جای به و نامیده نیم نرم۳ را ∥·∥ ،x = ۰ گرفت نتیجه

S ⊂ X مجموعه روی L : X → Y عملگر(نگاشت) باشند. نرمدار خطی فضاهای Y و X کنید فرض ۲ . ۳ تعریف
که باشد موجود چنان c <∞ ثابت هرگاه می شود، نامیده کراندار۴

∥Lx۱ − Lx۲∥ ≤ c ∥x۱ − x۲∥ , ∀x۱, x۲ ∈ S.

است. معروف S روی L عملگر کران به µ(L) = inf c مقدار
Norm۱

Normed linear space۲

Seminorm۳

Bounded۴

۶۰



۶۱ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

آنگاه باشد، خطی L عملگر اگر ۱ . ۳ قضیه

µ(L) = sup
۰̸=x∈X

∥Lx∥
∥x∥

= sup
∥x∥=۱

∥Lx∥ .

□ کنید.  مراجعه [۱۵] مرجع 18 صفحه به برهان.

یک خود Y نرمدار خطی فضای به X نرمدار خطی فضای از کراندار و خطی عملگرهای تمام مجموعه ۳ . ۳ تعریف
.L[X] := L[X,X] ویژه به و می شود داده نمایش L[X,Y ] با و است خطی فضای

نرم به نرم این .∥L∥ = µ(L) از است عبارت می شود داده نمایش ∥L∥ با که L ∈ L[X,Y ] عملگر نرم ۴ . ۳ تعریف
داریم تعریف بنابر و است معروف X نرم از القائی

∥Lx∥ ≤ ∥L∥ ∥x∥ , ∀x ∈ X.

عملگر یک Cm×n در A = [aij ] دلخواه ماتریس وضوح به .∥x∥۱ =
∑n
i=۱ |xi| داریم x ∈ X = Cn برای ۱ . ۳ مثال

داریم و است L[Cn,Cm] فضای در

∥A∥۱ = max
۱≤j≤n

m∑
i=۱

|aij |.

که x دلخواه بردار برای می دهیم نشان ابتدا باشد. رابطه  این راست سمت بیان گر λ کنید فرض رابطه، این اثبات برای

∥x∥۱ = ۱ که می یابیم چنان را x خاص بردار سپس .∥A∥۱ ≤ λ که دارد این بر دلالت که ∥Ax∥۱ ≤ λ داریم ∥x∥۱ = ۱
.∥A∥۱ = λ می شود نتیجه نابرابری دو این از و ∥A∥۱ ≥ λ که می دهد نشان این و ∥Ax∥۱ ≥ λ و

داریم ∥x∥۱ = ۱ که x دلخواه بردار برای و λ = max
۱≤j≤n

∥∥∥a(j)∥∥∥
۱

داشت خواهیم A = [a(۱) · · · a(n)] که فرض این با

∥Ax∥۱ =
∥∥x۱a(۱) + · · ·+ xna

(n)
∥∥

۱

≤ |x۱|
∥∥a(۱)∥∥۱ + · · ·+ |xn|

∥∥a(n)∥∥۱

≤ (|x۱|+ · · ·+ |xn|) max
۱≤j≤n

∥∥∥a(j)∥∥∥
۱
= ∥x∥۱ λ = λ.

اینجا در چرا .∥Aek∥۱ =
∥∥a(k)∥∥۱ = λ و

∥∥e(k)∥∥۱ = ۱ داریم x = e(k) انتخاب با آن گاه λ =
∥∥a(k)∥∥۱ اگر علاوه به

△ است؟ یافته تغییر max به sup

.∥A∥∞ = max
۱≤i≤n

m∑
j=۱

|aij | دهید نشان Cm×n در A = [aij ] دلخواه ماتریس برای ۱ . ۳ تمرین

[۰,۱]۲ روی انتگرال) هسته به (معروف پیوسته تابعی K آن در که Lx(t) :=
∫ ۱

۰ K(t, s)x(s)ds عملگر ۲ . ۳ تمرین
دهید نشان ∥x∥∞ = max

t∈[۰,۱]
|x(t)| اگر دارد. تعلق L

[
C[۰,۱]

]
فضای به است،

∥L∥∞ = max
t∈[۰,۱]

∫ ۱

۰
|K(s, t)| ds.



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۶۲

هرگاه می شود، نامیده x به همگرا فضا نرم به نسبت X نرمدار خطی فضای در {xn} دنباله ۵ . ۳ تعریف

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ۰.

هرگاه می شود، نامیده پیوسته x نقطه در ،Y نرمدار خطی فضای به X نرمدار خطی فضای از L عملگر ۶ . ۳ تعریف
باشیم داشته x به همگرا {xn} دنباله هر ازای به

lim
n→∞

∥Lxn − Lx∥ = ۰.

صفر در اگر فقط و اگر است پیوسته x ∈ X در ،X نرمدار خطی فضای روی تعریف شده L خطی عملگر ۲ . ۳ قضیه
است. کراندار اگر فقط و اگر باشد پیوسته X از نقطه هر در اگر فقط و اگر باشد پیوسته

□ شود.  مراجعه تابعی آنالیز مراجع به برهان.

تمام مجموعه می شود. نامیده تابعی(تابعک)۵ R توی به X خطی فضای از (نگاشت) عملگر یک ۷ . ۳ تعریف
دوگان۶ فضای به و می شود داده نمایش X∗ با که است خطی فضای یک ،X روی تعریف شده کراندار خطی تابعی های

است. معروف X

و است معروف نقطه ای۷ زیاب ار تابعی به است، خاص نقطه یک T آن در که Lx(t) = x(T ) تابعی ۲ . ۳ مثال
△ دارد. فراوانی کاربردهای

کلی ونیابی در مسئله ۲ . ۳

مسئله باشند. X∗ در معلومی تابعی های L۱, . . . , Ln و n بعد با نرمدار خطی فضای یک X کنید فرض ۸ . ۳ تعریف
که گونه ای به x ∈ X یافتن

Lix = wi, i = ۱, . . . , n,

معلوم مقادیری w۱, . . . , wn آن در و است وارون نوع از مسئله این است. معروف (تعمیم یافته)۸ کلی ونیابی در مسئله به

هستند.

بگیریم نتیجه α۱L۱ + · · ·+ αnLn = ۰ از هرگاه می شوند نامیده خطی مستقل L۱, . . . , Ln تابعی های ۹ . ۳ تعریف
می شوند. نامیده خطی وابسته L۱, . . . , Ln تابعی های صورت این غیر در و α۱ = · · · = αn = ۰

Functional۵

Dual space۶

Point evaluation functional۷

General interpolation problem۸



۶۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

تابعی های ،c ∈ [a, b] برای ۳ . ۳ مثال

L۱x = x(c), L۲x = x′(c), L۳x =

∫ b

a

x(t)dt,

هستند. خطی مستقل X = C۱[a, b] روی تعریف شده

x(t) = (t−c)۲ انتخاب با .(α۱L۱+α۲L۲+α۳L۳)x = ۰ داریم x هر ازای به آنگاه α۱L۱+α۲L۲+α۳L۳ = ۰ هرگاه

x(t) = ۱ از آخر در و α۲ = ۰ داشت خواهیم x(t) = t− c از .α۳ = ۰ می دهد نتیجه که α۳
∫ b
a
(x− c)۲dt = ۰ داریم

هستند خطی وابسته X روی L۱, L۲, L۳ تابعی های ،X = P۱ اگر که داشت۹ توجه باید .α۱ = ۰ می گیریم نتیجه

△ کنید). (بررسی

.dim(X∗) = n آنگاه dim(X) = n اگر ۳ . ۳ قضیه

□ کنید.  مراجعه [۸] مرجع 18 صفحه به برهان.

L۱, . . . , Ln ∈ X∗ باشد). X برای پایه یک x۱, . . . , xn (یعنی X = span{x۱, . . . , xn} کنید فرض ۴ . ۳ قضیه
مخالف گرام۱۰ تعمیم یافته دترمینان اگر فقط و اگر است) X∗ برای پایه یک L۱, . . . , Ln (یعنی هستند خطی مستقل

یعنی باشد، صفر

det(Lixj) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L۱x۱ · · · L۱xn

... · · ·
...

Lnx۱ · · · Lnxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= ۰.

□ کنید.  مراجعه [۱۵] مرجع 32 صفحه به برهان.

باشند. خطی مستقل L۱, . . . , Ln اگر فقط و اگر دارد یکتا جواب کلی ونیابی در مسئله ۵ . ۳ قضیه

□ قبل.  قضیه کمک به برهان.

کنیم فرض است کافی روش این در است. نامعین ضرایب روش کلی، ونیابی در مسئله حل برای ساده راه یک

می آیند دست به زیر دستگاه حل از مجهول ضرایب سپس .x = a۱x۱ + · · ·+ anxn

(Lix۱)a۱ + · · ·+ (Lixn)an = wi, i = ۱, . . . , n.

R در متمایز و معلوم نقاطی t۱, . . . , tn آن در که Lix = x(ti) کنید تعریف و X = Pn−۱ کنید فرض ۴ . ۳ مثال
مقادیری w۱, . . . , wn آن در که pn−۱(ti) = wi باشیم داشته که بیابیم چنان را pn−۱ ∈ Pn−۱ می خواهیم هستند.

،X برای ۱, t, t۲, . . . , tn−۱ متعارف پایه انتخاب با است. چندجمله ای ونیابی در مسئله همان مسئله این هستند. معلوم

می دهیم. نمایش Pk با را k حداکثر درجه با چندجمله ای های ۹فضای
Gram generalized determinant۱۰



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۶۴

یعنی گرام تعمیم یافته دترمینان

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ t۱ t۲۱ · · · tn−۱

۱
... ... ... · · ·

...

۱ tn t۲n · · · tn−۱
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
۱≤i<j≤n

(tj − ti),

معروف واندرموند ماتریس به دست آمده به پر ماتریس شده اند. فرض متمایز t۱, . . . , tn نقاط زیرا است صفر مخالف

△ نمی شود. توصیه عمل در نامعین ضرایب روش بنابراین بود. خواهد بدحالت تر باشد بزرگتر n هرچه و است

می گیریم نظر در زیر صورت به تابعی N + ۱ ،t۰, . . . , tn متمایز نقاط برای ۵ . ۳ مثال

x(t۰), x
′(t۰), . . . , x

(m۰)(t۰), . . . , x(tn), x
′(tn), . . . , x

(mn)(tn),

در و بوده معروف کلی۱۱ هرمیت ونیابی در به مسئله این و X = PN اینجا در .N = m۰ + · · · +mn + n آن در که

ونیابی در مسئله این نتیجه در و بوده صفر مخالف نظیر گرام تعمیم یافته دترمینان است، شده ثابت [۸] مرجع 24 صفحه

△ دارد. یکتا جواب

می گیریم نظر در زیر صورت به تابعی ۲n+ ۱ ،۰ ≤ t۰ < t۱ < · · · < t۲n < ۲π متمایز نقاط برای ۶ . ۳ مثال

x(t۰), x(t۱), . . . , x(t۲n),

می کنیم فرض و

X = Span{۱, cos t, sin t, cos۲t, sin۲t, . . . , cosnt, sinnt}.

شده ثابت [۸] مرجع 30 صفحه در و بوده معروف مثلثاتی۱۲ ونیابی در به مسئله این .dim(X) = ۲n + ۱ وضوح به

△ دارد. یکتا جواب ونیابی در مسئله این نتیجه در و بوده صفر مخالف نظیر گرام تعمیم یافته دترمینان است،

به را x ∈ X تابع می خواهیم آن در که است ونیابی در مسئله یک جامدات، مکانیک در گشتاور مسئله ۷ . ۳ مثال
مقادیر که بیابیم گونه ای

∫ ۱

۰
x(t)dt = m۰,

∫ ۱

۰
tx(t)dt = m۱, . . . ,

∫ ۱

۰
tnx(t)dt = mn,

یکتا جواب مسئله این X = C[۰,۱] برای ،i = ۰, . . . , n برای Lix =
∫ ۱

۰ tix(t)dt تابعی های تعریف با باشند. معلوم

دترمینان ،{۱, t, t۲, . . . , tn} یعنی Pn متعارف پایه انتخاب با زیرا دارد یکتا جواب مسئله این X = Pn برای ولی ندارد

General Hermite interpolation۱۱

Trigonometric interpolation۱۲



۶۵ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

از است عبارت گرام ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣تعمیم یافته

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

n+۱
۱
۲

۱
۳

۱
۴ · · · ۱

n+۲
... ... ... · · ·

...
۱

n+۱
۱

n+۲
۱

n+۳ · · · ۱
۲n+۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

△ شده ایم. مواجه هیلبرت بدحالت ماتریس با ولی است صفر مخالف می شود ثابت که

صفر در آن مشتق مقدار و −۱,۱ نقاط در آن مقدار که بیابیم دو درجه حداکثر چندجمله ای یک می خواهیم ۸ . ۳ مثال
تعریف با باشد. معلوم

X = P۲ = Span{۱, t, t۲}, L۱x = x(−۱), L۲x = x(۱), L۳x = x′(۰),

داریم

det(Lixj) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۱ −۱ ۱

۱ ۱ ۱

۰ ۱ ۰

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰.

△ دارد). بیشماری جواب های یا ندارد جواب یا wiها مقادیر به (بسته ندارد یکتا جواب ونیابی در مسئله این پس

نقاط از انتخابی هر برای اگر باشند. شده تعریف S ⊂ Rm روی x۱(t), . . . , xn(t) توابع کنید فرض ۱۰ . ۳ تعریف
باشیم داشته S در t۱, . . . , tn متمایز

det(xi(tj)) ̸= ۰, (۱ . ۳)

ونیابی در مسئله که است معنی آن به این می شوند. نامیده یکتاحل کننده۱۳ S روی توابع این

n∑
i=۱

xi(tj)ai = wj , j = ۱, . . . , n,

دستگاه پیوسته، یکتاحل کننده توابع از مجموعه یک و است معروف هار۱۴ شرط به (۱ . ۳) دارد. یکتا جواب همواره

می شود. نامیده چبیشف۱۵

روی x۱(t), . . . , xn(t) توابع باشد. i − ۱ درجه چندجمله ای یک ،i = ۱, . . . , n برای xi(t) کنید فرض ۹ . ۳ مثال
△ کنید). (بررسی می دهند تشکیل چبیشف دستگاه یک واقع در و هستند یکتاحل کننده R از متناهی بازه هر

Unisolvent۱۳

Haar۱۴

Chebyshev۱۵



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۶۶

بسته آن سر یک و باز آن سر یک که ۲π طول به بازه هر روی ۱, cos t, sin t, . . . , cosnt, sinnt توابع ۱۰ . ۳ مثال
△ کنید). (بررسی می دهند تشکیل چبیشف دستگاه یک واقع در و هستند یکتاحل کننده باشد، ([۰,۲π) (مانند

کنید. بررسی را [۱۵] مرجع 36-37 صفحه تمرین های

چندجمله ای ونیابی در ۳ . ۳

پنج هر بعد به این از است شده قرار و می شد انجام جمعیت سرشماری بار یک سال ده هر ایران اسلامی جمهوری در

این با ارتباط در می دهد. نشان ۱۳۹۵ تا ۱۳۳۵ سال های در را کشور جمعیت ۱ . ۳ جدول پذیرد. انجام بار یک سال

می شوند مطرح زیر سوال های جدول

است؟ بوده چقدر ایران جمعیت عراق) با ایران تحمیلی جنگ (آغاز ۱۳۵۹ سال در •

بود؟ خواهد چقدر ایران جمعیت ۱۳۴۰۰ سال در •

است؟ بوده چقدر ایران جمعیت ۱۳۳۰ سال در •

است؟ بوده نفر میلیون ۴۰ حدود ایران جمعیت سالی چه در •

سال ۱۳۳۵ ۱۳۴۵ ۱۳۵۵ ۱۳۶۵ ۱۳۷۵ ۱۳۸۵ ۱۳۹۰ ۱۳۹۵

نفر میلیون ۱۸/۹۵ ۲۵/۷۹ ۳۳/۷۱ ۴۹/۴۵ ۶۰/۰۶ ۷۰/۴۷ ۷۵/۱۵ ۷۹/۹۳

۱۳۹۵ تا ۱۳۳۵ سال های در ایران جمعیت :۱ . ۳ جدول

n + ۱ در آن مقدار ولی باشد) داشته پیچیده ضابطه ای (یا نباشد دسترس در x(t) تابع کنید فرض ۱۱ . ۳ تعریف
ونیابی در مسئله  به [t۰, tn] بازه  به متعلق t نقطه  در x تابع مقدار یافتن مسئله  باشد. معلوم t۰ < t۱ < · · · < tn نقطه 
و سوم) و دوم (سوال برونیابی مسئله  به ندارد تعلق [t۰, tn] بازه  به که t نقطه  در x تابع مقدار یافتن مسئله  اول)، (سوال

است. معروف چهارم) (سوال وارون ونیابی در مسئله  به باشد معلوم x(t) که زمانی t تعیین مسئله 

که دارد وجود چنان p چندجمله ای ϵ > ۰ هر ازای به .x ∈ C[a, b] کنید فرض وایرشتراس) (تقریب ۶ . ۳ قضیه

|x(t)− p(t)| < ϵ, ∀t ∈ [a, b].

چنین است)، چندجمله ای چندجمله ای، یک انتگرال و (مشتق چندجمله ای ها همواری به توجه با و قضیه این به توجه با

است. x تابع ونیاب در چندجمله ای ساختن ونیابی، در مسئله حل برای روش ساده ترین که می رسد نظر به

چندجمله ای را p چندجمله ای باشد. معلوم t۰ < t۱ < · · · < tn نقطه n+۱ در x تابع مقدار کنید فرض ۱۲ . ۳ تعریف
اگر نامند x تابع ونیاب در

p(ti) = x(ti) = xi, i = ۰,۱, . . . , n.

است. معروف ونیاب در چندجمله ای ویژگی به رابطه این



۶۷ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

با چندجمله ای یک فقط و یک آن گاه باشد، معلوم t۰, t۱, . . . , tn متمایز نقطه  n+۱ در x تابع مقدار اگر ۷ . ۳ قضیه
دارد. وجود ونیابی در ویژگی با n درجه  حداکثر

t۰, t۱, . . . , tn نقاط در x تابع نامعین) ضرایب (با ونیاب در چندجمله ای p(t) = a۰+a۱t+· · ·+antn کنید فرض برهان.

داریم ونیابی در ویژگی بنابر باشد.

p(t۰) = a۰ + a۱t۰ + · · ·+ ant
n
۰ = x۰,

p(t۱) = a۰ + a۱t۱ + · · ·+ ant
n
۱ = x۱,

...

p(tn) = a۰ + a۱tn + · · ·+ ant
n
n = xn.

آن در که نوشت Aα = b فشرده  شکل به می توان را معادلات این

A =



۱ t۰ · · · tn۰

۱ t۱ · · · tn۱
... ... ...

۱ tn · · · tnn


, b =



x۰

x۱
...

xn


, α =



a۰

a۱
...

an


.

چون تمرین). عنوان (به det(A) =
∏

۰≤i<j≤n(tj − ti) می شود ثابت و است معروف واندرموند ماتریس به A ماتریس

دارد. □ یکتا جواب Aα = b دستگاه بنابراین و det(A) ̸= ۰ که است واضح شده اند انتخاب متمایز t۰, t۱, . . . , tn نقاط

یک تولید به که ونیاب در چندجمله ای تعیین برای نامعین ضرایب روش بر دارد دلالت قضیه این اثبات ۱ . ۳ تذکر
می شوند. بررسی کاراتر روش های ادامه در ندارد. کارایی بزرگ nهای برای و می شود منجر بدحالت و پُر دستگاه

لاگرانژ روش ۱ . ۳ . ۳

دهید قرار و باشد n درجه چندجمله ای یک j = ۰,۱, . . . , n ازای به Lj کنید فرض

p(t) = x۰L۰(t) + x۱L۱(t) + · · ·+ xnLn(t) =
n∑
j=۰

xjLj(t).

باشیم داشته باید کند صدق ونیابی در ویژگی در p که آن برای

Lj(ti) = δij =


۱, i = j,

۰, i ̸= j.

بنابراین شود. صفر t۰, . . . , tj−۱, tj+۱, . . . , tn نقطه n در باید Lj یعنی

Lj(t) = c(t− t۰) · · · (t− tj−۱)(t− tj+۱) · · · (t− tn),
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پس Lj(tj) = ۱ چون و

c =
۱

(tj − t۰) · · · (tj − tj−۱)(tj − tj+۱) · · · (tj − tn)
,

نتیجه در و

Lj(t) =
(t− t۰) · · · (t− tj−۱)(t− tj+۱) · · · (t− tn)

(tj − t۰) · · · (tj − tj−۱)(tj − tj+۱) · · · (tj − tn)
=

n∏
j ̸=k=۰

t− tk
tj − tk

.

چندجمله ای معرفی با و هستند معروف لاگرانژ چندجمله ای های به Lj چندجمله ای های ۲ . ۳ تذکر

ψn(t) = (t− t۰) · · · (t− tn) =
n∏
i=۱

(t− ti),

کنید) (بررسی نوشت می توان

p(t) = ψn(t)
n∑
j=۰

xj
(t− tj)ψ′

n(tj)
.

واحد۱۶ افراز یک و بوده خطی مستقل n درجه چندجمله ای های لاگرانژ، چندجمله ای های دهید نشان ۳ . ۳ تمرین
یعنی می کنند، صدق بازتولید۱۷ خاصیت در و ∑n

j=۰ Lj(t) = ۱ یعنی می دهند، تشکیل

n∑
j=۰

tkjLj(t) = tk, k = ۰,۱, . . . , n.

لاگرانژ روش الگوریتم

(t۰, x۰), (t۱, x۱), . . . , (tn, xn) نقاط ورودی. •

x درون یاب چندجمله ای خروجی. •

Lj(t) =
∏n
j ̸=k=۰

t−tk
tj−tk دهید قرار j = ۰,۱, . . . , n برای (۱

p(t) =
∑n
j=۰ xjLj(t) دهید قرار (۲

کنید. تعیین لاگرانژ روش با را زیر جدول داده های به مربوط درون یاب چندجمله ای ۱۱ . ۳ مثال

tj −۱ ۰ ۲

xj ۱ ۱ ۷

داریم و n = ۲ وضوح به

L۰(t) =
(t− t۱)(t− t۲)

(t۰ − t۱)(t۰ − t۲)
=

(t− ۰)(t− ۲)
(−۱ − ۰)(−۱ − ۲) =

t۲ − ۲t
۳ ,

L۱(t) =
(t− (−۱))(t− ۲)
(۰ − (−۱))(۰ − ۲) =

−t۲ + t+ ۲
۲ , L۲(t) =

(t− (−۱))(t− ۰)
(۲ − (−۱))(۲ − ۰) =

t۲ + t

۶
Partition of unity۱۶

Reproducing property۱۷



۶۹ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

بنابراین و

p(t) = x۰L۰(t) + x۱L۱(t) + x۲L۲(t) = ۱ × (
t۲ − t

۲ ) + ۱ × −t۲ + t+ ۲
۲ + ۷ × (

t۲ + t

۶ ) = t۲ + t+ ۱

△ پذیرفت. x(۱
۲ ) از تقریبی عنوان به را p(۱

۲ ) = (۱
۲ )

۲ + ۱
۲ + ۱ = ۷

۴ مثال عنوان به می توان پس

کنید. تعیین لاگرانژ روش با را زیر جدول داده های به مربوط درون یاب چندجمله ای ۱۲ . ۳ مثال

tj −۱ ۰ ۱ ۲

xj ۱ ۱ ۳ ۷

داریم و n = ۳ وضوح به

L۰(t) =
(t− ۰)(t− ۱)(t− ۲)

(−۱ − ۰)(−۱ − ۱)(−۱ − ۲) =
t۳ − ۳t۲ + ۲t

−۶ ,

L۱(t) =
t۳ − ۲t۲ − t+ ۲

۲ , L۲(t) =
t۳ − t۲ − ۲t

−۲ , L۳(t) =
t۳ − t

۶

بنابراین و

p(t) = ۱ × L۰(t) + ۱ × L۱(t) + ۳ × L۲(t) + ۷ × L۳(t) = t۲ + t+ ۱

△ است. ۲ درجه p ولی هستند ۳ درجه Ljها که آن با

لاگرانژ روش در مهم نکات

نظر مد Pn فضای برای پایه یک ساختن لاگرانژ روش در بنابراین ،Pn = Span{L۰, L۱, . . . , Ln} داریم چون •

نیست؛ دستگاه حل به نیازی نتیجه در و است همانی ونیاب در ماتریس و بوده

چندانی کارایی روش بزرگ nهای برای و نیست توجیه قابل باشد) کوچک n که زمانی (حتی محاسبات حجم •

جنبه بیشتر و می گیرد قرار استفاده مورد عمل در کمتر شد بیان که صورت این به لاگرانژ روش بنابراین ندارد.

است؛ معقول آن محاسبات حجم که دارد۱۸ وجود روش این پیاده سازی از گونه ای ولی دارد. نظری

استفاده قبلی محاسبات از و گرفت سر از را عملیات تمام باید قبلی، داده های به نقطه یک حتی شدن اضافه با •

مرحله آخرین است کافی فقط و شود ساحته دوباره پایه نیست لازم کنند تغییر xjها تمام یا برخی اگر ولی نمی شود
است؛ روش ها برخی به نسبت لاگرانژ روش بارز مزیت این و شود تکرار دوباره

پایان در ونیاب در چندجمله ای درجه اصل در و نیست معلوم درون یاب چندجمله ای درجه عملیات، اتمام از قبل •

می شود. معلوم محاسبات

نتایج کرده ایم. رسم ۱ . ۳ شکل در را آن نمودار و ساخته را ایران جمعیت داده های درون یاب چندجمله ای ۱۳ . ۳ مثال

p(۱۳۳۰) = −۴۴/۹۵, p(۱۳۴۰) = ۲۸/۰۴, p(۱۳۵۹) = ۴۰/۳۹, p(۱۳۶۸) = ۵۱/۹۲, p(۱۴۰۰) = ۹۳/۲۹
کنید. مراجعه [۱۱] و [۵] مراجع به Barycenteric Lagrange interpolation۱۸
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△ شوند. تفسیر دقت به باید که می آیند دست به
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۱۳۳۵−۱۳۹۵ سال های در ایران جمعیت نمودار :۱ . ۳ شکل

نویل الگوریتم ۲ . ۳ . ۳

درونیاب چندجمله ای ساختن به و باشد مشخص نقطه یک در ونیاب در چندجمله ای مقدار تعیین ونیابی در از هدف اگر

درجه چندجمله ای یک pi۰i۱···ik(t) از منظور ادامه در است. توجیه قابل نویل۱۹ الگوریتم محاسبات حجم نباشد، نیازی

.pi(t) = xi داریم i هر برای وضوح به و باشد دارا را ti۰ , ti۱ , . . . , tik نقاط در ونیابی در ویژگی که است k

است برقرار زیر بازگشتی رابطه ۸ . ۳ قضیه

pi۰i۱···ik(t) =
pi۱···ik(t)(t− ti۰)− pi۰i۱···ik−۱(t)(t− tik)

tik − ti۰
. (۲ . ۳)

یکتایی بنابر و بوده دارا را ti۰ , . . . , tik نقاط در ونیابی در ویژگی راست سمت عبارت داد نشان می توان سادگی به برهان.

□ است.  برابر چپ سمت با ونیاب، در چندجمله ای

می شود ساخته زیر صورت به نویل جدول به معروف جدول یک (۲ . ۳) بازگشتی رابطه کمک به عمل در

k = ۰ k = ۱ k = ۲ k = ۳

t۰ x۰ = p۰(t)

p۰۱(t)

t۱ x۱ = p۱(t) p۰۱۲(t)

p۱۲(t) p۰۱۲۳(t)

t۲ x۲ = p۲(t) p۱۲۳(t)

p۲۳(t)

t۳ x۳ = p۳(t)

Neville’s algorithm۱۹



۷۱ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

داشت خواهیم ،i ≥ ۰ و ۱ ≤ k ≤ i برای Ti+k,k = pi,i+۱,...,i+k(t) معرفی با

Ti,۰ = xi,

Ti,k =
(t− ti−k)Ti,k−۱ − (t− ti)Ti−۱,k−۱

ti − ti−k
,

= Ti,k−۱ +
Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۱
t− ti−k
t− ti

− ۱
.

(۳ . ۳)

می آید در زیر صورت به نویل جدول نتیجه در

t۰ x۰ = T۰۰

T۱۱

t۱ x۱ = T۱۰ T۲۲

T۲۱ T۳۳

t۲ x۲ = T۲۰ T۳۲

T۳۱

t۳ x۳ = T۳۰

آرایه یک کمک به نویل الگوریتم زیر، شبه کد در ولی باشد نیاز دوبعدی آرایه یک به برنامه نویسی برای می رسد نظر به

است. شده نوشته (بردار) بعدی یک

for i=0:n

z(i)=x(i)

for j=i-1:-1:0

z(j)=z(j+1)+(z(j+1)-z(j))*(t-t(i))/(t(i)-t(j))

end

end

الگوریتم از دیگری نسخه [۲۲] مرجع 42-43 صفحه در است. Tnn = p۰,۱,...,n(t) همان z(0) شبه کد این پایان از پس

است. شده ارائه نویل

آورید. دست به t = ۲ نقطه در را زیر جدول داده های به مربوط درون یاب چندجمله ای مقدار ۱۴ . ۳ مثال

tj ۰ ۱ ۳

xj ۱ ۳ ۲
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داریم نویل جدول کمک به

t۰ = ۰ x۰ = ۱
۲×۳−۱×۱

۱−۰ = ۵

t۱ = ۱ x۱ = ۳ ۲× ۵
۲−(−۱)×۵

۳−۰ = ۱۰
۳

۱×۲−(−۱)×۳
۳−۱ = ۵

۲

t۲ = ۳ x۲ = ۲

△ .x(۲) ≃ ۱۰
۳ بنابراین

نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش ۳ . ۳ . ۳

دهیم، انجام نقطه چندین در را ونیابی در بخواهیم اگر یا و بسازیم صریح طور به را ونیاب در چندجمله ای بخواهیم اگر

گرفته نظر در زیر صورت به Pn برای پایه یک ابتدا روش این در می کنیم. استفاده نیوتن تقسیم شده تفاضلات روش از

می شود

Pn = Span{۱, (t− t۰), (t− t۰)(t− t۱), . . . , (t− t۰) · · · (t− tn−۱)}.

نوشت زیر صورت به را p درون یاب چندجمله ای ویژه به n حداکثر درجه  از چندجمله ای هر می توان بنابراین

p(t) = a۰ + a۱(t− t۰) + a۲(t− t۰)(t− t۱) + · · ·+ an(t− t۰) · · · (t− tn−۱).

داریم p درون یابی ویژگی کمک به ،a۰, a۱, . . . , an مجهول ضرایب تعیین برای حال

p(t۰) = a۰ = x۰ −→ a۰ = x۰,

p(t۱) = a۰ + a۱(t۱ − t۰) = x۱ −→ a۱ = x۱−x۰
t۱−t۰ ,

p(t۲) = a۰ + a۱(t۲ − t۰) + a۲(t۲ − t۰)(t۲ − t۱) = x۲ −→ a۲ = x۲−x۰−a۱(t۲−t۰)
(t۲−t۰)(t۲−t۱) , . . . .

نیاز تقسیم عمل n(n+۱)
۲ به می شود، بررسی ادامه در که دیگری راه دارد. نیاز ضرب n(n−۱) و تقسیم n به روش این

داریم نیوتنی پایه ویژگی و pi۰i۱···ik(t) و pi۰i۱···ik−۱(t) تعریف به توجه با دارد.

pi۰i۱···ik(t) = pi۰i۱···ik−۱(t) + xi۰i۱···ik(t− ti۰) · · · (t− tik−۱),

داشت خواهیم بازگشتی رابطه این مکرر بردن کار به با شود. تعیین باید که است مجهولی ضریب xi۰i۱···ik آن در که

pi۰i۱···ik(t) = xi۰ + xi۰i۱(t− ti۰) + · · ·+ xi۰i۱···ik(t− ti۰) · · · (t− tik−۱).
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می آید دست به زیر بازگشتی رابطه طرف، دو در tk ضریب دادن قرار متحد و (۲ . ۳) در رابطه این جای گذاری با

xi۰i۱···ik =
xi۱···ik − xi۰i۱···ik−۱

tik − ti۰
, k = ۱,۲, . . . .

است. معروف ti۰ , . . . , tik نقاط در x تابع k مرتبه تقسیم شده۲۰ تفاضل به xi۰i۱···ik

نمی کند. تغییر اندیس ها جایگشت به نسبت xi۰i۱···ik تقسیم شده تفاضل ۱ . ۳ گزاره

.{i۰, . . . , ik} = {j۰, . . . , jk} که طوری به باشند اندیس مجموع دو {j۰, . . . , jk} و {i۰, . . . , ik} کنید فرض برهان.

متحد و ونیاب در چندجمله ای یکتایی به توجه با بنویسیم. نقاط مجموعه دو روی را ونیاب در چندجمله ای است کافی

□ می شود.  ثابت حکم tk ضریب دادن قرار

عددی دیدگاه از ولی است بی اهمیت نظری دیدگاه از تقسیم شده تفاضل یک محاسبه در نقاط ترتیب اگرچه ۳ . ۳ تذکر
توضیح باشد، اعتمادتر قابل عددی نظر از که نقاط ترتیب یک [۲۲] مرجع 46-47 صفحه باشد. تاثیر گذار است ممکن

خطای رشد هورنر قاعده کمک به ونیاب در چندجمله ای زیابی ار در بیان شده، ترتیب که است توجه شایان است. شده داده

دارد. دنبال به کمتری

.x۰۱···k = ۰ داریم k > n برای آن گاه باشد n درجه چندجمله ای یک x اگر ۲ . ۳ گزاره

k > n برای tk ضرایب باید نتیجه در و p۰۱···k = x داریم k > n برای ونیاب در چندجمله ای یکتایی به توجه با برهان.

□ باشند.  صفر

شود ساخته زیر صورت به تقسیم شده تفاضلات جدول به معروف نویل، جدول مشابه جدول یک است کافی عمل در

k = ۰ k = ۱ k = ۲ k = ۳

t۰ x۰

x۰۱

t۱ x۱ x۰۱۲

x۱۲ x۰۱۲۳

t۲ x۲ x۱۲۳

x۲۳

t۳ x۳

ساخت. را ونیاب در چندجمله ای جدول، از نیاز مورد ضرایب استخراج با می توان سپس

آورید. دست به را زیر جدول داده های به مربوط درون یاب چندجمله ای ۱۵ . ۳ مثال

tj ۰ ۱ ۳

xj ۱ ۳ ۲

Devided difference۲۰
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داریم تقسیم شده تفاضلات جدول کمک به

t۰ = ۰ x۰ = ۱
۳−۱
۱−۰ = ۲

t۱ = ۱ x۱ = ۳
−۱
۲ −۲
۳−۰ = −۵

۶
۲−۳
۳−۱ = −۱

۲

t۲ = ۳ x۲ = ۲

△ .p(t) = p۰۱۲(t) = ۱ + ۲(t− ۰)− ۵
۶ (t− ۰)(t− ۱) = ۱ + ۱۷

۶ t−
۵
۶ t

۲ بنابراین

نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش الگوریتم

(t۰, x۰), (t۱, x۱), . . . , (tn, xn) نقاط ورودی. •

p(t) =
∑n
i=۰ xi,i

∏i−۱
k=۰(t− tk) که طوری به x۰,۰, x۱,۱, . . . , xn,n اعداد خروجی. •

xi,۰ = xi بده قرار i = ۰,۱, . . . , n برای (۱

xi,j =
xi,j−۱−xi−۱,j−۱

ti−ti−j
بده قرار j = ۱, . . . , i و i = ۱, . . . , n برای (۲

کنید. تعیین نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش با را ۱۱ . ۳ مثال جدول به مربوط درون یاب چندجمله ای ۱۶ . ۳ مثال
می سازیم را تقسیم شده تفاضلات جدول ابتدا درون یاب، چندجمله ای ساختن برای

−۱ ۱
۱−۱

۰−(−۱) = ۰

۰ ۱ ۳−۰
۲−(−۱) = ۱

۷−۱
۲−۰ = ۳

۲ ۷

داریم آن کمک به و

p(t) = ۱ + (۰)(t− (−۱)) + (۱)(t− (−۱))(t− (۰)) = t۲ + t+ ۱.

△

کنید. حل دوباره را قبل مثال شود، اضافه جدول به (۱,۳) داده  اگر ۱۷ . ۳ مثال
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کرد. اصلاح زیر صورت به را قبل مثال جدول می توان راحتی به

−۱ ۱

۰

۱

۰ ۱

۳ ۱−۱
۱−(−۱) = ۰

۲ ۷
۴−۳
۱−۰ = ۱

۳−۷
۱−۲ = ۴

۱ ۳

سپس و

q(t) = p(t) + ۰(t+ ۱)t(t− ۲) = p(t) = t۲ + t+ ۱.

△

نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش در مهم نکاتی

است؛ قبول قابل عملیات حجم •

می شود؛ استفاده قبلی محاسبات از جدول، به (نقاطی) نقطه یک شدن اضافه با •

است؛ مثلثی پایین ونیاب در ماتریس •

می شود. مشخص جدول ساختن از پس آن، درجه  و می شود ساخته تدریج به درون یاب چندجمله ای •

نیوتن پیشرو/پسرو روش های ۴ . ۳ . ۳

اما می شود، برده کار به t۰, . . . , tn هم فاصله/غیرهم فاصله نقاط برای نیوتن تقسیم شده  تفاضلات و لاگرانژ روش های

آشنا آن نمایش نحوه  با ادامه در که است بیان قابل ساده تری شکل به درون یاب چندجمله ای باشند هم فاصله نقاط اگر

کنید فرض می شویم.

ti+۱ − ti = h, i = ۰,۱, . . . , n− ۱,

.i = ۰,۱, . . . , n برای ti = t۰ + ih یا و

برای و می شود تعریف Exi = xi+۱ = x(ti+۱) صورت به می شود داده نمایش E با که انتقال عملگر ۱۳ . ۳ تعریف
xi+α = x(ti+α) و ti+α = ti+αhباشیم داشته حقیقی α هر ازای به که فرض این با .Ekxi = xi+k داریم طبیعی k هر

.E−۱xi = xi−۱ ویژه به ،Eαxi = xi+α کرد تعریف می توان
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بنابراین می شود. بیان ∆ = E − ۱ صورت به می شود داده نمایش ∆ با که پیشرو تفاضل عملگر ۱۴ . ۳ تعریف
داریم طبیعی k هر برای و ∆xi = (E − ۱)xi = xi+۱ − xi

∆k+۱xi = ∆(∆kxi) = ∆k(∆xi) = ∆k(xi+۱ − xi) = ∆kxi+۱ −∆kxi.

پسرو تفاضل عملگر مشابه طور به .∆۲xi = ∆(∆xi) = ∆(xi+۱ − xi) = xi+۲ − ۲xi+۱ + xi داریم مثال عنوان به

و ∇xi = (۱ − E−۱)xi = xi − xi−۱ نتیجه در و شده بیان ∇ = ۱ − E−۱ صورت به می شود، داده نمایش ∇ با که

داریم طبیعی k هر برای

∇k+۱xi = ∇(∇kxi) = ∇k(∇xi) = ∇kxi −∇kxi−۱.

.∇۲xi = ∇(∇xi) = ∇(xi − xi−۱) = xi − ۲xi−۱ + xi−۲ مثال عنوان به

دهید نشان ۴ . ۳ تمرین

۱)E∆ = ∆E ۲)E∇ = ∇E ۳)∆∇ = ∇∆

۴)∆xi = ∇xi+۱ ۵)∇xi = ∆xi−۱ ۶)∆kxi = ∇kxi+k (k ∈ N)

دهید نشان استقرا با p(t) = ant
n + an−۱tn−۱ + · · ·+ a۱t+ a۰ فرض با و

۷)


∆np(ti) = n!hnan,

∆mp(ti) = ۰, m > n.

داریم i نامنفی صحیح عدد هر ازای به آن گاه باشد، طبیعی عددی k اگر ۱ . ۳ لم

xi,i+۱,...,i+k =
∆kxi
k!hk

=
∇kxi+k
k!hk

.

داریم k = ۱ برای .k روی استقرا با برهان.

xi,i+۱ =
xi+۱ − xi
ti+۱ − ti

=
∆xi
h
.

نوشت می توان k = m+ ۱ برای باشد. برقرار k = m برای حکم کنید فرض

xi,i+۱,...,i+m+۱ =
xi+۱,...,i+m+۱ − xi,i+۱,...,i+m

ti+m+۱ − ti

=

∆mxi+۱
m!hm − ∆mxi

m!hm

(m+ ۱)h =
∆m+۱xi

(m+ ۱)!hm+۱ .

□ است.  برقرار طبیعی k هر برای حکم پس
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صورت به t۰, t۱, . . . , tn هم فاصله  نقاط در x درون یاب چندجمله ای نیوتن) پیشرو درون یاب (چندجمله ای ۹ . ۳ قضیه
است زیر

p(t) = x۰ + θ∆x۰ +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲x۰ + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − n+ ۱)
n!

∆nx۰ = x۰ +
n∑
l=۱

(
θ

l

)
∆lx۰,

داریم R در θ هر و N در l هر برای و θ = t−t۰
h آن در که

(
θ

l

)
=
θ(θ − ۱) · · · (θ − l + ۱)

l!
.

تفاضلات روش با درون یاب چندجمله ای .t − tk = t − (t۰ + kh) = (θ − k)h آن گاه t − t۰ = θh چون برهان.
می شود بیان زیر صورت به نیوتن تقسیم شده 

p(t) = x۰ + x۰۱(t− t۰) + x۰۱۲(t− t۰)(t− t۱) + · · ·+ x۰۱···n(t− t۰) · · · (t− tn−۱),

نوشت می توان ۱ . ۳ لم کمک به و

p(t) = x۰ + θh
∆x۰
h

+ θ(θ − ۱)h۲∆
۲x۰

۲!h۲ + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − n+ ۱)hn∆
nx۰
n!hn

,

یا و

p(t) = x۰ + θ∆x۰ +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲x۰ + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − n+ ۱)
n!

∆nx۰.

□  

می شود بیان زیر صورت به ti, ti+۱, . . . , ti+k هم فاصله  نقاط در درون یاب چندجمله ای ۱ . ۹ . ۳ نتیجه

p(t) = xi + θ∆xi +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲xi + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − k + ۱)
k!

∆kxi,

.θ = t−ti
h آن در که

به t۰, t۱, . . . , tn هم فاصله  نقاط در x درون یاب چندجمله ای نیوتن) پسرو درون یاب (چندجمله ای ۱۰ . ۳ قضیه
است زیر صورت

p(t) = xn + θ∇xn +
θ(θ + ۱)

۲! ∇۲xn + · · ·+ θ(θ + ۱) · · · (θ + n− ۱)
n!

∇nxn = xn +
n∑
l=۱

(
θ + l − ۱

l

)
∇lxn,

.θ = t−tn
h آن در که
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است. شده بیان پیشرو صورت به آمد، دست به نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش با که درون یاب چندجمله ای برهان.

است!؟ زیر صورت به آن پسرو شکل که داد نشان می توان

p(t) = xn + xn,n−۱(t− tn) + xn,n−۱,n−۲(t− tn)(t− tn−۱) + · · ·

+xn,n−۱,...,۱,۰(t− tn) · · · (t− t۱).

□ می رسیم.  نتیجه به قبل قضیه  اثبات مشابه ،۱ . ۳ لم از استفاده با
است بیان قابل زیر صورت به ti−k, ti−k+۱, . . . , ti هم فاصله  نقاط در درون یاب چندجمله ای ۱ . ۱۰ . ۳ نتیجه

p(t) = xi + θ∇xi +
θ(θ + ۱)

۲! ∇۲xi + · · ·+ θ(θ + ۱) · · · (θ + k − ۱)
k!

∇kxi, θ =
t− ti
h

.

یا (پیشرو انتخاب کدام که می شود مطرح سوال این ،۱ . ۱۰ . ۳ و ۱ . ۹ . ۳ نتایج از استفاده هنگام عمل در ۴ . ۳ تذکر
می کنیم انتخاب چنان را ti که داشت توجه باید پاسخ در است؟ مناسب تر ((k) چندجمله ای درجه  و ti انتخاب پسرو،

نزدیک جدول ابتدای به t اگر باشد. کوچک کنیم) درون یابی می خواهیم که است نقطه ای t آن در (که θ = t−ti
h که

افزایش از پرهیز برای می کنیم. عمل پسرو صورت به باشد نزدیک جدول انتهای به t اگر و پیشرو صورت به باشد

h (برای دارد h به بستگی مطلب این البته نمی دهیم؛ افزایش بی جهت را درون یاب چندجمله ای درجه  محاسبات، حجم

می دهد). دست به خوبی تقریب های نیز یک) (درجه خطی درون یابی کوچک

.sin(۴۵◦) و sin(۲۵◦) ،sin(۵◦) مقدار است مطلوب داده شده جدول به توجه با ۱۸ . ۳ مثال

ti ۰◦ ۱۰◦ ۲۰◦ ۳۰◦ ۴۰◦ ۵۰◦

sin(ti) ۰ ۰/۱۷۳۶ ۰/۳۴۲۰ ۰/۵ ۰/۶۴۲۸ ۰/۷۶۶۰

می سازیم زیر صورت به جدولی ابتدا

ti xi ∆xi ∆۲xi ∆۳xi ∆۴xi ∆۵xi

۰ ۰

۰/۱۷۳۶

۱۰ ۰/۱۷۳۶ −۰/۰۰۵۲
۰/۱۶۸۴ −۰/۰۰۵۲

۲۰ ۰/۳۴۲۰ −۰/۰۱۰۴ ۰/۰۰۰۴

۰/۱۵۸۰ −۰/۰۰۴۸ ۰

۳۰ ۰/۵ −۰/۰۱۵۲ ۰/۰۰۰۴

۰/۱۴۲۸ −۰/۰۰۴۴

۴۰ ۰/۶۴۲۸ −۰/۰۱۹۶

۰/۱۲۳۲

۵۰ ۰/۷۶۶۰

ti xi ∇xi ∇۲xi ∇۳xi ∇۴xi ∇۵xi
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داریم نتیجه۳ . ۹ . ۱ کمک به .θ = t−t۰
h = ۵◦−۰◦

۱۰◦ = ۱
۲ داریم t۰ = ۰◦ انتخاب با ،t = ۵◦ در درون یابی برای

sin(۵◦) ≃ x۰ + θ∆x۰ +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲x۰ + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − ۵ + ۱)
۵! ∆۵x۰,

می آیند دست به زیر صورت به sin(۵◦) تقریبی مقادیر جای گذاری، از پس که

درون یاب) چندجمله ای k(درجه  تقریبی مقدار

۰ ۰

۱ ۰ + ۰/۰۸۶۸ = ۰/۰۸۶۸

۲ ۰ + ۰/۰۸۶۸ + ۰/۰۰۰۶ = ۰/۰۸۷۴

۳ ۰ + ۰/۰۸۶۸ + ۰/۰۰۰۶ − ۰/۰۰۰۳ = ۰/۰۸۷۱

۴ ۰ + ۰/۰۸۶۸ + ۰/۰۰۰۶ − ۰/۰۰۰۳ + ۰/۰۰۰۰ = ۰/۰۸۷۱

۵ ۰ + ۰/۰۸۶۸ + ۰/۰۰۰۶ − ۰/۰۰۰۳ + ۰/۰۰۰۰ − ۰ = ۰/۰۸۷۱

داریم لم۳ . ۱۰ . ۱ کمک به .θ = t−t۴
h = ۴۵◦−۴۰◦

۱۰◦ = ۱
داریم۲ t۴ = ۴۰◦ انتخاب با ،t = ۴۵◦ در درون یابی برای

sin(۴۵◦) ≃ x۴ + θ∇x۴ +
θ(θ + ۱)

۲! ∇۲x۴ + · · ·+ θ(θ + ۱) · · · (θ + ۴ − ۱)
۴! ∇۴x۴,

می آیند دست به زیر صورت به sin(۴۵◦) تقریبی مقادیر جای گذاری، از پس که

درون یاب) چندجمله ای k(درجه  تقریبی مقدار

۰ ۰/۶۴۲۸

۱ ۰/۶۴۲۸ + ۰/۰۷۱۴ = ۰/۷۱۴۲

۲ ۰/۶۴۲۸ + ۰/۰۷۱۴ − ۰/۰۰۵۷ = ۰/۷۰۸۵

۳ ۰/۶۴۲۸ + ۰/۰۷۱۴ − ۰/۰۰۵۷ − ۰/۰۰۱۵ = ۰/۷۰۷۰
۴ ۰/۶۴۲۸ + ۰/۰۷۱۴ − ۰/۰۰۵۷ − ۰/۰۰۱۵ + ۰/۰۰۰۱ = ۰/۷۰۷۱

.θ = t−t۲
h = ۲۵◦−۲۰◦

۱۰◦ = ۱
۲ آن گاه کنیم استفاده پیشرو صورت به t۲ = ۲۰◦ از اگر t = ۲۵◦ در درون یابی برای

جای گذاری، از پس که sin(۲۵◦) ≃ x۲ + θ∆x۲ + θ(θ−۱)
۲! ∆۲x۲ + θ(θ−۱)(θ−۲)

۳! ∆۳x۲ داریم نتیجه۳ . ۹ . ۱ کمک به

می آیند دست به زیر صورت به sin(۲۵◦) تقریبی مقادیر

درون یاب) چندجمله ای k(درجه  تقریبی مقدار

۰ ۰/۳۴۲۰

۱ ۰/۳۴۲۰ + ۰/۰۷۹۰ = ۰/۴۲۱۰

۲ ۰/۳۴۲۰ + ۰/۰۷۹۰ + ۰/۰۰۱۹ = ۰/۴۲۲۹

۳ ۰/۳۴۲۰ + ۰/۰۷۹۰ + ۰/۰۰۱۹ − ۰/۰۰۰۳ = ۰/۴۲۲۶

به .θ = t−t۳
h = ۲۵◦−۳۰◦

۱۰◦ = −۱
۲ آن گاه کنیم استفاده پسرو صورت به t۳ = ۳۰◦ از t = ۲۵◦ در درون یابی برای اگر و
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داریم نتیجه۳ . ۱۰ . ۱ کمک

sin(۲۵◦) ≃ x۳ + θ∇x۳ +
θ(θ + ۱)

۲! ∇۲x۳ +
θ(θ + ۱)(θ + ۲)

۳! ∇۳x۳,

می آیند دست به زیر صورت به sin(۲۵◦) تقریبی مقادیر جای گذاری، از پس که

درون یاب) چندجمله ای k(درجه  تقریبی مقدار

۰ ۰/۵۰۰۰

۱ ۰/۵۰۰۰ − ۰/۰۷۹۰ = ۰/۴۲۱۰

۲ ۰/۵۰۰۰ − ۰/۰۷۹۰ + ۰/۰۰۱۳ = ۰/۴۲۲۳

۳ ۰/۵۰۰۰ − ۰/۰۷۹۰ + ۰/۰۰۱۳ + ۰/۰۰۰۳ = ۰/۴۲۲۶

△

قرار جدول اواسط در t که زمانی x درون یابی برای نیوتن (پسرو) پیشرو درون یاب چندجمله ای است ممکن ۵ . ۳ تذکر
مرکزی تفاضل چندجمله ای است بهتر صورت این در نمی شود. استفاده جدول اطلاعات تمام از زیرا نباشد، مناسب دارد

گیرد. قرار استفاده مورد

بنابراین می شود. بیان δ = E
۱
۲ − E− ۱

۲ صورت به می شود داده نمایش δ با که مرکزی تفاضل عملگر ۱۵ . ۳ تعریف
داریم مثال عنوان به δk+۱xi؛ = δkxi+ ۱

۲
− δkxi− ۱

۲
می کنیم تعریف طبیعی k هر برای و δxi = xi+ ۱

۲
− xi− ۱

۲

δ۲xi = δxi+ ۱
۲
− δxi− ۱

۲
= (xi+۱ − xi)− (xi − xi−۱) = xi+۱ − ۲xi + xi−۱.

بنابراین می شود. بیان µ = ۱
۲ (E

۱
۲ + E− ۱

۲ ) صورت به می شود داده نمایش µ با که میانگین مقدار عملگر همچنین

.µxi = ۱
۲ (xi+ ۱

۲
+ xi− ۱

۲
)

داریم i نامنفی صحیح عدد هر ازای به آن گاه باشد، طبیعی عددی k اگر دهید نشان ۵ . ۳ تمرین

xi,i+۱,...,i+k =
δkxi+ k

۲

k!hk
.

t به نزدیک نقطه ای را t۰ داریم. اختیار در هم فاصله نقاطی کنید فرض مرکزی، درون یاب چندجمله ای ساختن برای

t۱, t۲, . . . با را آن پایین در واقع نقاط و t−۱, t−۲, . . . با را t۰ بالای در واقع نقاط و کرده انتخاب جدول) اواسط (در
و گرفته نظر در t۰, t۱, t−۱, t۲, t−۲, . . . صورت به را نقاط اگر کنید). نگاه ۲ . ۳ جدول (به می کنیم اندیس گذاری

داشت خواهیم بنویسیم، نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش کمک به را درون یاب چندجمله ای

p(t) = x۰ + (t− t۰)x۰,۱ + (t− t۰)(t− t۱)x۰,۱,−۱+

(t− t۰)(t− t۱)(t− t−۱)x۰,۱,−۱,۲+

(t− t۰)(t− t۱)(t− t−۱)(t− t۲)x۰,۱,−۱,۲,−۲ + · · · .

(۴ . ۳)



۸۱ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

ti xi اول مرتبه دوم مرتبه سوم مرتبه چهارم مرتبه

t−۲ x−۲

δx− ۳
۲

t−۱ x−۱ δ۲x−۱

δx− ۱
۲

δ۳x− ۱
۲

t۰ x۰ δ۲x۰ δ۴x۰

δx ۱
۲

δ۳x ۱
۲

t۱ x۱ δ۲x۱

δx ۳
۲

t۲ x۲

مرکزی تفاضلات جدول :۲ . ۳ جدول

کمک به و i + k = p و i = −p فرض با و گرفت نظر در x−p,...,۰,...,p صورت به می توان را زوج مرتبه  با تفاضلات

داریم قبل تمرین

x−p,...,۰,...,p =
δ۲px۰

(۲p)!h۲p ,

داشت خواهیم فرد مرتبه  با تفاضلات برای مشابه طور به و

x−p,...,۰,...,p,p+۱ =
δ۲p+۱x ۱

۲

(۲p+ ۱)!h۲p+۱ ,

و

x−p−۱,−p,...,۰,...,p =
δ۲p+۱x−۱

۲

(۲p+ ۱)!h۲p+۱ .

داشت خواهیم θ = t−t۰
h فرض با و (۴ . ۳) در جای گذاری از پس

p(t) = x۰ + θ
۱!δx ۱

۲
+ θ(θ−۱)

۲! δ۲x۰ + θ(θ−۱)(θ+۱)
۳! δ۳x ۱

۲
+

θ(θ−۱)(θ+۱)(θ−۲)
۴! δ۴x۰ + · · · .

(۵ . ۳)

در t۰, t−۱, t۱, t−۲, t۲, . . . صورت به را نقاط اگر مشابه، طور به است. گاوس پیشرو درون یابی روش بیان گر رابطه این

داشت خواهیم بنویسیم، نیوتن تقسیم شده  تفاضلات روش کمک به را درون یاب چندجمله ای و گرفته نظر

p(t) = x۰ + θ
۱!δx− ۱

۲
+ θ(θ+۱)

۲! δ۲x۰ + θ(θ+۱)(θ−۱)
۳! δ۳x− ۱

۲
+

θ(θ+۱)(θ−۱)(θ+۲)
۴! δ۴x۰ + · · ·

(۶ . ۳)

می آید دست به زیر رابطه  (۶ . ۳) و (۵ . ۳) وابط ر از گرفتن میانگین با است. معروف گاوس پسرو درون یاب به که

p(t) = x۰ +
θ

۱!

(
δx− ۱

۲
+ δx ۱

۲

۲

)
+
θ۲

۲! δ
۲x۰ +

θ(θ۲ − ۱)
۳!

(
δ۳x− ۱

۲
+ δ۳x ۱

۲

۲

)
+
θ۲(θ۲ − ۱)

۴! δ۴x۰ + · · · ,
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کرد بازنویسی نیز زیر صورت به را آن می توان و است معروف استرلینگ درون یاب به که

p(t) = x۰ + θµδx۰ +
θ۲

۲! δ
۲x۰ +

θ(θ۲ − ۱)
۳! µδ۳x۰ +

θ۲(θ۲ − ۱)
۴! δ۴x۰ + · · · .

ترتیب به را ۰/۹۹۷۴۹ و ۰/۹۶۳۶۵ ،۰/۸۹۱۲۱ ،۰/۷۸۳۳۳ ،۰/۶۴۴۲۲ ،۰/۴۷۹۴۳ مقادیر x تابع ۱۹ . ۳ مثال
.x(۱/۰۸) مقدار برای تقریبی است مطلوب می گیرد. خود به ۱/۵ و ۱/۳ ،۱/۱ ،۰/۹ ،۰/۷ ،۰/۵ نقاط در

در و θ = t−t۰
h =

۱/۰۸−۱/۱
۰/۲ = −۰/۱ داریم t۰ = ۱/۱ انتخاب با سپس می سازیم. را ۳ . ۳ تفاضلات جدول ابتدا

داشت خواهیم نتیجه

x(۱/۰۸) ≃ ۰/۸۹۱۲۱ +
−۰/۱

۱! (
۰/۱۰۷۸۸+۰/۰۷۲۳۵

۲ ) +
(−۰/۱)۲

۲! (−۰/۰۳۵۵۳)+
−۰/۱((−۰/۱)۲−۱)

۳! (
−۰/۰۰۴۳۰−۰/۰۰۲۸۹

۲ ) +
(−۰/۱)۲((−۰/۱)۲−۱)

۴! (۰/۰۰۱۴۱),

بنابراین و

x(۱/۰۸) ≃ ۰/۸۹۱۲۱ − ۰/۰۰۹۰۱ − ۰/۰۰۰۱۸ − ۰/۰۰۰۰۶ − ۰/۰۰۰۰۰۰۶ = ۰/۸۸۱۹۵۹۴.

△ .x(۱/۰۸) ≃ ۰/۸۸۲۰ داشت خواهیم ۴S دقت با پس

ti xi اول مرتبه دوم مرتبه سوم مرتبه چهارم مرتبه پنجم مرتبه

۰/۵ ۰/۴۷۹۴۳

۰/۱۶۴۷۹

۰/۷ ۰/۶۴۴۲۲ −۰/۰۲۵۶۸
۰/۱۳۹۱۱ −۰/۰۰۵۵۵

۰/۹ ۰/۷۸۳۳۳ −۰/۰۳۱۲۳ ۰/۰۰۱۲۵

۰/۱۰۷۸۸ −۰/۰۰۴۳۰ ۰/۰۰۰۱۶

۱/۱ ۰/۸۹۱۲۱ −۰/۰۳۵۵۳ ۰/۰۰۱۴۱

۰/۰۷۲۳۵ −۰/۰۰۲۸۹

۱/۳ ۰/۹۶۳۵۶ −۰/۰۳۸۴۲

۰/۰۳۳۹۳

۱/۵ ۰/۹۹۷۴۹

متناهی تفاضلات جدول :۳ . ۳ جدول

ستون در است ممکن باشد، داشته وجود ε اندازه  به خطایی x(t۰), . . . , x(tn) یعنی اولیه داده های در اگر ۶ . ۳ تذکر
خواهیم خطا رشد صورت همین به و ۴ε اندازه  به خطایی بعدی ستون در ،۲ε انداره  به خطایی تفاضلات جدول بعدی

وارد بیشتری دقت با را داده ها دارد امکان که آنجا تا است بهتر تفاضلی، جدول های از استفاده هنگام بنابراین داشت.

کنیم.
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درون یاب چندجمله ای خطای ۵ . ۳ . ۳

کمینه کرانی چبیشف۲۱ چندجمله ای های کمک به و می شود بررسی درون یاب چندجمله ای خطای زیربخش این در

می آید. دست به آن برای

اگر باشد. a = t۰ < t۱ < · · · < tn = b متمایز نقاط در x تابع درون یاب چندجمله ای p کنید فرض ۱۱ . ۳ قضیه
که دارد وجود چنان (a, b) در ξ(t) عدد [a, b] در t هر ازای به آن گاه x ∈ Cn+۱[a, b]

x(t) = p(t) +
xn+۱(ξ(t))
(n+ ۱)! (t− t۰) · · · (t− tn).

در ξ(ti) هر ازای به داده شده رابطه  آن گاه p(ti) = x(ti) چون ،t = ti باشیم داشته i از مقداری ازای به اگر برهان.

به را g(s) تابع [a, b] در s هر برای .t ̸= ti باشیم داشته i = ۰,۱, . . . , n هر برای کنید فرض حال است. برقرار (a, b)

می کنیم تعریف زیر صورت

g(s) = x(s)− p(s)− [x(t)− p(t)]
(s− t۰) · · · (s− tn)

(t− t۰) · · · (t− tn)
= x(s)− p(s)− [x(t)− p(t)]

n∏
k=۰

s− tk
t− tk

.

داریم i = ۰,۱, . . . n ازای به و x ∈ Cn+۱[a, b] و p ∈ C∞[a, b] زیرا g ∈ Cn+۱[a, b] که است واضح

g(ti) = x(ti)− p(ti)− [x(t)− p(t)]
n∏
k=۰

ti − tk
t− tk

= ۰ − [x(t)− p(t)]× ۰ = ۰.

همین طور

g(t) = x(t)− p(t)− [x(t)− p(t)]
n∏
k=۰

t− tk
t− tk

= x(t)− p(t)− [x(t)− p(t)] = ۰.

که می شود یافت چنان [a, b] در ξ(t) رل، قضیه  تعمیم بنابر و می شود صفر t, t۰, t۱, . . . , tn نقطه  n + ۲ در g یعنی

پس ،g(n+۱)(ξ(t)) = ۰

۰ = g(n+۱)(ξ(t)) = x(n+۱)(ξ(t))− p(n+۱)(ξ(t))− [x(t)− p(t)]× dn+۱

dtn+۱ (
n∏
k=۰

s− tk
t− tk

)|s=ξ(t).

دیگر طرف از و است صفر آن n+ ۱ مرتبه  مشتق بنابراین و است n حداکثر درجه  از چندجمله ای یک p اما

n∏
k=۰

s− tk
t− tk

=
۱

n∏
k=۰

(t− tk)

tn+۱ + ( s به نسبت n برابر یا کمتر درجه  با .(جملاتی

بنابراین
dn+۱

dsn+۱ (
n∏
k=۰

s− tk
t− tk

)|s=ξ(t) =
(n+ ۱)!
n∏
k=۰

(t− tk)

.

Chebyshev۲۱
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نتیجه در

۰ = x(n+۱)(ξ(t))− ۰ − [x(t)− p(t)]× (n+ ۱)!
n∏
k=۰

(t− tk)

,

یا و

x(t) = p(t) +
x(n+۱)(ξ(t))
(n+ ۱)!

n∏
k=۰

(t− tk).

□  

داریم [a, b] در t هر ازای به ،۱۱ . ۳ قضیه  شرایط بنابر ۷ . ۳ تذکر

|x(t)− p(t)| ≤ M۱M۲
(n+ ۱)! ,

آن در که

M۱ = max
a≤t≤b

|x(n+۱)(t)|, M۲ = max
a≤t≤b

|(t− t۰)(t− t۱) · · · (t− tn)|.

M۲ ≤ (b − a)n+۱ بدبینانه  کران از حالتی چنین در و نیست مقدور M۲ یافتن بزرگ، nهای برای که است واضح

می کنیم. استفاده

سپس و آورده دست به t۰ = ۰, t۱ = ۲, t۲ = ۳ نقاط در را x(t) = cos(πt۸ ) تابع درون یاب چندجمله ای ۲۰ . ۳ مثال
سه با را (محاسبات کنید مقایسه t = ۱ نقطه  در واقعی خطای با را آن و نموده تعیین را درون یابی خطای بالای کران

کنید). دنبال اعشار رقم

ti xi xi,i+۱ x۰۱۲

۰ ۱
۰/۷۰۷−۱

۲−۰ = −۰/۱۴۷

۲ ۰/۷۰۷ −۰/۳۲۴+۰/۱۴۷
۳−۰ = −۰/۰۵۹

۰/۳۸۳−۰/۷۰۷
۳−۲ = −۰/۳۲۴

۳ ۰/۳۸۳

است زیر صورت به درون یاب چندجمله ای نیوتن، تقسیم شده تفاضلات جدول به توجه با

p(t) = ۱ − ۰/۱۴۷t− ۰/۰۵۹t(t− ۲) = ۱ − ۰/۰۲۹t− ۰/۰۵۹t۲.

داریم x(t) = cos(πt۸ ) و n = ۲ چون

x′(t) = −π۸ sin(
πt

۸ ), x′′(t) = − π۲

۶۴ cos(
πt

۸ ), x′′′(t) =
π۳

۵۱۲ sin(
πt

۸ ).

بنابراین

M۱ = max
۰≤t≤۳

|x′′′(t)| = π۳

۵۱۲ | sin(πt۸ )| ≤ π۳

۵۱۲ ≃ ۰/۰۶۱,
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و

M۲ = max
۰≤t≤۳

|t(t− ۲)(t− ۳)| ≤ ۳۳ = ۲۷.

نتیجه در

|x(t)− p(t)| ≤ M۱M۲
۶ ≤

۰/۰۶۱ × ۲۷
۶ = ۰/۲۷۳.

در sin(πt۸ ) تابع چون می آوریم. دست به واقع بینانه تری بالای کران ادامه در و است بدبینانه خطا بالای کران این اما

داریم پس است!؟ صعودی [۰,۳] بازه 

M۱ = max
۰≤t≤۳

|x′′′(t)| = π۳

۵۱۲ max
۰≤t≤۳

| sin(πt۸ )| ≤ π۳

۵۱۲ | sin(۳π۸ )| ≃ ۰/۰۵۶.

می شود نتیجه g′(t) = ۰ از بنابراین و g′(t) = ۳t۲ − ۱۰t + ۶ داریم g(t) = t(t − ۲)(t − ۳) فرض با هم چنین

داشت خواهیم دارند، تعلق [۰,۳] بازه  به t۲ و t۱ چون حال .t۲ = ۵−
√

۷
۳ و t۱ = ۵+

√
۷

۳

M۲ = max{|g(۰)|, |g(t۱)|, |g(t۲)|, |g(۳)|} = {۰,۲/۱۱۳,۰/۶۳۱,۰} = ۲/۱۱۳.

پس

|x(t)− p(t)| ≤ M۱M۲
۶ ≤

۰/۰۵۶ × ۲/۱۱۳
۶ = ۰/۰۲۰.

داریم طرفی از

|x(۱)− p(۱)| = |۰/۹۲۴ − ۰/۹۱۲| = ۰/۰۱۲ < ۰/۰۲۰ < ۰/۲۷۳.

△

چندجمله ای باشد، نیوتن تقسیم شده تفاضلات روش با t۰, t۱, . . . , tn نقاط در xدرون یاب چندجمله ای p اگر ۸ . ۳ تذکر
می آید دست به زیر صورت به روش همان با ،tn+۱ = t آن در که t۰, . . . , tn, tn+۱ نقاط در x درون یاب

q(t) = p(t) + x۰۱···n,n+۱(t− t۰) · · · (t− tn),

بنابراین x(t) = q(t) چون و

x(t) = p(t) + x۰۱···n,n+۱(t− t۰) · · · (t− tn),

داشت خواهیم درون یاب چندجمله ای خطای قضیه  با مقایسه با که

x۰···n,n+۱ =
x(n+۱)(ξt)
(n+ ۱)! ,

نوشت می توان و

x۰···n =
x(n)(ξ)

n!
,

.x۰۱ = x′(t) داریم t۰ = t۱ = t برای خاص حالت در و
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در t هر ازای به آن گاه (h گام اندازه (با باشند هم فاصله نقاط اگر ۱۱ . ۳ قضیه شرایط تحت دهید نشان ۶ . ۳ تمرین
داریم [a, b]

|x(t)− p(t)| ≤ M۱hn+۱

۴(n+ ۱) .

k سطر ناصفر درایه های که باشد پایین مثلثی ماتریس یک A و ∥x∥∞ = maxt∈[a,b] |x(t)| و x ∈ C[a, b] کنید فرض

به درون یابی نقاط از قابل تظریف افراز یک با متناظر A عبارتی به باشد. [a, b] بازه در درون یابی نقطه(گره) k آن،

است زیر صورت

A =



t۱۱

t۲۱ t۲۲
... ... . . .

tn۱ tn۲ · · · tnn


.

πkx با که دارد وجود x برای k − ۱ درجه درون یاب چندجمله ای یک A ماتریس k سطر درایه های با متناظر بنابراین

می کنیم تعریف می شود. داده نمایش است) وابسته نقاط و x به وضوح (به

En,∞(A) = ∥x− πnx∥∞ , n = ۱, . . . ,

یعنی باشد، x برای بینهایت) نرم مفهوم (به تقریب۲۲ بهترین چندجمله ای p∗n ∈ Pn می کنیم فرض و

E∗
n = ∥x− p∗n∥∞ ≤ ∥x− qn∥∞ , ∀qn ∈ Pn.

داریم ۳ . ۳ گزاره
E∗
n ≤ En,∞(A) ≤ (۱ + Λn(A))E

∗
n, n = ۱, . . . ,

در که می شود تعریف Λn(A) =
∥∥∥∑n

j=۱ |Lj,n(t)|
∥∥∥
∞

صورت به که است معروف A لبگ۲۳ ثابت به Λn(A) آن در که

است. A ماتریس nام سطر گره های با متناظر لاگرانژ jام چندجمله ای Lj,n آن

□ کنید.  مراجعه [۲۰] مرجع به برهان.

است. نهفته Λn(A) در دارد، بستگی En,∞(A) روی A انتخاب اثر به که اطلاعاتی تمام نیست، وابسته A به E∗
n چون

عنوان به نیست. ساده چندان آن تعیین ولی است مقدار کمترین Λn(A
∗) که دارد وجود چنان A∗ ماتریس یک طرفی از

کوچک خیلی نظیر لبگ ثابت شود، استفاده چبیشف صفرهای از [−۱,۱] روی ونیابی در در اگر می شود ثابت نمونه

است. آمده [۲۰] مرجع در زیر گزاره های اثبات بود. خواهد

که دارد وجود چنان C ثابت ،A هر برای ۴ . ۳ گزاره

Λn(A) >
۲
π
log(n+ ۱)− C, n = ۰,۱, . . . .

.n→ ∞ هرگاه Λn(A) → ∞ بنابراین

می کنیم. بررسی جزئیات با بعد فصل ۲۲در

Lebesque۲۳
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نیست. همگرا x به یکنواخت طور به {πnx} دنباله که دارد وجود چنان x پیوسته تابع ،A هر برای ۵ . ۳ گزاره

می شود. همگرا x به یکنواخت طور به {πnx} دنباله که دارد وجود چنان A افراز یک ،x پیوسته تابع هر برای ۶ . ۳ گزاره

کاهش درون یاب چندجمله ای خطای ،n افزایش با که می رسد نظر به چنین درون یاب چندجمله ای خطای به توجه با

می کند. نقض را مطلب این زیر مثال ولی شود) (نزدیک شود همگرا x تابع به p درون یاب چندجمله ای و یابد

با متناظر A اگر که است شده ثابت [۸] مرجع 78 صفحه در ،x(t) = ۱
۱+t۲ تابع برای رانگ) (پدیده  ۲۱ . ۳ مثال

[−۳/۶۳ · · · ,۳/۶۳ · · ·] بازه روی فقط لاگرانژ روش از آمده دست به {πnx} باشد، [−a, a] بازه  روی هم فاصله نقاط

باشد، چبیشف صفرهای با متناظر A اگر ولی .x ∈ C∞[−a, a] که حالی در می شود، واگرا بازه این خارج و است همگرا

△ شود). بررسی runge.nb (برنامه  می شود نتیجه یکنواخت همگرایی

وجود t۰, . . . , tn از مناسبی انتخاب باشد، ما اختیار در درون یابی نقاط انتخاب اگر که دهیم نشان داریم قصد ادامه در

است. معروف اکثر۲۴ اقل مسئله  به مسئله این می کند. کمینه را max |(t− t۰)(t− t۱) · · · (t− tn)| که دارد

می شوند تعریف زیر صورت به [−۱,۱] بازه  در چبیشف چندجمله ای های ۱۶ . ۳ تعریف

Tn : [−۱,۱] −→ [−۱,۱],

Tn(t) = cos(n cos−۱(t)).

مثلثاتی اتحاد بنابر و Tn(t) = cos(nθ) بنابراین و cos−۱(t) = θ آن گاه t = cos(θ) دهیم قرار اگر

cos((n+ ۱)θ) + cos((n− ۱)θ) = ۲ cos(θ) cos(nθ),

داشت خواهیم

Tn+۱(t) = ۲tTn(t)− Tn−۱(t), n ≥ ۱.

عنوان به نمود. تعیین را Tnها می توان T۱(t) = t و T۰(t) = ۱ آغازی مقادیر و دو مرتبه بازگشتی رابطه  این کمک به

داریم مثال

T۲(t) = ۲tT۱(t)− T۰(t) = ۲t۲ − ۱, T۳(t) = ۲tT۲(t)− T۱(t) = ۴t۳ − ۳t.

دهید نشان استقرا کمک به ۷ . ۳ تمرین

است؛ ۲n−۱ پیشرو جمله  ضریب با n درجه چندجمله ای یک Tn آ)

است. فرد تابعی Tn باشد، فرد n اگر و زوج تابعی Tn باشد زوج n اگر ب)

Tn(t) = cos(nθ) = ۰ اگر آوریم. دست به را Tn تابع درونی) (اکسترمم های برگشت نقاط و ریشه ها داریم قصد ادامه در

از عبارتند Tn ریشه های نتیجه در .k = ۰,۱, . . . , n− ۱ آن در که θ = (۲k+۱)π
۲n یا و nθ = kπ + π

۲ آن گاه

tk = cos(θ) = cos(
(۲k + ۱)π

۲n ), k = ۰,۱, . . . , n− ۱.

Minimax problem۲۴
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چون حال
d

dt
Tn(t) =

d

dθ
cos(nθ)

dθ

dt
=
n sin(nθ)

sin(θ)
,

و k = ۱, . . . , n − ۱ آن در که θ = kπ
n می دهد نتیجه که sin(nθ) = ۰ باشیم داشته باید برگشت نقاط در بنابراین

کرد معرفی زیر صورت به را Tn برگشت نقاط می توان بلافاصله

zk = cos(
kπ

n
), k = ۱, . . . , n− ۱.

Tn بنابراین .۱ و (−۱)n از عبارتند ترتیب به Tn مقادیر ،θ = ۰ و θ = π یا t = ۱ و t = −۱ انتهایی نقاط در هم چنین

می کند اختیار را خود اکسترمم های زیر نقطه  n+ ۱ در

zk = cos(
kπ

n
), k = ۰,۱, . . . , n.

مقدار کمترین max
−۱≤t≤۱

|(t− t۰)(t− t۱) · · · (t− tn)| آن گاه شوند اختیار Tn+۱ صفرهای t۰, . . . , tn اگر ۱۲ . ۳ قضیه
است. ۱

۲n برابر که داشت خواهد t۰, . . . , tn مختلف انتخاب های به نسبت را

□ تمرین.  عنوان به برهان.

صفرهای درون یابی (نقاط باشد x تابع برای Tn+۱ صفرهای بر مبتنی درون یاب چندجمله ای p اگر ۱ . ۱۲ . ۳ نتیجه
داریم آن گاه شوند) انتخاب Tn+۱

max
−۱≤t≤۱

|x(t)− p(t)| ≤ M۱
۲n(n+ ۱)! .

درون یاب چندجمله ای همگرایی یابد افزایش ۲n(n+۱)! از کمتر سرعتی با آن ها M۱ که توابع از دسته آن برای بنابراین

است. شده تضمین x تابع به

△ شود. بررسی chebyshev.nb برنامه  ۲۲ . ۳ مثال

هرمیت درون یابی ۴ . ۳

داشت توجه باید زیر نکته دو به درون یاب چندجمله ای با ارتباط در ابتدا

به نیست. اعتماد قابل دارند) تعلق آن به درون یابی نقاط که (بازه ای [a, b] بازه خارج درون یاب چندجمله ای •

عبارت می شویم دور بازه سر دو از هرچه زیرا نمی شود. توصیه برون یابی برای درون یاب چندجمله ای عبارتی

ψn(t) = (t− t۰) · · · (t− tn),

می یابد، افزایش شدت به درون یابی، خطای جمله در

پیروی خوبی به تابع رفتار از است ممکن زیرا داشت زیادی انتظار [a, b] بازه در درون یاب چندجمله ای از نباید •

نکند.
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هرمیت درون یابی از استفاده کند، پیروی بیشتر تابع رفتار از [a, b] بازه در درون یاب چندجمله ای که آن برای راه کار یک

باشد دسترس در زیر اطلاعات t۰ < · · · < tm نقاط در x تابع از کنید فرض است.

x(t۰), x
′(t۰), . . . , x

(n۰−۱), . . . , x(tm), x′(tm), . . . , x(nm−۱)(tm).

که بیابیم گونه ای به را n+ ۱ =
∑m
i=۰ ni آن در که pn ∈ Pn چندجمله ای می خواهیم هرمیت روش در

p(k)n (ti) = x(k)(ti) = x
(k)
i , k = ۰, . . . , ni − ۱, i = ۰, . . . ,m. (۷ . ۳)

فرض بنابراین و هستیم مواجه چندجمله ای درون یابی مسئله با که است واضح ni = ۱ باشیم داشته i هر برای اگر

کمک به هرمیت درون یاب چندجمله ای یکتایی و وجود اگرچه .ni > ۱ باشیم داشته i اندیس یک حداقل برای می کنیم

کرد. بررسی را آن نیز مستقیم طور به می توان ولی می شود اثبات گرام دترمینان

کند. صدق (۷ . ۳) شرایط در که دارد وجود چنان pn ∈ Pn یکتای چندجمله ای ۱۳ . ۳ قضیه

چندجمله ای برای وضوح به باشند. داشته وجود (۷ . ۳) شرایط در صادق p۱, p۲ ∈ Pn چندجمله ای دو کنید فرض برهان.

داریم q(t) = p۱(t)− p۲(t)

q(k)(ti) = ۰, k = ۰, . . . , ni − ۱, i = ۰, . . . ,m.

بنابر و دارد ریشه n + ۱ چندگانه) ریشه های گرفتن نظر در (با که است n حداکثر درجه از چندجمله ای یک q یعنی

□ است!؟  یکتایی از مستقیمی نتیجه pn چندجمله ای وجود .q = ۰ باشیم داشته باید جبر اساسی قضیه

تعمیم یافته لاگرانژ روش ۱ . ۴ . ۳

برای که هستند n درجه چندجمله ای های می شوند داده نمایش Lik(t) با که تعمیم یافته لاگرانژ چندجمله ای های

می شوند ساخته زیر صورت به i = ۰,۱, . . . ,m


Li,ni−۱(t) = li,ni−۱(t),

Lik(t) = lik(t)−
ni−۱∑
r=k+۱

l
(r)
ik (ti)Lir(t), k = ni − ۲, ni − ۳, . . . ,۱,۰,

آن در که

lik(t) =
(t− ti)

k

k!

m∏
i̸=j=۰

(
t− tj
ti − tj

)nj

, k = ۰,۱, . . . , ni − ۱, i = ۰,۱, . . . ,m.

.L(r)
ik (tj) =

 ۱, i = j & k = r,

۰, o.w.
و هستند خطی مستقل تعمیم یافته لاگرانژ چندجمله ای های ۷ . ۳ گزاره
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□ دهید.  نشان استقراء کمک به برهان.

صورت به که هرمیت درون یاب چندجمله ای حال

pn(t) =

m∑
i=۰

ni−۱∑
k=۰

x
(k)
i Lik(t),

را شد بیان لاگرانژ روش مورد در که نکاتی همان می کند. صدق (۷ . ۳) درون یابی شرایط در وضوح به می شود، ساخته

کرد. بیان نیز روش این مورد در می توان

تعمیم یافته. و معمولی لاگرانژ روش ۱ . ۳ پروژه

تعمیم یافته نیوتن تقسیم شده تفاضلات روش ۲ . ۴ . ۳

قابل نیز نباشند متمایز که نقاطی برای که دهیم تعمیم صورتی به را نیوتن تقسیم شده تفاضلات است کافی اینجا در

می دهیم گسترش زیر صورت به را t۰ < t۱ < · · · < tm نقاط منظور همین به باشد. محاسبه

s۰ = t۰, s۱ = t۰, . . . , sn۰−۱ = t۰, . . . , sn−nm+۱ = tm, sn−nm+۲ = tm, . . . , sn = tm.

می کنیم تعریف ،si = si+۱ = · · · = si+k = tl اگر حال

xi,i+۱,...,i+k =
۱
k!
x
(k)
l ,

داریم تیلور چندجمله ای کمک به زیرا

pi,i+۱,...,i+k(t) =
k∑
r=۰

x
(r)
l

r!
(t− tl)

r,

می دهیم قرار ،si < si+k اگر و

xi,i+۱,...,i+k =
xi+۱,...,i+k − xi,i+۱,...,i+k−۱

si+k − si
.

بنویسیم است کافی پایان در

p(t) = a۰ + a۱(t− s۰) + a۲(t− s۰)(t− s۱) + · · ·+ an(t− s۰) · · · (t− sn),

را تعمیم یافته تقسیم شده تفاضلات جدول است کافی عمل در .ak = x۰,۱,...,k داریم k = ۰, . . . , n برای آن در که

بسازیم. را ونیاب در چندجمله ای و کرده استخراج آن از را ضرایب ساخته،

می کند. صدق درون یابی شرایط در p دهید نشان ۸ . ۳ تمرین

کنید. توجه [۲۲] مرجع از زیر مثال به
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s۰ = ۰ x(s۰) = −۱

x۰۱ = −۲∗

s۱ = ۰ x(s۱) = −۱ x۰۱۲ = ۳

x۱۲ = ۱ x۰۱۲۳ = ۶

s۲ = ۱ x(s۲) = ۰ x۱۲۳ = ۹ x۰۱۲۳۴ = ۵

x۲۳ = ۱۰∗ x۱۲۳۴ = ۱۱

s۳ = ۱ x(s۳) = ۰ x۲۳۴ = ۲۰∗

x۳۴ = ۱۰∗

s۴ = ۱ x(s۴) = ۰

تعمیم یافته تقسیم شده تفاضلات جدول :۴ . ۳ جدول

باشد دسترس در زیر داده های t۱ = ۱ و t۰ = ۰ نقاط در x تابع از کنید فرض ۲۳ . ۳ مثال

x
(۰)
۰ = −۱, x

(۱)
۰ = −۲, x

(۰)
۱ = ۰, x

(۱)
۱ = ۱۰, x

(۲)
۱ = ۴۰.

داشت خواهیم ۴ . ۳ جدول از اصلی قطر ضرایب استخراج از پس .n۱ = ۳ و n۰ = ۲ ،m = ۱ بنابراین

p(t) = −۱ − ۲t+ ۳t۲ + ۶t۲(t− ۱) + ۵t۲(t− ۱)۲.

△ آمده اند. دست به تعمیم یافته تقسیم شده تفاضلات کمک به دارند، ∗ بالااندیس که اعدادی ۴ . ۳ جدول در

باشد. a = t۰ < t۱ < · · · < tm = b متمایز نقاط در x تابع هرمیت درون یاب چندجمله ای p کنید فرض ۱۴ . ۳ قضیه
که دارد وجود چنان (a, b) در ξ(t) عدد [a, b] در t هر ازای به آن گاه x ∈ Cn+۱[a, b] اگر

x(t) = p(t) +
xn+۱(ξ(t))
(n+ ۱)! (t− t۰)

n۰ · · · (t− tm)nm .

صفر n− ۱ حداقل بازه آن در g′ باشد، بازه یک در صفر n دارای g مشتق پذیر و پیوسته تابع اگر رل قضیه بنابر برهان.

بازه آن در صفر n − ۱ + k حداقل g′ آنگاه باشند، یک از بزرگتر تکرر دارای صفرها این از تا k اگر علاوه به دارد.

کنید فرض حال تمرین). عنوان به موارد این (بررسی است g′ برای k − ۱ مرتبه صفر یک g از k مرتبه صفر هر دارد.
تابع و می شود) نتیجه سادگی به حکم صورت این غیر در (چه ،t ̸= ti

w(s) = x(s)− p(s)− (s− t۰)
n۰ · · · (s− tm)nm

x(t)− p(t)

(t− t۰)n۰ · · · (t− tm)nm
,

صفرهای تعداد بیانگر νi کنید فرض دارد. ti در ni مرتبه صفر یک و s = t در صفر یک w وضوح به بگیرید. نظر در را

کنید تعریف و باشد [a, b] بازه در w(i)

r(i, j) =


۱, j > i,

۰, j ≤ i.
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نوشت می توان بنابراین

ν۰ = m+ ۲,

ν۱ = ν۰ − ۱ + r(۱, n۰) + · · ·+ r(۱, nm),

ν۲ = ν۱ − ۱ + r(۲, n۰) + · · ·+ r(۲, nm) = m+ r(۱, n۰) + r(۲, n۰) + · · ·+ r(۱, nm) + r(۲, nm),

...

νn+۱ = m+ ۱ − n+ r(۱, n۰) + · · ·+ r(n+ ۱, n۰) + · · ·+ r(۱, nm) + · · ·+ r(n+ ۱, nm).

ξ مانند صفر یک حداقل دارای w(n+۱) نتیجه در و νn+۱ = ۱ بنابراین r(۱, ni) + · · ·+ r(n+۱, ni) = ni −۱ چون

نوشت می توان پس است. [a, b] بازه در

۰ = w(n+۱)(ξ) = x(n+۱)(ξ)− (n+ ۱)! x(t)− p(t)

(t− t۰)n۰ · · · (t− tm)nm
,

□ می شود.  نتیجه سادگی به حکم آنجا از و

چنان κ مثبت ثابت یعنی باشند کراندار یکنواخت طور به [a, b] بازه روی x مشتقات و x ∈ C∞[a, b] اگر ۹ . ۳ تذکر
که باشد داشته وجود

sup
j

max
t∈[a,b]

∣∣∣x(j)(t)∣∣∣ ≤ κ <∞,

نمی کند. صدق شرط این در رانگ نقض مثال .m→ ∞ هرگاه p(t) → x(t) داریم ۱۴ . ۳ قضیه بنابر آنگاه

تعمیم یافته. تقسیم شده تفاضلات و معمولی نیوتن تقسیم شده تفاضلات ۲ . ۳ پروژه

قطعه ای چندجمله ای های با درون یابی ۵ . ۳

درون یابی برای آن از و می سازیم داده ها اساس بر چندجمله ای یک کردیم، بررسی تاکنون که سراسری۲۵ درون یابی در

که است داده ها تعداد از کمتر واحد یک حداکثر درون یاب چندجمله ای درجه می کنیم. استفاده بازه (سراسر) کل در

دارد ایراد دو درون یابی نوع این باشد. بزرگی عدد است ممکن

می شود، زیاد درجه افزایش با درون یاب چندجمله ای نوسانات •

می شود. بازه سراسر در درون یاب چندجمله ای تغییر باعث کوچک، موضعی تغییر یک •

قطعه ای۲۷ چندجمله ای های با درون یابی آن پرکاربرد نوع یک که برویم موضعی۲۶ درون یابی سراغ به است بهتر بنابراین

منظور همین به است. چندجمله ای یک آن ضابطه هر که بسازیم چندضابطه ای تابع یک داریم قصد آن در که است
می کنیم فرض سادگی برای آن در که می گیریم نظر در [a, b] بازه برای ∆ : a = t۰ < t۱ < · · · < tm = b افراز یک ابتدا

Global interpolation۲۵

Local interpolation۲۶

Piecewise polynomials۲۷
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تابع یک بخواهیم اگر باشند). هم فاصله نقاط ندارد لزومی (البته h = ti+۱ − ti باشیم داشته i = ۰, . . . ,m− ۱ برای

لاگرانژ درون یاب چندجمله ای ابتدا باشد، افراز نقاط در x تابع برای درون یابی که بسازیم دو درجه چندجمله ای قطعه ای

صورت به ،[ti, ti+۱] بازه روی را دو درجه

p۲,i(t) =
۲
h۲

(
(t− ti+ ۱

۲
)(t− ti+۱)x(ti)− ۲(t− ti)(t− ti+۱)x(ti+ ۱

۲
) + (t− ti)(t− ti+ ۱

۲
)x(ti+۱)

)
,

می دهیم قرار و ساخته

qm,۲(t) =



p۲,۰(t), t ∈ [t۰, t۱],

p۲,۱(t), t ∈ [t۱, t۲],

... ...

p۲,m−۱(t), t ∈ [tm−۱, tm].

آنگاه M۳ = maxt∈[a,b]

∣∣x(۳)(t)∣∣ و x ∈ C۳[a, b] اگر حال

|x(t)− qm,۲(t)| ≤
h۳

۶ M۳ =
(b− a)۳

۶m۳ M۳.

همگرایی با حال هر به تمرین). عنوان (به کرد تبدیل واقع بینانه کرانی به را آن می توان و است بدبینانه کران این البته

داریم سه مرتبه

lim
m→∞

∥x− qm,۲∥∞ = ۰.

مرتبه همگرایی x ∈ Ck+۱[a, b] اگر و ساخت k درجه (حداکثر) چندجمله ای قطعه ای تابع یک می توان ترتیب همین به

داد نشان می توان و داریم k + ۱

∥x− qm,k∥∞ ≤ C
∥∥∥x(k+۱)

∥∥∥
∞
hk+۱.

است پیوسته فقط واقع در و دارد ضعیفی همواری qm,k متاسفانه ولی می یابد افزایش همگرایی مرتبه k افزایش با اگرچه

موضعی هرمیت درون یابی سراغ به باشیم، داشته هموارتری درون یاب بخواهیم اگر نیست. مشتق پذیر (tiها) گره ها در و
باشد زیر ویژگی دو با ϕ : [a, b] → R توابع فضای Hν

∆ کنید فرض منظور همین به می رویم.

،ϕ ∈ Cν−۱[a, b] •

است. ۲ν − ۱ درجه حداکثر چندجمله ای یک ،Ii := [ti, ti+۱] بازه روی ϕ تحدید •

باشیم داشته که بسازیم گونه ای به هرمیت درون یابی کمک به را pi = ϕ|Ii چندجمله ای است کافی حال

p
(k)
i (ti) = x(k)(ti), p

(k)
i (ti+۱) = x(k)(ti+۱), k = ۰, . . . , ν − ۱,

داشت خواهیم ،x ∈ C۲ν [a, b] اگر و

|x(t)− pi(t)| ≤
|(t− ti)

ν(t− ti+۱)ν |
(۲ν)! max

t∈Ii

∣∣∣x(۲ν)(t)∣∣∣ ,



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۹۴

کنید) (بررسی نوشت می توان آنجا از و

∥x− ϕ∥∞ ≤ ۱
۲۲ν(۲ν)!

∥∥∥x(۲ν)∥∥∥
∞

∥∆∥۲ν
,

ثابت علاوه به داریم. ۲ν مرتبه همگرایی بنابراین و است معروف افراز ظرافت۲۸ به ∥∆∥ = max
i

|ti+۱ − ti| آن در که

می شود[۱۶]

∥∥∥x(k) − ϕ(k)
∥∥∥
∞

≤ ۱
۲۲ν−۲k(۲ν − ۲k)!

∥∥∥x(۲ν)∥∥∥
∞

∥∆∥۲ν−k
, k = ۰, . . . , ν − ۱.

که داریم نیاز اضافی اطلاعات به ولی می شود برطرف حدودی تا درون یاب همواری مشکل اگرچه درون یابی، این در

نباشد. مطلوب شاید که است فرد درجه چندجمله ای قطعه ای درون یاب تابع همچنین و نباشند دسترس در است ممکن

هرمیت. و معمولی موضعی درون یابی ۳ . ۳ پروژه

اسپلاین هموار درون یابی ۶ . ۳

۱۹۴۶ سال در بار نخستین اسپلاین۲۹ واژه ولی گرفتند قرار مطالعه مورد ۱۹ قرن ابتدای از چندجمله ای قطعه ای توابع

در می پردازند. طراحی به آن کمک به طراحان که است نازک مفتولی میله یک اسپلاین شد. معرفی شونبرگ۳۰ توسط

می نامند. اسپلاین را چندجمله ای قطعه ای تابع یک ،[۱۶] مانند مراجع بعضی

s که قسمی به است s مانند تابعی t۰ < t۱ < · · · < tn نقاط در (k ∈ N۰) k درجه اسپلاین تابع یک ۱۷ . ۳ تعریف
داشته پیوسته (k−۱)ام مرتبه  مشتق تا [t۰, tn] در s و باشد k حداکثر درجه  با چندجمله ای یک [tj , tj+۱] زیربازه هر در

باشد.

یک و صفر درجه اسپلاین های :۲ . ۳ شکل

پیوسته یک درجه اسپلاین که آن حال نیست پیوسته صفر درجه اسپلاین می شود، مشاهده ۲ . ۳ شکل در که طور همان

در خطی) (قطعه ای یک درجه اسپلاین وسیله  به درون یابی با نیست). (مشتق پذیر دارد شکستگی گره ها در ولی است

عمل در سادگی دلیل به و جدول) روی از لگاریتمی و مثلثاتی توابع دستی (محاسبه  می شویم آشنا مقدماتی درس های

Fineness۲۸

Spline۲۹

Schuenberg۳۰
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صورت به درون یابی روش های متداول ترین از یکی باشد. نظر مورد کمی همواری که می گیرد قرار استفاده مورد زمانی

این و دارند پیوسته دوم مرتبه مشتق تا توابع نوع این زیرا است (مکعبی) سه درجه اسپلاین وسیله  به درون یابی موضعی،

غیره و جزئی و عادی دیفرانسیل معادلات عددی حل سیگنال، پردازش مانند کاربردها از بسیاری برای همواری نوع
است. کافی

باشد. [a, b] از افرازی a = t۰ < t۱ < · · · < tn = b و باشد شده تعریف [a, b] بر x تابع کنید فرض ۱۸ . ۳ تعریف
ضابطه  با s مانند تابعی x مکعبی اسپلاین درون یاب

s(t) =



s۰(t), t ∈ [t۰, t۱],

s۱(t), t ∈ [t۱, t۲],

... ...

sn−۱(t), t ∈ [tn−۱, tn],

چندجمله ای یک j = ۰,۱, . . . , n− ۱ برای sj ،s(tj) = x(tj) باشیم داشته j = ۰,۱, . . . , n برای که طوری به است

باشیم داشته j = ۰,۱, . . . , n− ۲ برای باشد، سه حداکثر درجه  با

sj+۱(tj+۱) = sj(tj+۱), s′j+۱(tj+۱) = s′j(tj+۱), s′′j+۱(tj+۱) = s′′j (tj+۱)

و مقید) مرزی (شرط s′(tn) = x′(tn) و s′(t۰) = x′(t۰) یا طبیعی) یا آزاد مرزی (شرط s′′(t۰) = s′′(tn) = ۰ یا و

متناوب). مرزی (شرط s(k)(t۰) = s(k)(tn) باشیم داشته k = ۰,۱,۲ برای یا

شرایط کمک به که شوند مشخص (sj سه درجه چندجمله ای های (ضرایب مجهول ۴n باید s تعیین برای ۱۰ . ۳ تذکر
اسپلاین تا داریم نیاز مرزی شرط دو به که است واضح و می آید دست به معادله n+۱+۳(n−۱) = ۴n−۲ آ-پ،

شود. مشخص ونیاب در

x مانند توابعی شامل می شود داده نمایش L۲[a, b] با که [a, b] بازه روی انتگرال پذیر مربع  توابع فضای ۱۹ . ۳ تعریف
ضرب فضای یک ،(x, y) =

∫ b
a
x(t)y(t)dt داخلی ضرب با فضا این باشد۳۱. (متناهی) موجود

∫ b
a
|x(t)|۲ dt که است

.∥x∥ =
(∫ b

a
|x(t)|۲

)۱/۲
از است عبارت آن از القایی نرم و است داخلی

پیوسته x(m−۱) که است x : [a, b] → R توابع فضای Km[a, b] از منظور m مثبت صحیح عدد برای ۲۰ . ۳ تعریف
همچنین .x(m) ∈ L۲[a, b] و باشد ۳۲ مطلق

Kmp [a, b] = {x ∈ Km[a, b]| x(k)(a) = x(k)(b), k = ۰,۱, . . . ,m− ۱},

است. b− a تناوب دوره با متناوب توابع از متشکل Km[a, b] از زیرفضایی

گرفت. نظر در را ریمان مفهوم همان می توان ولی است لبگ مفهوم به انتگرال ۳۱البته

Absolutely continuous۳۲
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چنان δ > ۰ ،ϵ > ۰ هر برای هرگاه می شود نامیده مطلق پیوسته [a, b] بازه روی x : [a, b] → R تابع ۲۱ . ۳ ∑تعریف
i |bi − ai| < δ که a ≤ a۱ < b۱ < · · · < an < bn ≤ b با [ai, bi] متناهی مجموعه هر برای که باشد داشته وجود

.∑i |x(bi)− x(ai)| < ϵ باشیم داشته

انتگرال گیری قاعده می توان و است برقرار مطلق پیوسته توابع برای انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه ۱۱ . ۳ تذکر
[a, b] جای همه تقریبا باشد مطلق پیوسته [a, b] بر که تابعی علاوه به برد. کار به توابعی چنین برای را جزء به جزء

پیوستگی تابع، یک مشتق پذیری از نیست). مشتق پذیر نقاط از شمارش پذیر یا متناهی تعداد در یعنی ) است مشتق پذیر

آن از و یکنواخت پیوستگی مطلق، پیوستگی از می شود. نتیجه تابع پیوستگی آن از و مطلق پیوستگی آن از و لیپشیتس

می شود. نتیجه تابع پیوستگی

صدق تناوبی مرزی شرط در که ونیاب در مکعبی اسپلاین که آن حال دارد تعلق K۳[a, b] فضای به s مکعبی اسپلاین

تعریف ∥x∥۲
=
∫ b
a
|x′′(t)|۲ dt صورت به نیم نرم یک x ∈ K۲[a, b] تابع برای است. متعلق K۳

p [a, b] فضای به کند

نیستند. صفر لزوما که است برقرار x(t) = ct+ d صورت به توابعی برای ∥x∥ = ۰ زیرا می شود

قرار i = ۰, . . . , n − ۱ برای و است [a, b] بازه از a = t۰ < t۱ < · · · < tn = b افراز ∆ از منظور ۱ . ۳ قرارداد
.hi+۱ = ti+۱ − ti می دهیم

آنگاه باشد، ∆ افراز نقاط روی مکعبی اسپلاین s و x ∈ K۲[a, b] اگر هولادی۳۳) (برابری ۱۵ . ۳ قضیه

∥x− s∥۲
= ∥x∥۲ − ∥s∥۲ − ۲

(
(x′(t)− s′(t))s′′(t)|ba −

n∑
i=۱

(x(t)− s(t))s′′′(t)|t
−
i

t+
i−۱

)
.

داریم تعریف بنابر برهان.

∥x− s∥۲
=

∫ b

a

|x′′(t)− s′′(t)|۲ dt = ∥x∥۲−۲
∫ b

a

x′′(t)s′′(t)dt+∥s∥۲
= ∥x∥۲−۲

∫ b

a

(x′′(t)−s′′(t))s′′(t)dt−∥s∥۲
.

داریم i = ۱, . . . , n برای جزء به جزء انتگرال گیری کمک به

∫ ti
ti−۱

(x′′(t)− s′′(t))s′′(t)dt = (x′(t)− s′(t))s′′(t)|titi−۱ −
∫ ti
ti−۱

(x′(t)− s′(t))s′′′(t)dt

= (x′(t)− s′(t))s′′(t)|titi−۱ − (x(t)− s(t))s′′′(t)|t
−
i

t+
i−۱

+
∫ ti
ti−۱

(x(t)− s(t))s(۴)(t)dt.

می شود. نتیجه حکم پیوسته اند، [a, b] روی s′′ و s′ ،x′ و s(۴) = ۰ داریم [ti−۱, ti] روی چون ،i روی بستن جمع با حال

□  

آنگاه باشد، ∆ افراز نقاط روی x درونیاب مکعبی اسپلاین s و x ∈ K۲[a, b] اگر ۱۶ . ۳ قضیه

∥x− s∥۲
= ∥x∥۲ − ∥s∥۲

,

یک هر در .(x ∈ K۲
p [a, b] باشیم داشته باید تناوبی مرزی شرط (برای باشد برقرار مرزی شرایط از یکی که آن شرط به

است. یکتا s حالات از
Holladay۳۳
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داریم مرزی شرایط از یک هر برای برهان.

(x′(t)− s′(t))s′′(t)|ba −
n∑
i=۱

(x(t)− s(t))s′′′(t)|t
−
i

t+
i−۱

= ۰,

مکعبی اسپلاین دو s۲ و s۱ کنید فرض یکتایی، اثبات برای می شود. ثابت قضیه اول قسمت هولادی برابری بنابر و

نوشت می توان اول قسمت بنابر کند، بازی را s نقش s۲ و x نقش s۱ اگر باشند. ∆ افراز نقاط روی x درونیاب

∥s۱ − s۲∥۲
= ∥s۱∥۲ − ∥s۲∥۲

.

داریم s۲ و s۱ نقش تعویض با حال

∥s۲ − s۱∥۲
= ∥s۲∥۲ − ∥s۱∥۲

.

داشت خواهیم اخیر رابطه دو جمع با

۰ = ∥s۱ − s۲∥۲
=

∫ b

a

|s′′۱(t)− s′′۲(t)|
۲
dt,

به s۱(b) = s۲(b) و s۱(a) = s۲(a) چون اما .s۱(t) − s۲(t) = ct + d نتیجه در و s′′۱(t) = s′′۲(t) داریم آنجا از و

□  .c = d = ۰ وضوح

معروف ونیاب در مکعبی اسپلاین کمینگی ویژگی به نابرابری این .∥s∥ ≤ ∥x∥ داریم ۱۶ . ۳ قضیه بنابر ۱۲ . ۳ تذکر
و است ∆ نقاط روی x ونیاب های در تمام مجموعه I آن در که minx∈X∩I ∥x∥ = ∥s∥ یعنی است.

X =


{g ∈ K۲[a, b]|g′′(a) = g′′(b) = ۰}, آزاد

K۲
p [a, b], تناوبی

{g ∈ K۲[a, b]|g′(a) = x′(a) & g′(b) = x′(b)}. مقید

بیشتر پایداری بر دلالت ونیاب در مکعبی اسپلاین کمینگی ویژگی و است پتانسیل انرژی با متناسب نیم نرم، معرف انتگرال

،g′′(t)(۱+(g′(t))۲)−۳/۲ یعنی [a, b] روی g انحنای تعریف به توجه با دیگر طرف از دارد. ونیاب ها در سایر به نسبت آن

مفهوم این به و است [a, b] روی g (سراسری) کلی انحنای برای تقریبی ∥g∥ باشد، کوچک یک با مقایسه در |g′(t)| اگر

ونیابی در ∆ نقاط روی را x که است تابعی (پایدارترین) هموارترین طبیعی مرزی شرط با ونیاب در مکعبی اسپلاین
می کند.

اگر می دهیم نشان ادامه در و گرفته نظر در را Mj = s′′(tj) گشتاورهای ابتدا ،s درونیاب مکعبی اسپلاین ساختن برای

سه قطری خطی دستگاه یک باید Mjها تعیین برای همچنین و ساخت را s می توان سادگی به باشند معلوم گشتاورها این

داریم وضوح به کرد. حل را

s′′(t) =Mj
tj+۱ − t

hj+۱
+Mj+۱

t− tj
hj+۱

, t ∈ [tj , tj+۱],
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داشت خواهیم انتگرال گیری با و

s′(t) = −Mj
(tj+۱ − t)۲

۲hj+۱
+Mj+۱

(t− tj)
۲

۲hj+۱
+Aj ,

s(t) =Mj
(tj+۱ − t)۳

۶hj+۱
+Mj+۱

(t− tj)
۳

۶hj+۱
+Aj(t− tj) +Bj .

آورد دست به زیر صورت به را Bj و Aj می توان ،s(tj+۱) = xj+۱ و s(tj) = xj ونیابی در ویژگی کمک به

Aj =
xj+۱ − xj
hj+۱

−
hj+۱

۶ (Mj+۱ −Mj), Bj = xj −Mj

h۲
j+۱
۶ ,

می شود مشخص زیر صورت به اسپلاین بنابراین و

s(t) = αj + βj(t− tj) + γj(t− tj)
۲ + δj(t− tj)

۳, t ∈ [tj , tj+۱],

آن در که

αj = xj , βj =
xj+۱ − xj
hj+۱

−
۲Mj +Mj+۱

۶ hj+۱, γj =
Mj

۲ , δj =
Mj+۱ −Mj

۶hj+۱
.

داریم طرفی از

s′(t) = −Mj
(tj+۱ − t)۲

۲hj+۱
+Mj+۱

(t− tj)
۲

۲hj+۱
+
xj+۱ − xj
hj+۱

−
hj+۱

۶ (Mj+۱ −Mj),

چون و
s′(t−j ) =

xj − xj−۱
hj

+
hj
۳ Mj +

hj
۶ Mj−۱,

s′(t+j ) =
xj+۱ − xj
hj+۱

−
hj+۱

۳ Mj −
hj+۱

۶ Mj+۱,

داشت خواهیم s′ پیوستگی بنابر

hj
۶ Mj−۱ +

hj + hj+۱
۳ Mj +

hj+۱
۶ Mj+۱ =

xj+۱ − xj
hj+۱

−
xj − xj−۱

hj
, j = ۱, . . . , n− ۱. (۸ . ۳)

داریم مقید و طبیعی مرزی شرایط و (۸ . ۳) معادلات کمک به



۲ λ۰ ۰

µ۱ ۲ λ۱
. . . . . . . . .

µn−۱ ۲ λn−۱

۰ µn ۲





M۰

M۱
...

Mn


=



d۰

d۱
...

dn


,
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داریم طبیعی شرایط با متناظر آن در که

λ۰ = ۰, d۰ = ۰, µn = ۰, dn = ۰,

داشت خواهیم مقید شرایط با متناظر و

λ۰ = ۱, d۰ =
۶
h۱

(
x۱ − x۰
h۱

− x′۰), µn = ۱, dn =
۶
hn

(x′n − xn − xn−۱
hn

),

داریم متناوب مرزی شرایط و (۸ . ۳) معادلات کمک به و



۲ λ۱ ۰ µ۱

µ۲ ۲ λ۲
. . . . . . . . .

µn−۱ ۲ λn−۱

λn ۰ µn ۲





M۱

M۲
...

Mn


=



d۱

d۲
...

dn


,

آن در که

λn =
h۱

h۱ + hn
, µn =

hn
h۱ + hn

, dn =
۶

h۱ + hn

(
x۱ − xn
h۱

− xn − xn−۱
hn

)
, M۰ =Mn,

داریم مرزی شرط سه هر برای و

λj =
hj+۱

hj + hj+۱
, µj =

hj
hj + hj+۱

, dj =
۶

hj + hj+۱

(
xj+۱ − xj
hj+۱

−
xj − xj−۱

hj

)
.

اکید سطری قطری غالب آمده دست به خطی دستگاه های وضوح به ،λj + µj = ۱ و λj , µj ≥ ۰ چون ۱۳ . ۳ تذکر
سادگی به آمده دست به اختلال) دو با (سه قطری سه قطری دستگاه  می شوند. معین یکتا طور به آنها حل با Mjها و بوده

می شود. حل (O(n) عملیات حجم با تغییریافته گاوسی حذف روش (همان توماس روش با

کنید. مراجعه [۲۲] مرجع 2.4.2 بخش به بیشتر جزئیات برای

مکعبی اسپلاین و مقید شرایط با ونیاب در مکعبی اسپلاین طبیعی، شرایط با ونیاب در مکعبی اسپلاین ۴ . ۳ پروژه
نمودار. رسم و داده شده جدولی داده های با متناظر تناوبی شرایط با ونیاب در

مکعبی اسپلاین و مقید شرایط با ونیاب در مکعبی اسپلاین طبیعی، شرایط با ونیاب در مکعبی اسپلاین ۵ . ۳ پروژه
نمودار. رسم و داده شده تابع با متناظر تناوبی شرایط با ونیاب در

△ کنید. بررسی را spline.nb برنامه ۲۴ . ۳ مثال
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باشد. ۲ و ۱ ،۰ گره های در مکعبی اسپلاین یک زیر تابع که بیابید چنان را c و b ،a مقدارهای ۹ . ۳ تمرین

s(t) =

 ۳ + t− ۹t۲, t ∈ [۰,۱],

a+ b(t− ۱) + c(t− ۱)۲ + d(t− ۱)۳, t ∈ [۱,۲].

آورید. دست به را زیر جدول با متناظر مقید و طبیعی مکعبی اسپلاین ۱۰ . ۳ تمرین

ti ۰ π
۳

π
۲ π

xi ۰
√

۳
۲ ۱ ۰

یعنی باشد، مقید مرزی شرایط در صادق ∆ افراز نقاط در x تابع ونیاب در مکعبی اسپلاین s کنید فرض

s(tj) = x(tj), j = ۰, . . . , n, s′(a) = x′(a), s′(b) = x′(b).

دست به AM = d سه قطری دستگاه حل از M = [M۰ · · · Mn]
T یعنی گشتاورها بردار شد مشاهده که طور همان

.r = D −AF = A(M − F ) می دهیم قرار ،F = [x′′(t۰) · · · x′′(tn)]T بردار معرفی با می آید.

آنگاه
∥∥x(۴)∥∥∞ ≤ L و x ∈ C۴[a, b] اگر ۱۷ . ۳ قضیه

∥M − F∥∞ ≤ ∥r∥∞ ≤ ۳
۴L ∥∆∥۲

.

داریم مقید مرزی شرایط با متناظر سه قطری دستگاه تنظیمات به توجه با برهان.

r۰ = d۰ − ۲x′′(t۰)− λ۰x
′′(t۱) =

۶
h۱

(
x۱ − x۰
h۱

− x′۰

)
− ۲x′′(t۰)− x′′(t۱).

داشت خواهیم t۰ حول x′′(t۱) و x۱ تیلور بسط کمک به

r۰ =
۶
h۱

(
x′(t۰) +

h۱
۲ x′′(t۰) +

h۲
۱

۶ x′′′(t۰) +
h۳

۱
۲۴x

(۴)(τ۱)− x′(t۰)

)
− ۲x′′(t۰)−(

x′′(t۰) + h۱x′′′(t۰) +
h۲

۱
۲ x(۴)(τ۲)

)
=
h۲

۱
۴ x(۴)(τ۱)−

h۲
۱

۲ x(۴)(τ۲),

برای مشابه طور به و |r۰| ≤ ۳
۴L ∥∆∥۲ وضوح به دارند. قرار t۱ و t۰ بین τ۲ و τ۱ آن در که

نوشت می توان j = ۱, . . . , n− ۱ برای حال .|rn| ≤ ۳
۴L ∥∆∥۲ داریم rn = dn − x′′(tn−۱)− ۲x′′(tn)

rj = dj − µjx
′′(tj−۱)− ۲x′′(tj)− λjx

′′(tj+۱) =
۶

hj + hj+۱

(
xj+۱ − xj
hj+۱

−
xj − xj−۱

hj

)
−

hj
hj + hj+۱

x′′(tj−۱)− ۲x′′(tj)−
hj+۱

hj + hj+۱
x′′(tj+۱).
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داریم tj حول x′′(tj−۱) و x′′(tj+۱) ،xj−۱ ،xj+۱ تیلور بسط کمک به

rj =
۶

hj + hj+۱

(
x′(tj) +

hj+۱
۲ x′′(tj) +

h۲
j+۱
۶ x′′′(tj) +

h۳
j+۱
۲۴ x(۴)(τ۱)−

x′(tj) +
hj
۲ x′′(tj)−

h۲
j

۶ x′′′(tj) +
h۳
j

۲۴x
(۴)(τ۲)

)
− hj
hj + hj+۱

(
x′′(tj)− hjx

′′′(tj) +
h۲
j

۲ x(۴)(τ۳)
)
− ۲x′′(tj)−

hj+۱
hj + hj+۱

(
x′′(tj)− hj+۱x′′′(tj) +

h۲
j+۱
۲ x(۴)(τ۴)

)
,

داشت خواهیم ساده سازی از پس دارد. قرار tj+۱ و tj−۱ بین i = ۱,۲,۳,۴ برای τi آن در که

rj =
۱

hj + hj+۱

(h۳
j+۱
۴ x(۴)(τ۱) +

h۳
j

۴ x(۴)(τ۲)−
h۳
j

۲ x(۴)(τ۳)−
h۳
j+۱
۲ x(۴)(τ۴)

)
,

داریم آنجا از و

|rj | ≤
۳
۴L

۱
hj + hj+۱

(h۳
j + h۳

j+۱) ≤
۳
۴L ∥∆∥۲

.

داریم حالات تمام گرفتن نظر در با بنابراین

∥r∥∞ ≤ ۳
۴L ∥∆∥۲

,

داد نشان می توان سادگی به است، اکید سطری قطری غالب سه قطری ماتریس یک A و r = A(M − F ) چون و

□ کنید).  (بررسی ∥M − F∥∞ ≤ ∥r∥∞

که باشد داشته وجود چنان K ثابت و
∥∥x(۴)∥∥∞ ≤ L ،x ∈ C۴[a, b] کنید فرض ۱۸ . ۳ قضیه

∥∆∥
tj+۱ − tj

≤ K, j = ۰, . . . , n− ۱.

∆ از مستقل ck ≤ ۲ ضرایب آنگاه باشد، مقید مرزی شرایط در صادق و ∆ نقاط در x درونیاب مکعبی اسپلاین s اگر

داریم t ∈ [a, b] برای که دارند وجود چنان

∣∣∣x(k)(t)− s(k)(t)
∣∣∣ ≤


ckL ∥∆∥۴−k

, k = ۰,۱,۲,

ckLK ∥∆∥ , k = ۳.

نوشت می توان t ∈ [tj−۱, tj ] و k = ۳ برای ابتدا برهان.

s′′′(t)− x′′′(t) =
Mj −Mj−۱

hj
− x′′′(t) =

Mj − x′′(tj)

hj
−
Mj−۱ − x′′(tj−۱)

hj
+

x′′(tj)− x′′(t)− (x′′(tj−۱)− x′′(t))

hj
− x′′′(t).



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۰۲

داریم t حول تیلور بسط و ۱۷ . ۳ قضیه کمک به

|s′′′(t)− x′′′(t)| ≤ ۳
۲L

∥∆∥۲

hj
+

۱
hj

∣∣∣(tj − t)x′′′(t) +
(tj − t)۲

۲ x(۴)(τ۱)− (tj−۱ − t)x′′′(t)−

(tj−۱ − t)۲

۲ x(۴)(τ۲)− hjx
′′′(t)

∣∣∣ ≤ ۳
۲L

∥∆∥۲

hj
+
L

۲
∥∆∥۲

hj
= ۲L∥∆∥۲

hj
≤ ۲LK ∥∆∥ ,

(۹ . ۳)

.|tj − t| ≤ hj

۲ ≤ ∥∆∥
۲ که دارد وجود چنان tj = tj(t) گره t ∈ (a, b) هر برای دارند. قرار tj و tj−۱ بین τ۲ و τ۱ آن در که

داشت خواهیم انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه کمک به

x′′(t)− s′′(t) = x′′(tj)− s′′(tj) +

∫ t

tj

(x′′′(t)− s′′′(t))dt,

می گیریم نتیجه ۱۷ . ۳ قضیه و (۹ . ۳) کمک به و

|x′′(t)− s′′(t)| ≤ ۳
۴L ∥∆∥۲

+
۱
۲hj × ۲L∥∆∥۲

hj
≤ ۷

۴L ∥∆∥۲
. (۱۰ . ۳)

چنان i = ۱, . . . , n برای ξi ∈ (ti−۱, ti) نقاط رل قضیه کمک به ξn+۱ = b و ξ۰ = a مرزی گره های گرفتن نظر در با

به .|ξj − t| ≤ ∥∆∥ که دارد وجود چنان ξj = ξj(t) گره t ∈ (a, b) هر برای حال .x′(ξi)− s′(ξi) = ۰ که دارند وجود

داشت خواهیم انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه کمک

x′(t)− s′(t) = x′(ξj)− s′(ξj) +

∫ t

ξj

(x′′(t)− s′′(t))dt =

∫ t

ξj

(x′′(t)− s′′(t))dt,

می گیریم نتیجه (۱۰ . ۳) بنابر و

|x′(t)− s′(t)| ≤ ۷
۴L ∥∆∥۲ ∥∆∥ =

۷
۴L ∥∆∥۳

. (۱۱ . ۳)

نوشت می توان (۱۱ . ۳) بنابر ،x(t)− s(t) =
∫ t
tj
(x′(t)− s′(t))dt چون پایان در

|x(t)− s(t)| ≤ ۷
۴L ∥∆∥۳ × ۱

۲ ∥∆∥ =
۷
۸L ∥∆∥۴

.

□  

.K ≥ ۱ داریم همواره و دارد فاصله یکنواخت افراز یک تا افراز چقدر می دهد نشان  که است کمیتی K ۱۴ . ۳ تذکر

و c۲ = ۳
۸ ،c۱ = ۱

۲۴ ،c۰ = ۵
۳۸۴ از عبارتند که یافت بهبود ۱۹۷۶ سال در همکاران و هال توسط ck ضرایب ۱۵ . ۳ تذکر

هستند. بهینه c۱ و c۰ ضرایب و c۳ = K+K−۱

۲

برقرار ۱۸ . ۳ قضیه فرضیات و a = t
(m)
۰ < t

(m)
۱ < · · · < t

(m)
nm = b قابل تظریف افراز بیانگر ∆m اگر ۱۶ . ۳ تذکر

یکنواخت همگرای آن اول مشتق دو و x به آن اول مشتق دو و s درونیاب مکعبی اسپلاین ،∥∆m∥ → ۰ وقتی باشد،

است. یکنواخت همگرای x′′′ به است ناپیوسته که آن با s′′′ آنگاه supm,j
∥∆m∥∣∣∣t(m)

j+۱−t
(m)
j

∣∣∣ ≤ κ ≤ ∞ اگر علاوه به و هستند



۱۰۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

B-اسپلاین ۱ . ۶ . ۳

بسازیم. اسپلاین ها فضای برای پایه یک داریم قصد بخش این در

به می شود داده نمایش Bi,k+۱ با که ti, ti+۱, . . . , ti+k+۱ نقاط در k درجه نرمال شده B-اسپلاین۳۴ ۲۲ . ۳ تعریف
می شود تعریف زیر صورت

Bi,k+۱(t) = (ti+k+۱ − ti)gi,i+۱,···,i+k+۱,

آن در که

g(s) = (s− t)k+ =


(s− t)k, t ≤ s,

۰, t > s,

داشت خواهیم تقسیم شده تفاضل جایگذاری با و

Bi,k+۱(t) = (ti+k+۱ − ti)

k+۱∑
j=۰

(tj+i − t)k+∏k+۱
j ̸=l=۰(ti+j − ti+l)

.

است ناصفر (ti, ti+k+۱) بازه روی فقط Bi,k+۱ تابع و ti, . . . , ti+k+۱ از عبارتند Bi,k+۱ تابع فعال گره های وضوح به

از عبارتند B-اسپلاین ها مهم ویژگی های از برخی است. فشرده۳۵ (تکیه گاه) محمل تابعی یعنی

،∑iBi,k+۱(t) = ۱ یعنی می دهند، تشکیل واحد افراز یک Bi,k+۱ها •

،Bi,k+۱(t) ≥ ۰ یعنی هستند، نامنفی توابعی Bi,k+۱ها •

،l = ۰, . . . , k − ۱,
∣∣∣B(l)

i,k+۱(ti)
∣∣∣ = ∣∣∣B(l)

i,k+۱(ti+k+۱)
∣∣∣ •

می کنند صدق زیر بازگشتی رابطه در Bi,k+۱ها •

Bi,k+۱(t) =
t− ti

ti+k − ti
Bi,k(t) +

ti+k+۱ − t

ti+k+۱ − ti+۱
Bi+۱,k(t), k ≥ ۱,

.Bi,۱(t) =

 ۱, t ∈ [ti, ti+۱],

۰, o.w.
آن در که

△ می شوند. ساخته زیر صورت به h فاصله با t۰, . . . , tn هم فاصله گره های در مکعبی B-اسپلاین ۲۵ . ۳ مثال

۶h۳Bi,۴(t) =



(t− ti)
۳, t ∈ [ti, ti+۱],

h۳ + ۳h۲(t− ti+۱) + ۳h(t− ti+۱)۲ − ۳(t− ti+۱)۳, t ∈ [ti+۱, ti+۲],

h۳ + ۳h۲(ti+۳ − t) + ۳h(ti+۳ − t)۲ − ۳(ti+۳ − t)۳, t ∈ [ti+۲, ti+۳],

(ti+۴ − t)۳, t ∈ [ti+۳, ti+۴],

۰, o.w.

Bell-spline or Base-spline۳۴

Compact support۳۵



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۰۴

و است n+ k برابر S بعد باشد. ∆ افراز نظیر k درجه اسپلاین های فضای بیانگر S کنید فرض ۱۹ . ۳ قضیه

S = Span{۱, t, . . . , tk, (t− t۱)
k
+, . . . , (t− tn−۱)

k
+}.

می شود. بدوضع شبه واندرموند ماتریس های تولید به منجر هم عمل در و ندارد کارایی قضیه این در بیان شده پایه

است زیر صورت به برد کار به S برای می توان عمل در که پایه ای ۲۰ . ۳ قضیه

S = Span{B−k,k, B−k+۱,k, . . . , Bn−۱,k}.

نوشت ابتدا ،k درجه اسپلاین یک ساختن برای می توان عمل در ۲۰ . ۳ قضیه به توجه با ۱۷ . ۳ تذکر
به توجه با کند. صدق ونیابی در شرایط در s که یافت گونه ای به را αj ضرایب سپس s(t) =

∑n−۱
j=−k αjBj,k(t)

می شویم. مواجه نواری ماتریس های با عمل در B-اسپلاین ها بودن فشرده محمل

کنید. مراجعه دبور۳۶ مقالات و کتاب به بیشتر جزئیات و قضایا اثبات برای

پیاده سازی و کاربردها معرفی، B-اسپلاین ها ۱ . ۳ سمینار

پیاده سازی و کاربردها معرفی، موجک۳۷ پایه ای توابع ۲ . ۳ سمینار

پیاده سازی و کاربردها معرفی، شعاعی۳۸ پایه توابع ۳ . ۳ سمینار

متحرک۳۹ مربعات کمترین تقریب ۴ . ۳ سمینار

گویا ونیابی در ۷ . ۳

رضایت بخش تقریب این مواقع بیشتر و می شود استفاده t نقطه در x تابع برای تقریبی عنوان به ونیاب در چندجمله ای از

بد بسیار تقریب نتیجه (tan t تابع برای π۲ نزدیک t (مانند باشد نزدیک x تابع تکین نقطه یا قطب به t اگر ولی است

گویا توابع از چندجمله ای ها با ونیابی در جای به است بهتر مواقع این در ندارند. مجانبی رفتار چندجمله ای ها زیرا است

بگیرید نظر در زیر صورت به گویا تابع یک منظور همین به دهند. نشان خود از مجانبی رفتار می توانند که کنیم استفاده

Φµν (t) =
pµ(t)

qν(t)
=
a۰ + a۱t+ · · ·+ aµt

µ

b۰ + b۱t+ · · ·+ bνtν
.

Conte de Boor۳۶

Wavelet۳۷

Radial basis functions۳۸

Moving least squares۳۹



۱۰۵ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

باشند معلوم a۰, . . . , aµ, b۰, . . . , bν ضریب µ+ ν+۲ اگر که است واضح است. معروف گویا تابع درجه زوج به (µ, ν)

عنوان به کرد. بیان ضریب یک حداقل حسب بر را ضرایب می توان باشد معلوم Φµν اگر برعکس و می شود معین Φµν

.a۰ ̸= ۰ و b۱ = −a۰ ،b۰ = a۰ ،a۱ = a۰ که دارد آن بر دلالت Φ۱
۱(t) =

۱+t
۱−t مثال

ونیابی در شرایط در که Φµν یافتن مسئله ۲۳ . ۳ تعریف

Φµν (ti) = x(ti) = xi, i = ۰, . . . , µ+ ν,

همگن دستگاه در aj , bj ضرایب است لازم مسئله این حل برای وضوح به است. معروف Aµ,ν مسئله به

pµ(ti)− xiqν(ti) = ۰ → a۰ + a۱ti + · · ·+ aµt
µ
i − xi(b۰ + b۱ti + · · ·+ bνt

ν
i ) = ۰, i = ۰, . . . , µ+ ν,

می دهیم. نمایش Sµ,ν با را دستگاه این کنند. صدق

ونیابی در از پیچیده تر گویا ونیابی در مسئله اما داشت. خواهد جواب نیز Sµ,ν باشد داشته جواب Aµ,ν اگر که است واضح

است. چندجمله ای

بگیرید. نظر در را زیر جدول داده های ۲۶ . ۳ مثال

ti ۰ ۱ ۲

xi ۱ ۲ ۲

صورت به S۱,۱ دستگاه بنابراین .µ = ν = ۱ می کنیم فرض ممکن حالت سه از و µ+ ν = ۲ داریم داده ها تعداد بنابر

است زیر
a۰ − b۰ = ۰ → b۰ = a۰,

a۰ + a۱ − ۲(b۰ + b۱) = ۰,

a۰ + ۲a۱ − ۲(b۰ + ۲b۱) = ۰,

پس .a۱ = ۲b۱ و a۰ = ۰ می دهد نتیجه که ۲a۱ − a۰ − ۴b۱ = ۰ و a۱ − a۰ − ۲b۱ = ۰ داریم آنجا از و

t = ۰ در که داریم Φ۱
۱(t) =

۲t
t صورت به گویا عبارت یک آن نظیر و است S۱,۱ جواب a۱ = ۲b۱ و a۰ = b۰ = ۰

بنابراین و نمی کند صدق آن در (t۰, x۰) = (۰,۱) نقطه که Φ̃۱
۱(t) = ۲ داریم ساده سازی از پس و می شود ۰

۰ به منجر

△ ندارد. جواب A۱,۱ پس باشد داشته جواب S۱,۱ که است لازم A۱,۱ حل برای چون نیست. A۱,۱ جواب

Aµ,ν جواب آن نظیر گویای عبارت که باشد داشته جوابی Sµ,ν اگر واقع در نیست. حل پذیر لزوما Aµ,ν ۱۸ . ۳ تذکر
نیست. حل پذیر Aµ,ν گفت می توان آنگاه نباشد

ز هم ار را q۱(t) ̸= ۰ ̸= q۲(t) آن در که Φ۲(t) =
p۲(t)
q۲(t)

و Φ۱(t) =
p۱(t)
q۱(t)

گویای عبارت های ۲۴ . ۳ تعریف
هرگاه Φ۱ ≈ Φ۲ می نویسیم و نامند (معادل)۴۰

p۱(t)q۲(t) = p۲(t)q۱(t).

Equivalent۴۰



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۰۶

یعنی باشند اول هم به نسبت آن مخرج و صورت هرگاه نامند اول۴۱ نسبی طور به را گویا عبارت یک ۲۵ . ۳ تعریف
عامل های حذف با نباشد اول نسبی طور به گویا عبارت یک اگر وضوح به باشند. نداشته مثبت درجه با مشترک عامل

است. اول نسبی طور به که می شود تبدیل گویا عبارت یک به مخرج و صورت مشترک

را Aµ,ν مسئله Φµν اگر کند. صدق Sµ,ν دستگاه در آن ضرایب هرگاه می کند حل را Sµ,ν دستگاه Φµν ۱۹ . ۳ تذکر
نکند حل را Aµ,ν مسئله ولی کند حل را Sµ,ν دستگاه Φµν است ممکن اما می کند حل نیز را Sµ,ν دستگاه کند حل

نیست. حل پذیر Aµ,ν می گیریم نتیجه حالت این در که بیان شده) مثال (مانند

وجود Φµν (t) =
pµ(t)

qν(t)
صورت به گویا عبارت یک آن نظیر و دارد غیربدیهی جواب همواره Sµ,ν دستگاه ۲۱ . ۳ قضیه

.qν(t) ̸= ۰ که دارد

دارای همواره نتیجه در و دارد مجهول µ + ν + ۲ و معادله µ + ν + ۱ ،Sµ,ν همگن خطی دستگاه وضوح به برهان.

است زیر غیربدیهی جواب

(a۰, . . . , aµ, b۰, . . . , bν) ̸= (۰, . . . ,۰,۰, . . . ,۰).

می گیریم نتیجه همگن معادلات از ،b۰ = · · · = bν = ۰ اگر

pµ(ti) = ۰, i = ۰, . . . , µ+ ν.

یک که pµ = ۰ می دهد نتیجه که باشد داشته ریشه µ+ ν + ۱ باید است، µ درجه از حداکثر که pµ چندجمله ای یعنی

□  .qν ̸= ۰ بنابراین است. آشکار تناقض

.Φ۱ ≈ Φ۲ آنگاه باشند Sµ,ν غیربدیهی جواب دو Φ۲ و Φ۱ اگر ۲۲ . ۳ قضیه

چندجمله ای باشند Sµ,ν جواب های Φ۲(t) = p۲(t)/q۲(t) و Φ۱(t) = p۱(t)/q۱(t) اگر برهان.

p(t) = p۱(t)q۲(t)− p۲(t)q۱(t),

زیرا است ریشه µ+ ν + ۱ دارای

p(ti) = p۱(ti)q۲(ti)− p۲(ti)q۱(ti) = xiq۱(ti)q۲(ti)− xiq۲(ti)q۱(ti) = ۰, i = ۰, . . . , µ+ ν,

□  .Φ۱ ≈ Φ۲ نتیجه در و p = ۰ باشیم داشته باید است µ+ ν حداکثر p درجه چون و

نیست. برقرار قضیه این عکس شد مشاهده بیان شده مثال در که همچنان ۲۰ . ۳ تذکر

یا است. Sµ,ν جواب که دارد وجود Φµν گویای عبارت یک Aµ,ν مسئله هر برای که دارند آن بر دلالت بیان شده قضایای
می شود گفته و می شوند گم (ti, xi) داده های از برخی حالت این در نیست. حل پذیر Aµ,ν یا هست نیز Aµ,ν جواب Φµν

نداشته وجود غیرقابل دسترسی نقطه هرگاه است حل پذیر Aµ,ν مسئله وضوح به است. غیرقابل دسترسی۴۲ نقطه آن

Relatively prime۴۱

Inaccessible۴۲



۱۰۷ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

غیرقابل دسترسی (ti, xi) (نقطه qν(ti) ̸= ۰ یا ti هر برای باشد. Sµ,ν جواب Φ(t) = pµ(t)/qν(t) کنید فرض باشد.

یا نیست) غیرقابل دسترسی (ti, xi) (نقطه limt→ti Φ
µ
ν (t) = xi یا حال .pµ(ti) = ۰ نتیجه در و qν(ti) = ۰ یا نیست)

نیست. حل پذیر Aµ,ν مسئله نتیجه در و است غیرقابل دسترسی (ti, xi) نقطه حالت این در که limt→ti Φ
µ
ν (t) ̸= xi

بنابراین و ندارد وجود غیرقابل دسترسی نقطه آنگاه باشد Φµν اول نسبی طور به جواب دارای Sµ,ν اگر ۲۱ . ۳ تذکر
است. حل پذیر Aµ,ν مسئله

به و Φµν با ز هم ار (که Φ̃µν اگر فقط و اگر می کند حل را Aµ,ν ،Φµν کند. حل را Sµ,ν ،Φµν کنید فرض ۲۳ . ۳ قضیه
کند. حل را Sµ,ν است) اول نسبی طور

یعنی Φ̃µ,ν(ti) ̸= xi که دارد وجود tiای پس نمی کند. حل را Aµ,ν ،Φ̃µν آنگاه نکند حل را Sµ,ν ،Φ̃µν اگر برهان.

پس می کند حل را Sµ,ν ،Φµν دیگر طرف از .p̃µ(ti) − xiq̃ν(ti) ̸= ۰ داریم q̃ν(ti) ̸= ۰ چون و p̃µ(ti)/q̃ν(ti) ̸= xi

داریم Φ ≈ Φ̃ چون و q̃ν(ti)pµ(ti)− xiq̃ν(ti)qν(ti) = ۰ نتیجه در و pµ(ti)− xiqν(ti) = ۰

p̃µ(ti)qν(ti)− xiq̃ν(ti)qν(ti) = ۰,

و است غیرقابل دسترسی (ti, xi) نقطه پس .qν(ti) = ۰ می دهد نتیجه که (p̃µ(ti)− xiq̃ν(ti))qν(ti) = ۰ نتیجه در و

□ نیست.  حل پذیر Aµ,ν نتیجه در

نباشد. حل پذیر Aµ,ν مسئله است ممکن هم باز باشد (µ+ ν + ۱ رتبه (با کامل رتبه Sµ,ν دستگاه اگر ۲۲ . ۳ تذکر

به Sµ,ν جواب یعنی Φµν اگر فقط و اگر است حل پذیر Aµ,ν مسئله باشد، کامل رتبه Sµ,ν دستگاه اگر ۱ . ۲۳ . ۳ نتیجه
باشد. اول نسبی طور

□ تمرین.  عنوان به برهان.

در ونیاب در گویای عبارت یک بتوان هرگاه دارند قرار ویژه موقعیت در (ti, xi), i = ۰, . . . , σ نقاط ۲۶ . ۳ تعریف
.κ+ λ < σ که گونه ای به یافت (κ, λ) درجه زوج با نقاط این

دارند. قرار ویژه موقعیت در Aµ,ν حل پذیر مسئله یک قابل دسترسی نقاط ۲۴ . ۳ قضیه

t−ti۱ , . . . , t−tiα عامل های حذف با باشد، غیرقابل دسترسی نقاط اندیس i۱, . . . , iα و باشد Sµ,ν جواب Φµ,ν اگر برهان.

حل را Aκ,λ مسئله Φκ,λ .λ = ν − α و κ = µ− α که می آید دست به Φκ,λ گویای عبارت Φµ,ν مخرج و صورت از

چون است. قابل دسترسی نقطه µ+ ν + ۱ − α دارای که می کند

κ+ λ < κ+ λ+ ۱ = µ+ ν + ۱ − ۲α < µ+ ν + ۱ − α,

□ دارند.  قرار ویژه موقعیت در Aµ,ν قابل دسترسی نقاط

زیرمجموعه ای هیچ یعنی هستند ناتباهیده کامل طور به که هستیم مواجه مسایلی با می کنیم فرض راحتی برای ۲۳ . ۳ تذکر
باشند. نداشته قرار ویژه موقعیت در داده شده نقاط از
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وارون تقسیم شده تفاضلات روش ۱ . ۷ . ۳

که بیابیم گونه ای به را Φnn(t) = pn(t)/qn(t) گویای عبارت بخواهیم کنید فرض

Φnn(ti) = xi, i = ۰, . . . ,۲n.

نوشت می توان ابتدا

pn(t)

qn(t)
= x۰ +

pn(t)

qn(t)
− pn(t۰)
qn(t۰)

= x۰ + (t− t۰)
pn−۱(t)
qn(t)

= x۰ +
(t− t۰)

qn(t)/pn−۱(t)
.

باشیم داشته باید ونیابی در شرایط برقراری برای

qn(ti)

pn−۱(ti)
=

ti − t۰
xi − x۰

:= ϕ(t۰, ti), i = ۱, . . . ,۲n.

نوشت می توان حال

qn(t)

pn−۱(t)
= ϕ(t۰, t۱) +

qn(t)

pn−۱(t)
− qn(t۱)
pn−۱(t۱)

= ϕ(t۰, t۱) + (t− t۱)
qn−۱(t)
pn−۱(t)

= ϕ(t۰, t۱) +
(t− t۱)

pn−۱(t)/qn−۱(t)
,

داریم آنجا از و
pn−۱(ti)
qn−۱(ti)

=
ti − t۱

ϕ(t۰, ti)− ϕ(t۰, t۱)
:= ϕ(t۰, t۱, ti), i = ۲, . . . ,۲n.

ساخت زیر صورت به را ونیاب در عبارت می توان فرایند این ادامه با

Φnn(t) =
pn(t)

qn(t)
= x۰ +

t− t۰
qn(t)/pn−۱(t)

= x۰ +
t− t۰

ϕ(t۰, t۱) +
t− t۱

pn−۱(t)/qn−۱(t)

= · · ·

= x۰ +
t− t۰

ϕ(t۰, t۱) +
t− t۱

ϕ(t۰, t۱, t۲)+

. . .

+
t− t۲n−۱

ϕ(t۰, . . . , t۲n)

می شوند تعریف زیر صورت به وارون تقسیم شده تفاضلات ۲۷ . ۳ تعریف

ϕ(ti, tj) =
ti − tj
xi − xj

,

ϕ(ti, tj , tk) =
tj − tk

ϕ(ti, tj)− ϕ(ti, tk)
, . . . ,

ϕ(ti, . . . , tl, tm, tn) =
tm − tn

ϕ(ti, . . . , tl, tm)− ϕ(ti, . . . , tl, tn)
.
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نیاز مورد ضرایب و ساخته را وارون تقسیم شده تفاضلات جدول است کافی گویا ونیاب در عبارت ساختن برای عمل در

کنید. توجه [۲۲] مرجع از زیر مثال به ساخت. را گویا عبارت و کرده استخراج آن از را

بسازید. زیر جدول داده های نظیر گویا عبارت یک ۲۷ . ۳ مثال

ti ۰ ۱ ۲ ۳

xi ۰ −۱ −۲
۳ ۹

می سازیم را وارون تقسیم شده تفاضلات جدول ابتدا

ti xi ϕ(t۰, ti) ϕ(t۰, t۱, ti) ϕ(t۰, t۱, t۲, ti)

۰ ۰

۱ −۱ −۱

۲ −۲
۳ −۳ −۱

۲

۳ ۹ ۱
۳

۳
۲

۱
۲

می شود ساخته زیر صورت به ونیاب در گویای عبارت سپس

Φ۲
۱(t) = ۰ +

t− ۰
−۱ +

t− ۱
−۱/۲ +

t− ۲
۱/۲

=
۴t۲ − ۹t
−۲t+ ۷ .

△

می کنند استفاده دوجانبه۴۳ تفاضلات از آن جای به عمل در و ندارند تقارن وارون تقسیم شده تفاضلات ۲۴ . ۳ تذکر
کنید). مراجعه [۲۲] مرجع 67-68 صفحه (به است متقارن که

دوجانبه. تفاضلات و وارون تقسیم شده تفاضلات کمک به گویا ونیاب در ساختن ۶ . ۳ پروژه

شبه نویل الگوریتم ۲ . ۷ . ۳

انجام گویا ونیابی در چندجمله ای، ونیابی در برای نویل الگوریتم به شبیه الگوریتم یک کمک به داریم قصد بخش این در

مجهول تابع یک مقدار بخواهیم اگر ولی نیست مناسب گویا عبارت ساختن برای الگوریتم این که داشت توجه باید دهیم.

گویای عبارت بخواهیم کنید فرض است. توجیه قابل الگوریتم این عملیات حجم کنیم، ونیابی در معلوم نقطه ای در را

Φµν,s(t) =
pµ,ν,s(t)

qµ,ν,s(t)
,

که بسازیم گونه ای به را

Φµν,s(ti) = xi, i = s, s+ ۱, . . . , s+ µ+ ν.

Reciprocal differences۴۳
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و باشند qµ,ν,s و pµ,ν,s پیشرو جمله ضریب بیانگر ترتیب به bµ,ν,s و aµ,ν,s کنید فرض همچنین

αi = t− ti, Tµ,ν,s(t, x) = pµ,ν,s(t)− xqµ,ν,s(t),

داشت خواهیم که

Tµ,ν,s(ti, xi) = ۰, i = s, s+ ۱, . . . , s+ µ+ ν.

ساخت. تدریج به را گویا عبارت می توان زیر قضیه کمک به

برقرارند زیر بازگشتی وابط ر q۰,۰,s(t) = ۱ و p۰,۰,s(t) = xs از شروع با ۲۵ . ۳ قضیه
(µ− ۱, ν) → (µ, ν) گذر برای

pµ,ν,s(t) = αsbµ−۱,ν,spµ−۱,ν,s+۱(t)− αs+µ+νbµ−۱,ν,s+۱pµ−۱,ν,s(t),

qµ,ν,s(t) = αsbµ−۱,ν,sqµ−۱,ν,s+۱(t)− αs+µ+νbµ−۱,ν,s+۱qµ−۱,ν,s(t),

(µ, ν − ۱) → (µ, ν) گذر برای

pµ,ν,s(t) = αsaµ,ν−۱,spµ,ν−۱,s+۱(t)− αs+µ+νaµ,ν−۱,s+۱pµ,ν−۱,s(t),

qµ,ν,s(t) = αsaµ,ν−۱,sqµ,ν−۱,s+۱(t)− αs+µ+νaµ,ν−۱,s+۱qµ,ν−۱,s(t).

ونیابی در شرایط در Φµ−۱
ν,s+۱ و Φµ−۱

ν,s گویای عبارت های کنید فرض می کنیم. بررسی را (µ−۱, ν) → (µ, ν) گذر برهان.

Tµ−۱,ν,s(ti, xi) = ۰, i = s, . . . , s+ µ+ ν − ۱,

Tµ−۱,ν,s+۱(ti, xi) = ۰, i = s+ ۱, . . . , s+ µ+ ν,

درجه از ترتیب به چندجمله ای هایی وضوح به اول، قسمت بازگشتی وابط ر از آمده دست به qµ,ν,s و pµ,ν,s کنند. صدق

می شود). حذف tν+۱ جمله ولی باشد ν + ۱ حداکثر درجه از qµ,ν,s می رسد نظر به ابتدا (اگرچه هستند ν و µ حداکثر

تعریف با

Tµ,ν,s(t, x) = αsbµ−۱,ν,sTµ−۱,ν,s+۱(t, x)− αs+µ+νbµ−۱,ν,s+۱Tµ−۱,ν,s(t, x),

داریم

Tµ,ν,s(ti, xi) = ۰, i = s, . . . , s+ µ+ ν.

مشابه طور به (µ, ν − ۱) → (µ, ν) گذر است. شده ساخته Φµν,s مخرج و صورت حقیقت در اول قسمت در بنابراین

□ می شود.  بررسی

گویا عبارت مخرج و صورت چندجمله ای های پیشرو جملات ضرایب به ۲۵ . ۳ قضیه بازگشتی وابط ر از استفاده برای

بازگشتی وابط ر این از نمی توان معین نقطه یک در گویا عبارت تعیین برای نتیجه در و نیستند دسترس در که داریم نیاز

کرد. برطرف را مشکل این می توان بعد قضیه کمک به ولی برد بهره
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برقرارند زیر وابط ر ۲۶ . ۳ قضیه

Φµ−۱
ν,s (t)− Φµ−۱

ν−۱,s+۱(t) = k۱
(t− ts+۱) · · · (t− ts+µ+ν−۱)
qµ−۱,ν,s(t)qµ−۱,ν−۱,s+۱(t)

, k۱ = −aµ−۱,ν−۱,s+۱bµ−۱,ν,s,

Φµ−۱
ν,s+۱(t)− Φµ−۱

ν−۱,s+۱(t) = k۲
(t− ts+۱) · · · (t− ts+µ+ν−۱)
qµ−۱,ν,s+۱(t)qµ−۱,ν−۱,s+۱(t)

, k۲ = −aµ−۱,ν−۱,s+۱bµ−۱,ν,s+۱.

عبارت صورت برهان.

Φµ−۱
ν,s (t)− Φµ−۱

ν−۱,s+۱(t) =
pµ−۱,ν,s(t)qµ−۱,ν−۱,s+۱(t)− pµ−۱,ν−۱,s+۱(t)qµ−۱,ν,s(t)

qµ−۱,ν,s(t)qµ−۱,ν−۱,s+۱(t)
,

ریشه µ + ν − ۱ که است µ − ۱ + ν درجه از حداکثر چندجمله ای یک (Φµ−۱
ν−۱,s+۱ و Φµ−۱

ν,s تعریف به توجه (با

آن در که بود خواهد k۱(t − ts+۱) · · · (t − ts+µ+ν−۱) صورت به بنابراین و ts+۱, . . . , ts+µ+ν−۱ از عبارتند آن

□ می شود.  ثابت مشابه صورت به قضیه دوم قسمت .k۱ = −aµ−۱,ν−۱,s+۱bµ−۱,ν,s

برقرارند µ, ν ≥ ۱ برای زیر وابط ر ۲۷ . ۳ قضیه

Φµν,s(t) = Φµ−۱
ν,s+۱(t) +

Φµ−۱
ν,s+۱(t)− Φµ−۱

ν,s (t)

αs
αs+µ+ν

[
۱ −

(
Φµ−۱
ν,s+۱(t)− Φµ−۱

ν,s (t)

Φµ−۱
ν,s+۱(t)− Φµ−۱

ν−۱,s+۱(t)

)]
− ۱

, (۱۲ . ۳)

Φµν,s(t) = Φµν−۱,s+۱(t) +
Φµν−۱,s+۱(t)− Φµν−۱,s(t)

αs
αs+µ+ν

[
۱ −

Φµν−۱,s+۱(t)− Φµν−۱,s(t)

Φµν−۱,s+۱(t)− Φµ−۱
ν−۱,s+۱(t)

]
− ۱

. (۱۳ . ۳)

□ کرد.  بررسی را وابط ر این صحت می توان ۲۶ . ۳ و ۲۵ . ۳ قضایای کمک به سادگی به برهان.

ν = ۰ برای اگر ابتدا منظور همین به کرد. تعیین معلوم نقطه یک در را گویا ونیاب در بتوان تا است فراهم چیز همه حال

داریم نویل الگوریتم کمک به و هستیم مواجه چندجمله ای ونیابی در با دهیم افزایش را µ بخواهیم

Φ۰
۰,s(t) := xs,

Φµ۰,s(t) :=
αsΦ

µ−۱
۰,s+۱(t)− αs+µΦ

µ−۱
۰,s (t)

αs − αs+µ
, µ = ۱,۲, . . . .

می شود) پرانتز داخل عبارت شدن صفر باعث (که (۱۲ . ۳) رابطه در Φµ−۱
−۱,s+۱(t) = ∞ دادن قرار با می توان را رابطه این

هستیم مواجه (ti,۱/xi) نقاط در چندجمله ای ونیابی در با دهیم افزایش را ν بخواهیم µ = ۰ برای اگر آورد. دست به

می کنیم استفاده زیر وابط ر از و

Φ۰
۰,s(t) := xs,

Φ۰
ν,s(t) :=

αs − αs+µ
αs

Φ۰
ν−۱,s+۱(t)

− αs+ν
Φ۰
ν−۱,s(t)

, ν = ۱,۲, . . . , (۱۴ . ۳)
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و صورت درجه افزایش مختلف حالات میان از می آید. دست به (۱۳ . ۳) رابطه در Φ−۱
ν−۱,s+۱(t) = ۰ دادن قرار از که

مشابه روندی از و کرد اضافه تدریج به را گویا عبارت مخرج و صورت درجه است بهتر می دهد نشان تجربه مخرج،

کردن دنبال برای کرد. پیروی (µ, ν) درجه زوج افزایش برای (۰,۰) → (۰,۱) → (۱,۱) → (۱,۲) → (۲,۲) → · · ·

،(۱۴ . ۳) و (۱۳ . ۳) ،(۱۲ . ۳) کمک به و i = s+µ+ ν, k = µ+ ν, Ti,k := Φµν,s(t) دهیم قرار است، کافی روند این

داشت خواهیم ۱ ≤ k ≤ i, i = ۰,۱, . . . برای

Ti,۰ := xi, Ti,−۱ := ۰,

Ti,k = Ti,k−۱ +
Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۱

t− ti−k
t− ti

(
۱ −

Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۱
Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۲

)
− ۱

.
(۱۵ . ۳)

چندجمله ای برای نویل الگوریتم یعنی (۳ . ۳) رابطه کنیم، جایگزین ۱ عدد با را (۱۵ . ۳) رابطه در پرانتز داخل عبارت اگر

بسازیم زیر صورت به جدول یک است کافی (۱۵ . ۳) طرح پیاده سازی برای عمل در می آید. دست به ونیاب در

x۰ = T۰,۰

۰ = T۰,−۱ T۱,۱

x۱ = T۱,۰ T۲,۲

۰ = T۱,−۱ T۲,۱ T۳,۳

x۲ = T۲,۰ T۳,۲

۰ = T۲,−۱ T۳,۱

x۳ = T۳,۰

کنید. توجه [۲۲] مرجع از زیر مثال به است. t نقطه در گویا عبارت مقدار همان جدول این در راسی درایه

بردن کار به با آوریم. دست به cot۲◦۳۰′ برای تقریبی می خواهیم ،cot۱◦, . . . , cot۵◦ مقادیر داشتن با ۲۸ . ۳ مثال
می آید دست به زیر جدول (۱۵ . ۳) رابطه یعنی گویا) ونیابی (در شبه نویل الگوریتم

ti cot(ti)

۱◦ ۵۷/۲۸۹۹۶۱۶۳

۲۲/۹۰۷۶۰۶۷۳

۲◦ ۲۸/۶۳۶۲۵۳۲۸ ۲۲/۹۰۳۴۱۶۲۴

۲۲/۹۰۲۰۱۸۰۵ ۲۲/۹۰۳۶۹۵۷۳

۳◦ ۱۹/۰۸۱۱۳۶۶۹ ۲۲/۹۰۴۱۱۴۸۷ ۲۲/۹۰۳۷۶۵۵۲

۲۲/۹۱۰۴۱۹۱۶ ۲۲/۹۰۳۸۴۱۴۱

۴◦ ۱۴/۳۰۰۶۶۶۲۶ ۲۲/۹۰۲۰۱۹۷۵

۲۲/۹۴۴۱۸۱۵۱

۵◦ ۱۱/۴۳۰۰۵۲۳۰

می آید دست به زیر جدول (۳ . ۳) رابطه یعنی چندجمله ای) ونیابی (در نویل الگوریتم بردن کار به با که آن حال



۱۱۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

ti cot(ti)

۱◦ ۵۷/۲۸۹۹۶۱۶۳

۱۴/۳۰۹۳۹۹۱۱

۲◦ ۲۸/۶۳۶۲۵۳۲۸ ۲۱/۴۷۱۳۷۱۰۲

۲۳/۸۵۸۶۹۴۹۹ ۲۲/۳۶۶۶۱۷۶۲

۳◦ ۱۹/۰۸۱۱۳۶۶۹ ۲۳/۲۶۱۸۶۴۲۱ ۲۲/۶۳۵۱۹۱۵۸

۲۱/۴۷۱۳۷۱۹۰ ۲۳/۰۸۲۸۱۴۸۶
۴◦ ۱۴/۳۰۰۶۶۶۲۶ ۲۲/۱۸۷۵۶۸۰۸

۱۸/۶۰۶۵۸۷۱۹

۵◦ ۱۱/۴۳۰۰۵۲۳۰

داده دقیق تری جواب گویا ونیابی در که است واضح cot۲◦۳۰′ = ۲۲/۹۰۳۷۶۵۵۴۸۴ · · · دقیق مقدار با مقایسه در

△ است). شده کشیده خط جدول دو هر راسی مقادیر نادرست رقم های (زیر است

قبل. مثال حل در شبه نویل و نویل الگوریتم ۷ . ۳ پروژه

مثلثاتی ونیابی در ۸ . ۳

استفاده مثلثاتی ونیابی در از است بهتر هستند متناوب تابع یک به مربوط دسترس در داده های می رسد نظر به که زمانی

مثلثاتی عبارت که می یابیم چنان را cj , sj ضرایب ونیابی در نوع این در کرد.

T (t) =
c۰
۲ +

M∑
j=۱

(cj cos(jt) + sj sin(jt)),

یا

T (t) =
c۰
۲ +

M−۱∑
j=۱

(cj cos(jt) + sj sin(jt)) +
cM
۲ cos(Mt),

دوره با متناوب تابع یک T واقع در باشد. x تابع ونیاب در (tk, xk) نقطه N = ۲M یا N = ۲M + ۱ در ترتیب به

از منظم افراز یک یعنی ،tk = ۲kπ
N باشیم داشته k = ۰, . . . , N −۱ برای می کنیم فرض سادگی برای است. ۲π تناوب

می گیریم. نظر در [۰,۲π) بازه روی نقاط

است. معروف وجهی۴۴ چندجمله ای به p(t) = β۰ + β۱eit + β۲e۲it + · · ·+ βN−۱e(N−۱)it عبارت ۲۸ . ۳ تعریف
برای که شوند یافت گونه ای به β۰, . . . , βN−۱ ضرایب هرگاه است معروف x درونیاب وجهی چندجمله ای به p

.p(tk) = xk باشیم داشته k = ۰, . . . , N − ۱

Phase polynomial۴۴



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۱۴

و c۰ = ۲β۰ یا β۰ = c۰
۲ ۲۸ . ۳ قضیه

βj =
۱
۲ (cj − isj), βN−j =

۱
۲ (cj + isj), cj = βj + βN−j , sj = i(βj − βN−j),

.cM = ۲βM یا βM = cM
۲ آنگاه N = ۲M اگر و

دموآور۴۵ فرمول کمک به اثبات برهان.

eikt = cos(kt) + i sin(kt), ∀k,

روابط و e−jitk = e−۲πijk/N = e۲πi(N−j)k/N = e(N−j)itk رابطه

cos(jtk) =
ejitk + e(N−j)itk

۲ , sin(jtk) =
ejitk − e(N−j)itk

۲i ,

□ است.  بررسی قابل سادگی به Maple یا Mathematica مانند نمادین محیط یک در

یافتن مسئله دقیق تر بیان به .xk = T (tk) = p(tk) داریم k = ۰, . . . , N − ۱ برای که داشت توجه باید ۲۵ . ۳ تذکر
ضرایب داشتن با که معنی این به هستند هم ارز p درونیاب وجهی چندجمله ای یافتن مسئله و T درونیاب مثلثاتی عبارت

چون عمل در .t ̸= tk برای T (t) ̸= p(t) ولی آورد دست به را دیگری ضرایب می توان ۲۸ . ۳ قضیه کمک به یکی

قضیه کمک به سپس و آورده دست به را β۰, . . . , βN−۱ ضرایب ابتدا است، T ضرایب یافتن از ساده تر p ضرایب یافتن

می کنیم. ونیابی در T کمک به نهایت در و کرده مشخص را cj , sj ضرایب ۲۸ . ۳

داریم ωk = eitk = e۲kπi/N و ω = eit فرض با

p(t) = β۰ + β۱ω + β۲ω
۲ + · · ·+ βN−۱ω

N−۱ := P (ω),

ضرایب می خواهیم یعنی هستیم مواجه چندجمله ای ونیابی در مسئله با وضوح به ،ωj ̸= ωk داریم j ̸= k برای چون و

زیر قضیه اثبات بنابراین .P (ωk) = xk باشیم داشته k = ۰, . . . , N − ۱ برای که بیابیم گونه ای به را β۰, . . . , βN−۱

است. واضح

درونیاب وجهی چندجمله ای یک فقط و یک ،tk = ۲kπ
N با (tk, xk) نقاط برای ۲۹ . ۳ قضیه

p(t) = β۰ + β۱e
it + β۲e

۲it + · · ·+ βN−۱e
(N−۱)it,

.p(tk) = xk باشیم داشته k = ۰, . . . , N − ۱ برای که دارد وجود چنان

داریم ۰ ≤ j, k ≤ N − ۱ برای ۳۰ . ۳ قضیه
N−۱∑
l=۰

ωjl ω
−k
l =


N, j = k,

۰, j ̸= k.

ب- .ω−j
k = ωkj و ωjk = ωkj آ-

De Moivre’s۴۵



۱۱۵ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

داریم وضوح به آ- برهان.

ωjk = eijtk = e۲ijkπ/N = eik(۲jπ/N) = eiktj = ωkj , ω−j
k = e−ijtk = ωjk = ωkj .

زیرا است ωN − ۱ = ۰ معادله ریشه ωj−k قبل قسمت بنابر ب-

ωNj−k = e۲(j−k)πi = cos(۲(j − k)π) + i sin(۲(j − k)π) = ۱,

از و eitj−k = ۱ می دهد نتیجه که ωj−k − ۱ = ۰ یا ωN − ۱ = (ω − ۱)(ωN−۱ + ωN−۲ + · · · + ۱) به توجه با و

□  .۰ = ωN−۱
j−k + ωN−۲

j−k + · · ·+ ۱ =

N−۱∑
l=۰

ωlj−k =

N−۱∑
l=۰

ωj−kl =

N−۱∑
l=۰

ωjl ω
−k
l =

N−۱∑
l=۰

ωjl ω
k
l یا j = k داریم آنجا

داخلی ضرب تعریف با ۲۹ . ۳ تعریف

(u, v) =
N−۱∑
j=۰

ujvj = vHu, ∀u, v ∈ CN ,

بردارهای ۳۰ . ۳ قضیه بنابر

ω(k) = [۱ ωk۱ · · · ωkN−۱]
T , k = ۰, . . . , N − ۱,

می دهند. تشکیل CN برای متعامد پایه یک

صدق tk = ۲kπ/N با p(tk) = xk ونیابی در شرایط در p(t) =
∑N−۱
j=۰ βje

ijt وجهی چندجمله ای ۳۱ . ۳ قضیه
اگر فقط و اگر می کند

βj =
۱
N

N−۱∑
k=۰

xkω
−j
k =

۱
N

N−۱∑
k=۰

xke
−۲jkπi/N , j = ۰, . . . , N − ۱.

نوشت می توان بنابراین xk = p(tk) = P (ωk) = β۰ + β۱ωk + β۲ω۲
k + · · · + βN−۱ω

N−۱
k چون برهان.

داریم نتیجه در .x = [x۰ x۱ · · · xN−۱]T آن در که x =
∑N−۱
j=۰ βjω

(j)

N−۱∑
k=۰

xkω
−j
k = (x, ω(j)) =

(
N−۱∑
k=۰

βkω
(k), ω(j)

)
= Nβj .

□  

که طوری به F : CN → CN نگاشت ۳۰ . ۳ تعریف

x = [x۰ x۱ · · · xN−۱]
T → F (x) = β = [β۰ β۱ · · · βN−۱]

T ,



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۱۶

یعنی نگاشت این وارون است. معروف فوریه آنالیز یا (DFT) گسسته۴۶ فوریه تبدیل به

β = [β۰ β۱ · · · βN−۱]
T → F−۱(β) = x = [x۰ x۱ · · · xN−۱]

T ,

است. معروف فوریه (ساخت) سنتز به

یعنی است tk = ۲kπ/N هم فاصله نقاط در p وجهی چندجمله ای زیابی ار هدف فوریه سنتز در

xk =
N−۱∑
j=۰

βje
۲jkπi/N =

N−۱∑
j=۰

βjω
j
k.

صورت به DFT کمک به را F−۱ نگاشت می توان نتیجه در و ۱
N
xk =

۱
N

N−۱∑
j=۰

βjω
−k
j بنابراین xk =

N−۱∑
j=۰

βjω
−k
j چون

آورد دست به زیر

x = F−۱(β) = NF (β).

ونیابی در شرایط در T مثلثاتی عبارت آنکه برای کافی و لازم شرط ۳۲ . ۳ قضیه

T (tk) = xk, k = ۰, . . . , N − ۱,

که است آن کند صدق tk = ۲kπ/N نقاط برای

cj =
۲
N

N−۱∑
k=۰

xk cos(jtk), sj =
۲
N

N−۱∑
k=۰

xk sin(jtk). (۱۶ . ۳)

□ بگیرید.  کمک ۳۱ . ۳ و ۲۸ . ۳ قضایای از برهان.

آورده دست به را βj ضرایب DFT کمک به یا ،T درونیاب مثلثاتی عبارت ضرایب محاسبه برای عمل در ۲۶ . ۳ تذکر
می بریم. کار به را ۳۲ . ۳ قضیه مستقیم طور به یا می کنیم استفاده ۲۸ . ۳ قضیه از سپس و

سریع فوریه تبدیل ۱ . ۸ . ۳

رابطه از را βj ضرایب باید است مختلف علوم در پرکاربرد ابزارهای از یکی که DFT در

βj =
۱
N

N−۱∑
k=۰

xke
−۲jkπi/N , j = ۰, . . . , N − ۱, (۱۷ . ۳)

فوریه انتگرال گسسته سازی در آورد. دست به

X(s) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−۲πstidt,

Discrete Fourier transform۴۶



۱۱۷ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

ضرایب محاسبه برای که است واضح می شود. ظاهر (۱۷ . ۳) رابطه نیز است کاربردی ریاضیات در ارزشمندی ابزار که
توکی۴۷ و کولی مهم کشف می طلبد. زیادی زمان بزرگ N برای که است نیاز ضرب عمل N۲ به (۱۷ . ۳) کمک به βj
سریع۴۸ فوریه تبدیل به موسوم روش هایی پیدایش سرآغاز می کرده) استفاده مشابهی راه کارهای از (گاوس 1965 سال در
صورت به N تجزیه اساس بر FFT روش های بیشتر می دهند. کاهش N logN به را عملیات حجم که شد (FFT)

است. مثبت صحیح عدد یک n آن در که N = ۲n می کنیم فرض سادگی برای می کنند. کار N = N۱ × · · · ×Nn

روش این در می کنیم. بررسی را شد ارائه 1966 سال در سندی و جنتلمن۵۰ توسط که سندی-توکی۴۹ نسخه ادامه در

بیان منظور به می یابد. ادامه وند ر این و می شود تقسیم مساوی تعداد با زیرمجموع دو به (۱۷ . ۳) در رفته کار به مجموع

دهید قرار و ϵm = e−۲πi/۲m کنید فرض فرایند، این دقیقتر

βj =
۱
N

N−۱∑
k=۰

x
(n)
۰,kϵ

jk
n , j = ۰, . . . , N − ۱,

نوشت می توان j′ = ۰, . . . , N ′ − ۱ ازای به ،N ′ = N/۲ اگر .x(n)۰,k = xk آن در که

β۲j′ =
۱
N

N−۱∑
k=۰

x
(n)
۰,kϵ

۲j′k
n =

۱
N

N ′−۱∑
k=۰

(
x
(n)
۰,k + x

(n)
۰,k+N ′

)
ϵj

′k
n−۱ =

۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۰,k ϵj

′k
n−۱,

β۲j′+۱ =
۱
N

N−۱∑
k=۰

x
(n)
۰,kϵ

(۲j′+۱)k
n =

۱
N

N ′−۱∑
k=۰

((
x
(n)
۰,k − x

(n)
۰,k+N ′

)
ϵkn

)
ϵj

′k
n−۱ =

۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۱,k ϵj

′k
n−۱.

نوشت می توان j′′ = ۰, . . . , N ′′ − ۱ ازای به ،N ′′ = N ′/۲ اگر

β۲(۲j′′) =
۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۰,k ϵ۲j

′′k
n−۱ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

(
x
(n−۱)
۰,k + x

(n−۱)
۰,k+N ′′

)
ϵj

′′k
n−۲ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

x
(n−۲)
۰,k ϵj

′′k
n−۲,

β۲(۲j′′+۱) =
۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۰,k ϵ

(۲j′′+۱)k
n−۱ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

((
x
(n−۱)
۰,k − x

(n−۱)
۰,k+N ′′

)
ϵkn−۱

)
ϵj

′′k
n−۲ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

x
(n−۲)
۲,k ϵj

′′k
n−۲,

β۲(۲j′′)+۱ =
۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۱,k ϵ۲j

′′k
n−۱ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

(
x
(n−۱)
۱,k + x

(n−۱)
۱,k+N ′′

)
ϵj

′′k
n−۲ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

x
(n−۲)
۱,k ϵj

′′k
n−۲,

β۲(۲j′′+۱)+۱ =
۱
N

N ′−۱∑
k=۰

x
(n−۱)
۱,k ϵ

(۲j′′+۱)k
n−۱ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

((
x
(n−۱)
۱,k − x

(n−۱)
۱,k+N ′′

)
ϵkn−۱

)
ϵj

′′k
n−۲ =

۱
N

N ′′−۱∑
k=۰

x
(n−۲)
۳,k ϵj

′′k
n−۲.

می آیند دست به زیر بازگشتی وابط ر فرایند این ادامه با


x
(m−۱)
r,k = x

(m)
r,k + x

(m)

r,k+۲m−۱ ,

x
(m−۱)
r+۲n−m,k =

(
x
(m)
r,k − x

(m)

r,k+۲m−۱

)
ϵkm,

m = n, n−۱, . . . ,۱, k = ۰, . . . ,۲m−۱−۱, r = ۰, . . . ,۲n−(m−۱)−۱.

.βj =
۱
N
x
(۰)
۰,j , j = ۰, . . . , N − ۱ داشت خواهیم بازگشتی وابط ر این کمک به

نگاشت یک کمک به ولی باشد نیاز سه اندیسه آرایه های به بازگشتی وابط ر این پیاده سازی برای می رسد نظر به ابتدا

Cooley and Tukey۴۷

Fast Fourier transform۴۸

Sande-Tukey۴۹

Gentleman۵۰



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۱۸

نگاشت مانند برمی گرداند، را N − ۱ و ۰ بین صحیح عدد یک m هر ازای به که κ(m, r, k) مانند

κ(m, r, k) = ۲m−۱×r+k, m = n, n−۱, . . . ,۱, k = ۰, . . . ,۲m−۱−۱, r = ۰, . . . ,۲n−(m−۱)−۱

N طول به بردار دو به می رسد نظر به سپس داد. انجام N طول به تک اندیسه آرایه های کمک به را کار این می توان

به را کار این می توان درجا نگاشت یک کمک به ولی باشد. نیاز بازگشتی رابطه طرف دو اطلاعات نگهداری برای

آرایه یک از مکان یک به τ(m, r, k) نگاشت کنید فرض داد. انجام N طول به بردار یک کمک به هنرمندانه ای طرز

m = n, n − ۱, . . . ,۱, k = ۰, . . . ,۲m−۱ − ۱, r = برای بازگشتی وابط ر بنابر کند. اشاره N طول به بعدی یک

نوشت می توان ،۰, . . . ,۲n−(m−۱) − ۱


τ(m− ۱, r, k) = τ(m, r, k),

τ(m− ۱, r + ۲n−m, k) = τ(m, r, k + ۲m−۱).

به را τ نگاشت می توان زیر قضیه کمک به ولی می کنند تعریف را τ نگاشت خوبی به پسرو بازگشتی وابط ر این اگرچه

کرد. تعریف صریح طور

داریم m = n, n− ۱, . . . ,۱, k = ۰, . . . ,۲m−۱ − ۱, r = ۰, . . . ,۲n−(m−۱) − ۱ برای ۳۳ . ۳ قضیه

τ(m, r, k) = ρ(r) + k.

□ کنید.  مراجعه [۲۲] مرجع 85 صفحه به برهان.

آنگاه ،bi ∈ {۰,۱} آن در که t = b۰ + b۱ × ۲۱ + b۲ × ۲۲ + · · ·+ bn−۱ × ۲n−۱ اگر ۳۱ . ۳ تعریف

ρ(t) = bn−۱ + bn−۲ × ۲۱ + bn−۳ × ۲۲ + · · ·+ b۰ × ۲n−۱,

است. معروف t بیتی۵۱، واژگون به

۲n −۲m−۱ و ۰ بین ۲m−۱ از مضربی r̄ آن در که τ(m, ρ(r̄), k) = r̄+ k وضوح به ρ(ρ(t)) = t خاصیت به توجه با

وابط ر کمک به بنابراین و است

t = τ(m, ρ(r̄), k) = τ(m− ۱, ρ(r̄), k) = r̄ + k,

t̄ = τ(m, ρ(r̄), k + ۲m−۱) = τ(m− ۱, ρ(r̄) + ۲n−m, k) = r̄ + k + ۲m−۱

کنید). بررسی را (جزئیات کرد خلاصه زیر شبه کد در را سندی-توکی روش می توان

for m=n:-1:1

for k=0:1:2^(m-1)-1

e=exp(-2*pi*k*I/2^m); % I^2=-1

Bit reversal۵۱
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for r=0:2^(m-1):2^n-2^(m-1)

u=v(r+k);

w=v(r+k+2^(m-1));

v(r+k)=u+w;

v(r+k+2^(m-1))=(u-w)*e;

end

end

end

از است عبارت آن خروجی باشد، الگوریتم این ورودی v = [x۰ · · · xN−۱]T بردار اگر

βj =
۱
N
v(ρ(j)), j = ۰, . . . , N − ۱.

است. یافته کاهش N logN به βjها محاسبه برای نیاز مورد ضرب عمل تعداد دهید نشان ۱۱ . ۳ تمرین

سندی-توکی. روش پیاده سازی ۸ . ۳ پروژه

کنید). مراجعه [۲۲] مرجع (به کولی-توکی۵۲ روش پیاده سازی ۹ . ۳ پروژه

می توان را βj ضرایب یافتن مسئله محاسبات حجم آنگاه باشد، زوج N و باشند حقیقی اعداد xkها اگر ۲۷ . ۳ تذکر
فرض با منظور همین به کنید). بررسی را (جزئیات داد کاهش کمی

yk = x۲k + ix۲k+۱ , k = ۰, . . . , N/۲ − ۱,

ضرایب

γj =
۱

N/۲

N/۲−۱∑
k=۰

yke
−۲jkπi/(N/۲), j = ۰, . . . , N/۲ − ۱,

(γ
N/۲ = γ۰ که داریم (توجه می آوریم دست به زیر وابط ر کمک به را βj ضرایب و کرده حساب FFT کمک به را

βj =
۱
۴ (γj + γ

N/۲−j
) +

۱
۴i (γj − γ

N/۲−j
)e−۲πji/N , j = ۰, . . . , N/۲,

βN−j = βj , j = ۱, . . . , N/۲ − ۱.

سینوسی-کسینوسی مجموع های محاسبه ۲ . ۸ . ۳

کرد. حساب را (۱۶ . ۳) رابطه جمعی عبارت های باید ،۳۲ . ۳ قضیه کمک به T درونیاب مثلثاتی عبارت ساختن برای

x۰, . . . , xN−۱ و ξ ازای به شود. انجام بیشتری دقت با باید مجموع هایی چنین محاسبه که دید خواهیم بخش این در

مجموع های محاسبه برای 1958 سال در الگوریتمی گورتزل۵۳ داده شده،

Cooly-Tukey۵۲

Goertzel۵۳



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۲۰

ss :=
N−۱∑
k=۰

xk sin(kξ), sc :=
N−۱∑
k=۰

xk cos(kξ),

است. شده خلاصه زیر قضیه در الگوریتم این می گیرند. قرار استفاده مورد فوریه سنتز در که کرد ارائه

کنیم تعریف و نباشد π از صحیحی مضرب ξ اگر ۳۴ . ۳ قضیه

sj =
۱

sin ξ

N−۱∑
k=j

xk sin(k − j + ۱)ξ, j = ۰, . . . , N − ۱, s
N
= s

N+۱ = ۰,

بازگشتی رابطه در sj آنگاه

sj = xj + (۲ cos ξ)sj+۱ − sj+۲, j = N − ۱, N − ۲, . . . ,۰,

داریم علاوه به و می کند صدق

ss = s۱ sin ξ, sc = x۰ + (cos ξ)s۱ − s۲. (۱۸ . ۳)

نوشت می توان sj تعریف بنابر برهان.

xj + (۲ cos ξ)sj+۱ − sj+۲ = xj +
۱

sin ξ

۲ cos ξ

N−۱∑
k=j+۱

xk sin(k − j)ξ −
N−۱∑
k=j+۲

xk sin(k − j − ۱)ξ


= xj +

۱
sin ξ

N−۱∑
k=j+۱

xk(۲ cos ξ sin(k − j)ξ − sin(k − j − ۱)ξ)

=
۱

sin ξ

xj sin ξ + N−۱∑
k=j+۱

xk sin(k − j + ۱)ξ

 = sj .

اولین است. شده استفاده ۲ cos ξ sin(k− j)ξ = sin(k− j+۱)ξ+sin(k− j−۱)ξ مثلثاتی اتحاد از مرحله آخرین در

داریم دوم رابطه صحت بررسی برای و ندارد اثبات به نیازی (۱۸ . ۳) رابطه

s۲ =
۱

sin ξ

N−۱∑
k=۲

xk sin(k − ۱)ξ = ۱
sin ξ

N−۱∑
k=۱

xk sin(k − ۱)ξ

=
۱

sin ξ

N−۱∑
k=۱

xk(cos ξ sin kξ − sin ξ cos kξ) =
cos ξ

sin ξ

N−۱∑
k=۱

xk sin kξ −
N−۱∑
k=۱

xk cos kξ

= x۰ + (cos ξ)s۱ −
N−۱∑
k=۰

xk cos kξ.

□  

کرد. استفاده زیر شبه کد از ss, sc محاسبه برای می توان بنابراین

s(N)=0;s(N+1)=0;

c=cos(xi);cc=2*c;



۱۲۱ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

for j=N-1:-1:1

s(j)=x(j)+cc*s(j+1)-s(j+2);

end

ss=s(1)*sin(xi);

sc=x(0)+c*s(1)-s(2);

c = cos ξ به فقط sc که داشت توجه باید مطلب این دادن نشان برای است. ناپایدار ξ ≪ ۱ برای الگوریتم این متاسفانه

یعنی دارد بستگی xkها و

sc = ϕ(c, x۰, . . . , xN−۱) =

N−۱∑
k=۰

xk cos(k cos
−۱ c).

اندازه به ea(sc) در خطا این سهم باشیم، داشته ea(c) = cϵc اندازه به خطایی c محاسبه در اگر

∂ϕ

∂c
ea(c) =

ϵc cos ξ

sin ξ

N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ = ϵc(cot ξ)
N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ,

ناپایدار الگوریتم نتیجه در و بوده مضر c محاسبه خطای بنابراین cot ξ ≫ ۱ داریم ξ ≪ ۱ برای چون که بود خواهد

اندازه به ea(sc) در ea(ξ) = ϵξξ یعنی ξ محاسبه خطای سهم که است حالی در این است.

∂

∂ξ

(
N−۱∑
k=۰

xk cos kξ

)
ea(ξ) = −ϵξξ

N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ,

کند. اصلاح زیر صورت به را گورتزل الگوریتم توانست راینش۵۴ نیست. مضر ξ خطای می دهد نشان که بود خواهد

می کند صدق زیر رابطه در δsj = sj − sj+۱ تفاضل ،cos ξ > ۰ برای

δsj = xj + (۲ cos ξ − ۲)sj+۱ + sj+۱ − sj+۲ = xj + λsj+۱ + δsj+۱,

گرفت نظر در زیر صورت به شبه کد یک می توان بنابراین .λ = ۲(cos ξ − ۱) = −۴ sin۲(ξ/۲) آن در که

la=-4*sin(xi/2)^2;

s(N+1)=0;dels(N)=0;

for j=N-1:-1:0

s(j+1)=dels(j+1)+s(j+2);

dels(j)=la*s(j+1)+dels(j+1)+x(j);

end

ss=s(1)*sin(xi); sc=dels(0)-la*s(1)/2;

اندازه به ea(sc) در خطا این سهم باشیم، داشته ea(λ) = ϵλλ اندازه به خطایی λ محاسبه در اگر

∂sc
∂λ

ea(λ) = ϵλλ
∂sc
∂ξ

/
∂λ

∂ξ
= −ϵλ

sin۲(ξ/۲)
sin(ξ/۲) cos(ξ/۲)

N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ = −ϵλ
(
tan

ξ

۲

)N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ,

Reinsch۵۴



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۲۲

نتیجه در و بوده بی ضرر λ محاسبه خطای بنابراین .cos ξ > ۰ و ξ ≪ ۱ زیرا tan(ξ/۲) < ۱ داریم و بود خواهد

است. پایدار الگوریتم

می کند صدق زیر رابطه در δsj = sj + sj+۱ مجموع ،cos ξ ≤ ۰ برای

δsj = xj + (۲ cos ξ + ۲)sj+۱ − sj+۱ − sj+۲ = xj + λsj+۱ − δsj+۱,

گرفت نظر در زیر صورت به شبه کد یک می توان بنابراین .λ = ۲(cos ξ + ۱) = ۴ cos۲(ξ/۲) آن در که

la=4*cos(xi/2)^2;

s(N+1)=0;dels(N)=0;

for j=N-1:-1:0

s(j+1)=dels(j+1)-s(j+2);

dels(j)=la*s(j+1)-dels(j+1)+x(j);

end

ss=s(1)*sin(xi);

sc=dels(0)-la*s(1)/2;

اندازه به ea(sc) در خطا این سهم باشیم، داشته ea(λ) = ϵλλ اندازه به خطایی λ محاسبه در اگر

ϵλ

(
cot

ξ

۲

)N−۱∑
k=۰

kxk sin kξ,

نتیجه در و بوده بی ضرر λ محاسبه خطای بنابراین .cos ξ ≤ ۰ و ξ ≪ ۱ زیرا cot(ξ/۲) ≤ ۱ داریم و بود خواهد

است. پایدار نیز حالت این در الگوریتم

راینش. اصلاحیه با ss, sc مجموع های محاسبه در گورتزل الگوریتم ۱۰ . ۳ پروژه

کنید. حل را [۲۲] مرجع از دوم فصل تمرینات ۱۲ . ۳ تمرین

وارون ونیابی در و برونیابی ۹ . ۳

بازه انتهای دو نزدیک که نقاطی در برونیابی برای ولی است نیاز پیشرفته تری ابزارهای برونیابی برای کلی حالت در

توجه باید ونیابی در مشکلات به توجه با و کرد استفاده درون یاب چندجمله ای همان از می توان باشند [a, b] داده شده

ونیابی در ابزارهای از می توان وارون ونیابی در برای اما می شود. کمتر نتایج اعتبار شویم دور انتها دو از هرچه که داشت

برد. سود خوبی به

باشد. معلوم x۰ < x۱ < · · · < xn نقطه  n+ ۱ در f تابع مقدار کنید فرض وارون) ونیابی در (مسئله  ۳۲ . ۳ تعریف

باشد. معین f(x̄) یعنی نقطه آن در f تابع مقدار که کنیم تعیین گونه ای به را [x۰, xn] بازه  به متعلق x̄ نقطه  می خواهیم



۱۲۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

تابع درون یاب چندجمله ای p کنید فرض که است آن اول ایده می گردد. مطرح مسئله این حل برای ایده دو ادامه در

حل در ساده تکرار یا نیوتن مانند ریشه یابی روش های از یکی بردن کار به با باشد. x۰ < x۱ < · · · < xn نقاط در f

می آید. دست به x̄ از تقریبی ،p(x̄) = f(x̄) معادله 

.sinh(x̄) = ۵ که قسمی به x̄ مقدار است مطلوب داده شده جدول به توجه با ۲۹ . ۳ مثال

xi ۱ ۲ ۳ ۴

sinh(xi) ۱/۱۷۵۲ ۳/۶۲۶۹ ۱۰/۰۱۷۹ ۲۷/۲۸۹۹

نوشت می توان تفاضلات جدول و نتیجه۳ . ۹ . ۱ کمک به

p(x̄) = f۰ + θ∆f۰ +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲f۰ +
θ(θ − ۱)(θ − ۲)

۳! ∆۳f۰,

نتیجه در و θ = x̄−x۰
h = x̄− ۱ داریم x۰ = ۱ انتخاب با آن در که

p(x̄) = ۱/۱۷۵۲ + ۲/۴۵۱۷(x̄− ۱) + ۳/۹۳۹۳
۲ (x̄− ۱)(x̄− ۲) + ۶/۹۴۱۷

۶ (x̄− ۱)(x̄− ۲)(x̄− ۳),

.p(x̄) = ۱/۱۵۷۰x̄۳ − ۴/۹۷۲۱x̄۲ + ۹/۲۶۹۲x̄− ۴/۲۷۸۹ یا و

xi fi ∆fi ∆۲fi ∆۳fi

۱ ۱/۱۷۵۲

۲/۴۵۱۷

۲ ۳/۶۲۶۹ ۳/۹۳۹۳

۶/۳۹۱۰ ۶/۹۴۱۷

۳ ۱۰/۰۱۷۹ ۱۰/۸۸۱۰

۱۷/۲۷۲۰

۴ ۲۷/۲۸۹۹

برای t۰ = ۲/۳ انتخاب با را نیوتن روش تکرارهای زیر جدول می آید. دست به p(x̄) = ۵ معادله  حل از x̄ بنابراین

می دهد نشان g(t) = p(t)− ۵ = ۱/۱۵۷۰t۳ − ۴/۹۷۲۱t۲ + ۹/۲۶۹۲t− ۹/۲۷۸۹ تابع

n ۱ ۲ ۳

tn ۲/۳۳۸۹ ۲/۳۳۸۰ ۲/۳۳۸۰

△ −sinh(۲/۳۳۸)!؟ ۵ = ۰/۱۳۲۰ اما g(۲/۳۳۸) = ۰/۰۰۰۰ و x̄ = ۲/۳۳۸ داریم ۳D دقت با پس

بگیرید. نظر در را زیر جدول و است وارون پذیر xiها شامل بازه ای در y = f(x) تابع کنید فرض که است آن دوم ایده  اما

yi y۰ y۱ · · · yn

xi x۰ x۱ · · · xn



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۲۴

تفاضلات یا لاگرانژ درون یابی روش های از یکی با که باشد جدول در صادق درون یاب چندجمله ای x = q(y) اگر

وارون تابع از تقریبی عنوان به را x = q(y) یعنی .x̄ ≃ q(f(x̄)) داریم آن گاه باشد آمده دست به نیوتن تقسیم شده 

می پذیریم. y = f(x)

فقط تابع آن از که تابعی ریشه  از تقریبی است. ریشه یابی در وارون، درون یابی از جالب کاربرد یک ۳۰ . ۳ مثال
بیابید. است دسترس در f(۰) = −۱, f(۰/۵) = −۰/۳۷۷۶, f(۱) = ۰/۴۵۹۷, f(۱/۵) = ۱/۴۲۹۳ اطلاعات

کنید. آزمایش را خود جواب سپس

ساخته زیر صورت به را تقسیم شده تفاضلات جدول ابتدا

fi xi اول مرتبه دوم مرتبه سوم مرتبه

−۱ ۰
۰/۵−۰

−۰/۳۷۷۶−(−۱) = ۰/۸۰۳۳

−۰/۳۷۷۶ ۰/۵ −۰/۱۴۱۲
۱−۰/۵

۰/۴۵۹۷−(−۰/۳۷۷۶) = ۰/۵۹۷۲ ۰/۰۳۹۶

۰/۴۵۹۷ ۱ −۰/۰۴۵۱
۱/۵−۱

۱/۴۲۹۳−۰/۴۵۹۷ = ۰/۵۱۵۷

۱/۴۲۹۳ ۱/۵

داریم f(α) = ۰ از و

α ≃ ۰ + ۰/۸۰۳۳(۱)− ۰/۱۴۱۲(۱)(۰/۳۷۷۶) + ۰/۰۳۹۶(۱)(۰/۳۷۷۶)(−۰/۴۵۹۷).

داریم. نیاز زیر جدول به جواب آزمایش برای .α ≃ ۰/۷۴۳۱ پس

xi fi ∆fi ∆۲fi ∆۳fi

۰ −۱

۰/۶۲۲۴

۰/۵ −۰/۳۷۷۶ ۰/۲۱۴۹

۰/۸۳۷۳ −۰/۰۸۲۶
۱ ۰/۴۵۹۷ ۰/۱۳۲۳

۰/۹۶۹۶

۱/۵ ۱/۴۲۹۳

نوشت می توان نتیجه۳ . ۹ . ۱ کمک به

p(x) = f۰ + θ∆f۰ +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲f۰ +
θ(θ − ۱)(θ − ۲)

۳! ∆۳f۰.
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نتیجه در و θ = x−x۰
h =

۰/۷۴۳۱−۰
۰/۵ = ۱/۴۸۶۲ داریم x۰ = ۰ انتخاب با آن در که

p(۰/۷۴۳۱) = −۱ + ۰/۶۲۲۴(۱/۴۸۶۲) + ۰/۲۱۴۹
۲ (۱/۴۸۶۲)(۰/۴۸۶۲)+

−۰/۰۸۲۶
۶ (۱/۴۸۶۲)(۰/۴۸۶۲)(−۰/۵۱۳۸),

△ است. α از تقریبی ۰/۷۴۳۱ که است آن بیانگر که p(۰/۷۴۳۱) ≃ ۰/۰۰۷۸ بنابراین و



۴ فصل

تقریب نظریه

الگوریتم های توسعه در ویژه به عددی آنالیز سنگ بنای و ریاضیات اساسی موضوعات از یکی چندمتغیره یا یک توابع تقریب

منجر زمینه این در اخیر سال های در شگرفی پیشرفت های به حال به تا نوزده قرن از ریاضیدانان زیاد توجه است. عددی

فضای (مانند نامتناهی البعد فضای یک در تابع یک می خواهیم که است آن تقریب نظریه در مهم بحث یک است. شده

تقریب فضای به متناهی البعد فضای بزنیم. تقریب (Pn (مانند متناهی البعد فضای یک از ساده تر تابع یک با را (C[۰,۱]

باشد داشته ویژگی چند باید عددی آنالیز دیدگاه از و است معروف

باشیم)، داشته (همگرایی شود بهتر تقریب فضا بعد افزایش با •

شود)، انجام سادگی به آنها از مشتق گیری و (انتگرال گیری باشند ساده باید فضا عناصر •

باشد. داشته توسعه ای قابل مفاهیم عملی هم نظری هم •

است دقیق معلوم داده های در فقط ونیاب در تابع ولی کرد استفاده تابع یک از تقریبی عنوان به می توان درون یاب تابع از

تولید انتظار از دور جوابی حتی و ندهد ارائه نقاط سایر در خوبی تقریب است ممکن و کردن) گرد خطای از نظر (صرف

به را تابع یک تقریب۱ بهترین باشیم، ونیابی در شرایط ارضای دنبال به که آن جای به داریم قصد فصل، این در کند.

داخلی ضرب فضای ابتدا بنابراین است، وابسته تقریب فضای به تقریب بهترین که دید خواهیم ادامه در آوریم. دست

بشناسیم. بهتر را

داخلی ضرب فضای ۱ . ۴

همگرا فضا از عضوی به فضا آن در کوشی دنباله هر هرگاه نامند کامل را (برداری) خطی فضای یک ۱ . ۴ تعریف
نامند. باناخ۲ فضای را کامل نرم دار خطی فضای یک باشد.

است. باناخ فضای یک ∥x∥∞ = maxt∈[a,b] |x(t)| ماکزیمم نرم با C[a, b] فضای دهید نشان ۱ . ۴ تمرین

Best approximation۱

Banach space۲

۱۲۶



۱۲۷ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

نیست. کامل ∥x∥۲ =
(∫ b

a
x۲(t)dt

)۱/۲
دو نرم با C[a, b] فضای دهید نشان ۲ . ۴ تمرین

موجود
∫ b
a
|x(t)|p dt که توابعی فضای از است عبارت Lp[a, b] برداری فضای ۱ ≤ p < ∞ برای ۲ . ۴ تعریف

است زیر نرم با نرم دار فضای یک فضا این اصل در باشد. (متناهی)

∥x∥p =

(∫ b

a

|x(t)|p dt

)۱/p

.

است باناخ فضای یک ،۱ ≤ p < ∞ برای Lp[a, b] فضای می شود ثابت (تابعی) حقیقی آنالیز مراجع در ۱ . ۴ تذکر
نیست). کامل فضا باشد ریمان مفهوم به انتگرال (اگر باشد لبگ مفهوم به داده شده انتگرال که آن شرط به

نیست. کامل ،۱ ≤ p <∞ برای Lp[a, b] فضای نرم با C[a, b] فضای ۲ . ۴ تذکر

بستگی نیز می شود) مجهز آن به فضا که (نرمی فضا توپولوژی به بلکه فضا به تنها نه فضا بودن کامل ۳ . ۴ تذکر
دارد.

ضرب یک را ip(·, ·) : X × X → R تابع باشد. حقیقی (برداری) خطی فضای یک X کنید فرض ۳ . ۴ تعریف
هرگاه نامند X روی داخلی۳

،∀x ∈ X : ip(x, x) ≥ ۰, ip(x, x) = ۰ ⇐⇒ x = ۰ •

،∀x, y ∈ X : ip(x, y) = ip(y, x) •

،∀x, y ∈ X, ∀α ∈ R : ip(αx, y) = α ip(x, y) •

.∀x, y, z ∈ X : ip(x+ y, z) = ip(x, z) + ip(y, z) •

می کنیم. استفاده (·, ·) نماد از ip(·, ·) جای به نوشتار سادگی منظور به

یک و (IPS) داخلی۴ ضرب فضای به باشد شده مجهز داخلی ضرب یک با که برداری فضای یک ۴ . ۴ تعریف
است. معروف هیلبرت۵ فضای به کامل داخلی ضرب فضای

△ است. هیلبرت فضای یک اصل در و IPS یک (x, y) =∑n
i=۱ xiyi داخلی ضرب با Rn ۱ . ۴ مثال

△ است. هیلبرت فضای یک اصل در و IPS یک (x, y) =
∫ b
a
x(t)y(t)dt داخلی ضرب با L۲[a, b] فضای ۲ . ۴ مثال

Inner product۳

Inner product space۴

Hilbert space۵
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مطلب این عکس ولی است فضا روی نرم یک بیانگر ∥x∥ =
√
(x, x) زیرا هست نیز NLS یک IPS هر ۴ . ۴ تذکر

نیست. درست

است برقرار IPS هر در کوشی-شوارتز۶ نابرابری به معروف زیر نابرابری ۱ . ۴ قضیه

|(x, y)| ≤
√
(x, x)(y, y) = ∥x∥ ∥y∥ .

□ تمرین.  عنوان به برهان.

می شود تعریف زیر صورت به (بردار) عنصر دو بین زاویه IPS یک در ۵ . ۴ تعریف

cos θ =
(x, y)

∥x∥ ∥y∥
.

زیرفضای بر x بردار .(x, y) = ۰ هرگاه (θ = π
۲ هندسی مفهوم (به می شوند نامیده متعامد IPS یک در x, y بردار دو

هرگاه است عمود Φ

(x, ϕ) = ۰, ∀ϕ ∈ Φ.

است. معروف x روی y متعامد تصویر به Px(y) = (x,y)
(x,x)x بردار

است معروف IPS در متوازی الاضلاع قانون به زیر برابری ۲ . ۴ قضیه

∥x+ y∥۲
+ ∥x− y∥۲

= ۲ ∥x∥۲
+ ۲ ∥y∥۲

, ∀x, y ∈ X.

□ تمرین.  عنوان به برهان.

می کنیم. استفاده نه، یا است IPS یک NLS یک آیا اینکه تشخیص برای متوازی الاضلاع قانون از ۵ . ۴ تذکر

آنگاه ∥x∥ = ∥y∥ اگر علاوه به هستند. خطی وابسته x, y آنگاه ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ اگر IPS یک در ۳ . ۴ قضیه
.x = y

□ تمرین.  عنوان به برهان.

در x تقریب بهترین را ϕ ∈ Φ بردار x ∈ X برای باشد. آن از زیرفضایی Φ و NLS یک X کنید فرض ۶ . ۴ تعریف
هرگاه نامند Φ

∥x− ϕ∥ ≤ ∥x− ψ∥ , ∀ψ ∈ Φ.

ضرایب می خواهیم نتیجه در و Φ = Span{ϕ۱, . . . , ϕn} داریم و است متناهی البعد زیرفضای یک Φ مواقع بیشتر

باشد. کمینه ∥x− ϕ∥ = ∥x−
∑n
i=۱ aiϕi∥ که بیابیم گونه ای به را a۱, . . . , an

Caucy-Schwarz۶
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دارد. بستگی فضا) (توپولوژی فضا نرم به هم Φ تقریب فضای به هم تقریب بهترین ۶ . ۴ تذکر

است. یکتا و دارد وجود IPS در تقریب بهترین ۴ . ۴ قضیه

داریم d(a۱, . . . , an) := ∥x−
∑n
i=۱ aiϕi∥ تعریف با برهان.

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥x−

n∑
i=۱

aiϕi

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥x−

n∑
i=۱

biϕi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=۱

(ai − bi)ϕi

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=۱

|ai − bi| ∥ϕi∥ .

نیز h(a۱, . . . , an) := ∥
∑n
i=۱ aiϕi∥ تابع مشابه طور به است. پیوسته a۱, . . . , an ضرایب از تابعی عنوان به d یعنی

اختیار S روی را (m) خود مینیمم h نتیجه در و است کراندار و بسته S : a۲
۱ + · · ·+ a۲

n = ۱ واحد گوی است. پیوسته

(a۱, . . . , an) اگر حال می رسیم. تناقض به ϕiها بودن خطی مستقل با صورت این غیر در چه m > ۰ وضوح به می کند.

داریم a۲
۱ + · · ·+ a۲

n = r۲ یعنی باشد r شعاع و مبداء مرکز به گوی یک روی

h =

∥∥∥∥∥
n∑
i=۱

aiϕi

∥∥∥∥∥ = r

∥∥∥∥∥
n∑
i=۱

ai
r
ϕi

∥∥∥∥∥ ≥ mr.

داشت خواهیم (r > ۲∥x∥
m ) بزرگ کافی اندازه به r انتخاب با حال

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=۱

aiϕi

∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥
n∑
i=۱

aiϕi

∥∥∥∥∥− ∥x∥ ≥ mr − ∥x∥ > ∥x∥ ≥ t,

کراندار و بسته B زیرا دارد وجود t وضوح به .B = {z ∈ Φ/ ∥z∥ ≤ r} که طوری به t = miny∈B ∥x− y∥ آن در که

شد. ثابت تقریب بهترین وجود بنابراین است.

نیست برقرار
∥∥∥x− ψ۱+ψ۲

۲

∥∥∥ < ϵ وضوح به .ϵ = ∥x− ψ۱∥ = ∥x− ψ۲∥ و باشند x تقریب بهترین ψ۲ و ψ۱ کنید فرض

داریم آنجا از و ϵ ≤
∥∥∥x− ψ۱+ψ۲

۲

∥∥∥ داریم پس است. تناقض در ψ۲ و ψ۱ بودن تقریب بهترین با زیرا

۲ϵ ≤ ∥۲x− ψ۱ − ψ۲∥ ≤ ∥x− ψ۱∥+ ∥x− ψ۲∥ = ۲ϵ.

x − ψ۱ = x − ψ۲ داشت خواهیم ۳ . ۴ قضیه بنابر و ∥x− ψ۱ + x− ψ۲∥ = ∥x− ψ۱∥ + ∥x− ψ۲∥ داریم نتیجه در

□ است.  یکتا تقریب بهترین پس .ψ۱ = ψ۲ یعنی

Φ بر x − ϕ اگر فقط و اگر است x ∈ X تقریب بهترین ϕ ∈ Φ دهید نشان ،X داخلی ضرب فضای در ۳ . ۴ تمرین
باشد. عمود

می آید دست به نرمال معادلات دستگاه به معروف زیر دستگاه حل از تقریب بهترین ضرایب ۵ . ۴ قضیه

(ϕ۱, ϕ۱)a۱ + · · · + (ϕ۱, ϕn)an = (x, ϕ۱),
... ... ...

(ϕn, ϕ۱)a۱ + · · · + (ϕn, ϕn)an = (x, ϕn).
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بنابراین و دارد را صفر جواب فقط نظیر همگن دستگاه پس است، صفر بردار همان x = ۰ تقریب بهترین چون برهان.

از مشتق گیری با حال دارد. یکتا جواب x ̸= ۰ برای دستگاه نتیجه در و است صفر مخالف ضرایب ماتریس دترمینان

مشتق پذیر و پیوسته −x∥∥∥∥∥تابع
n∑
i=۱

aiϕi

∥∥∥∥∥
۲

=

(
x−

n∑
i=۱

aiϕi, x−
n∑
k=۱

akϕk

)
,

باشیم داشته باید
∂

∂aj
(x, x)− ۲ ∂

∂aj

n∑
i=۱

ai(x, ϕi) +
∂

∂aj

n∑
i=۱

n∑
k=۱

aiak(ϕi, ϕk) = ۰,

می دهد نتیجه که
n∑
i=۱

(ϕi, ϕj)ai = (x, ϕj), j = ۱, . . . , n.

□ تمرین.  عنوان به ماکزیمم کننده یک نه است آمده دست به مینیمم کننده یک که مطلب این بررسی

دستگاه حل در ،ϕi(t) = ti−۱ انتخاب و (x, y) =
∫ ۱

۰ x(t)y(t)dt داخلی ضرب با L۲[۰,۱] فضای در ۳ . ۴ مثال
△ .(ϕi, ϕj) = ۱/(i+ j − ۱) زیرا می شویم مواجه هیلبرت بدحالت ماتریس با نرمال معادلات

.(ϕi, ϕj) = ۰ باشیم داشته i ̸= j برای هرگاه می شوند نامیده متعامد۷ IPS یک در ϕ۱, . . . , ϕn بردارهای ۷ . ۴ تعریف
می شوند. نامیده متعامدیکه۸ بردارها این ،(ϕi, ϕi) = ۱ اگر علاوه به

است. شده بیان متعامدیکه بردارهای از نمونه چند زیر در ۴ . ۴ مثال

درایه که است صفر بردار همان e(k) آن در که ،Rn متعارف داخلی ضرب همان با e(۱), . . . , e(n) ∈ Rn بردارهای •
است، شده داده قرار یک آن ام k

متعارف داخلی ضرب همان با ۱√
۲π ,

۱√
π
cos t, ۱√

π
sin t, . . . , ۱√

π
cosnt, ۱√

π
sinnt ∈ L۲[۰,۲π] بردارهای •

،L۲[۰,۲π]

که ،(x, y) =
∫ ۱
−۱ x(t)y(t)/

√
۱ − t۲dt داخلی ضرب با ۱√

π
,
√

۲
πT۱(t), . . . ,

√
۲
πTn(t) ∈ C[−۱,۱] بردارهای •

است. چبیشف k درجه چندجمله ای Tk(t) = cos(k cos−۱ t) آن در

△

هستند. نیز خطی مستقل متعامد، بردارهای ۶ . ۴ قضیه

□ است.  بررسی قابل سادگی به تعریف کمک به برهان.

متعامدسازی فرایند ورودی بردارهای عنوان به را خطی مستقل بردارهای می توان ولی نیست برقرار قضیه این عکس

می شود. بیان بعد قضیه در فرایند این ساخت. یکه متعامد بردارهای و گرفت نظر در گرام-اشمیت۹

Orthogonal۷

Orthonormal۸

Gram-Schmidt orthogonalization۹
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مستقل آن از متناهی زیرمجموعه (هر باشند خطی مستقل IPS یک در x۱, x۲, . . . بردارهای کنید فرض ۷ . ۴ قضیه
متعامدیکه k = ۱,۲, . . . برای x∗k =

∑k
j=۱ akjxj که آورد دست به گونه ای به می توان را akj ضرایب باشد). خطی

داریم واقع در باشند.

y۱ = x۱, x∗۱ = y۱/ ∥y۱∥ ,

y۲ = x۲ − (x۲, x∗۱)x
∗
۱, x∗۲ = y۲/ ∥y۲∥ , . . .

yn = xn −
n−۱∑
j=۱

(xn, x
∗
j )x

∗
j , x∗n = yn/ ∥yn∥ .

از خطی ترکیب یک نتیجه در و yn = ۰ پس ∥yn∥ = ۰ اگر است. x۱, . . . , xn خطی ترکیب x∗n وضوح به برهان.

شکست فرایند پس است. x۱, . . . , xn بودن خطی مستقل با متناقض که می شود صفر ناصفر، ضرایب با x۱, . . . , xn

داریم باشند. متعامدیکه x∗۱, . . . , x∗n−۱ کنید فرض حال نمی خورد.

(yn, x
∗
k) = (xn, x

∗
k)−

n−۱∑
j=۱

(xn, x
∗
j )(x

∗
j , x

∗
k) = (xn, x

∗
k)− (xn, x

∗
k) = ۰, k = ۱, . . . , n− ۱,

□ هستند.  متعامدیکه x∗۱, . . . , x∗n بنابراین ∥x∗n∥ = ۱ چون و

گرام-اشمیت فرایند هندسی تعبیر :۱ . ۴ شکل

(بررسی است ناپایدار فرایند باشند داشته ضعیفی خطی استقلال گرام-اشمیت فرایند ورودی بردارهای اگر ۷ . ۴ تذکر
متعامدسازی از استفاده حالت، این در ممکن راه کار یک می یابد). انتشار خطا و می افتد اتفاق کوچک عدد به تقسیم کنید

دارد. همراه به برابری دو محاسباتی هزینه که است مجدد

داریم x ∈ X هر برای آنگاه باشد X داخلی ضرب فضای برای متعامدیکه پایه یک x∗۱, . . . , x∗n اگر ۸ . ۴ قضیه
.x =

∑n
k=۱(x, x

∗
k)x

∗
k

نتیجه در و x =
∑n
k=۱ αkx

∗
k داریم x ∈ X هر برای وضوح به است X فضای برای پایه یک x∗۱, . . . , x∗n چون برهان.

□  .(x, x∗j ) =
∑n
k=۱ αk(x

∗
k, x

∗
j ) = αj

باشد. X داخلی ضرب فضای در متعامدیکه بردارهای از نامتناهی دنباله یک x∗۱, x∗۲, . . . کنید فرض ۸ . ۴ تعریف
فوریه سری Pnx =

∑n
j=۱(x, x

∗
j )x

∗
j و است معروف X در x فوریه سری به ∑∞

j=۱ Px∗
j
(x) =

∑∞
j=۱(x, x

∗
j )x

∗
j
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Span{x∗۱, . . . , x∗n} روی x متعامد تصویر همان x بریده شده فوریه سری واقع در می شود. نامیده x (قطع شده) بریده شده

است.

تمام ازای به و x ∈ X هر ازای به آنگاه باشند متعامدیکه X داخلی ضرب فضای در x∗۱, . . . , x∗n اگر ۹ . ۴ قضیه
داریم αkها −x∥∥∥∥∥انتخاب های

n∑
k=۱

(x, x∗k)x
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

≤

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=۱

αkx
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

.

نوشت می توان تعریف بنابر برهان.

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=۱

αkx
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

=

(
x−

n∑
k=۱

αkx
∗
k, x−

n∑
k=۱

αkx
∗
k

)
= (x, x)− ۲

n∑
k=۱

αk(x, x
∗
k) +

n∑
k=۱

α۲
k ,

داریم آنجا از −x∥∥∥∥∥و
n∑
k=۱

αkx
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

= (x, x)−
n∑
k=۱

(x, x∗k)
۲ +

n∑
k=۱

(αk − (x, x∗k))
۲.

□  .αk = (x, x∗k) که می شود کمینه زمانی عبارت این هستند، αk از مستقل اول جمله دو چون

از عبارتند بریده شده فوریه سری ویژگی های از برخی ۱۰ . ۴ قضیه
.P۲
n = Pn یعنی است تصویر عملگر یک Pn آ-

است. عمود Span{x∗۱, . . . , x∗n} بر x− Pnx ب-

است. Span{x∗۱, . . . , x∗n} در x تقریب بهترین Pnx پ-

.(Pnx, y) = (x, Pny) یعنی است خودالحاق۱۰ Pn ت-

□ تمرین.  عنوان به برهان.

داریم ۹ . ۴ قضیه اثبات بنابر ۸ . ۴ تذکر

۰ ≤

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=۱

(x, x∗k)x
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

= (x, x)−
n∑
k=۱

(x, x∗k)
۲,

می شود نتیجه بسل نابرابری آنجا از و
n∑
k=۱

(x, x∗k)
۲ ≤ ∥x∥۲

.

نمی توان اوصاف این با ولی .limn→∞(x, x∗n) = ۰ بنابراین و ∑∞
k=۱(x, x

∗
k)

۲ < ∞ می گیریم نتیجه نابرابری این از

شود. همگرا x به x بریده شده فوریه سری که گرفت نتیجه

متعامدیکه (x, y) =
∫ π
−π x(t)y(t)dt داخلی ضرب با [−π, π] روی ،k = ۱,۲, . . . برای ۱√

π
sin kt توابع ۵ . ۴ مثال

△ شود. همگرا x به ندارد امکان و است فرد توابع از خطی ترکیب یک ،x زوج تابع بریده شده فوریه سری هستند.

Self-adjoint۱۰



۱۳۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

آنگاه باشند متعامدیکه X داخلی ضرب فضای در x∗۱, . . . , x∗n اگر تعمیم یافته) (فیثاغورث ۱۱ . ۴ قضیه

∥∥∥∥∥
n∑
k=۱

akx
∗
k

∥∥∥∥∥
۲

=
n∑
k=۱

a۲
k ∥x∗k∥

۲
.

□ تمرین.  عنوان به برهان.

یک با را x ∈ X هر بتوان هرگاه می شود نامیده (کامل۱۲) بسته۱۱ X ،NLS در x۱, x۲, . . . بردارهای ۹ . ۴ تعریف
عدد ϵ > ۰ هر و x ∈ X هر برای دیگر عبارت به زد. تقریب x به نزدیک دلخواه به xkها از متناهی خطی ترکیب

که باشند داشته وجود چنان α۱, . . . , αn ضرایب و n صحیح

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=۱

αkxk

∥∥∥∥∥ ≤ ϵ.

باشد) خطی مستقل آنها از متناهی زیرمجموعه (هر باشند خطی مستقل و بسته X ،NLS در که x۱, x۲, . . . بردارهای

دارای که فضایی داد. نمایش x =
∑∞
k=۱ αkxk صورت به می توان را x ∈ X هر و می دهند تشکیل X برای پایه یک

وایرشتراس تقریب قضیه بنابر C[a, b] مانند فضایی است. معروف جدایی پذیر۱۳ فضای به باشد شمارا یا متناهی پایه

برخوردارند. بالایی اهمیت از عددی آنالیز در جدایی پذیر فضاهای است. جدایی پذیر فضای یک

آنگاه باشند، X داخلی ضرب فضای برای پایه یک x∗۱, x∗۲, . . . متعامدیکه  بردارهای اگر ۱۲ . ۴ قضیه
.limn→∞ ∥x−

∑n
k=۱(x, x

∗
k)x

∗
k∥ = ۰ داریم x ∈ X هر برای آ-

.∥x∥۲
=
∑∞
k=۱(x, x

∗
k)

۲ یعنی است، برقرار پارسوال۱۴ برابری x ∈ X هر برای ب-

.(x, y) =∑∞
k=۱(x, x

∗
k)(y, x

∗
k) یعنی است، برقرار گسترش یافته۱۵ پارسوال برابری x, y ∈ X هر برای پ-

است. صفر بردار باشد عمود x∗kها تمام بر که برداری تنها ت-

.x = y آنگاه (x, x∗k) = (y, x∗k) باشیم داشته k هر برای اگر ث-

□ کنید.  مراجعه [۸] مرجع 192 صفحه به برهان.

تشکیل پیوسته توابع فضای برای پایه یک و هستند کامل متناهی بازه هر روی متعامد چندجمله ای های ۹ . ۴ تذکر
فضای برای پایه یک و هستند کامل باز) سر (یک ۲π طول به بازه هر روی ۱, cos t, sin t, . . . مثلثاتی توابع می دهند.

می دهند. تشکیل پیوسته توابع

استفاده فضا نرم ویژگی از فقط ۴ . ۴ قضیه اول قسمت در زیرا است موجود NLS فضای در تقریب بهترین ۱۰ . ۴ تذکر
اکید۱۶ فضا نرم است کافی NLS فضای در تقریب بهترین یکتایی برای قضیه، همان دوم قسمت به توجه با و است شده

برای Lp[a, b] فضای نرم می شود ثابت .x = y بگیریم نتیجه ∥x∥ = ∥y∥ و ∥x+ y∥ = ∥x∥ + ∥y∥ از یعنی باشد

است. یکتا و موجود فضاها این در تقریب بهترین بنابراین و است اکید ۱ < p <∞

Closed۱۱

Complete۱۲

Seprable space۱۳

Parseval identity۱۴

Extended Parseval identity۱۵

Strict۱۶
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تقریب به تقریبی چنین بپردازیم. ماکزیمم) (نرم بینهایت نرم به نسبت تقریب بهترین بررسی به داریم قصد ادامه در

که بیابیم گونه ای به را p∗n چندجمله ای ضرایب می خواهیم زیرا است معروف چبیشف تقریب یا اقل اکثر۱۷

∥x− p∗n∥∞ = max
t

|x(t)− p∗n(t)| ,

باشد. کمینه

که دارد وجود چنان p∗n ∈ Pn چندجمله ای یک ،n ثابت طبیعی عدد و x ∈ C[a, b] تابع هر برای ۱۳ . ۴ قضیه

∥x− p∗n∥∞ ≤ ∥x− pn∥∞ , ∀pn ∈ Pn.

□ کنید.  مراجعه [۸] مرجع 143 صفحه به برهان.

می شود. استفاده زیر قضیه از عمل در و نیست سازنده قضیه این اثبات

تابع برای n درجه از اقل اکثر تقریب بهترین چندجمله ای p∗n کنید فرض چبیشف۱۸) (هم نوسانی ۱۴ . ۴ قضیه
دهید قرار و باشد x ∈ C[a, b]

ϵ(t) = x(t)− p∗n(t), Em = max
t∈[a,b]

|ϵ(t)| .

که دارد وجود چنان a ≤ t۱ < t۲ < · · · < tn+۲ ≤ b متمایز نقطه n+ ۲ حداقل

|ϵ(tk)| = Em, k = ۱, . . . , n+ ۱, ϵ(tk) = −ϵ(tk+۱), k = ۱, . . . , n+ ۱.

|ϵ(t)| ≤ Em باشیم داشته t ∈ [a, b] هر برای و باشد داشته وجود اخیر وابط ر در صادق tk نقطه n + ۲ اگر برعکس

است. x تابع اقل اکثر تقریب بهترین p∗n آنگاه

□ کنید.  مراجعه [۸] مرجع 149-152 صفحه به برهان.

بیابید. [a, b] بازه روی را
√
t تابع یک درجه اقل اکثر تقریب بهترین ۶ . ۴ مثال

نقطه یک t۲ =
۱

۴a۲
۱

پس ،dϵ
dt

=
۱

۲
√
t
− a۱ چون .ϵ(t) =

√
t− a۰ − a۱t دهید قرار و p∗۱(t) = a۰ + a۱t کنید فرض

داریم ϵ(t۱) = −ϵ(t۲), ϵ(t۳) = −ϵ(t۲) دستگاه حل از ،t۱ = a, t۳ = b انتخاب با است. بحرانی

a۰ =
۱
۲

(
√
a− a

√
a+

√
b
+

√
a+

√
b

۴

)
, a۱ =

۱
√
a+

√
b
, Em =

√
b− a۰ − a۱b.

△

روش های از عمل در و نیست امکان پذیر سادگی به آمده دست به غیرخطی دستگاه حل بزرگ، برایnهای ۱۱ . ۴ تذکر
کنید. مراجعه [۱۴] مرجع به می شود. استفاده رمز۱۹ الگوریتم مانند تکراری

Min-Max۱۷

Chebyshev equi-oscilation۱۸

Remez۱۹
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داریم باشد. x ∈ C[a, b] تابع اقل اکثر تقریب های بهترین دنباله {p∗n}∞n=۰ کنید فرض ۱۵ . ۴ قضیه

lim
n→∞

p∗n(t) = x(t), ∀t ∈ [a, b].

دارد وجود چنان pn چندجمله ای بزرگ کافی اندازه به n برای و ϵ > ۰ هر برای وایرشتراس، تقریب قضیه بنابر برهان.

است x اقل اکثر تقریب بهترین p∗n چون و ∥x− pn∥∞ ≤ ϵ که

∥x− p∗n∥∞ ≤ ∥x− pn∥∞ ≤ ϵ.

□  

زیر در آنها از نمونه یک که [۲۰] شده بررسی جکسون۲۰ به منسوب قضیه چند در اقل اکثر تقریب بهترین خطای کران

است. شده آورده

x اقل اکثر تقریب بهترین n > k برای p∗n اگر .
∥∥x(k+۱)∥∥

∞ =Mk+۱ و x ∈ Ck+۱[−۱,۱] کنید فرض ۱۶ . ۴ قضیه
آنگاه باشد

∥x− p∗n∥∞ ≤ ۶k+۱ek

nk(n− k)(k + ۱)Mk+۱.

□ کنید.  مراجعه [۲۰] مرجع 23 صفحه به برهان.

متاسفانه است. سریع بسیار بزرگ، n برای همگرایی باشد)، بزرگ k) باشد هموار کافی اندازه به x اگر ۱۲ . ۴ تذکر
باشد هموار کافی اندازه به x اگر است. بدبینانه خیلی داده شده خطای کران (n < ۲۰) کاربردی مسایل از بسیاری در

کرد. استفاده زیر قضیه از می توان

آنگاه ،
∥∥x(n+۱)∥∥

∞ =Mn+۱ و x ∈ Cn+۱[−۱,۱] اگر ۱۷ . ۴ قضیه

∥x− p∗n∥∞ ≤ Mn+۱
۲n(n+ ۱)! .

نقاط این در x درونیاب pn و Tn+۱ چبیشف n + ۱ درجه چندجمله ای ریشه های z۱, . . . , zn+۱ کنید فرض برهان.

داریم بنابراین باشد.

x(t)− pn(t) =
w(t)

(n+ ۱)!x
(n+۱)(ξ),

w(t) =
Tn+۱(t)

۲n که داد نشان می توان سادگی به .w(t) = (t− z۱) · · · (t− zn+۱) و [−۱,۱] در نقطه ای ξ آن در که

□ می شود.  ثابت حکم |Tn+۱(t)| ≤ ۱ چون و

از عبارتند چبیشف چندجمله ای های ویژگی های از برخی ۱۸ . ۴ قضیه
می کنند صدق زیر بازگشتی رابطه در چبیشف چندجمله ای های آ-

T۰(t) = ۱, T۱(t) = t, Tn+۱(t) = ۲tTn(t)− Tn−۱(t), n = ۱,۲, . . . .

Jackson۲۰
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است. ۲n−۱tn پیشرو جمله با n درجه چندجمله ای یک Tn ب-

است. فرد تابعی فرد n برای و زوج تابعی زوج n برای Tn پ-

بازه در و متمایز حقیقی، وضوح به که tj = cos (۲j−۱)π
۲n , j = ۱, . . . , n از عبارتند Tn ریشه های n ≥ ۱ برای ت-

دارند. قرار (−۱,۱)

.∀n ≥ ۰, ∀t ∈ [−۱,۱], |Tn(t)| ≤ ۱ ث-

داریم tk = cos kπn , k = ۰, . . . , n نقطه n+ ۱ در n ≥ ۱ برای ج-

Tn(tk) = −Tn(tk+۱), |Tn(tk)| = ۱.

□ می رسیم.  نتیجه به سادگی به مثلثاتی وابط ر و θ = cos−۱ t متغیر تغییر کمک به برهان.

گسسته مربعات کم ترین تقریب ۲ . ۴

جدولی داده های فقط x تابع از کنید فرض

ti t۱ · · · tm

xi x۱ · · · xm

تابع برای مناسبی تقریب که بیابیم چنان را pn(t) = ant
n + · · · + a۱t + a۰ چندجمله ای بخواهیم و باشد دسترس در

تابع است کافی a۰, . . . , an ضرایب تعیین برای باشد. x نامعلوم

E۲(a۰, . . . , an) = ∥x− pn∥۲
۲ =

m∑
k=۱

(xk − pn(tk))
۲

باید i = ۰,۱, . . . , n برای آن حل برای و است معروف گسسته مربعات۲۱ کم ترین مسئله  به مسئله این کرد. کمینه را

نتیجه در و ∂E۲
∂ai

= ۰ باشیم داشته

۰ =
∂E۲
∂ai

=
∂

∂ai

m∑
k=۱

xk − n∑
j=۰

ajt
j
k

۲

=
m∑
k=۱

∂

∂ai

xk − n∑
j=۰

ajt
j
k

۲

یا و

۰ = −۲
m∑
k=۱

tik

xk − n∑
j=۰

ajt
j
k


آنجا از و

n∑
j=۰

(
m∑
k=۱

ti+jk

)
aj =

m∑
k=۱

xkt
i
k, i = ۰,۱, . . . , n.

دست به a۰, . . . , an ضرایب آن حل از و است معروف نرمال معادلات دستگاه به (n + ۱) × (n + ۱) دستگاه این

دادن قرار با می آیند.

Least squares۲۱



۱۳۷ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

α = [ai](n+۱)×۱

β = [βi](n+۱)×۱, βi =
m∑
k=۱

xkt
i
k, i = ۰,۱, . . . , n

S = [sij ](n+۱)×(n+۱), sij =
m∑
k=۱

ti+jk , i, j = ۰,۱, . . . , n

نمود بیان نیز زیر گسترده  شکل به یا و Sα = β فشرده صورت به را نرمال معادلات دستگاه می توان



s۰۰ s۰۱ · · · s۰n

s۱۰ s۱۱ · · · s۱n
... ... · · ·

...

sn۰ sn۱ · · · snn


.



a۰

a۱
...

an


=



β۰

β۱
...

βn


.

بسازید. زیر جدولی داده های مناسب (سهمی) دو درجه چندجمله ای یک ۷ . ۴ مثال

ti ۰ ۰/۲۵ ۰/۵۰ ۰/۷۵ ۱/۰۰

xi ۱/۰۰۰۰ ۱/۲۸۴۰ ۱/۶۴۸۷ ۲/۱۱۷۰ ۲/۷۱۸۳

است زیر صورت به نرمال معادلات دستگاه و n = ۲ و m = ۵ اینجا در

۵a۰ + ۲/۵a۱ + ۱/۸۷۵a۲ = ۸/۷۶۸۰

۲/۵a۰ + ۱/۸۷۵a۱ + ۱/۵۶۲۵a۲ = ۵/۴۵۱۴

۱/۸۷۵a۰ + ۱/۵۶۲۵a۱ + ۱/۳۸۲۸a۲ = ۴/۴۰۱۵

پس .a۲ = ۰/۸۴۳۱۶ و a۱ = ۰/۸۶۴۶۸ ،a۰ = ۱/۰۰۵۱ داریم آن حل از و

p۲(t) = ۰/۸۴۳۱۶t۲ + ۰/۸۶۴۶۸t+ ۱/۰۰۵۱

بنابراین و
ti ۰ ۰/۲۵ ۰/۵۰ ۰/۷۵ ۱/۰۰

xi ۱/۰۰۰۰ ۱/۲۸۴۰ ۱/۶۴۸۷ ۲/۱۱۷۰ ۲/۷۱۸۳

p۲(ti) ۱/۰۰۵۱ ۱/۲۷۴۰ ۱/۶۴۸۲ ۲/۱۲۷۹ ۲/۷۱۲۹

xi − p۲(ti) −۰/۰۰۵۱ ۰/۰۱۰۰ ۰/۰۰۰۴ −۰/۰۱۰۹ ۰/۰۰۵۴

هم چنین

E۲ =
۵∑
k=۱

(xk − p۲(tk))
۲ = ۲/۷۴ × ۱۰−۴.

△



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۳۸

△ شود. بررسی dls.nb برنامه  ۸ . ۴ مثال

دستگاه یک با که است واضح شود دنبال مطرح شده راه کار اگر غیرخطی، مربعات کمترین تقریب در ۱۳ . ۴ تذکر
زیر موارد مانند مواقع بعضی می شویم. مواجه غیرخطی

x = at۳ + b, x = at۳ + bt۲, x = aebt, x =
a

bt+ c
, x =

at۲

bt۲ + c
, x = a cos t+ b,

تبدیل خطی مربعات کمترین مسئله به را غیرخطی مربعات کمترین تقریب مسئله می توان مناسب متغیرهای تغییر با

متغیر تغییر با باشد، (ti, xi) داده های مناسب x = at۳ + bt صورت به تابع یک یافتن هدف اگر نمونه عنوان به کرد.

باشد. (t۲i , xi

ti
) داده های مناسب X = aT + b خط که طوری باشیم a, b ضرایب یافتن دنبال به باید ،X = x

t , T = t۲

پیوسته مربعات کم ترین تقریب ۳ . ۴

چنان را pn(t) = ant
n+ · · ·+a۱t+a۰ چندجمله ای باشیم داشته قصد و باشد دسترس در x ∈ C[a, b] تابع کنید فرض

که بیابیم

E۲(a۰, . . . , an) =
∫ b

a

(x(t)− pn(t))
۲dt

برای باید a۰, . . . , an ضرایب تعیین برای و است معروف پیوسته مربعات کم ترین مسئله  به مسئله این شود. کمینه

نتیجه در و ∂E۲
∂ai

= ۰ باشیم داشته i = ۰,۱, . . . , n

۰ =
∂E۲
∂ai

=
∂

∂ai

∫ b

a

x(t)− n∑
j=۰

ajt
j

۲

dt =

∫ b

a

∂

∂ai

x(t)− n∑
j=۰

ajt
j

۲

dt

یا و

۰ = −۲
∫ b

a

ti

x(t)− n∑
j=۰

ajt
j

 dt

آنجا از و
n∑
j=۰

(∫ b

a

ti+jdt

)
aj =

∫ b

a

x(t)tidt, i = ۰,۱, . . . , n

دست به a۰, . . . , an ضرایب آن حل از و است معروف نرمال معادلات دستگاه به (n + ۱) × (n + ۱) دستگاه این

دادن قرار با می آیند.

α = [ai](n+۱)×۱

β = [βi](n+۱)×۱, βi =

∫ b

a

x(t)tidt, i = ۰,۱, . . . , n

S = [sij ](n+۱)×(n+۱), sij =
bi+j+۱ − ai+j+۱

i+ j + ۱ , i, j = ۰,۱, . . . , n

نمود بیان نیز زیر گسترده  شکل به یا و Sα = β فشرده صورت به را دستگاه این می توان



۱۳۹ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز



s۰۰ s۰۱ · · · s۰n

s۱۰ s۱۱ · · · s۱n
... ... · · ·

...

sn۰ sn۱ · · · snn





a۰

a۱
...

an


=



β۰

β۱
...

βn


.

مشخص [۰,۱] بازه  روی را x(t) = sinπt تابع (سهمی) دو درجه چندجمله ای مربعات کم ترین تقریب ۹ . ۴ مثال
کنید.

است زیر صورت به نرمال معادلات دستگاه

a۰ + ۱
۲a۱ + ۱

۳a۲ = ۲
π

۱
۲a۰ + ۱

۳a۱ + ۱
۴a۲ = ۱

π

۱
۳a۰ + ۱

۴a۱ + ۱
۵a۲ = π۲−۴

π۳

پس .a۱ = −a۲ = ۷۲۰−۶۰π۲

π۳ ≃ ۴/۱۲۲۵۱ و a۰ = ۱۲π۲−۱۲۰
π۳ ≃ −۰/۰۵۰۴۶۵ داریم آن حل از و

p۲(t) = −۴/۱۲۲۵۱t۲ + ۴/۱۲۲۵۱t− ۰/۰۵۰۴۶۵

نتیجه در و

E۲ =

∫ ۱

۰
(x(t)− p۲(t))

۲dt ≃ ۰/۰۰۰۳.

△

△ شود. بررسی cls.nb برنامه  ۱۰ . ۴ مثال

بدوضع ماتریس H آن در که S = H آن گاه b = ۱ و a = ۰ اگر پیوسته مربعات کم ترین مسئله  حل در ۱۴ . ۴ تذکر
شود). بررسی hilbert.nb (برنامه  است هیلبرت

نشویم. مواجه هیلبرت ماتریس با که کنیم دنبال طوری را پیوسته مربعات کم ترین مسئله  داریم قصد ادامه در

و w(t) ≥ ۰ باشیم داشته I در t هر ازای به اگر نامند وزنی۲۲ تابع I بازه  روی را w انتگرال پذیر تابع ۱۰ . ۴ تعریف
است. وزنی تابع (−۱,۱) بازه  بر w(t) = ۱√

۱−t۲
مثال عنوان به نباشد. صفر متحد w(t) ،I از زیربازه هر در

وزنی تابع یک w و توابع از خطی مستقل مجموعه یک معرف {ϕ۰(t), ϕ۱(t), . . . , ϕn(t)} کنید فرض ۱۱ . ۴ تعریف
یافتن مسئله .x ∈ C[a, b] هم چنین و باشد [a, b] بازه  بر

p(t) =

n∑
j=۰

ajϕj(t) (۱ . ۴)

Weight function۲۲



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۴۰

تابع که گونه ای به

Ew(a۰, . . . , an) =
∫ b

a

w(t)(x(t)− p(t))۲dt

مسئله  از خاصی حالت پیوسته مربعات کم ترین مسئله  است. معروف وزن دار۲۳ مربعات کم ترین مسئله  به شود، کمینه

.ϕj(t) = tj ،j = ۰,۱, . . . , n برای و w(t) = ۱ آن در که است وزن دار مربعات کم ترین

و ∂Ew

∂ai
= ۰ باشیم داشته i = ۰,۱, . . . , n برای باید وزن دار، مربعات کم ترین مسئله در a۰, . . . , an ضرایب تعیین برای

نتیجه در

۰ =
∂Ew
∂ai

=
∂

∂ai

∫ b

a

w(t)

x(t)− n∑
j=۰

ajϕj(t)

۲

dt =

∫ b

a

w(t)
∂

∂ai

x(t)− n∑
j=۰

ajϕj(t)

۲

dt

یا و

۰ = −۲
∫ b

a

w(t)ϕi(t)

x(t)− n∑
j=۰

ajϕj(t)

 dt

آنجا از و

n∑
j=۰

(∫ b

a

w(t)ϕi(t)ϕj(t)dt

)
aj =

∫ b

a

w(t)x(t)ϕi(t)dt, i = ۰,۱, . . . , n. (۲ . ۴)

می شوند نامیده متعامد w وزنی تابع به نسبت [a, b] بازه  بر {ϕ۰(t), ϕ۱(t), . . . , ϕn(t)} توابع مجموعه ۱۲ . ۴ تعریف
∫اگر b

a

w(t)ϕi(t)ϕj(t)dt =

 ۰, i ̸= j,

αi > ۰, i = j,

نامند. متعامدیکه را توابع مجموعه آن گاه ،αi = ۱ باشیم داشته i = ۰,۱, . . . , n ازای به اگر و

هستند، متعامد w(t) = ۱√
۱−t۲

وزنی تابع به نسبت [−۱,۱] بازه  بر چبیشف چندجمله ای های دهید نشان ۴ . ۴ تمرین
یعنی

∫ ۱

−۱

Ti(t)Tj(t)√
۱ − t۲

dt =


۰, i ̸= j,

π
۲ , i = j ̸= ۰,

π, i = j = ۰.

آن گاه باشند متعامد w وزنی تابع به نسبت [a, b] بازه  بر {ϕ۰(t), ϕ۱(t), . . . , ϕn(t)} توابع مجموعه اگر ۱۹ . ۴ قضیه

weighted least squares۲۳



۱۴۱ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

می آیند دست به زیر صورت به (۲ . ۴) در a۰, . . . , an ضرایب

ai =

∫ b
a
w(t)ϕi(t)x(t)dt∫ b

a
w(t)(ϕi(t))۲dt

, i = ۰,۱, . . . , n.

□ است.  واضح ،(۲ . ۴) معادلات دستگاه کمک به و متعامد توابع تعریف به توجه با برهان.

آن در که {ϕ۰(t), ϕ۱(t), . . . , ϕ۲n(t)} توابع مجموعه ۱۳ . ۴ تعریف

ϕ۰(t) =
۱√
۲π

k = ۱,۲, . . . , n ازای به و

ϕ۲k(t) =
۱√
π
cos kt, ϕ۲k−۱(t) =

۱√
π
sin kt

یا مثلثاتی تقریب وزن دار مربعات کم ترین تقریب هستند!؟ متعامدیکه w(t) = ۱ وزنی تابع به نسبت [−π, π) بازه  بر

آن در که است p(t) =∑۲n
j=۰ ajϕj(t) صورت به x ∈ C[−π, π) تابع هر فوریه تقریب

aj =

∫ π

−π
x(t)ϕj(t)dt, j = ۰,۱, . . . ,۲n.

توصیف برای و است معروف [−π, π) بازه  بر x تابع فوریه سری به که می شود تبدیل سری یک به p آن گاه n→ ∞ اگر

است. مفیدی ابزار پاره ای و معمولی دیفرانسیل معادله های جواب

آورید. دست به را [−π, π) بازه  بر x(t) = et تابع فوریه  سری ۱۱ . ۴ مثال
داریم

a۰ =

√
۲
π
sinhπ

و

a۲k =
۲(−۱)k√
π(۱ + k۲)

sinhπ

همچنین

a۲k−۱ =
۲k(−۱)k+۱
√
π(۱ + k۲)

sinhπ

بنابراین

et =
۲ sinhπ

π

(
۱
۲ +

∞∑
k=۱

(−۱)k
۱ + k۲ (cos kt− k sin kt)

)
.

△

△ شود. بررسی fourier.nb برنامه  ۱۲ . ۴ مثال



۵ فصل

بالاتر ابعاد در تقریب و ونیابی در

اگر است. Rd روی تعریف شده m درجه از حداکثر چندجمله ای های فضای Pdm از منظور ۱ . ۵ تعریف
(اندیس چنداندیسه به α .tα = tα۱

۱ × · · · × tαd

d آنگاه α = (α۱, . . . , αd) ∈ Nd۰ و t = (t۱, . . . , td) ∈ Rd

.k هر برای αk < βk هرگاه α < β می نویسیم α, β چنداندیسه برای .|α| = α۱ + · · ·+ αd و است معروف چندگانه)۱

می شود تعریف زیر صورت به α مرتبه جزئی مشتق عملگر همچنین

Dα =
∂|α|

∂tα۱
۱ · · · ∂tαd

d

.

داریم علاوه به و هستند خطی مستقل α ∈ Nd۰ و t ∈ Rd آن در که tα تک جمله ای های ۱ . ۵ قضیه

dimPdm =

 m+ d

d

 .

□ کنید.  مراجعه [۷] مرجع به برهان.

سادگی به d > ۲ برای Rd فضای به تعمیم زیرا می کنیم بررسی R۲ فضای در را تقریب و ونیابی در فصل این ادامه در

خطی مستقل توابع ϕ۱, . . . , ϕn اگر می شود ثابت زیرا است پیچیده تر R در ونیابی در از R۲ در ونیابی در است. امکان پذیر

ونیابی در مسئله نتیجه در و نمی کنند صدق هار شرط در لزوما توابع این آنگاه ،Ω ⊂ Rd که طوری به باشند C(Ω) در

است. تعیین کننده نقاط موقعیت و ندارد یکتا جواب (Rd) R۲ در

چندجمله ای بخواهیم و باشند صفحه در متمایز و دلخواه نقطه سه (s۱, t۱), (s۲, t۲), (s۳, t۳) کنید فرض ۱ . ۵ مثال
باید منظور این برای .p(sk, tk) = xk باشیم داشته k = ۱,۲,۳ برای که بیابیم چنان را p(s, t) = a۰ + a۱s + a۲t

باشیم داشته

a۰ + a۱s۱ + a۲t۱ = x۱

a۰ + a۱s۲ + a۲t۲ = x۲

a۰ + a۱s۳ + a۲t۳ = x۳

Multi-index۱

۱۴۲



۱۴۳ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

یا و
۱ s۱ t۱

۱ s۲ t۲

۱ s۳ t۳



a۰

a۱

a۲

 =


x۱

x۲

x۳

 ,

یک صفر، مسئله است ممکن و دارد بستگی نقاط موقعیت به ضرایب ماتریس دترمینان بودن صفر مخالف وضوح به و
△ باشد. داشته جواب بی شمار یا

تانسوری ضرب ۱ . ۵

بالاتر ابعاد در (تقریب) ونیابی در برای متغیره یک (تقریب) ونیاب در توابع از می توان چگونه می دهیم نشان بخش این در

دکارتی ضرب کرد. تعریف آنها روی را مقدار حقیقی توابع بتوان که باشند دامنه هایی Y و X کنید فرض کرد. استفاده

می شود تعریف زیر صورت به Y و X

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

بگیرید نظر در را زیر (نقاط) گره های مجموعه حال

{x۱, . . . , xn} ⊂ X, {y۱, . . . , ym} ⊂ Y.

از است عبارت گره مجموعه دو این توسط تولیدشده دکارتی شبکه

N = {x۱, . . . , xn} × {y۱, . . . , ym} = {(xi, yj) : i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m}.

نظر در زیر صورت به را Q و P بعدی یک عملگر دو N روی ونیابی) (در تقریب منظور به .#N = nm وضوح به

می گیریم

P =
n∑
i=۱

x∗i ⊗ ϕi, Q =
m∑
j=۱

y∗j ⊗ ψj .

صورت به که شده برده کار به نقطه ای زیاب ار تابعی همچنین و شده استفاده استاندارد تانسوری۲ ضرب یک از اینجا در

نوشت می توان دیگر بیان به می شود. تعریف x∗f = f(x)

Pf =
n∑
i=۱

x∗i (f)ϕi, Qg =
m∑
j=۱

y∗j (g)ψj .

داریم ساده تر بیان به

Pf(x) =
n∑
i=۱

f(xi)ϕi(x), Qg(y) =
m∑
j=۱

g(yj)ψj(y).

دو عملگرهای ساختن برای حال .ψj(yk) = δjk و ϕi(xk) = δik باشیم داشته باید باشند ونیاب در عملگر Q و P اگر

Tensor product۲



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴۰۰-۴۰۱ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۱۴۴

می دهیم توسیع زیر صورت به را قبلی عملگرهای متغیره،

P̄ f(x, y) =
n∑
i=۱

f(xi, y)ϕi(x), Q̄f(x, y) =
m∑
j=۱

f(x, yj)ψj(y).

شده اند. تعریف Q̄ = I ⊗Q و P̄ = P ⊗ I تانسوری ضرب اساس بر ترتیب به Q̄ و P̄ عملگرهای ۱ . ۵ تذکر

X×{y۱, . . . , ym} مجموعه روی را f تابع Q̄ عملگر و {x۱, . . . , xn}×Y مجموعه روی را f تابع P̄ عملگر ۱ . ۵ گزاره
می کند. ونیابی در

داریم y ∈ Y هر و ۱ ≤ k ≤ n برای برهان.

P̄ f(xk, y) =
n∑
i=۱

f(xi, y)ϕi(xk) = f(xk, y).

□  

یعنی باشند لاگرانژ چندجمله ای های ψj و ϕi و X = Y = [۰,۱] کنید فرض ۲ . ۵ مثال

ϕi(x) = Li(x) =

n∏
i̸=k=۱

x− xk
xi − xk

, ψj(y) = Lj(y) =

m∏
j ̸=k=۱

y − yk
yj − yk

.

دقیق تر بیان به است. (x) y از تابعی دیگر بخش و چندجمله ای آن از بخشی یعنی است ترکیبی تابع یک (Q̄f) P̄ f

△ هستند. (x) y به نسبت توابعی آن ضرایب که است (y) x به نسبت چندجمله ای یک (Q̄f) P̄ f

می کند. ونیابی در N روی را f تابع P̄ Q̄ عملگر ۲ . ۵ گزاره

داریم ۱ ≤ l ≤ m برای و ۱ ≤ k ≤ n برای برهان.

P̄ Q̄f(xk, yl) =
n∑
i=۱

Q̄f(xi, yl)ϕi(xk) = Q̄f(xk, yl) =
m∑
j=۱

f(xk, yj)ψj(yl) = f(xk, yl).

□  

یعنی P̄ Q̄ دقیق  تعریف به توجه با

P̄ Q̄f(x, y) =
n∑
i=۱

m∑
j=۱

f(xi, yj)ϕi(x)ψj(y),

.P̄ Q̄ = Q̄P̄ که است واضح

به تعریف شده توابع از خطی مستقل مجموعه های {ψj : j = ۱, . . . ,m} و {ϕi : i = ۱, . . . , n} اگر ۳ . ۵ گزاره
مستقل توابع از مجموعه یک {ϕiψj : i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m} آنگاه باشند، Y و X مجموعه های روی ترتیب

بود. خواهد X × Y مجموعه روی تعریف شده خطی
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داریم x هر برای بنابراین .∑n
i=۱

∑m
j=۱ cijϕiψj = ۰ کنید فرض برهان.

m∑
j=۱

(
n∑
i=۱

cijϕi(x)

)
ψj = ۰,

∑n
i=۱ cijϕi = ۰ باشیم داشته j هر برای اینکه با است معادل که ∑n

i=۱ cijϕi(x) = ۰ داریم x و j هر برای نتیجه در و

□  .cij = ۰ داشت خواهیم i, j هر برای می دهد نتیجه که

فضای آنگاه باشند R توی به Y و X روی ترتیب به تعریف شده توابع از خطی فضاهای Ψ و Φ اگر ۲ . ۵ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به Φ⊗Ψ خطی

Φ⊗Ψ = {ϕψ : ϕ ∈ Φ, ψ ∈ Ψ},

دقیق تر بیان به است. ϕψ(x, y) = ϕ(x)ψ(y) ضابطه با X × Y روی تابعی ϕψ آن در که

Φ⊗Ψ =

{
N∑
i=۱

ciϕiψi : N ∈ N, ci ∈ R, ϕi ∈ Φ, ψi ∈ Ψ

}
.

دوتایی ها با Φ⊗Ψ و است معروف دوتایی۳ به ϕ⊗ψ .(ϕ⊗ψ)(x, y) = ϕ(x)ψ(y) داریم تانسوری ضرب نماد کمک به

می شود. تولید

آنگاه باشند، Ψ و Φ ترتیب به فضاهای برای پایه {ψj : j = ۱, . . . ,m} و {ϕi : i = ۱, . . . , n} اگر ۴ . ۵ گزاره
بود. خواهد Φ⊗Ψ فضای برای پایه یک {ϕiψj : i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m}

چون و می آید دست به ۳ . ۵ گزاره کمک به داده شده مجموعه خطی استقلال برهان.

(∑
i

aiϕi

)∑
j

bjψj

 =
∑
ij

cijϕiψj ,

□ می شود.  تولید داده شده مجموعه توسط Φ⊗Ψ فضای که است واضح

از است عبارت Pn ⊗ Pm فضای برای پایه یک ۳ . ۵ مثال

{(x, y) → xiyj : i = ۰, . . . , n, j = ۰, . . . ,m},

است P۲
n+m از سره ای زیرمجموعه Pn ⊗ Pm که است واضح است. xnym تک جمله ای شامل نمونه برای که

△ بگیرید). نظر در را yn+m و xn+m (تک جمله ای های

داریم. ۲ . ۵ گزاره بنابر

N = {x۰, . . . , xn}×{y۰, . . . , ym} صورت به متمایز (نقاط) گره های از مجموعه هر روی دلخواه داده های ۲ . ۵ قضیه
کرد. ونیابی در یکتا طور به Pn ⊗ Pm عناصر کمک به می توان را

Dyad۳
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{ϕi : i = ۰, . . . , n} اگر ساخت. Pn ⊗ Pm فضای برای دیگری پایه های می توان ۴ . ۵ گزاره کمک به ۲ . ۵ تذکر
باشند {y۰, . . . , ym} و {x۰, . . . , xn} نقاط مجموعه روی ترتیب به ونیاب در پایه ای توابع {ψj : j = ۰, . . . ,m} و

Pn⊗Pm فضای برای پایه یک {ϕi⊗ψj : i = ۰, . . . , n, j = ۰, . . . ,m} آنگاه ψj(yl) = δjl و ϕi(xk) = δik یعنی

.(ϕi ⊗ ψj)(xk, yl) = δikδjl = δ(i,j),(k,l) داریم و بود خواهد

c = y۰ < y۱ < . . . < ym = d و a = x۰ < x۱ < . . . < xn = b و دلخواه تابعی f(x, y) کنید فرض ۳ . ۵ قضیه
و x به نسبت n درجه از حداکثر p(x, y) یکتای چندجمله ای باشند. y و x محور راستای در ترتیب به متمایز نقاطی

که دارد وجود چنان y به نسبت m درجه از حداکثر

p(xi, yj) = f(xi, yj) = fij , i = ۰, . . . , n, j = ۰, . . . ,m.

چندجمله ای های Lj و Li آن در که بگیرید نظر در را p(x, y) =
∑n
i=۰

∑m
j=۰ fijLi(x)Lj(y) چندجمله ای برهان.

داشت خواهیم می کنند صدق کرونکر دلتای شرط در چون و هستند متغیره یک لاگرانژ

p(xk, yl) =

n∑
i=۰

m∑
j=۰

fijLi(xk)Lj(yl) = fkl, k = ۰, . . . , n, l = ۰, . . . ,m.

چندجمله ای دو p۲(x, y) =
∑n
i=۰

∑m
j=۰ bijx

iyj و p۱(x, y) =
∑n
i=۰

∑m
j=۰ aijx

iyj کنید فرض یکتایی اثبات برای

داشت خواهیم بنابراین باشند. مفروض نقاط در f درونیاب

n∑
i=۰

m∑
j=۰

(aij − bij)x
i
ky
j
l = ۰, k = ۰, . . . , n, l = ۰, . . . ,m.

یا و ∑n
i=۰ cilx

i
k = ۰ آنگاه cil =

∑m
j=۰(aij − bij)y

j
l دهیم قرار اگر


۱ x۰ · · · xn۰
... ... ...

۱ xn · · · xnn



c۰l
...

cnl

 =


۰
...

۰

 ,

از و cil = ۰ داریم i هر برای نتیجه در و است صفر مخالف واندرموند ماتریس دترمینان هستند متمایز xk نقاط چون و

داریم بنابراین و ∑m
j=۰(aij − bij)y

j
l = ۰ رو این


۱ y۰ · · · ym۰
... ... ...

۱ ym · · · ymm




ai۰ − bi۰
...

aim − bim

 =


۰
...

۰

 ,

.aij = bij داریم j و i هر برای نتیجه در و است صفر مخالف واندرموند ماتریس دترمینان هستند متمایز yl نقاط چون و

□  
مسئله کنید)، نگاه ۱ . ۵ شکل (به باشند شده توزیع مستطیلی شبکه یک روی بر نقاط اگر شد ثابت بنابراین ۳ . ۵ تذکر
[۷] مرجع به دارد یکتا جواب بالاتر) (یا دو بعد در ونیابی در مسئله که حالاتی سایر برای دارد. یکتا جواب ونیابی در
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کنید. مراجعه

مستطیلی شبکه یک روی نقاط توزیع :۱ . ۵ شکل

آنگاه باشند y و x محور روی hy و hx گام اندازه با هم فاصله شبکه نقاط و f ∈ Cn+۱,m+۱(Ω) اگر ۴ . ۵ قضیه

|f(x, y)− p(x, y)| = O(hn+۱
x ) +O(hm+۱

y ).

m حداکثر درجه از چندجمله ای یک ϕ(x, y) ثابت، x برای .ϕ(x, y) =∑m
j=۰ Lj(y)f(x, yj) می کنیم تعریف برهان.

داریم متغیره یک ونیابی در خطای قضیه بنابر و است y به نسبت

|ϕ(x, y)− f(x, y)| = O(hm+۱
y ).

داشت خواهیم مشابه طور به ،p(x, y) =∑n
i=۰ Li(x)ϕ(xi, y) تعریف با همچنین

|p(x, y)− ϕ(x, y)| = O(hn+۱
x ).

□ می شود.  نتیجه حکم آمده، دست به نابرابری دو ترکیب با

هرگاه نامند t۰, . . . , tn نقاط در اساسی۴ مکعبی اسپلاین های را c۰(t), . . . , cn+۲(t) توابع ۳ . ۵ تعریف

cj(tk) = δkj , j = ۰, . . . , n+ ۲, k = ۰, . . . , n,

c′j(t۰) = c′j(tn) = ۰ j = ۰, . . . , n,

c′n+۱(t۰) = c′n+۲(tn) = ۱, c′n+۱(tn) = c′n+۲(t۰) = ۰.

ساخت زیر صورت به می توان را مقید مکعبی اسپلاین کنید) (بررسی می شود ثابت

sp(t) =

n∑
j=۰

xjcj(t) + x′۰cn+۱(t) + x′ncn+۲(t).

شبکه روی دومکعبی اسپلاین های می توان اساسی، مکعبی اسپلاین های از استفاده با و تانسوری ضرب کمک به حال

می کنیم تعریف منظور همین به ساخت. مستطیلی

S(x, y) =
n+۲∑
i=۰

m+۲∑
j=۰

βijci(x)cj(y).

Fundamental۴
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بود. خواهد شبکه نقاط در f برای ونیابی در S وضوح به βij = fij دهیم قرار j = ۰, . . . ,m و i = ۰, . . . , n برای اگر

در که داریم نیاز دیگر اضافی شرط (m + ۳)(n + ۳) − (m + ۱)(n + ۱) = ۲m + ۲n + ۸ به S کامل معرفی برای

است شده بیان ممکن انتخاب یک ادامه

∂۲S
∂y∂x

(xi, yj) =
∂۲f
∂y∂x

(xi, yj), i = ۰, n, j = ۰,m,
∂S

∂y
(xi, yj) =

∂f

∂y
(xi, yj), i = ۰, n, j = ۰, . . . ,m,

∂S

∂x
(xi, yj) =

∂f

∂x
(xi, yj), j = ۰,m, i = ۰, . . . , n.

(نقاط دارد O(h۴) مرتبه از خطایی کافی، اندازه به f همواری شرط به و است یکتا دومکعبی اسپلاین این می شود ثابت

شده اند). گرفته نظر در h گام اندازه با هم فاصله محور دو روی

دومکعبی. اسپلاین و دوبعدی لاگرانژ ۱ . ۵ پروژه

چندجمله ای  قطعه ای توابع با ونیابی در ۲ . ۵

تقریب محدب چندضلعی با را آن مرز باشد محدب ناحیه یک Ω اگر باشد. R۲ در محدب چندضلعی یک Ω کنید فرض

این به و هستند) مثلث عناصر مواقع (بیشتر کرد تجزیه T ناهم پوشان۵ المان یا جزء یا عنصر k به می توان را Ω می زنیم.

.Ω = ∪T∈τ
h
T وضوح به . می دهند نمایش τ

h
با را آن که می آید دست به Ω روی (مثلث سازی) شبکه بندی یک طریق

(شبکه بندی) مثلث سازی یک در نباشد. بزرگ تر h مثبت عدد از مثلث سازی در (ضلع) یال بزرگ ترین طول کنید فرض

مثلث یک راس باید شبکه گره هر و است یال یک در یا راس یک در یا حداکثر مثلث دو هر اشتراک (پذیرفتنی) مجاز

آن رئوس از یکی باید باشد داشته تعلق مثلثی به شبکه از گره ای اگر و باشد شبکه گره یک باید مثلث راس هر و باشد

می بینید. را مثلث سازی از نمونه هایی ۲ . ۵ شکل در باشد. مثلث

(راست) غیرمجاز شبکه بندی و (چپ) مجاز شبکه بندی :۲ . ۵ شکل

آفین نگاشت کمک به

x =

 x

y

 = FT


 x̂

ŷ


 = BT

 x̂

ŷ

+

 x۱

y۱

 ,
None-overlapping element۵
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وارون با

x̂ =

 x̂

ŷ

 = F−۱
T


 x

y


 = B−۱

T

 x− x۱

y − y۱

 ,
آن در که

B
T
=

 x۲ − x۱ x۳ − x۱

y۲ − y۱ y۳ − y۱

 ,

و ۱/۲ مساحت با T̂ مرجع مثلث به را i = ۱,۲,۳, ai =

 xi

yi

 رئوس و |T | مساحت با T ∈ τ
h

مثلث هر می توان

ببینید). را ۳ . ۵ (شکل کرد منتقل x̂ŷ صفحه در

 ۰

۱

 و

 ۱

۰

 ،

 ۰

۰

 رئوس

مرجع مثلث به دلخواه مثلث انتقال :۳ . ۵ شکل

نمایش برای پایه یک که آن محض به زیرا است برخوردار محاسباتی کارهای در ویژه ای اهمیت از بیان شده آفین نگاشت

چندجمله ای بازسازی برای x = F
T
(x̂) متغیر تغییر از است کافی شود، ساخته T̂ روی چندجمله ای قطعه ای ونیاب در

و بسازیم مرجع) عنصر (روی موضعی صورت به را پایه توابع علاقمندیم بنابراین کرد. استفاده τ
h

از T عنصر هر روی

ونیاب در گره های کنید فرض باشیم. داشته نیاز مجاور مثلث های از اطلاعاتی به که آن بدون دهیم انتقال T مثلث به

باشند زیر صورت به τ
h

روی چندجمله ای قطعه ای

z۱ =

 x۱

y۱

 , . . . , zN =

 xN

y
N

 ,
و

P۲
k(Ω) = {p(x, y) =

∑
۰≤i+j≤k

aijx
iyj : Ω → R},

p ∈ P̃k(Ω) هر برای که طوری به باشد Ω روی k درجه حداکثر چندجمله ای قطعه ای توابع فضای P̃k(Ω) ،k ≥ ۰ برای و

Li(x, y) لاگرانژ چندجمله ای های کمک به P̃k(Ω) برای مقدماتی پایه یک .T ∈ τ
h

هر برای p|
T
∈ Pk(T ) باشیم داشته

کنید). نگاه ۴ . ۵ شکل (به Li(xj , yj) = δij باشیم داشته i, j = ۱, . . . , N برای که می شود ساخته گونه ای به

زیر صورت به πkhf ∈ P̃k(Ω) یعنی f تابع k درجه حداکثر لاگرانژ چندجمله ای قطعه ای ونیاب در ،k ≥ ۰ برای سپس
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می شود تعریف

πkhf(x, y) =
N∑
i=۱

f(zi)Li(x, y). (۱ . ۵)

شکلی توابع :۴ . ۵ شکل

در می شود استفاده کمتر دلیل همین به و است ناپیوسته نتیجه در و ثابت قطعه ای تابع یک π۰
hf که داشت توجه باید

پیوسته Ω سراسر در نتیجه در و پیوسته مثلث  رئوس روی و خطی المان هر روی که است قطعه ای تابع یک π۱
hf که حالی

πk
T
f با را T المان روی f تابع k درجه حداکثر لاگرانژ چندجمله ای قطعه ای ونیاب در تحدید ،T ∈ τ

h
هر برای است.

نوشت می توان dk = dimPk(T ) = (k+۱)(k+۲)
۲ به توجه با و πk

T
f ∈ Pk(T ) داریم تعریف بنابر می دهیم. نمایش

πk
T
f(x, y) =

dk−۱∑
m=۰

f(z̃T,m)LT,m(x, y), ∀T ∈ τ
h
,

درونیاب چندجمله ای تحدید LT,m(x, y) و هستند T روی ونیابی در گره های m = ۰, . . . , dk−۱ برای z̃T,m آن در که

موضعی گره با متناظر zi گره سراسری، اندیس گذاری در که طوری به است T روی (۱ . ۵) رابطه در i اندیس با لاگرانژ

تابع jامین ،j = ۰, . . . , dk − ۱ برای L̂j = L̂j(x̂) آن در که LT,j (x) = L̂j ◦ F−۱
T

(x) داریم بنابراین باشد. z̃T,m

ونیابی در گره یک فقط یعنی d۰ = ۱ آنگاه k = ۰ اگر است. T̂ مرجع عنصر روی تولید شده Pk(T̂ ) برای لاگرانژ پایه ای
منطبق موضعی ونیابی در گره سه یعنی d۱ = ۳ آنگاه k = ۱ اگر که آن حال دارد وجود (T مثلث ثقل (مرکز موضعی

است. یکتا ونیاب در می شود ثابت که است گونه ای به نقاط توزیع کنید). نگاه ۵ . ۵ شکل (به دارد وجود T راس سه بر

کنید. مراجعه [۱۹] مانند متناهی۶ عناصر روش مراجع به k ≥ ۳ برای

ونیابی در گره های :۵ . ۵ شکل

Finite element method۶
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داریم d۱ = ۳ و k = ۱ برای یعنی دوخطی ونیابی در برای ۴ . ۵ مثال

L̂۰(x̂, ŷ) = ۱ − x̂− ŷ, L̂۱(x̂, ŷ) = x̂, L̂۲(x̂, ŷ) = ŷ,

داریم d۲ = ۶ و k = ۲ برای یعنی دو درجه ونیابی در برای

L̂۰(x̂, ŷ) = (۱ − x̂− ŷ)(۱ − ۲x̂− ۲ŷ), L̂۱(x̂, ŷ) = ŷ(۲ŷ − ۱), L̂۲(x̂, ŷ) = x̂(۲x̂− ۱),

L̂۳(x̂, ŷ) = ۴x̂(۱ − x̂− ŷ), L̂۴(x̂, ŷ) = ۴x̂ŷ, L̂۵(x̂, ŷ) = ۴ŷ(۱ − x̂− ŷ).

△

کنید. نگاه ۶ . ۵ شکل به

موضعی ونیابی در :۶ . ۵ شکل

می شود ثابت دهیم، نمایش hT با را T یال طول بزرگترین T ∈ τ
h

برای اگر

∥∥f − πk
T
f
∥∥
∞,T

≤ Chk+۱
T

∥∥∥f (k+۱)
∥∥∥
∞,T

,

باشد منظم مثلث سازی اگر و است f و h
T

از مستقل ثابتی C و می شود حساب T مثلث روی بینهایت نرم آن در که

به آنگاه است، T محاطی دایره قطر ρT ،T هر برای آن در که ∀T :
h
T

ρ
T

≥ σ که باشد داشته وجود چنان σ ثابت یعنی

نوشت می توان کافی اندازه به f همواری شرط

∥∥f − πk
h
f
∥∥
∞,Ω

≤ Chk+۱
∥∥∥f (k+۱)

∥∥∥
∞,Ω

.



۶ فصل

عددی انتگرال گیری و مشتق گیری

عددی مشتق گیری ۱ . ۶

است ممکن یا و نگیریم مشتق آن ضابطه  از مستقیم طور به می دهیم ترجیح که هستیم مواجه تابع یک با یا بخش این در

(تقریبی) عددی صورت به را مشتق گیری باشیم داشته قصد و باشیم وبرو ر مشتق پذیر تابع یک مقدارهای از جدولی با

فن کمک به و کرد استفاده گاوس روش و تیلور بسط درون یاب، چندجمله ای از می توان منظور این برای و دهیم انجام

آورد. دست به بهتری تقریب ریچاردسون برون یابی

درون یاب چندجمله ای از استفاده ۱ . ۱ . ۶

چندجمله ای مشتق امیدواریم و می دهد دست به درون یابی نقاط در تابع از (خوبی) دقیقی تقریب درون یاب چندجمله ای

کنید. توجه ۱ . ۶ شکل به باشد، درون یابی نقاط در تابع مشتق از خوبی تقریب نیز درون یاب

درون یاب چندجمله ای مشتق بررسی :۱ . ۶ شکل

درون یاب چندجمله ای خطای قضیه  بنابر .f ∈ Cn+۱(I) و بوده I بازه  در متمایز نقطه  n+۱ ،{x۰, . . . , xn} کنید فرض

۱۵۲
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داریم

f(x) =

n∑
k=۰

fkLk(x)︸ ︷︷ ︸
P (x)

+
(x− x۰) · · · (x− xn)

(n+ ۱)! f (n+۱)(ξ(x))

می شود نتیجه مشتق گیری با .ξ(x) ∈ I آن در که

f ′(x) =

n∑
k=۰

fkL
′
k(x) +

d

dx

(
(x− x۰) · · · (x− xn)

(n+ ۱)!

)
f (n+۱)(ξ(x)) +

(x− x۰) · · · (x− xn)

(n+ ۱)!
df (n+۱)(ξ(x))

dx︸ ︷︷ ︸
tn(x)

.

برشی۱ خطای جمله  تعیین اصلی، مشکل ولی نمود استفاده x ∈ I هر ازای به f ′(x) تقریب برای می توان رابطه این از

خواهیم باشد xj مانند درون یابی نقاط از یکی x اگر اما نیست. دسترس در کافی اطلاع f (n+۱)(ξ(x)) از زیرا است tn(x)

داشت

f ′(xj) =
n∑
k=۰

fkL
′
k(xj) +

f (n+۱)(ξ(xj))
(n+ ۱)!

n∏
j ̸=k=۰

(xj − xk)︸ ︷︷ ︸
tn(xj)

.

می شوند معرفی نقطه ای پنج و سه دو، طرح های ادامه در است. مشتق تقریب برای نقطه ای n+۱ رابطه  یک عبارت این

هستند. پرکاربرد عددی مشتق گیری در که

بنابراین Li−۱(x) =
(x−xi)(x−xi+۱)

(xi−۱−xi)(xi−۱−xi+۱)
نوشت می توان xi+۱ و xi ،xi−۱ نقاط در درون یابی به توجه با

L′
i−۱(x) =

۲x− xi − xi+۱
(xi−۱ − xi)(xi−۱ − xi+۱)

داریم مشابه طور به و

L′
i(x) =

۲x− xi−۱ − xi+۱
(xi − xi−۱)(xi − xi+۱)

, L′
i+۱(x) =

۲x− xi−۱ − xi
(xi+۱ − xi−۱)(xi+۱ − xi)

داشت خواهیم j = i− ۱, i, i+ ۱ برای نتیجه در

f ′(xj) = f(xi−۱)
۲xj − xi − xi+۱

(xi−۱ − xi)(xi−۱ − xi+۱)
+ f(xi)

۲xj − xi−۱ − xi+۱
(xi − xi−۱)(xi − xi+۱)

+

f(xi+۱)
۲xj − xi−۱ − xi

(xi+۱ − xi−۱)(xi+۱ − xi)
+

۱
۶f

(۳)(ξj)
i+۱∏

j ̸=k=i−۱
(xj − xk)

،xk+۱ − xk = h باشیم داشته k = i − ۱, i برای یعنی باشند فاصله هم نقاط اگر است. xj به وابسته ξj آن در که

نوشت می توان

f ′(xi−۱) = f ′i−۱ =
−۳fi−۱ + ۴fi − fi+۱

۲h +
h۲

۳ f (۳)(ξi−۱)

f ′(xi) = f ′i =
−fi−۱ + fi+۱

۲h − h۲

۶ f (۳)(ξi)

f ′(xi+۱) = f ′i+۱ =
fi−۱ − ۴fi + ۳fi+۱

۲h +
h۲

۳ f (۳)(ξi+۱)

Truncation error۱
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داشت خواهیم اندیس تغییر با و

f ′i = f ′(xi) =
−۳fi + ۴fi+۱ − fi+۲

۲h +
h۲

۳ f (۳)(ξ۱), xi < ξ۱ < xi+۲ نقطه ای) سه (پیشرو

f ′i = f ′(xi) =
−fi−۱ + fi+۱

۲h − h۲

۶ f (۳)(ξ۲), xi−۱ < ξ۲ < xi+۱ نقطه ای) سه (مرکزی

f ′i = f ′(xi) =
fi−۲ − ۴fi−۱ + ۳fi

۲h +
h۲

۳ f (۳)(ξ۳), xi−۲ < ξ۳ < xi نقطه ای) سه (پسرو

هستند برخوردار کمتری دقت از زیر نقطه ای دو رابطه های نقطه ای، سه طرح های با مقایسه در ۱ . ۶ تذکر

f ′i = f ′(xi) =
fi+۱ − fi

h
+O(h) نقطه ای دو پیشرو

f ′i = f ′(xi) =
fi − fi−۱

h
+O(h) نقطه ای دو پسرو

مثال عنوان به نمود. استفاده نیوتن (پسرو) پیشرو درون یابی رابطه های از می توان باشند هم فاصله نقاط که حالتی در

از است عبارت xi, . . . , xi+k هم فاصله  نقاط در نیوتن پیشرو درون یاب چندجمله ای

p(x) = fi + θ∆fi +
θ(θ − ۱)

۲! ∆۲fi + · · ·+ θ(θ − ۱) · · · (θ − k + ۱)
k!

∆kfi, θ =
x− xi
h

نتیجه در و f ′(x) ≃ p′(x) می دهیم قرار f(x) ≃ p(x) که این به توجه با و

f ′(x) ≃ ۱
h

(
∆fi + (θ − ۱

۲ )∆۲fi + (
θ۲

۲ − θ +
۱
۳ )∆۳fi + · · ·

)

داشت خواهیم ،(θ = ۰)x = xi اگر حال .( dpdx = dp
dθ

dθ
dx = ۱

h
dp
dθ که داریم (توجه

f ′(xi) = f ′i ≃
۱
h

(
∆fi −

۱
۲∆۲fi +

۱
۳∆۳fi −

۱
۴∆۴fi + · · ·

)

عنوان به آورد، دست به متفاوتی تقریبی رابطه های می توان پرانتز داخل عبارت از جمله چند یا دو یا یک انتخاب با که

مثال

f ′i ≃
∆fi
h

=
fi+۱ − fi

h
, f ′i ≃

۱
h
(∆fi −

۱
۲∆۲fi) =

−۳fi + ۴fi+۱ − fi+۲
۲h , · · ·

آورید. دست به مشتق برای پسرو صورت به رابطه هایی نیوتن پسرو درون یاب چندجمله ای از استفاده با ۱ . ۶ تمرین

می آید دست به زیر رابطه  (θ = ۱
۲ ) x = xi +

h
۲ انتخاب با ۲ . ۶ تذکر

f ′(xi +
h

۲ ) = f ′
i+ ۱

۲
≃ ۱
h
(∆fi −

۱
۲۴∆۳fi + · · ·)

داشت خواهیم آن جا از و

f ′
i+ ۱

۲
≃ ∆fi

h
, f ′

i+ ۱
۲
≃ ۱
h
(∆fi −

۱
۲۴∆۳fi), · · · .
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برای تا است دقیق تر f ′
i+ ۱

۲
تقریب برای ∆fi

h دهید نشان f(xi+ h
۲ ) و f(xi+ h) تیلور بسط از استفاده با ۲ . ۶ تمرین

داریم دیگر عبارت به ،f ′i تقریب

f ′i =
∆fi
h

+O(h), f ′
i+ ۱

۲
=

∆fi
h

+O(h۲).

تیلور بسط از استفاده ۲ . ۱ . ۶

توابع تیلور بسط از می توان مشتق تقریبی رابطه های آوردن دست به برای

. . . , f(x− ۲h), f(x− h), f(x+ h), f(x+ ۲h), . . .

باشد. O(hp) مرتبه  از خطا که ساخت گونه ای به آن ها از خطی ترکیب یک و کرده استفاده

رابطه های کمک به ۱ . ۶ مثال

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h۲

۲! f
′′(x) + h۳

۳! f
′′′(x) + · · ·

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h۲

۲! f
′′(x)− h۳

۳! f
′′′(x) + · · ·

به f ′(x) = f(x+h)−f(x−h)
۲h + O(h۲) و f ′(x) = f(x)−f(x−h)

h + O(h) ،f ′(x) = f(x+h)−f(x)
h + O(h) طرح های

تیلور بسط کمک به هم چنین می آیند. دست

f(x± ۲h) = f(x)± ۲hf ′(x) + (۲h)۲
۲! f ′′(x)± (۲h)۳

۳! f ′′′(x) + · · ·

رابطه  به f(x− ۲h)− ۸f(x− h) + ۸f(x+ h)− f(x+ ۲h) خطی ترکیب ساختن و

f ′(x) =
۱

۱۲h (f(x− ۲h)− ۸f(x− h) + ۸f(x+ h)− f(x+ ۲h)) + h۴

۳۰f
(۵)(ξ)

△ .x− ۲h ≤ ξ ≤ x+ ۲h آن در و است O(h۴) برشی خطای با نقطه ای پنج رابطه  یک که رسید خواهیم

یعنی پیشرو نقطه ای پنج رابطه  تیلور، بسط روش کمک به ۳ . ۶ تمرین

f ′(x) =
۱

۱۲h (−۲۵f(x) + ۴۸f(x+ h)− ۳۶f(x+ ۲h) + ۱۶f(x+ ۳h)− ۳f(x+ ۴h)) + h۴

۵ f (۵)(ξ)

آورید. دست به نیز را آن پسروی شکل −h به h تبدیل با سپس .x ≤ ξ ≤ x+ ۴h آن در که کنید استخراج را

گاوس روش ۳ . ۱ . ۶

درجه  از چندجمله ای های برای رابطه آن اگر است n تقریبی عبارت یک (صحت) دقت مرتبه  گوییم ۱ . ۶ تعریف
مرتبه  آن گاه باشد f (p+۱)(ξ) برابر O(hp) خطای با رابطه یک در hp ضریب اگر مثال عنوان به باشد. دقیق n حداکثر

بود. خواهد p وضوح به روش آن دقت
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کرد معرفی زیر کلی صورت به را آن ها همه  می توان مشتق، تقریبی رابطه های به نگاه یک با

f ′(xi) =

n۲∑
k=n۱

wkf(xk) + E

عمل پیشرو صورت به بخواهیم اگر ابتدا مشتق، تقریب برای نقطه ای n عبارت یک ساختن برای .n۱, n۲ ∈ Z آن در که
n۱ = i−n+۱ می دهیم قرار نماییم، عمل پسرو صورت به بخواهیم اگر و n۲ = i+n−۱ و n۱ = i می دهیم قرار کنیم،

ضرایب سپس .n۲ = i+ n−۱
۲ و n۱ = i− n−۱

۲ می دهیم قرار کنیم، عمل مرکزی صورت به بخواهیم اگر و n۲ = i و

باشد. n− ۱ رابطه دقت مرتبه  که می آوریم دست به گونه ای به را wkها

بسازید. گاوس روش با را اول مرتبه مشتق تقریب برای پسرو نقطه ای پنج رابطه  ۲ . ۶ مثال
می دهیم قرار ابتدا

f ′(xi) = wi−۴fi−۴ + wi−۳fi−۳ + wi−۲fi−۲ + wi−۱fi−۱ + wifi + E

می سازیم را زیر معادله های دستگاه و E = ۰ می دهیم قرار f(x) = ۱, x, x۲, x۳, x۴ ازای به سپس و



۰ = wi−۴ + wi−۳ + wi−۲ + wi−۱ + wi

۱ = wi−۴xi−۴ + wi−۳xi−۳ + wi−۲xi−۲ + wi−۱xi−۱ + wixi

۲xi = wi−۴x
۲
i−۴ + wi−۳x۲

i−۳ + wi−۲x۲
i−۲ + wi−۱x۲

i−۱ + wix
۲
i

۳x۲
i = wi−۴x

۳
i−۴ + wi−۳x۳

i−۳ + wi−۲x۳
i−۲ + wi−۱x۳

i−۱ + wix
۳
i

۴x۳
i = wi−۴x

۴
i−۴ + wi−۳x۴

i−۳ + wi−۲x۴
i−۲ + wi−۱x۴

i−۱ + wix
۴
i

داشت خواهیم آن حل از و

wi−۴ =
۱
۴h, wi−۳ =

−۴
۳h , wi−۲ =

۳
h
, wi−۱ =

−۴
h
, wi =

۲۵
۱۲h.

△ آورد. دست به را خطا جمله می توان f(x) = x۵ انتخاب با

ریچاردسون برون یابی فن ۴ . ۱ . ۶

عددی انتگرال گیری و مشتق گیری مانند عددی آنالیز مباحث از بسیاری در وسیعی کاربرد ریچاردسون برون یابی فن

است) گام اندازه h مثال عنوان (به h صفر مخالف عدد ازای به کنید فرض می پردازیم. آن معرفی به ادامه در و دارد

باشد ارایه قابل زیر صورت به شده مرتکب خطای و باشد M کمیت برای تقریبی N(h) رابطه 

M = N(h) +K۱h+K۲h
۲ +K۳h

۳ + · · · (۱ . ۶)
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آن در h
۲ به h تبدیل با است برقرار h هر ازای به (۱ . ۶) رابطه  چون هستند. ثابتی کمیت های K۱,K۲, . . . آن در که

داشت خواهیم

M = N(
h

۲ ) +K۱
h

۲ +K۲
h۲

۴ +K۳
h۳

۸ + · · · (۲ . ۶)

نوشت می توان کنیم کم (۲ . ۶) رابطه  برابر دو از را (۱ . ۶) رابطه  اگر

M = (۲N(
h

۲ )−N(h)) + (
۱
۲ − ۱)K۲h

۲ + (
۱
۴ − ۱)K۳h

۳ + (
۱
۸ − ۱)K۴h

۴ + · · ·

یافتیم. دست M = (۲N(h۲ )−N(h)) +O(h۲) دقیق تر تقریب به M = N(h) +O(h) دقت کم تقریب به کمک یعنی

نوشت می توان N۲(h) = (۲N۱(
h
۲ )−N۱(h)) و N۱(h) = N(h) فرض با حال

M = N۲(h)−
K۲
۲ h۲ − ۳K۳

۴ h۳ − ۷K۴
۸ h۴ − · · · . (۳ . ۶)

می رسیم زیر رابطه  به (۳ . ۶) رابطه  در h
۲ به h تبدیل با

M = N۲(
h

۲ )− K۲
۸ h۲ − ۳K۳

۳۲ h۳ − ۷K۴
۱۲۸h

۴ − · · · . (۴ . ۶)

داشت خواهیم کنیم کم (۴ . ۶) رابطه  برابر چهار از را (۳ . ۶) رابطه  اگر

M =
۴N۲(

h
۲ )−N۲(h)

۳ + (
۱
۴ − ۱

۸ )K۳h
۳ + (

۷
۲۴ − ۷

۹۶ )K۴h
۴ + · · ·

M = N۳(h)+O(h۳) دقیق تر تقریب به M = N۲(h)+O(h۲) دقت کم تقریب از ،N۳(h) =
۴N۲(h

۲ )−N۲(h)
۳ فرض با و

می یابیم دست زیر نتیجه  به j = ۲,۳, . . . ازای به استقرایی روند یک با و رسیدیم

M = Nj(h) +O(hj)

آن در که
Nj(h) =

۲j−۱Nj−۱(
h
۲ )−Nj−۱(h)

۲j−۱ − ۱ .

می آید دست به زیر صورت به مشتق تقریب برای مرکزی نقطه ای سه رابطه  تیلور، بسط از استفاده با ۳ . ۶ مثال

f ′(xi) =
fi+۱ − fi−۱

۲h − h۲

۶ f ′′′(xi)−
h۴

۱۲۰f
(۵)(xi)− · · · .

ازای به ریچاردسون برون یابی فن تکرار از ،N(h) = N۱(h) =
fi+۱−fi−۱

۲h = f(xi+h)−f(xi−h)
۲h و M = f ′(xi) فرض با

داشت خواهیم j = ۲,۳, . . .

f ′(xi) = Nj(h) +O(h۲j)
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N۱ N۲ N۳

N۱(۰/۲) = ۲۲/۴۱۴۱۶۰

N۱(۰/۱) = ۲۲/۲۲۸۷۸۶ N۲(۰/۲) = ۲۲/۱۶۶۹۹۵

N۱(۰/۰۵) = ۲۲/۱۸۲۵۶۴ N۲(۰/۱) = ۲۲/۱۶۷۱۵۷ N۳(۰/۲) = ۲۲/۱۶۷۱۶۸

عددی مشتق گیری برای ریچاردسون برون یابی جدول :۱ . ۶ جدول

آن در که

Nj(h) =
۴j−۱Nj−۱(

h
۲ )−Nj−۱(h)

۴j−۱ − ۱ .

دقیق مقدار با N۳(۰/۲) مقایسه  از می آید. دست به ۱ . ۶ جدول h = ۰/۲ و xi = ۲/۰ ،f(x) = xex انتخاب با

△ هستند. درست N۳(۰/۲) معنای با ارقام تمام می گیریم نتیجه f ′(۲/۰) = ۳/۰e۲/۰ = ۲۲/۱۶۷۱۶۸

تابع یک بالاتر مراتب مشتق های تقریب برای رابطه هایی می توان عددی، مشتق گیری طرح های از استفاده با ۳ . ۶ تذکر
داشت خواهیم نیوتن پیشرو درون یاب چندجمله ای از مشتق گیری دوبار با مثال عنوان به آورد. دست به نیز

f ′′(x) ≃ ۱
h۲ (∆

۲fi + (θ − ۱)∆۳fi + · · ·)

رابطه های (θ = ۰) x = xi انتخاب با و

f ′′(xi) = f ′′i ≃ ∆۲fi
h۲ =

fi+۲ − ۲fi+۱ + fi
h۲ , f ′′i ≃ ۱

h۲ (∆
۲fi −∆۳fi), · · ·

آورید. دست به را طرح ها این برشی خطای تمرین عنوان به می شود. نتیجه

است. دسترس در زیر جدول داده های ،[۰,۱] بازه  در y = f(x) تابع از ۴ . ۶ تمرین
x | ۰ ۰/۲۵ ۰/۳۷۵ ۰/۵ ۰/۶۲۵ ۰/۷۵ ۱

f(x) | ۰ ۰/۱۳۵۰۶ ۰/۱۶۰۶۱ ۰/۱۶۸۸۷ ۰/۱۶۵۵۲ ۰/۱۵۴۹۰ ۰/۱۲۳۸۵

کنید. حساب روش چند به را f ′(۱) و f ′(۰/۵) ،f ′(۰) تقریبی مقدار آ-

کنید. حساب روش چند به را f ′′(۱) و f ′′(۰/۵) ،f ′′(۰) تقریبی مقدار ب-

آورید. دست به قبل قسمت دو برای دقیق تری جواب های ریچاردسون برونیابی فن کمک به امکان، صورت در پ-

درون یابی نقاط تعداد به بستگی که هستند O(hp) مرتبه  از خطایی دارای مشتق رابطه های کلی حالت در ۴ . ۶ تذکر
یا و می شود کردن گرد خطای رشد و تابع) (فراخوانی محاسبات افزایش به منجر که باشد بزرگ p باید یا ظاهر در دارد.

fi باشد کوچک h اگر fi+۱−fi
h محاسبه  در نمونه عنوان به باشد، مشکل ساز است ممکن نیز این که باشد کوچک h باید

به منجر که شد خواهد بامعنا ارقام رفتن بین از باعث هم به نزدیک عدد دو تفاضل و بود خواهند نزدیک هم به fi+۱ و

طرف از کرد. خواهد بزرگ را شده تولید خطای که می شود تقسیم (h) کوچکی عدد به خطا این و می شود خطا تولید

می شود سعی دلیل همین به باشد. f ′ برای خوبی تقریب نیز p′ ندارد دلیلی باشد f برای خوبی تقریب p اگر دیگر

شود. انجام احتیاط با عددی مشتق گیری
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عددی انتگرال گیری ۲ . ۶

وقتی یا و نیست امکان پذیر سادگی به اولیه تابع محاسبه  یا نیست دسترس در x اولیه  تابع که زمانی
∫ b
a
x(t)dt محاسبه 

فصل این در مسئله، این حل برای است. انتگرال گیری اساسی مسایل از است دسترس در جدولی داده های فقط x از که

،
∫ b
a
e−t

۲
dt انتگرال های به می توان مثال عنوان به دهیم. انجام (تقریبی) عددی صورت به را انتگرال گیری داریم قصد

است. عددی انتگرال گیری پرکاربرد، و مهم مستقیم مسایل از یکی واقع در کرد. اشاره
∫ ۱

۰
۱

۱+tn dt و
∫ a
−a

n
√

۱ + tndt

عملگر یک هستند) نرم دار خطی فضاهای Y و X) L : X → Y که هستیم مواجه y = Lx مستقیم مسئله با اینجا در

است. کران دار و خطی

.∥L∥ = b− a دهید نشان شود گرفته نظر در بینهایت نرم با همراه X = C[a, b] و Lx =
∫ b
a
x(t)dt اگر ۵ . ۶ تمرین

راه کار دو منظور همین به می آوریم. دست به تقریبی طور به را y و نیست امکان پذیر سادگی به Lx محاسبه مواقع بیشتر

از عبارتند که می شود پیشنهاد

.y از تقریبی عنوان به yn = Lxn محاسبه سپس و xn با x تقریب .۱

.y از تقریبی عنوان به yn = Lnx محاسبه سپس و Ln با L تقریب .۲

است. بررسی قابل زیر قضیه کنیم دنبال را اول راه کار که زمانی

می شود. همگرا p مرتبه با حداقل y به yn آنگاه باشد همگرا p مرتبه با x به xn اگر ۱ . ۶ قضیه

داریم بیان شده ویژگی های و تعریف بنابر برهان.

∥y − yn∥ = ∥L(x− xn)∥ ≤ ∥L∥ ∥x− xn∥ ≤ C ∥L∥n−p.

نابرابری به توجه با نیست. اول راه کار سادگی به دوم راه کار کردن دنبال □  

∥y − yn∥ = ∥(L− Ln)x∥ ≤ ∥L− Ln∥ ∥x∥ ,

باشیم داشته اگر

lim
n→∞

∥L− Ln∥ = ۰,

می شود. نتیجه y به yn همگرایی آنگاه

اگر بگیرید. نظر در h = ۱/n برای را Lnx = h
∑n−۱
i=۰ x(ih) ریمان جمع و Lx =

∫ ۱
۰ x(t)dt کنید فرض ۴ . ۶ مثال

آنگاه بگیریم نظر در بینهایت نرم با همراه X = C[۰,۱] فضای روی را Ln و L عملگرهای

lim
n→∞

∥L− Ln∥ ̸= ۰.

در زیر صورت به یک درجه چندجمله ای قطعه ای پیوسته تابع را ϕn و گرفته ثابت را n نابرابری، این دادن نشان برای
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بگیرید نظر
ϕn(ih) = ۰, i = ۰, . . . , n,

ϕn((i+ ۱/۲)h) = ۱, i = ۰, . . . , n− ۱.

بنابراین و Lnϕn = ۰ و Lϕn = ۱/۲ وضوح به

∥L− Ln∥ = sup
∥x∥=۱

∥(L− Ln)x∥ ≥ ۱/۲, ∀n.

△

داریم. را زیر ارزشمند قضیه کنیم دنبال را دوم راه کار که زمانی

اگر .Xn = Span{ϕ۱, . . . , ϕn} و باشد X نرم دار خطی فضای برای پایه یک ϕ۱, ϕ۲, . . . کنید فرض ۲ . ۶ قضیه
هر برای Lnxn = Lxn (یعنی بوده دقیق Xn روی که باشند یکنواخت کران دار خطی عملگرهای از دنباله ای {Ln}

آن در که ∥y − yn∥ ≤ (∥L∥+ l)ϵn داریم و yn = Lnx→ Lx = y آنگاه ،supn ∥Ln∥ ≤ l باشیم داشته و (xn ∈ Xn

.ϵn = infxn∈Xn ∥x− xn∥

داریم n هر برای برهان.

∥y − yn∥ = ∥(L− Ln)x∥ = ∥Lx− Lxn + Lxn − Lnxn + Lnxn − Lnx∥ ≤ ∥L(x− xn)∥+ ∥Ln(x− xn)∥ ,

ϕ۱, ϕ۲, . . . چون .∥y − yn∥ ≤ (∥L∥ + l) ∥x− xn∥ ≤ (∥L∥ + l)ϵn داشت خواهیم xn ∈ Xn هر برای آنجا از و

نتیجه در و limn→∞ ∥x− xn∥ = ۰ که دارد وجود چنان xn ∈ Xn از دنباله یک می دهد، تشکیل X برای پایه یک

□  .limn→∞ ∥y − yn∥ = ۰

پیروی اول ایده از و بوده ونیابی در بر مبتنی نیوتن-کاتس۲ انتگرال گیری قواعد آنگاه Lx =
∫ b
a
x(t)dt اگر ۵ . ۶ تذکر

شده اند. پایه ریزی دوم ایده اساس بر گاوس۳ قواعد که آن حال می کنند

نیوتن-کاتس قواعد ۱ . ۲ . ۶

x درونیاب چندجمله ای pn آن در که است I =
∫ b
a
x(t)dt ≃

∫ b
a
pn(t)dt تقریب از استفاده قواعد این اصلی ایده

می شود فرض n > ۰ صحیح عدد برای بسته نوع در می شوند. تقسیم بندی باز و بسته دسته دو به قواعد این است.

ساخته i = ۰, . . . , n برای ti = a + ih نقاط روی pn یعنی x تابع n درجه ونیاب در چندجمله ای و h = (b − a)/n

پس می شود.

pn(t) =

n∑
i=۰

xiLi(t), Li(t) =

n∏
i̸=k=۰

(t− tk)/(ti − tk),

Newton-Cotes۲

Gauss rules۳
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n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶

α۰ ۱
۲

۱
۳

۳
۸

۱۴
۴۵

۹۵
۲۸۸

۴۱
۱۴۰

α۱ ۰ ۴
۳

۹
۸

۶۴
۴۵

۳۷۵
۲۸۸

۲۱۶
۱۴۰

α۲ ۰ ۰ ۰ ۲۴
۴۵

۲۵۰
۲۸۸

۲۷
۱۴۰

α۳ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۲۷۲
۱۴۰

n ۰ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵

α۰ ۲ ۳
۲

۸
۳

۵۵
۲۴

۶۶
۲۰

۴۲۷۷
۱۴۴۰

α۱ ۰ ۰ −۴
۳

۵
۲۴ −۸۴

۲۰ −۳۱۷۱
۱۴۴۰

α۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱۵۶
۲۰

۳۹۳۴
۱۴۴۰

(راست) باز و (چپ) بسته نیوتن-کاتس قواعد ضرایب :۲ . ۶ جدول

نتیجه در و Li(t) = ϕi(s) =
∏n
i̸=k=۰(s− k)/(i− k) داریم t = a+ hs متغیر تغییر با که

In =

∫ b

a

pn(t)dt =
n∑
i=۰

xi

∫ b

a

Li(t)dt = h
n∑
i=۰

xi

∫ n

۰
ϕi(s)ds = h

n∑
i=۰

αixi,

عدد برای باز قواعد در نیستند. وابسته x حتی و b ،a به و دارند بستگی n به فقط αi =
∫ n

۰ ϕi(s)ds وزن های آن در که

ti = a+ (i+ ۱)h ،i = ۰, . . . , n برای و tn+۱ = b ،t−۱ = a و h = (b− a)/(n+ ۲) می شود فرض n ≥ ۰ صحیح

داشت خواهیم بسته قواعد مشابه و

In = h

n∑
i=۰

αixi, αi =

∫ n+۱

−۱
ϕi(s)ds.

بارها و ساخت ۲ . ۶ جدول مانند جدولی و کرده حساب بار یک را نیوتن-کاتس نقطه ای n+۱ قواعد ضرایب است کافی

به باز قواعد برای و αi = αn−i داریم i = ۰, . . . , n − ۱ ازای به بسته قواعد برای جدول این در کرد. استفاده آن از

.αi = αn−i داریم i = ۰, . . . , n ازای

داریم x ∈ Cn+۲[a, b] که آن شرط به زوج n با نیوتن-کاتس نقطه ای n+ ۱ قواعد در ۳ . ۶ قضیه

En = I − In =
Mn

(n+ ۲)!h
n+۳x(n+۲)(ξ),

داریم x ∈ Cn+۱[a, b] که آن شرط به فرد n برای و

En =
Mn

(n+ ۱)!h
n+۲x(n+۱)(ξ).

و ξ ∈ (a, b)

Mn =

∫ d

c

tm
n∏
i=۰

(t− i)dt,

n برای و m = ۱ زوج n برای و c = −۱, d = n + ۱ باز قواعد برای و c = ۰, d = n بسته قواعد برای آن در که

.m = ۰ فرد

□ کنید.  مراجعه [۱۳] مرجع 308-314 صفحه به برهان.

تا چندجمله ای های برای و داشته O(hn+۳) مرتبه از خطایی زوج n با نقطه ای n+ ۱ نیوتن-کاتس قواعد ۶ . ۶ تذکر
و داشته O(hn+۲) مرتبه از خطایی فرد n برای که آن حال است) n + ۱ آنها دقت (درجه هستند دقیق n + ۱ درجه
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است). n آنها دقت (درجه هستند دقیق n درجه تا چندجمله ای های برای

بسته قواعد برای n > ۶ برای دیگر طرف از و می یابند افزایش وزن ها n شدن بزرگ با طرف یک از چون ۷ . ۶ تذکر
هم) به نزدیک عدد دو تفاضل از ناشی بامعنا ارقام رفتن بین از پدیده از جلوگیری (جهت می شوند تولید منفی ضرایب

با نیوتن-کاتس قواعد خطا رشد از جلوگیری جهت بنابراین و نکنند تولید منفی ضرایب که هستند مقبول تر قواعدی

می شوند. استفاده کمتر بزرگ nهای

استفاده باز قواعد از است بهتر و ندارند کارایی بسته قواعد
∫ ۱

−۱

dt

t
√

۱ − t۲
مانند انتگرال هایی محاسبه برای ۸ . ۶ تذکر

کرد.

m به را [a, b] بازه ابتدا منظور همین به کرد. استفاده مرکب۴ قواعد از است بهتر دقیق تر قواعد آوردن دست به برای

هر روی و کرده تقسیم H = (b − a)/m که طوری به tj = a + jH آن در که Tj = [tj , tj+۱] زیربازه طبیعی) (عدد

با هم فاصله نقاط tj = t
(j)
۰ < t

(j)
۱ < · · · < t

(j)
n = tj+۱ اگر می کنیم. استفاده نقطه ای n + ۱ قاعده یک از زیربازه

آنگاه باشند، نظیر وزن های i = ۰, . . . , n برای α(j)
i و h گام اندازه

I =

∫ b

a

x(t)dt =
m−۱∑
j=۰

∫
Tj

x(t)dt ≃ In,m = h
m−۱∑
j=۰

n∑
i=۰

α
(j)
i x(t

(j)
i ).

داریم x ∈ Cn+۲[a, b] که آن شرط به زوج n با مرکب نیوتن-کاتس قواعد در ۴ . ۶ قضیه

En,m = I − In,m =
(b− a)Mn

(n+ ۲)!(n+ ۲)n+۳H
n+۲x(n+۲)(ξ),

داریم x ∈ Cn+۱[a, b] که آن شرط به فرد n برای و

En,m =
(b− a)Mn

(n+ ۱)!nn+۲H
n+۱x(n+۱)(ξ).

می شود. تعریف ۳ . ۶ قضیه همانند Mn و ξ ∈ (a, b)

□ تمرین.  عنوان به برهان.

کمتر واحد یک مرکب قواعد خطای مرتبه ولی است ساده قواعد دقت درجه همان مرکب قواعد دقت درجه ۹ . ۶ تذکر
است. ساده قواعد خطای مرتبه از

از است عبارت می شود، داده نمایش δ(x;H) با که x : [a, b] → R تابع پیوستگی۵ (مدول) هنگ ۲ . ۶ تعریف

δ(x;H) = sup
{
|x(t)− x(s)| , t, s ∈ [a, b], s ̸= t, ۰ < |t− s| ≤ H

}
.

باشد. یکنواخت پیوسته x اگر فقط و اگر (H → ۰ (هرگاه می کند میل صفر به x پیوستگی هنگ می شود ثابت
Composite۴

Modulus of continuity۵
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آنگاه باشند، نامنفی α(j)
i ضرایب و x ∈ C[a, b] اگر ۵ . ۶ قضیه

lim
m→∞

In,m =

∫ b

a

x(t)dt, ∀n ≥ ۰.

علاوه ∣∣∣∣∣به
∫ b

a

x(t)dt− In,m

∣∣∣∣∣ ≤ ۲(b− a)δ(x;H).

است بهتر می رسد نظر به دقیق تر، قواعد آوردن دست به برای کنید. □ مراجعه [۱۳] مرجع 341-343 صفحه به برهان.

مقدار ۲n + ۲ کنید فرض سادگی برای می کنیم. استفاده هرمیت ونیاب در از منظور همین به کرد. تقویت را ونیاب در

می شود ساخته زیر صورت به x ساده هرمیت ونیاب در باشند. دسترس در i = ۰, . . . , n برای x′(ti) و x(ti)

p۲n+۱(t) =

n∑
i=۰

(
x(ti)

(
۱ −

w′′
n+۱(ti)

w′
n+۱(ti)

(t− ti)

)
+ x′(ti)(t− ti)

)
L۲
i (t),

با .wn+۱(t) = (t − t۰) · · · (t − tn) و است t۰, . . . , tn نقاط در لاگرانژ n درجه iام چندجمله ای همان Li آن در که

داریم ونیاب در از انتگرال گیری

In =
n∑
i=۰

αix(ti) +
n∑
i=۰

βix
′(ti),

آن در که

αi =

∫ b

a

(
۱ −

w′′
n+۱(ti)

w′
n+۱(ti)

(t− ti)

)
L۲
i (t)dt, βi =

∫ b

a

(t− ti)L
۲
i (t)dt.

می آید در زیر صورت به قاعده این n = ۱ برای است. ۲n+ ۱ قاعده این دقت درجه می شود ثابت

Igt۱ =
b− a

۲ (x(a) + x(b)) +
(b− a)۲

۱۲ (x′(a)− x′(b)) ,

داشت خواهیم x ∈ C۴[a, b] اگر و است معروف (اصلاح شده) تعمیم یافته ذوزنقه قاعده به و

Egt۱ = I − Igt۱ =
(b− a)۵

۷۲۰ x(۴)(ξ), ξ ∈ (a, b),

آورد دست به زیر صورت به را نظیر مرکب قاعده می توان سادگی به سیمسون. قاعده مشابه خطایی یعنی

Igt۱,m =
b− a

۲m

(
x(a) + ۲

m−۱∑
i=۱

x(ti) + x(b)

)
+

(b− a)۲

۱۲m۲ (x′(a)− x′(b)),

تعمیم یافته ذوزنقه قاعده بنابراین است. هم فاصله نقاط گام اندازه h و ξ ∈ (a, b) آن در که Egt۱,m = b−a
۷۲۰h

۴x(۴)(ξ) و

درجه و O(h۴) مرتبه از خطایی با دو (هر می کند رقابت مرکب سیمسون قاعده با خوبی به کم، عملیات حجم با مرکب

اندازه و حد در خطایی متناوب) توابع مثال عنوان (به x′(a) = x′(b) که توابعی برای مرکب ذوزنقه قاعده سه). دقت

نیاز تعمیم یافته ذوزنقه قاعده بر وارد ایراد تنها زوج). n به (نیاز ندارد را آن محدودیت و دارد مرکب سیمسون روش

هرمیت ونیاب در کمک به می شود. برطرف پیشرو/پسرو تفاضلی تقریب های کمک به که است انتها دو در مشتق به
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هستند زیر کلی شکل دارای که آورد دست به کلی تری انتگرال گیری قواعد می توان تعمیم یافته

In[x] =

m۰∑
k=۰

a
k۰x(tk۰) +

m۱∑
k=۰

a
k۱x

′(tk۱) + · · ·+
mn∑
k=۰

a
kn
x(n)(tkn).

روی خطی عملگر یک R وضوح به .R[x] = In[x] −
∫ b
a
x(t)dt از است عبارت انتگرال گیری قاعده خطای بنابراین

به که زیر قضیه کمک به .(R[αx + βy] = αR[x] + βR[y]) است Cn[a, b] یا Pn مانند مناسب برداری فضای یک

آورد. دست به را ونیابی در بر مبتنی انتگرال گیری قواعد خطای می توان است معروف پئانو۶ خطای نمایش

درجه حداکثر چندجمله ای هر برای انتگرال گیری قاعده یعنی ،R[p] = ۰ باشیم داشته p ∈ Pn هر برای اگر ۶ . ۶ قضیه
آنگاه باشد)، n قاعده دقت (درجه باشد دقیق n

R[x] =

∫ b

a

x(n+۱)(s)K(s)ds, ∀x ∈ Cn+۱[a, b],

است. معروف پئانو هسته۷ به K(s) = ۱
n!R[(t− s)n+] آن در که

داریم ،t۰ = a حول x تابع تیلور بسط نوشتن با برهان.

x(t) = x(a) + x′(a)(t− a) + · · ·+ x(n)(a)

n!
(t− a)n + rn(t), (۵ . ۶)

آن در که

rn(t) =
۱
n!

∫ t

a

x(n+۱)(s)(t− s)nds =
۱
n!

∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds.

داریم n دقت درجه به توجه با و (۵ . ۶) رابطه بر R عملگر اعمال با

R[x] = R[rn] =
۱
n!
R

[∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds

]
.

می دهیم نشان ابتدا

dk

dtk

(∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds

)
=

∫ b

a

x(n+۱)(s)
dk

dtk
(
(t− s)n+

)
ds, ۱ ≤ k ≤ n. (۶ . ۶)

و است برقرار ۱ ≤ k < n برای وضوح به (۶ . ۶) رابطه است مشتق پذیر پیوسته طور به بار n − ۱ ،(t − s)n+ تابع چون

داریم k = n− ۱ برای

dn−۱

dtn−۱

(∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds

)
=

∫ b

a

x(n+۱)(s)
dn−۱

dtn−۱
(
(t− s)n+

)
ds

= n!

∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)+ds = n!

∫ t

a

x(n+۱)(s)(t− s)ds.

Peano’s error representation۶

Kernel۷
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نتیجه در و است پیوسته s, t از تابعی عنوان به آن انتگرال ده زیرا است مشتق پذیر t از تابعی عنوان به آخر انتگرال

dn

dtn

(∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds

)
=

d

dt

(
n!

∫ t

a

x(n+۱)(s)(t− s)ds

)
= n!

d

dt

(
t

∫ t

a

x(n+۱)(s)ds−
∫ t

a

sx(n+۱)(s)ds

)
= n!

(∫ t

a

x(n+۱)(s)ds+ tx(n+۱)(t)− tx(n+۱)(t)

)
=

∫ t

a

x(n+۱)(s)n!ds =
∫ b

a

x(n+۱)(s)
dn

dtn
(
(t− s)n+

)
ds.

است پیوسته تابعی x(n+۱)(s)(t− s)n+ چون دیگر طرف از

∫ b

a

(∫ b

a

x(n+۱)(s)(t− s)n+ds

)
dt =

∫ b

a

x(n+۱)(s)

(∫ b

a

(t− s)n+dt

)
ds,

□  .R[x] = ۱
n!

∫ b

a

x(n+۱)(s)R
[
(t− s)n+

]
ds بنابراین و

میانگین مقدار قضیه بنابر و نمی دهد علامت تغییر پئانو هسته انتگرال گیری قواعد از بسیاری برای ۱۰ . ۶ تذکر
که دارد وجود چنان ξ ∈ (a, b) نقطه تعمیم یافته

R[x] = x(n+۱)(ξ)
∫ b

a

K(s)ds.

داریم x(t) = tn+۱ برای ویژه به و است برقرار x تابع هر برای رابطه این

∫ b

a

K(s)ds =
R[tn+۱]
(n+ ۱)! ,

نتیجه در و

R[x] =
R[tn+۱]
(n+ ۱)!x

(n+۱)(ξ), ξ ∈ (a, b).

بگیرید نظر در را سیمسون قاعده ۵ . ۶ مثال

R[x] =
۱
۳x(−۱) + ۴

۳x(۰) +
۱
۳x(۱)−

∫ ۱

−۱
x(t)dt.

زیرا است دقیق سه درجه حداکثر چندجمله ای های برای قاعده این

R[۱] = ۱
۳ +

۴
۳ +

۱
۳ − ۲ = ۰, R[t] =

−۱
۳ +

۱
۳ − ۰ = ۰,

R[t۲] =
۱
۳ +

۱
۳ − ۲

۳ = ۰, R[t۳] =
−۱
۳ +

۱
۳ − ۰ = ۰.
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نتیجه در و n = ۳ بنابراین

K(s) =
۱
۶R[(t− s)۳+] =

۱
۶

(
۱
۳ (−۱ − s)۳+ +

۴
۳ (۰ − s)۳+ +

۱
۳ (۱ − s)۳+ −

∫ ۱

−۱
(t− s)۳+dt

)

داریم آنجا از و

K(s) =
۱
۶

۰ +
۴
۳

 ۰ s ≥ ۰
−s۳ s < ۰

+
۱
۳ (۱ − s)۳ −

∫ ۱

s

(t− s)۳dt

 =


۱

۷۲ (۱ − s)۳(۱ + ۳s) ۰ ≤ s ≤ ۱
۱

۷۲ (۱ + s)۳(۱ − ۳s) −۱ ≤ s ≤ ۰

پس R[t
۴]

۴! =
۱

۲۴

(
۱
۳ +

۱
۳ −

∫ ۱

−۱
t۴dt

)
=

۱
۹۰ چون و K(s) ≥ ۰ وضوح به s ∈ [−۱,۱] هر برای

۱
۳x(−۱) + ۴

۳x(۰) +
۱
۳x(۱)−

∫ ۱

−۱
x(t)dt =

x(۴)(ξ)
۹۰ , ξ ∈ (−۱,۱).

△

آورید. دست به را تعمیم یافته ذوزنقه قاعده خطای ۶ . ۶ تمرین

درجه دارای فرد n برای و n + ۱ دقت درجه دارای زوج n برای نقطه ای n + ۱ نیوتن-کاتس قواعد ۱۱ . ۶ تذکر
نتیجه در و نمی دهد علامت تغییر آنها برای پئانو هسته می شود ثابت و هستند n دقت

R[x] =
R[tn+m]

(n+m)!
x(n+m)(ξ), ξ ∈ (a, b),

.m = ۲ زوج n برای و m = ۱ فرد n برای آن در که

را (بسته) باز نقطه ای n+ ۱ نیوتن-کاتس مرکب و ساده قاعده و کرده دریافت را n که بنویسید برنامه ای ۱ . ۶ پروژه
بسازد. آن خطای جمله با همراه

برونیابی فن از استفاده ۳ . ۶

است زیر برابری از (m = ۱) خاصی حالت تعمیم یافته ذوزنقه قاعده

∫ ۱

۰
x(t)dt =

x(۰)
۲ +

x(۱)
۲ +

m∑
l=۱

B۲l

(۲l)!
(
x(۲l−۱)(۰)− x(۲l−۱)(۱)

)
−

B۲m+۲

(۲m+ ۲)!g
(۲m+۲)(ξ),

و x ∈ C۲m+۲[۰,۱] ،ξ ∈ (۰,۱) ،m ∈ N آن در که

B۲ =
۱
۶ , B۴ =

−۱
۳۰ , B۶ =

۱
۴۲ , B۸ =

−۱
۳۰ , . . . ,
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بیان شده برابری کنید). مراجعه [۲۲] مرجع 157-159 صفحه به برابری این اثبات (برای هستند معروف برنولی اعداد به

کنید) (بررسی می آید دست به زیر صورت به آن نظیر مرکب قاعده که است انتگرال گیری قاعده یک اصل در

x(۰)
۲ +x(۱)+· · ·+x(n−۱)+x(n)۲ =

∫ n

۰
x(t)dt+

m∑
l=۱

B۲l

(۲l)!
(
x(۲l−۱)(n)− x(۲l−۱)(۰)

)
+

B۲m+۲

(۲m+ ۲)!nx
(۲m+۲)(ξ),

است. معروف اویلر-مکلورن۸ جمعی فرمول به رابطه این .x ∈ C۲m+۲[۰, n] و ξ ∈ (۰, n) آن در که

.∑n
k=۰ k

۳ =
(
n(n+۱)

۲

)۲
دهید نشان ۶ . ۶ مثال

داریم x(t) = t۳ انتخاب با و اویلر-مکلورن جمعی فرمول کمک به

۰
۲ + ۱ + ۲۳ + · · ·+ (n− ۱)۳ +

n۳

۲ − B۲
۲ ۳n۲ =

∫ n

۰
t۳dt,

نتیجه در و
n∑
k=۰

k۳ =

∫ n

۰
t۳dt+

n۲

۴ +
n۳

۲ =
n۴

۴ +
n۲

۴ +
n۳

۲ =

(
n(n+ ۱)

۲

)۲
.

△

انتخاب با اویلر-مکلورن جمعی فرمول از استفاده و s = b−a
n t + a متغیر تغییر کمک به ،x ∈ C۲m+۲[a, b] اگر

داشت خواهیم h = (b− a)/n

T (h) = τ۰ + τ۱h
۲ + τ۲h

۴ + · · ·+ τmh
۲m + αm+۱(h)h

۲m+۲, (۷ . ۶)

همان (si = a+ ih, i = ۰, . . . , n که طوری (به T (h) = h

(
x(s۰)

۲ + x(s۱) + · · ·+ x(sn−۱) +
x(sn)

۲

)
آن در که

،τ۰ =
∫ b
a
x(s)ds است، مرکب ذوزنقه قاعده

τk =
B۲k

(۲k)!
(
x(۲k−۱)(b)− x(۲k−۱)(a)

)
, k = ۱, . . . ,m,

و

αm+۱(h) =
B۲m+۲

(۲m+ ۲)! (b− a)x(۲m+۲)(ξ(h)),

برای τk چون نتیجه در .|αm+۱(h)| ≤ Mm+۱ که دارد وجود چنان Mm+۱ ثابت وضوح به .ξ(h) ∈ (a, b) آن در که

جمله (n (افزایش h کاهش با بنابراین است. مجانبی بسط یک (۷ . ۶) راست سمت پس ندارد بستگی h به k ≤ m

مانند رابطه این راست سمت نتیجه در و دارد بیشتری کاهش جملات سایر به نسبت (۷ . ۶) رابطه راست سمت در آخر

کافی حال می دهد. دست به را انتگرال مقدار یعنی τ۰ مقدار h = ۰ برای که کرده رفتار h۲ حسب بر چندجمله ای یک

کنیم انتخاب زیر صورت به گام ها اندازه از دنباله ای ابتدا است

h۰ =
b− a

n۰
, h۱ =

h۰
n۱
, . . . , hm =

h۰
nm

,

Euler-Maclaurin summation formula۸
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مقادیر سپس .n۰ = ۱ اوقات بیشتر و هستند اکید صعودی طبیعی اعداد n۱, . . . , nm آن در که

Ti۰ = T (hi), i = ۰, . . . ,m,

برای که آوریم دست به طوری را p۲m(h) = a۰ + a۱h۲ + · · ·+ amh
۲m چندجمله ای می کنیم سعی و کرده حساب را

آورد. دست به τ۰ برای مناسبی تقریب می توان p۲m(۰) برونیابی با سپس .p۲m(h) = Ti۰ باشیم داشته i = ۰, . . . ,m

می شود ساده زیر صورت به (۳ . ۳) بازگشتی رابطه کنیم، استفاده (ti = hi انتخاب (با نویل ونیاب در از اگر

Tik = Ti,k−۱ +
Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۱
(hi−k/hi)۲ − ۱ =

(hi−k/hi)
۲Ti,k−۱ − Ti−۱,k−۱

(hi−k/hi)۲ − ۱ , ۱ ≤ k ≤ i ≤ m,

ببینید) را [۲۲] مرجع 3.5 (بخش می شود ثابت x ∈ C۲k+۲[a, b] اگر و

Tik −
∫ b

a

x(s)ds = (b− a)h۲
i−kh

۲
i−k+۱ · · ·h۲

i

(−۱)kB۲k+۲

(۲k + ۲)! x
(۲k+۲)(ξ), ξ ∈ (a, b).

به چپ از جدول این در بسازیم. را نویل جدول و کرده استفاده آمده دست به بازگشتی رابطه از است کافی عمل در

شرط بهترین نتیجه در و (h (کاهش می شود مرکب تر قاعده پایین به بالا از و هستیم مواجه خطا مرتبه افزایش با راست

.|Tkk − Tk−۱,k−۱| < ϵ از است عبارت توقف

برونیابی فن که است ذوزنقه قاعده همان شد ارائه 1955 سال در که رامبرگ۹ انتگرال گیری روش ۱۲ . ۶ تذکر
آن در و باشد شده اعمال آن روی بر (ریچاردسون)

h۰ = b− a, hi =
hi−۱
۲ , i = ۱,۲, . . . .

آورید. دست به رامبرگ روش با را
∫ π

۴

۰
sec tdt تقریبی مقدار ۷ . ۶ مثال

می آید در زیر صورت به نویل بازگشتی رابطه وضوح به

Tik =
۴kTi,k−۱ − Ti−۱,k−۱

۴k − ۱ , ۱ ≤ k ≤ i ≤ m.

می سازیم زیر صورت به را نویل جدول ذوزنقه، قاعده کمک به Ti۰ محاسبه از پس

hi Ti۰ Ti۱ Ti۲ Ti۳

π
۴ ۰/۹۴۸۰۶
π
۸ ۰/۸۹۹۰۸ ۰/۸۸۲۷۶
π
۱۶ ۰/۸۸۵۸۹ ۰/۸۸۱۴۹ ۰/۸۸۱۴۰
π
۳۲ ۰/۸۸۲۵۱ ۰/۸۸۱۳۸ ۰/۸۸۱۳۷ ۰/۸۸۱۳۷
... ... ... ... . . .

Romberg۹
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داریم

|T۳۳ − T۲۲| = |۰/۸۸۱۳۷ − ۰/۸۸۱۴۰| = ۰/۳ × ۱۰−۴ < ۰/۵ × ۱۰−۴,

واقعی مقدار با مقایسه با و

∫ π
۴

۰
sec tdt = (ln(sec t+ tan t))

π
۴۰ = ln(

√
۲ + ۱) = ۰/۸۸۱۳۷۳۵۸۷,

که می یابیم ∣∣∣∣∣در
∫ π

۴

۰
sec tdt− ۰/۸۸۱۳۷

∣∣∣∣∣ < ۰/۴ × ۱۰−۵.

△

سیمسون قاعده T۱۱ نمونه عنوان به می آیند. دست به رامبرگ جدول در نیوتن-کاتس قواعد از برخی ۱۳ . ۶ تذکر
نیست برابر نیوتن-کاتس قواعد از یک هیچ با T۳۳ ولی است نیوتن-کاتس) نقطه ای پنج (قاعده میلن قاعده T۲۲ و

کنید). (بررسی

زیابی ار تعداد نتیجه در و می شود برابر دو بازه ها تعداد گام، اندازه کردن نصف از پس رامبرگ روش در ۱۴ . ۶ تذکر
آنها مجدد محاسبه به نیازی و آمده اند دست به قبل مرحله در زیابی ها ار از نیمی اصل در که می شود برابر دو تابع

داریم واقع در نیست.

T (hi+۱) = T (
hi
۲ ) =

۱
۲T (hi) + hi+۱(x(a+ hi+۱) + x(a+ ۳hi+۱) + · · ·+ x(b− hi+۱)).

دنباله 1964 سال در همکاران و بولیرش۱۰

h۰ = b− a, h۱ =
h۰
۲ , h۲ =

h۰
۳ , hi =

hi−۱
۲ , i = ۳,۴, . . . ,

برابر (دو نمی یابد افزایش رامبرگ روش اندازه به بعد سطر به سطر یک از آن محاسبات حجم که دادند پیشنهاد را

نمی شود).

نمونه عنوان به کرد. استفاده برونیابی ایده از می توان باشد داشته وجود مجانبی بسط یک که زمان هر ۱۵ . ۶ تذکر
روش مشابه روشی می توان و دارد وجود مجانبی بسط نیز سیمسون قاعده مانند نیوتن-کاتس قواعد از دیگر برخی برای

دیفرانسیل معادلات عددی حل و عددی مشتق گیری در بلکه عددی انتگرال گیری در تنها نه ایده این ساخت. رامبرگ

است. پیاده سازی قابل نیز

نیز گویا ونیابی در مانند ونیاب ها در سایر از می توان کنیم استفاده چندجمله ای ونیابی در از اینکه جای به ۱۶ . ۶ تذکر
آورد. دست به صفر در برونیابی با را انتگرال مقدار از تقریبی ونیاب، در عبارت ساختن از پس و کرد استفاده

Bulirsch۱۰
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دنباله برای را نویل جدول است، مجانبی بسط دارای که انتگرال گیری قاعده یک برای که بنویسد برنامه ای ۲ . ۶ پروژه
آورد. دست به داده شده انتگرال یک برای بهتری تقریب های و بسازد گام ها اندازه از دلخواه

گاوس قواعد ۴ . ۶

یک یا متناهی بازه یک [a, b] آوریم. دست به را I =
∫ b
a
w(t)x(t)dt انتگرال تقریبی مقدار داریم قصد بخش این در

کند صدق زیر شرط سه در باید که است وزن تابع یک w و است نامتناهی سر دو حتی یا متناهی سر

باشد، [a, b] بازه روی نامنفی اندازه پذیر تابع یک w •

باشند، (متناهی) موجود k = ۰,۱, . . . برای µk =
∫ b
a
tkw(t)dt گشتاورهای •

.s(t) = ۰ آنگاه
∫ b
a
w(t)s(t)dt = ۰ باشیم داشته است، نامنفی [a, b] بازه روی که s چندجمله ای برای اگر •

مثبت و پیوسته تابعی w است کافی باشد متناهی [a, b] بازه اگر نمونه عنوان به نیستند. سنگینی شرایط بیان شده شرایط

دهید). (نشان
∫ b
a
w(t)dt > ۰ اینکه با است معادل سوم شرط باشد. بازه روی

توابع فضای ۳ . ۶ تعریف

L۲
w[a, b] :=

{
x : [a, b] 7−→ R :

∫ b

a

w(t)x۲(t)dt <∞

}
,

.∥x∥۲
=

∫ b

a

w(t)x۲(t)dt القائی نرم و (x, y) :=
∫ b
a
w(t)x(t)y(t)dt داخلی ضرب با است داخلی ضرب فضای یک

.(x, y) = ۰ هرگاه می شوند نامیده متعامد w وزن به نسبت y و x توابع

است. tn پیشرو جمله با n درجه چندجمله ای های فضای ،P̄n از منظور ۱ . ۶ قرارداد

.(pi, pk) = ۰ باشیم داشته i ̸= k برای که دارند وجود چنان j = ۰,۱, . . . برای pj ∈ P̄j چندجمله ای های ۷ . ۶ قضیه
می آیند دست به زیر بازگشتی رابطه از یکتا طور به چندجمله ای ها این

pi+۱(t) = (t− δi+۱)pi(t)− γ۲
i+۱pi−۱(t), i = ۰,۱, . . . , (۸ . ۶)

.γ۲
i+۱ =

(pi, pi)

(pi−۱, pi−۱)
داریم i ≥ ۱ برای و δi+۱ =

(tpi, pi)

(pi, pi)
داریم i ≥ ۰ برای و p−۱(t) := ۰, p۰(t) = ۱ آن در که

عنوان به را ۱, t, t۲, . . . (چندجمله ای های گرام-اشمیت فرایند کمک به می توان را متعامد چندجمله ای های برهان.

چندجمله ای های ۰ ≤ j ≤ i برای pj ∈ P̄j کنید فرض .p۰(t) = ۱ وضوح به ساخت. می گیریم) نظر در ورودی

یکتای چندجمله ای می دهیم نشان می کنند. صدق (۸ . ۶) بازگشتی رابطه در که باشند فرایند کمک به ساخته شده متعامد

که دارد وجود چنان pi+۱ ∈ P̄i+۱

(pi+۱, pj) = ۰, ۰ ≤ j ≤ i, (۹ . ۶)
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زیر یکتای صورت به می توان را pi+۱ ∈ P̄i+۱ چندجمله ای هر وضوح به می کنند. صدق داده شده بازگشتی رابطه در و

نوشت

pi+۱(t) = (t− δi+۱)pi(t) + ci−۱pi−۱(t) + · · ·+ c۰p۰(t).

باشیم داشته است کافی و لازم باشد برقرار (۹ . ۶) که آن برای ،(pj , pk) = ۰ داریم k ̸= j که j, k ≤ i برای چون

(pi+۱, pi) = (tpi, pi)− δi+۱(pi, pi) = ۰, (۱۰ . ۶)

(pi+۱, pj−۱) = (tpj−۱, pi) + cj−۱(pj−۱, pj−۱) = ۰, j ≤ i. (۱۱ . ۶)

برای pk = ۰ باشیم داشته باید وزن) تابع سوم شرط (بنابر صورت این غیر در زیرا نیستند صفر (pj−۱, pj−۱) و (pi, pi)

خواهیم (۱۱ . ۶) حل با و می آید دست به δi+۱ ،(۱۰ . ۶) معادله حل با بنابراین است. آشکار تناقضی که ۰ ≤ k ≤ i

داشت

cj−۱ = −
(tpj−۱, pi)
(pj−۱, pj−۱)

,

داریم آن در استقرا) فرض (بنابر pj(t) = (t− δj)pj−۱(t)− γ۲
j pj−۲(t) جای گذاری با که

cj−۱ = −
(pj + δjpj−۱ + γ۲

j pj−۲, pi)

(pj−۱, pj−۱)
,

□  .ci−۱ = − (pi, pi)

(pi−۱, pi−۱)
:= −γ۲

i+۱ و j < i برای cj−۱ = ۰ استقرا فرض بنابر آنجا از که

بازگشتی رابطه یک در که آورد دست به متعامدی چندجمله ای های می توان وزن تابع یک انتخاب با ۱۷ . ۶ تذکر
می کنند. صدق دو مرتبه

.pn⊥Pn−۱ و Pn = Span{p۰, p۱, . . . , pn} که است واضح ۱۸ . ۶ تذکر

است. (a, b) بازه در ساده حقیقی ریشه n دارای n > ۰ برای pn ۸ . ۶ قضیه

۰ = (p۰, pn) =
∫ b
a
w(t)pn(t)dt و نمی دهد علامت تغییر بازه این در پس باشد نداشته ریشه (a, b) بازه در pn اگر برهان.

در که pn از ریشه هایی کنید فرض حال است. آشکار تناقضی که pn = ۰ وزن) تابع سوم شرط (بنابر می دهد نتیجه
چندجمله ای برای اگر باشند. شده مرتب a < t۱ < · · · < tl < b صورت به دارند فرد مرتبه و بوده (a, b) بازه

تغییر [a, b] در pnq چندجمله ای چون ،(q, pn) =
∫ b
a
w(t)q(t)pn(t)dt = ۰ باشیم داشته q(t) = ∏l

j=۱(t − tj) ∈ P̄l

 .l = n باشیم داشته باید نتیجه در و است غیرممکن که qpn = ۰ وزن) تابع سوم شرط (بنابر بنابراین نمی دهد، علامت

□

است. وارون پذیر A = [pi−۱(tj)]n×n ماتریس t۱, . . . , tn متمایز نقاط برای ۱ . ۶ گزاره

چندجمله ای بنابراین و cTA = 0 که دارد وجود چنان cT = [c۰ · · · cn−۱] ناصفر بردار نباشد وارون پذیر A اگر برهان.

p۰, . . . , pn−۱ چون و باشد صفر متحد باید و است t۱, . . . , tn ریشه n دارای n از کمتر درجه با q(t) :=∑n−۱
i=۰ cipi(t)

□ است.  آشکار تناقضی که c = 0 باشیم داشته باید متعامدند) (زیرا هستند خطی مستقل
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می دهند. تشکیل چبیشف دستگاه یک و کرده صدق هار شرط در piها بیان شده گزاره بنابر ۱۹ . ۶ تذکر

(وارون پذیر) خطی دستگاه جواب w۱, . . . , wn و باشند pn ریشه های t۱, . . . , tn اگر آ- ۹ . ۶ قضیه

n∑
i=۱

pk(ti)wi =

 (p۰, p۰), k = ۰,

۰, k = ۱, . . . , n− ۱,
(۱۲ . ۶)

داشت خواهیم p ∈ P۲n−۱ چندجمله ای هر برای و بوده مثبت wiها آنگاه باشند

∫ b

a

w(t)p(t)dt =

n∑
i=۱

wip(ti). (۱۳ . ۶)

باشد برقرار p ∈ P۲n−۱ چندجمله ای هر برای (۱۳ . ۶) رابطه که باشند گونه ای به wi ضرایب و ti نقاط اگر برعکس ب-
هستند. آ قسمت در داده شده خطی دستگاه جواب ضرایب، و بوده pn چندجمله ای ریشه های نقاط، آنگاه

باشد. برقرار p ∈ P۲n چندجمله ای هر برای (۱۳ . ۶) رابطه که آورد دست به طوری نمی توان را ضرایب و نقاط پ-

ماتریس ۱ . ۶ گزاره بنابر دارد (a, b) بازه در ساده و حقیقی ریشه  n ،pn چون آ- برهان.

A =


p۰(t۱) · · · p۰(tn)

... ...

pn−۱(t۱) · · · pn−۱(tn)

 ,

در زیر صورت به می توان را p ∈ P۲n−۱ چندجمله ای هر دارد. یکتا جواب (۱۲ . ۶) دستگاه نتیجه در و بوده وارون پذیر

گرفت نظر

p(t) = pn(t)q(t) + r(t), (۱۴ . ۶)

نوشت می توان ۱۸ . ۶ تذکر بنابر و q, r ∈ Pn−۱ آن در که

q(t) =
n−۱∑
k=۰

αkpk(t), r(t) =
n−۱∑
k=۰

βkpk(t).

داشت خواهیم چندجمله ای ها تعامد به توجه با بنابراین

∫ b

a

w(t)p(t)dt =

∫ b

a

w(t)(pn(t)q(t) + r(t))dt = (pn, q) + (r, p۰) = β۰(p۰, p۰).

هستند pn ریشه های tiها چون دیگر طرف از

n∑
i=۱

wip(ti) =

n∑
i=۱

wir(ti) =

n−۱∑
k=۰

βk

(
n∑
i=۱

pk(ti)wi

)
= β۰(p۰, p۰).
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چندجمله  ای به توجه با k = ۱, . . . , n هر برای است. برقرار p ∈ P۲n−۱ چندجمله ای هر برای (۱۳ . ۶) رابطه پس

p̄k(t) =
n∏

k ̸=j=۱
(t− tj)

۲ ∈ P۲n−۲,

داریم وزن) تابع سوم شرط (بنابر

۰ <

∫ b

a

w(t)p̄k(t)dt =

n∑
i=۱

wip̄k(ti) = wk

n∏
k ̸=j=۱

(tk − tj)
۲,

هستند. مثبت wkها که دارد آن بر دلالت که

چندجمله  ای برای باشد، برقرار p ∈ P۲n چندجمله ای هر برای (۱۳ . ۶) رابطه اگر پ-

p̄(t) =
n∏
j=۱

(t− tj)
۲ ∈ P۲n,

داریم وزن) تابع سوم شرط (بنابر

۰ <

∫ b

a

w(t)p̄(t)dt =
n∑
i=۱

wip̄(ti) = ۰,

است. آشکار تناقضی که

قسمت با ،(۱۳ . ۶) انتگرال گیری قاعده مجدد بازنویسی با صورت این غیر در چه هستند متمایز دو به دو ti نقاط ب-

داریم k = ۰, . . . , n−۱ برای p = pk چندجمله ای های روی بر (۱۳ . ۶) قاعده بردن کار به با می رسیم. تناقض به قبل

n∑
i=۱

wipk(ti) =

∫ b

a

w(t)pk(t)dt = (pk, p۰) =

 (p۰, p۰), k = ۰,

۰, ۱ ≤ k ≤ n− ۱.

چندجمله ای های روی بر (۱۳ . ۶) قاعده بردن کار به با هستند. (۱۲ . ۶) خطی دستگاه جواب w۱, . . . , wn ضرایب یعنی
داریم k = ۰, . . . , n− ۱ برای p = pnpk

۰ = (pn, pk) =

∫ b

a

w(t)pn(t)pk(t)dt =
n∑
i=۱

wipn(ti)pk(ti), k = ۰, . . . , n− ۱.

هستند متمایز نقاط چون و است Ac = 0 همگن دستگاه جواب cT = [w۱pn(t۱) · · · wnpn(tn)] بردار دیگر بیان به

شد ثابت چون .i = ۱, . . . , n برای wipn(ti) = ۰ یعنی .c = 0 نتیجه در و است وارون پذیر A ماتریس ۱ . ۶ گزاره بنابر

□  .i = ۱, . . . , n برای pn(ti) = ۰ باشیم داشته باید پس هستند مثبت wiها

[a, b] [−۱,۱] [−۱,۱] [−۱,۱] [۰,∞] [−∞,∞]

w(t) ۱ ۱/
√

۱ − t۲
√

۱ − t۲ tαe−t e−t
۲

متعامد چندجمله ای های pn(t) Tn(t) Un(t) L
(α)
n (t) Hn(t)
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Hn و L(α)
n ،Un ،Tn ،pn آن در که است آمده قبلی جدول در نظیر چندجمله ای های و وزن تابع پرکاربرد انتخاب های

است. هرمیت و −۱ < α مرتبه لاگور۱۱ دوم، نوع چبیشف اول، نوع چبیشف لژاندر، چندجمله ای های بیانگر ترتیب به

دست به که متعامدی چندجمله ای های و است منسوب گاوس به [−۱,۱] بازه روی w(t) = ۱ وزن تابع رایج انتخاب

از عبارتند می آیند

pk(t) =
k!

(۲k)!
dk

dtk
(t۲ − ۱)k, k = ۰,۱, . . . ,

گاوس- قواعد به ساخته شده قواعد دلیل همین به و است ضریب یک در لژاندر چندجمله ای های با آنها تفاوت تنها که

از است عبارت گاوس-لژاندر نقطه ای n قاعده شده اند. معروف لژاندر

∫ ۱

−۱
x(t)dt ≃

n∑
i=۱

wix(ti),

این هستند. لژاندر n درجه چندجمله ای ریشه های tiها آن در و است ۲n−۱ دقت درجه دارای بیان شده قضیه بنابر که

می آیند دست به زیر بازگشتی رابطه از چندجمله ای ها

pk+۱(t) =
۲k + ۱
k + ۱ tpk(t)−

k

k + ۱pk−۱(t), k = ۱,۲, . . . ,

ثابت همچنین آورد. دست به (۱۲ . ۶) خطی دستگاه حل از می توان را wi ضرایب .p۰(t) = ۱, p۱(t) = t آن در که

می شود

wi =

∫ ۱

−۱

pn(t)

(t− ti)p′n(t)
dt =

۲(۱ − t۲i )
n۲(pn−۱(ti))۲

, i = ۱, . . . , n.

نقطه ای دو قاعده در کرد. استفاده آنها از بارها و آورد دست به را ضرایب و نقاط بار یک است کافی عمل در
و w۱ = w۳ = ۵

۹ , w۲ = ۸
۹ داریم آن نقطه ای سه قاعده در و t۲ = −t۱ =

√
۳

۳ و w۱ = w۲ = ۱ گاوس-لژاندر

وجود n > ۳ برای گاوس-لژاندر نقطه ای n قواعد ضرایب و نقاط برای صریحی فرمول .t۳ = −t۱ =
√

۳
۵ , t۲ = ۰

مبدا به نسبت نقاط و ضرایب می شود ثابت آوریم. دست به را آنها از دقتی با تقریب نرم افزارها کمک به باید و ندارد

nهای برای می توان را گاوس-لژاندر قواعد نیوتن-کاتس، قواعد خلاف بر نتیجه در و ۰ < wi ≤ ۱ و هستند متقارن

آمده دست به خوبی دقت با ضرایب و نقاط که آن شرط به البته داشت، دقیق تری نتایج انتظار و برد کار به نیز بزرگ

باشند.

داد. انتقال [−۱,۱] بازه به s = ۲ t−a
b−a − ۱ متغیر تغییر با می توان را [a, b] بازه روی انتگرال ۲۰ . ۶ تذکر

می شوند. مشخص زیر قضیه کمک به بخش این در بیان شده انتگرال گیری قواعد خطای کلی حالت در

آنگاه x ∈ C۲n[a, b] اگر ۱۰ . ۶ قضیه
∫ b

a

w(t)x(t)dt−
n∑
i=۱

wix(ti) =
x(۲n)(ξ)
(۲n)! (pn, pn), ξ ∈ (a, b).

باشیم داشته یعنی باشد t۱, . . . , tn نقاط در x تابع ساده هرمیت ونیاب در چندجمله ای p ∈ P۲n−۱ کنید فرض برهان.

p(ti) = x(ti), p′(ti) = x′(ti), i = ۱, . . . , n.
Laguerre۱۱
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یعنی است، دقیق آن برای نقطه ای n قاعده پس است ۲n− ۱ حداکثر p درجه چون

∫ b

a

w(t)p(t)dt =
n∑
i=۱

wip(ti) =
n∑
i=۱

wix(ti),

نتیجه در ∫و b

a

w(t)x(t)dt−
n∑
i=۱

wix(ti) =

∫ b

a

w(t)(x(t)− p(t))dt.

هستند pn ریشه های tiها اینکه و هرمیت ونیاب در خطای به توجه با حال

x(t)− p(t) =
x(۲n)(η)
(۲n)! (t− t۱)

۲ · · · (t− tn)
۲ =

x(۲n)(η)
(۲n)! p۲

n(t),

در w(t)p۲
n(t) و است پیوسته [a, b] روی x

(۲n)(η)
(۲n)! =

x(t)− p(t)

p۲
n(t)

تابع اما دارد. تعلق [a, b] بازه به η = η(t) آن در که

داریم انتگرال برای تعمیم یافته میانگین مقدار قضیه کمک به نتیجه در و نمی دهد علامت تغییر بازه این

∫ b

a

w(t)(x(t)− p(t))dt =
۱

(۲n)!

∫ b

a

w(t)x(۲n)(η(t))p۲
n(t)dt =

x(۲n)(ξ)
(۲n)! (pn, pn).

□  

است. همگرا
∫ b
a
w(t)x(t)dt به گاوس نقطه ای n قاعده آنگاه ،x ∈ C[a, b] و باشد متناهی [a, b] بازه اگر ۱۱ . ۶ قضیه

در (۸ . ۶) بازگشتی رابطه ضرایب اگر □ است.  بررسی قابل سادگی به وایرشتراس تقریب قضیه کمک به برهان.

سه قطری ماتریس ابتدا نقطه ای، n قاعده ساختن برای باشند دسترس

Jn =



δ۱ γ۲ 0

γ۲ δ۲ γ۳
. . . . . . . . .

γn−۱ δn−۱ γn

0 γn δn


,

می کنیم. استفاده زیر قضیه از سپس و ساخته را

باشند نظیر ویژه بردارهای v(۱), . . . , v(n) اگر و هستند Jn ماتریس ویژه مقدارهای t۱, . . . , tn نقاط ۱۲ . ۶ قضیه
.wi = (v

(i)
۱ )۲ داریم آنگاه i = ۱, . . . , n برای v(i)T v(i) = (p۰, p۰) =

∫ b
a
w(t)dt که گونه ای به (Jnv(i) = tiv

(i))

□ کنید.  مراجعه [۲۲] مرجع 179 صفحه به برهان.

سه قطری ماتریس یک ویژه مقدارهای یافتن برای کارا الگوریتم یک عددی جبرخطی در QR الگوریتم ۲۱ . ۶ تذکر
می آید. دست به نیز v(i)۱ آن در که است

یکسان محاسبات حجم اگر گاوس، قواعد و برونیابی بر مبتنی روش های نیوتن-کاتس، فرمول های بین از ۲۲ . ۶ تذکر
دقت با را داده شده انتگرال مقدار که بیابیم طوری را n بخواهیم اگر می دهند. دست به دقیق تری نتایج گاوس قواعد باشد
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کمکی حالت این در گاوس قاعده خطای البته است. روش ها سایر از موفق تر گاوس روش هم باز آوریم دست به معینی

n = ۲,۳, . . . برای است کافی نیست. مقدور سادگی به تابع یک ام ۲n مرتبه مشتق برای کرانی یافتن زیرا نمی کند

متاسفانه کنیم. متوقف را روند آمد، دست به خواسته شده دقت اگر و کرده مقایسه و آورده دست به را انتگرال مقدار
بر مبتنی روش های نتیجه در و نمی آیند کار به نقطه n + ۱ در تابع محاسبه برای نقطه n در تابع محاسبه شده مقادیر

نیز تلاش هایی گاوسی، قواعد ضعف این کردن برطرف برای البته می کنند. عمل بهتر گاوس قواعد به نسبت برونیابی

است. شده انجام

وزن تابع به نسبت [−۱,۱] بازه روی می شوند، داده نمایش p(α,β) با که ژاکوبی متعامد چندجمله ای های ۲۳ . ۶ تذکر

w(t) = (۱ − t)α(۱ + t)β , α, β > −۱,

گاوس-چبیشف گاوس-لژاندر، قواعد ساخت. گاوس-ژاکوبی انتگرال گیری قواعد می توان آنها کمک به و می شوند ساخته

،α = β = ۰ ازای به ترتیب به که هستند گاوس-ژاکوبی قواعد از خاصی حالت دوم نوع گاوس-چبیشف و اول نوع

مورد در (γ۲
i+۱ و δi+۱ ضرایب (مانند بیشتر جزئیات برای می آیند. دست به α = β = ۱/۲ و α = β = −۱/۲

کنید. مراجعه [۱۰] سودمند مرجع به متعامد چندجمله ای های

بسازد. آن خطای جمله با همراه را گاوس نقطه ای n قاعده و کرده دریافت را n که بنویسید برنامه ای ۳ . ۶ پروژه

تکمیلی مطالب ۵ . ۶

می پردازیم. تکین۱۳ انتگرال های بررسی به سپس و کرده بیان را ضربی۱۲ انتگرال گیری فن ابتدا فصل این پایان در

ضربی انتگرال گیری ۱ . ۵ . ۶

روی x یا باشد بیکران [a, b] بازه در (نقاطی) نقطه ای در ولی انتگرال پذیر تابعی x است ممکن
∫ b
a
x(t)dt محاسبه در

رضایت بخش شدند مطرح حال به تا که انتگرال گیری قواعد نتایج مواقع این در متاسفانه کند. نوسان سرعت به [a, b] بازه

می کنیم بازنویسی زیر صورت به را داده شده انتگرال شود. استفاده ضربی انتگرال گیری فن از می شود پیشنهاد و نیستند

I =

∫ b

a

p(t)g(t)dt,

ساده تر تابع با را g است کافی حال است. دردسرآفرین که است بخشی شامل p و بوده خوش رفتار بخش g آن در که

دهیم قرار و زده تقریب gn چندجمله ای) (مانند

In =

∫ b

a

p(t)gn(t)dt.

Product integration۱۲

Singular integrals۱۳
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باشد. داشته ساده ای ساختار ممکن حد تا p است لازم کرد حساب سادگی به را انتگرال این بتوان که آن برای البته

آورد. دست به بدرفتار توابع انتگرال از تقریبی روش این کمک به می توان اوقات بیشتر خوشبختانه

اگر ۲۴ . ۶ تذکر
L[ ] =

∫ b

a

p(t)[ ]dt,

آنگاه

|I − In| ≤ ∥L∥ ∥g − gn∥ ,

کنیم). استفاده ماکزیمم نرم از که آن بر (مشروط ∥L∥ ≤
∫ b
a
|p(t)| dt آن در که

کنید. توجه می آیند ادامه در که مثالی دو به ضربی، انتگرال گیری فن بهتر فهم برای

انتگرال ۸ . ۶ مثال
I =

∫ ۱

۰

g(t)√
t
dt,

منظم افراز یک ۰ = t۰ < t۱ < · · · < tn = ۱ اگر ،n طبیعی عدد برای .g ∈ C۲[۰,۱] آن در که بگیرید نظر در را

خطی قطعه ای ونیاب در با را g و باشد [۰,۱] بازه روی (h = (b − a)/n آن در که i = ۰, . . . , n برای ti = ih)

آنگاه بزنیم، تقریب افراز این روی تعریف شده

In =
n−۱∑
i=۰

∫ ti+۱

ti

۱√
t

(
ti+۱ − t

h
g(ti) +

t− ti
h

g(ti+۱)

)
dt,

که آورد دست به چنان را w۰, . . . , wn ضرایب می توان ساده سازی از پس که

In =
n∑
i=۰

wig(ti).

به توجه با و است معروف مرکب۱۴ ضربی ذوزنقه قاعده به آمده دست به قاعده

∥L∥ =

∫ ۱

۰

dt√
t
= ۲,

دارد زیر صورت به خطایی

|I − In| ≤
h۲

۴ M۲,

△ کنید). بررسی را (جزئیات M۲ = maxt∈[۰,۱] |g′′(t)| آن در که

فوریه انتگرال محاسبه می رسد نظر به ۹ . ۶ مثال

I =

∫ b

a

cos(wt)g(t)dt,

Composite product trapezoidal rule۱۴
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خوبی نتایج و است زیاد انتگرالده نوسانات باشد بزرگی عدد w اگر ولی باشد نداشته مشکلی استاندارد قواعد کمک به

را g تابع است کافی منظور همین به می رویم. ضربی انتگرال گیری سراغ به مشکل، این رفع برای نمی آید. دست به

این به که ضربی قاعده کنیم. انتگرال گیری و زده تقریب دو درجه چندجمله ای های با ۲π/w طول به زیربازه های روی
اگر است. معروف فیلون۱۵ روش به می آید دست به صورت

L[ ] =

∫ b

a

cos(wt)[ ]dt,

به بیشتر جزئیات برای دارد. سه مرتبه از حداقل خطایی مرکب فیلون روش می شود ثابت و ∥L∥∞ ≤ (b− a) وضوح به

△ کنید. مراجعه [۹] مرجع 59-66 صفحه

تکین انتگرال های ۲ . ۵ . ۶

(مشتق پذیر) هموار کافی اندازه به x تابع باید مواقع بیشتر بیان شده، روش های کمک به I =
∫ b
a
x(t)dt تقریبی محاسبه در

مشتق پذیر بازه از (نقاطی) نقطه در یا و [a, b] بازه انتهایی نقاط در x تابع کاربردی مسایل از بسیاری در متاسفانه باشد.

ارائه راه کار چند بخش این ادامه در نمی شود. منجر رضایت بخشی نتایج به متداول، قواعد مستقیم بردن کار به و نیست

می شود.

از استفاده و زیربازه ها روی انتگرال چند مجموع به انتگرال شکستن و [a, b] بازه روی مناسب افراز یک ایجاد •

است، راه  گشا مواقع بیشتر زیربازه ها روی متداول قواعد

مشکل ،s :=
√
t متغیر تغییر مثال عنوان به می کند. برطرف را انتگرالده مشکل متغیر تغییر مواقع بعضی •

می کند، برطرف را t = ۰ در x(t) =
√
t sin t تابع مشتق ناپذیری

∫ b

۰

√
t sin tdt =

∫ √
b

۰
۲s۲ sin s۲ds,

نمونه عنوان به است. سودمند انتگرال ساده سازی و آن از بخشی یا انتگرالده تیلور بسط از استفاده مواقع بعضی •

داریم شد بیان قبل قسمت در که مثالی برای

∫ b

۰

√
t sin tdt =

∫ ϵ

۰

√
t sin tdt+

∫ b

ϵ

√
t sin tdt, ϵ > ۰.

داریم اول انتگرال برای و نیست مشکلی دوم انتگرال محاسبه برای

∫ ϵ

۰

√
t sin tdt =

∫ ϵ

۰

√
t

(
t− t۳

۳! +
t۵

۵! −+ · · ·
)
dt =

∞∑
k=۰

(−۱)k ϵ۲k+۵/۲

(۲k + ۱)!(۲k + ۵/۲) .

حال است نیاز آمده دست به سری از کمتری جملات باشد کوچک تر ϵ هرچه زیرا کرد انتخاب احتیاط با را ϵ باید

می شود)، نزدیک تکینگی به دوم (انتگرال می رود دست از دوم انتگرال همگرایی که آن

Filon’s method۱۵
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می توان آید) دست به راحتی به آن اولیه تابع که (تابعی مناسب تابع یک کردن کم و اضافه با مواقع بعضی •

بگیرید نظر در را قبل مثال همان برد. بالا را انتگرالده (مشتق پذیری) همواری

∫ b

۰

√
t sin tdt =

∫ b

۰
(
√
t sin t− t

√
t)dt+

∫ b

۰
t
√
tdt =

∫ b

۰

√
t(sin t− t)dt+

۲
۵b

۵/۲.

اصلی انتگرالده به نسبت و است سه مرتبه تا مشتق پذیر پیوسته طور به انتگرالده دارای آمده دست به انتگرال

بین از پدیده است ممکن مناسب، انتگرال گیری قاعده یک با جدید انتگرال محاسبه برای دارد. بیشتری همواری

مهار تیلور بسط کمک به را آن می توان که افتد اتفاق هم) به نزدیک عدد دو تفاضل دلیل (به معنا با ارقام رفتن

کرد،
√
t(sin t− t) =

√
t(t− t۳

۳! +
t۵

۵! −+ · · · − t) = −t۷/۲
∞∑
k=۰

(−۱)k
(۲k + ۳)! t

۲k,

نباشد مشتق پذیر کافی اندازه به انتگرالده است ممکن ،۰ < α < ۱ آن در که
∫ b
a
tαx(t)dt انتگرال محاسبه در •

می شود ثابت نیست. برقرار (۷ . ۶) مجانبی بسط نتیجه در و باشد) مشتق پذیر کافی اندازه به x اگر (حتی

T (h) = τ۰ + τ۱h
γ۱ + τ۲h

γ۲ + · · · ,

گام ها اندازه از دنباله یک مناسب انتخاب با .{γi} = {۱ + α,۲,۲ + α,۴,۴ + α,۶,۶ + α, . . .} آن در که

کنید، مراجعه [۲۲] مرجع به بیشتر جزئیات برای کرد. استفاده برونیابی از می توان

تعریف با نیست، مشتق پذیر کافی اندازه به t = a نقطه در x تابع که زمانی •

aj := a+
b− a

j
, j = ۱,۲, . . . ,

برای روش این .I = I۱ + I۲ + · · · می دهیم قرار Ij =
∫ aj

aj+۱

x(t)dt متداول) روش های کمک (به محاسبه و

دارد، کاربرد نیز
∫∞
a
x(t)dt ناسره انتگرال محاسبه

نمونه عنوان به کرد. تبدیل سره انتگرال به متغیر تغییر کمک به می توان را ناسره انتگرال های از بسیاری •

∫ ∞

۱
x(t)dt =

∫ ۱

۰

۱
s۲x(۱/s)ds.

گاوس- و گاوس-لاگر قواعد کمک به ترتیب به می توان را
∫∞
−∞ x(t)dt و

∫∞
۰ x(t)dt ناسره انتگرال های از تقریبی •

آورد. دست به هرمیت

(وفقی)۱۶. تطبیقی انتگرال گیری ۱ . ۶ سمینار

چندگانه. انتگرال های ۲ . ۶ سمینار

Adaptive integration۱۶
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