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اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۶

می کنیم. مرور را داریم نیاز آن ها به کار ادامه  در که قضایایی و تعاریف مفاهیم، عددی، آنالیز از تاریخچه ای و مراجع ارایه  از پس فصل این در

عددی آنالیز مراجع ١ . ١
از عبارتند عددی آنالیز سرفصل با متفاوت برخورد سه

(روش گرایانه) الگوریتمی و کاربردی •

، Introductory Computer Methods & NA, Pennington, 1970 .١
، Introduction to NA: An Algorithmic Approach, Deboor, 1972 .٢

Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing, Press & Teukolsky & Vetterling & .٣
،Flannery, 2007

. NA for Engineers and Scentists, Miller, 2014 .۴

(ایده گرایانه) نظری •

، Theoretical NA, Wendroff, 1967 .١
، Theoretical NA, Linz, 1979 .٢

، A theoretical Introduction to NA, Ryaben’kii & Tsynkov, 2007 .٣
. Theoretical NA: A Functional Analysis Framework, Atkinson & Han, 2009 .۴

قبلی دیدگاه دو از تلفیقی •

، Elements of NA, Henrichi, 1964 .١
، A First Course in NA, Ralston & Rabinowits, 1978 .٢

، An Introduction to NA, Atkinson, 1989 .٣
، NA: Mathematics of Scientific Computing, Kincaid & Cheney, 1991 .۴

. Numerical Mathematics, Quarteroni & Sacco & Saleri, 2007 .۵
، Introduction to NA, Stoer & Bulirsch, 1993 & 2002 & 2008 .۶

، An Introduction to Numerical Methods and Analysis, Epperson, 2013 .٧
، NA, Burdan & Faires, 2016 .٨

. A Consice Introduction to NA, Faul, 2016 .٩

عددی آنالیز(محاسبات) تاریخچه  ١ . ٢
در و بوده ارتباط در عددی آنالیز با بی شک که است وقایعی شده، یاد عددی آنالیز(محاسبات) تاریخچه  عنوان به آن از و می آید ادامه در چه آن

کند. دنبال ریاضیات تاریخ کتاب های در را کامل تاریخچه  می تواند علاقمند خواننده  نبوده اند. بی تاثیر آن گسترش
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اولیه!؟) (بشر اعداد صورت به نتایج تهیه  .١

ساختمان و راه مهندسی و نجوم با رابطه در مصری ها و بابلی ها کارهای .٢

(۶٠ تا ١ از صحیح اعداد (مجذور میلاد از قبل سال ٢٠٠٠ حدود بابلی لوح •
میلاد از قبل سال ٧۵٠ حدود از خسوف و کسوف ثبت •

نابجایی روش ابداع و کسر به مصریان توجه •

(٣ ١٠
٧١ < π < ٣ ١

٧ ) میلاد از قبل سال ٢٢٠ حدود در ارشمیدس کارهای .٣

میلاد از قبل سال ١٠٠ حدود در هرون توسط √a محاسبه  تکراری روش ابداع .۴

سری ها عددی مجموع با رابطه در فیثاغورسیان کارهای .۵

میلادی ٢۵٠ سال حدود در دوم درجه معادله  حل برای دیوفانتوس روش .۶

(هندی) عربی عددی نمادگذاری .٧

١٠ قرن از قبل مثلثاتی جدول های ساخت .٨

١۶ قرن در جبر پیدایش .٩

١٧ قرن .١٠

بسل) و گاوس لاگرانژ، اویلر، نیوتن، (کارهای صنعتی انقلاب •
نپر توسط لگاریتم جدول ساخت •

اوترد توسط محاسبه خط کش اختراع •
لایب نیتز و پاسکال توسط ماشین حساب اختراع •

نامتناهی سری های با محاسبات •

١٨ قرن اوایل در تیلور بروک و استرلینگ ژاکوب توسط متناهی تفاضلات پایه ریزی .١١

میلادی ١٨۴۵ سال در لوریه و آدامز توسط نپتون سیاره  موضع و وجود پیش بینی .١٢

١٩ قرن اواخر در ماشین حساب وسیع تولید و پیشرفت .١٣

میلادی ١٩٣٠ سال در [٢١] اسکاربورو توسط عددی١ ریاضی آنالیز کتاب چاپ .١۴

میلادی ١٩۴٠ سال در رایانه پیدایش و دوم جهانی جنگ .١۵

میلادی ١٩۴٧ سال در UCLA توسط Numerical Analysis واژه  معرفی .١۶
Numerical mathematical analysis١
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اساسی مفاهیم ١ . ٣
می کنیم. مطرح را عددی آنالیز با مرتبط و اساسی مفاهیمی عددی، آنالیز از تعریف چند بررسی از پس بخش این در

از عبارتند عددی آنالیز متنوع تعاریف ١ . ١ تعریف
است[١٢]. ریاضی شاخه های سایر و جبرخطی جبر، تابعی، آنالیز ریاضی، آنالیز در ساخت یافته(سازنده)٢ روش های نظریه عددی آنالیز .١

.[٢٣] است پیوسته الگوریتم های آنالیز عددی آنالیز .٢

.[٢۵] است آن ها کران های و خطاها به توجه با ریاضی مسایل تقریبی جواب کمی مطالعه  عددی آنالیز .٣

.[١] می کنند تولید را ریاضی مسایل عددی جواب های که می پردازد روش هایی تحلیل و توصیف ریاضی، استنتاج به عددی آنالیز .۴

.[۶] است آن ها دقت و تقریبی روش های مطالعه  عددی آنالیز .۵

آنالیز است. ریاضی مختلف مسایل عددی جواب های آوردن دست به برای الگوریتم ها تحلیل و تجزیه و توسعه مطالعه، شامل عددی آنالیز .۶
.[١۴] است علمی محاسبات ریاضیات عددی

.[٣] است ممکن خطاهای اندازه  و حد گرفتن نظر در با ریاضی مسایل تقریبی جواب مطالعه  عددی آنالیز .٧

.[٢۴] است گسسته) ریاضیات از (متمایز پیوسته ریاضیات مسایل برای الگوریتم ها مطالعه  عددی آنالیز .٨

می کند. مطرح را زیر متفاوت دیدگاه های موضوع یک شناخت برای معاصر، عددی دان آنالیز اَتکینسون٣

دانشمندان) (دیدگاه نظری قدیمی) (مورد .١

مهندسان) (دیدگاه تجربی قدیمی) (مورد .٢

عددی) آنالیز متخصصان (دیدگاه محاسباتی جدیـد) (مورد .٣

هستند. ارتباط در هم با زیر صورت به علوم این است معتقد و کرده اضافه تجربی علوم و نظری علوم به را محاسباتی علوم وی عبارتی به

نظری علوم ⇄ تجربی علوم ⇄ محاسباتی علوم ⇄ نظری علوم

می پردازیم. آن تعریف به ادامه در و می گیرد قرار استفاده مورد بسیار عددی (محاسبات) آنالیز در که است واژه ای الگوریتم

عددی، آنالیز در الگوریتم ١ . ٢ تعریف
.[١] می شود تعریف ریاضی مسئله  یک جواب ساختن روش از ابهام بدون و کامل توصیفی عنوان به •

.[٢] می کند تشریح را می شوند اجرا مشخصی ترتیب با که گام هایی از متناهی دنباله ای که است ابهامی بدون فرآیند •

یک تقریبی یا عددی جواب آن ها خروجی که هستند الگوریتم هایی عددی، الگوریتم های داریم. کار و سر عددی الگوریتم های با فقط عددی آنالیز در
دنباله آن که می کنند تولید را دنباله ای عناصر تکرار، هر در که می شود گفته عددی الگوریتم های از دسته آن به همگرا، عددی الگوریتم است. مسئله
و ماتریس بردار، تابع، عدد، است ممکن و است مسئله جواب به وابسته دنباله ها این ماهیت که داشت توجه باید باشد. همگرا مسئله واقعی جواب به

می کند. مشخص نیز را جواب به رسیدن راه وجود، بر علاوه که روشی : Constructive methods٢
K.E. Atkinson٣
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کرد. تلقی محاوره زبان و رایانه ای بالای سطح زبان های بین زبانی می توان را شبه کد می شود. استفاده الگوریتم توصیف برای شبه کد۴ از باشد. غیره
از: عبارتند می شود، مطرح عددی آنالیز متخصص یک برای که بحث برانگیزی سوال سه حقیقی، مسئله  یک با شدن مواجه هنگام

دارد؟ وجود مسئله جواب آیا .١

است؟ یکتا جواب آیا .٢

است؟ حد چه در ورودی داده های (کوچک) جزئی اختلالات برابر در جواب حساسیت .٣

فرض هم چنین باشند۵. دلخواه مسئله ای برای داده ها، با متناظر جواب و ورودی داده های بیان گر ترتیب به S(d) و d کنید فرض ١ . ٣ تعریف
و داده ها در اعمال شده تغییرات اندازه گیری معیار باشد. آن نظیر جواب S(d+ δd) و داده شده) (تغییر اختلال یافته ورودی داده های d+ δd کنید
مفروض داده های ازای به می دهیم. نشان هستند، نامنفی اعداد که ∥S(d+ δd)− S(d)∥ و ∥δd∥ با ترتیب به را متناظر جواب های اختلاف

باشد برقرار زیر شرط دو اگر می شود نامیده خوش طرح(قیافه)۶ مسئله ،d

ازای به که باشد موجود چنان ϵ > ٠ مانند عددی یعنی باشد، موجود یکتا جواب d حول همسایگی یک به متعلق داده های تمام ازای به الف)
باشد. یکتا و موجود S(d+ δd) مقدار ∥δd∥ < ϵ که δd هر

.∥S(d+ δd)− S(d)∥ → ٠ باشیم داشته آن گاه ∥δd∥ → ٠ اگر یعنی باشد داشته بستگی dیعنی داده ها به پیوسته طور یعنیS(d)به جواب ب)

جواب کدام ما عددی روش دهیم تشخیص نمی توانیم باشد، موجود جواب یک از بیش داده ها، از مجموعه ای ازای به که صورتی در ١ . ١ تذکر
در متخصص اگر است. یکتا و موجود مسئله، جواب که کند مشخص مسئله، پیرامون (تجربی) حقیقی اطلاعات است ممکن می کند. تولید را
یافتن جستجوی در نظری مباحث در جواب یکتایی و وجود تعیین برای و داده قرار بررسی مورد را مسئله ریاضی مدل نرسید، جواب به مرحله این
به گذاشت. کنار را اضافی جواب های می توان شرایطی، افزودن با معمول طور به می کنند. روشن را جواب یکتایی و وجود تکلیف که است قضایایی

داد. قرار اندازه بزرگ ترین با ریشه  تعیین را هدف می توان بیشتر، یا دو درجه جبری معادله  یک ریشه یابی در مثال، عنوان

وجود d به نزدیک بسیار داده هایی صورت این در زیرا است، دشواری کار عددی الگوریتم یک از استفاده نباشد، برقرار ب شرط اگر ١ . ٢ تذکر
هستند. S(d) از متمایز آنها متناظر جواب های که دارند

داده های در جزئی تغییر هر اگر می شود نامیده خوش حالت(وضع)٧ است، خوش طرح داده ها از مجموعه ای ازای به که مسئله ای ۴ . ١ تعریف
نامند. حال) (مریض  بدحالت(وضع)٨ را مسئله باشد، فاحش جواب تغییر که صورتی در و شود جواب در کوچکی تغییر به منجر ورودی

دارند. بستگی نیز داده ها به بلکه مسئله به تنها نه و هستند نسبی بودن خوش حالت(بدحالت) و خوش طرحی(بدطرحی) مفاهیم ١ . ٣ تذکر

به که طوری به هستند موجود ϵ > ٠ و L > ٠ اعداد یعنی دارد داده ها به لیپشیتس بستگی اغلب خوش طرح مسئله یک جواب ۵ . ١ تعریف
داشت خواهیم ∥δd∥ < ϵ که δd هر ازای

∥S(d+ δd)− S(d)∥ ≤ L ∥δd∥ .

Pseudocode۴
باشد. غیره و ماتریس بردار، تابع، عدد، است ممکن مسئله، نوع حسب بر S(d) و d ۵ماهیت

Well-posed۶
Well-conditioned٧

Ill-conditioned٨
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برنامه در جالب مثال یک است. خوش حالت مسئله نباشد، بزرگ خیلی L اگر و است معروف (وضعیت)٩ حالت عدد به L
است. شده بررسی ill-conditioned.nb

تغییرات تولید به منجر ورودی، داده های در کوچکی اختلال خوش حالت، مسئله  یک حل در الگوریتم یک بردن کار به هنگام اگر ۶ . ١ تعریف
داده ها از مشخصی انتخاب ازای به الگوریتمی گر ا می شود. نامیده پایدار١١ صورت این غیر در و ناپایدار١٠ الگوریتم آن گردد، نهایی نتایج در بزرگی

ببینید. را stable.nb برنامه نامند. پایدار١٢ مشروط طور به را آن گردد، پایدار

ریاضی پیش نیازهای ۴ . ١
می پردازیم. نیاز مورد قضایای بیان و اصطلاحات معرفی به بخش این در

می شوند. تعریف زیر صورت به توابع از پرکاربرد فضای چند ،X ⊆ R و n ∈ N٠ که فرض این با ١ . ٧ تعریف

C(X) = {f : Ω → R|باشد پیوسته Ω در f}
C[a, b] = {f : [a, b] → R|باشد پیوسته [a, b] در f}
Cn(X) = {f : Ω → R|باشد پیوسته Ω در f ام n مرتبه مشتق {تا
Cn[a, b] = {f : [a, b] → R|باشد پیوسته [a, b] در f ام n مرتبه مشتق {تا
C∞(Ω) = {f : X → R|باشد پیوسته Ω در مرتبه ای هر از f {مشتق
C∞[a, b] = {f : [a, b] → R|باشد پیوسته [a, b] در مرتبه ای هر از f {مشتق

می شود. داده تعمیم متناظری تعاریف ،d > ١ آن در که Ω ⊆ Rd در

است. توابع این تعریف دامنه Ω آن در که دارند، قرار C∞(Ω) رده در لگاریتمی و نمایی مثلثاتی، گویا، چندجمله ای، توابع ۴ . ١ تذکر

می کند. اختیار را خود مطلق مینیمم و ماکزیمم ،[a, b] در f .f ∈ C[a, b] کنید فرض ١ . ١ قضیه

خود به b و a بین نقطه ای در را f(b) و f(a) بین مقدار هر f .f(a) ̸= f(b) و f ∈ C[a, b] کنید فرض میانی) (مقدار ١ . ٢ قضیه
می گیرد.

که است موجود (a, b) در x عدد آن گاه f(a) = f(b) = k اگر باشد. مشتق پذیر (a, b) بر f و f ∈ C[a, b] کنید فرض ١ . ٣ قضیه
است. معروف رل١٣ قضیه به ،k = ٠ برای قضیه این .f ′(x) = ٠

نقطه n + ١ ،x٠, . . . , xn اگر باشد. موجود (a, b) بر f nاُم مرتبه مشتق تا و f ∈ C[a, b] کنید فرض رل) قضیه (تعمیم ۴ . ١ قضیه
.f (n)(x) = ٠ که طوری به است موجود (a, b) در x عدد آن گاه ،f(x٠) = f(x١) = · · · = f(xn) و باشند [a, b] در متمایز

Condition-number٩
Unstable١٠

Stable١١
Conditionally stable١٢

Rolle١٣
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که طوری به است موجود (a, b) در c مانند نقطه ای باشد. مشتق پذیر (a, b) بر f و f ∈ C[a, b] کنید فرض میانگین) (مقدار ۵ . ١ قضیه

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

در c مانند نقطه ای باشد. ناصفر (a, b) در g′ و باشند مشتق پذیر (a, b) بر g و f و f, g ∈ C[a, b] کنید فرض (کوشی١۴) ۶ . ١ قضیه
که طوری به است موجود (a, b)

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

که طوری به است موجود [a, b] در c مانند نقطه ای .f ∈ C[a, b] کنید فرض انتگرال) برای میانگین (مقدار ١ . ٧ قضیه
∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

ندهد. علامت تغییر [a, b] در که باشد انتگرال پذیر تابعی g و f ∈ C[a, b] کنید فرض انتگرال) برای تعمیم یافته میانگین (مقدار ١ . ٨ قضیه
که طوری به است موجود [a, b] در c مانند نقطه ای

∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.

و بوده مشتق پذیر (a, b) در F .F (x) =
∫ x
a
f(t)dt و f ∈ C[a, b] کنید فرض انتگرال) و دیفرانسیل حساب (اساسی ١ . ٩ قضیه

.F ′(x) = f(x)

به صورت، این در .x٠ ∈ [a, b] و باشد موجود (a, b) بر f (n+١) و f ∈ Cn[a, b] کنید فرض لاگرانژ) باقیمانده با (تیلور ١ . ١٠ قضیه
که دارد وجود x و x٠ بین ξ(x) مانند نقطه ای ،x ∈ [a, b] هر ازای

f(x) = Pn(x) +Rn(x, x٠)

آن در که

Pn(x) = f(x٠) + f ′(x٠)(x− x٠) +
f ′′(x٠)

٢! (x− x٢(٠ + · · ·+ f (n)(x٠)
n!

(x− x٠)n =
n∑
i=٠

f (i)(x٠)
i!

(x− x٠)i

و
Rn(x, x٠) =

f (n+١)(ξ(x))
(n+ ١)! (x− x٠)n+١.

می شود. نامیده Pn(x) با متناظر برش١۵) خطای (یا باقی مانده جمله Rn(x, x٠) و x٠ حول f nاُم مرتبه تیلور چندجمله ای Pn(x) این جا در
بار بی نهایت شرط حالت، این در گویند. x٠ حول f تیلور سری آن به که می شود تبدیل بی پایان سری یک به Pn(x) آن گاه n → ∞ اگر

است. لازم x٠ در f بودن مشتق پذیر
Cauchy١۴

Truncation error١۵
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می شود. تبدیل مکلورن به تیلور واژه آن گاه x٠ = ٠ اگر قبل قضیه در ۵ . ١ تذکر

برای واقع در باقی مانده، جمله برای کرانی یافتن با عمل در می دهد. نشان را f جای به Pn از استفاده در خطا مقدار Rn(x, x٠) ۶ . ١ تذکر
می کنیم. پیدا کرانی Pn با f تقریب خطای

x٠ نقطه در آن nاُم مرتبه تا مشتقات و f با آن nاُم مرتبه تا مشتقات و Pn که است آن nاُم مرتبه تیلور چندجمله ای مهم ویژگی ١ . ٧ تذکر
هستند. برابر

است زیر صورت به تیلور قضیه (کاربردی) دیگر شکل ١ . ٨ تذکر

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ · · ·+ f (n)(x)

n!
hn +

f (n+١)(ξ)
(n+ ١)! h

n+١ =

n∑
i=٠

f (i)(x)

i!
hi +

f (n+١)(ξ)
(n+ ١)! h

n+١.

یا و

f(x٠) = f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ · · ·+ f (n)(x)

n!
hn +

f (n+١)(ξ)
(n+ ١)! h

n+١ =
n∑
i=٠

f (i)(x)

i!
hi +

f (n+١)(ξ)
(n+ ١)! h

n+١,

.h = x٠ − x آن در که

داریم n ≥ ٣ برای وضوح به آن گاه .f(x) = ٢ + ۴x− x٣ کنید فرض ١ . ١ مثال

Pn(x) = ٢ + ۴x− x٣, Rn(x, ٠) = ٠,

داشت خواهیم n = ٢ برای و
P٢(x) = ٢ + ۴x, R٢(x, ٠) = −x٣,

نوشت می توان n = ١ برای و
P١(x) = ٢ + ۴x, R١(x, ٠) = −٣x٢ξ(x),

△ است. x و ٠ بین نقطه ای ξ(x) آن در که

داریم x, x٠ ∈ [a, b] هر ازای به آن گاه f ∈ Cn+١[a, b] اگر انتگرالی) باقیمانده با (تیلور ١ . ١١ قضیه

f(x) =

n∑
i=٠

f (i)(x٠)
i!

(x− x٠)i +Rn(x, x٠)

آن در که
Rn(x, x٠) =

١
n!

∫ x

x٠
f (n+١)(t)(x− t)ndt.
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داریم n هر ازای به جزء به جزء انتگرال گیری کمک به برهان.

Rn(x) = − ١
n!
fn(x٠)(x− x٠)n +Rn−١(x).

داشت خواهیم رابطه این از مکرر استفاده با

Rn(x) = −
n∑
i=١

f (i)(x٠)
i!

(x− x٠)i +R٠(x).

است برقرار زیر رابطه به توجه با حکم
R٠(x) =

∫ x

x٠
f ′(t)dt = f(x)− f(x٠).

□  

(x+h, y+k) نقطه هر ازای به آن گاه ، Ω = [a, b]× [c, d] ⊆ Rآن٢ در که f ∈ Cn+١(Ω) اگر دومتغیره) توابع (تیلور ١ . ١٢ قضیه
داریم Ω در

f(x+ h, y + k) =
n∑
i=٠

١
i!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)i
f(x, y) +Rn(h, k),

آن در که
Rn(h, k) =

١
(n+ ١)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+١
f(x+ θh, y + θk),

داریم هم چنین است. ١ و ٠ بین عددی θ و
(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)٠
f(x, y) = f(x, y),(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)١
f(x, y) =

(
h
∂f

∂x
+ k

∂f

∂y

)
(x, y),(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)٢
f(x, y) =

(
h٢ ∂٢f
∂x٢ + ٢hk ∂٢f

∂x∂y
+ k٢ ∂٢f

∂y٢

)
(x, y), . . . .

است. تعمیم پذیر سادگی به چندمتغیره توابع برای قضیه این ١ . ٩ تذکر

می کنیم. استفاده زیر تعریف از کنیم مقایسه هم با را دنباله دو داریم قصد که هنگامی

داریم تعریف بنابر آن گاه باشند، x به همگرا دنباله دو {βn} و {αn} اگر ١ . ٨ تعریف

∀ϵ > ٠, ∃N١ : ∀n (n ≥ N١ → |αn − x| < ϵ),

∀ϵ > ٠, ∃N٢ : ∀n (n ≥ N٢ → |βn − x| < ϵ).

است. همگرا x به {βn} از سریعتر {αn} آن گاه ،N١ < N٢ باشیم داشته ϵ > ٠ هر ازای به اگر

عمل در خوشبختانه برد. سود آن از نمی توان عمل در و دارد نظری جنبه بیشتر تعریف این نیست، امکان پذیر سادگی به N یافتن چون متاسفانه
است. راه گشا زیر تعریف
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می نویسیم باشند. متفاوت دنباله دو {αn} و {xn} کنید فرض ١ . ٩ تعریف

xn = O(αn),

باشیم داشته که باشند موجود چنان N و C ثابت های هرگاه است αn بزرگ اُی xn می خوانیم و

|xn| ≤ C |αn| , ∀n ≥ N.

هر .n → ∞ که همان طور می ماند باقی (C کران (با کران دار |xn/αn| نسبت گفت می توان آن گاه αn ̸= ٠ باشیم داشته n هر برای اگر
یافتن صدد در و p > ٠ آن در که می شود اختیار αn = ١

np مواقع بیشتر عمل، در ولی است دلخواه دنباله  یک {αn} تعریف این در که چند
که طوری به هستیم p مقدار بزرگ ترین

xn = O

( ١
np

)
.

می نویسیم مواقع گاهی
xn = o(αn),

.limn→∞(xn/αn) = ٠ باشیم داشته هرگاه است αn کوچک اُی xn می خوانیم و

آن گاه xn = O(αn) باشیم داشته صورت این در اگر و هستند صفر به همگرا قبل تعریف در بیان شده دنباله  دو مواقع بیشتر ١ . ١٠ تذکر
حالی در است صفر به αn همگرایی مانند صفر به xn همگرایی یا و است صفر به αn همگرایی با متناسب صفر به xn همگرایی گفت می توان

است. صفر به αn همگرایی از سریعتر صفر به xn همگرایی گفت می توان آن گاه xn = o(αn) باشیم داشته اگر که

کنید فرض n ∈ N٠ برای ١ . ٢ مثال
αn =

n+ ١
n٢ و α̂n =

n+ ٣
n٣ .

کنید. نگاه زیر جدول به است. همگرا صفر به {αn} از سریعتر {α̂n} ولی limn→∞ αn = ٠ = limn→∞ α̂n اگرچه

n ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ١٠٠
αn ٢/٠٠٠٠٠ ٠/٧۵٠٠٠ ٠/۴۴۴۴۴ ٠/٣١٢۵٠ ٠/٢۴٠٠٠ ٠/٠١٠١
α̂n ۴/٠٠٠٠٠ ٠/۶٢۵٠٠ ٠/٢٢٢٢٢ ٠/١٠٩٣٨ ٠/٠۶۴٠٠ ٠/٠٠٠١٠٣

آن گاه β̂n = ١/n٢ و βn = ١/n دهیم قرار اگر

|αn − ٠| = n+ ١
n٢ ≤ n+ n

n٢ = ٢ ١
n
= ٢βn,

و
|α̂n − ٠| = n+ ٣

n٣ ≤ n+ ٣n
n٣ = ۴ ١

n٢ = ۴β̂n,

بنابراین
αn = ٠ +O

(١
n

)
و α̂n = ٠ +O

( ١
n٢

)
.
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△ .α̂n = o(αn) نوشت می توان هم چنین

است زیر صورت به x٠ = ١ حول ln(x) تیلور بسط ١ . ٣ مثال

ln(x) = ln(١ + (x− ١)) = (x− ١)− ١
٢ (x− ٢(١ + ١

٣ (x− ٣(١ − ١
۴ (x− ١)۴ + · · · .

نوشت می توان نتیجه در
ln ٢ −

n−١∑
k=١

(−١)k−١ ١
k
= O

(١
n

)
,

داریم ex مکلورن بسط کمک به دیگر طرف از است. کند خیلی همگرایی از نمونه ای که

e−
n−١∑
k=٠

١
k!

= O

( ١
n!

)
,

△ است. تند خیلی همگرایی یک از مثالی که

می نویسیم باشند. دلخواه تابع دو g و f کنید فرض ١ . ١٠ تعریف

f(x) = O(g(x)), (x→ ∞),

باشیم داشته که باشند موجود چنان r و C ثابت های هرگاه

|f(x)| ≤ C |g(x)| , ∀x ≥ r.

می نویسیم کلی طور به
f(x) = O(g(x)), (x→ x٠),

باشیم داشته همسایگی آن در x هر ازای به که باشند موجود چنان x٠ حول همسایگی یک و C ثابت هرگاه

|f(x)| ≤ C |g(x)| .

هم چنین
f(x) = o(g(x)), (x→ x٠),

.limx→x٠ f(x)/g(x) = ٠ که است معنی این به

نوشت می توان پس √x٢ + ١ ≤
√٢x داریم x ≥ ١ برای چون ۴ . ١ مثال

√
x٢ + ١ = O(x), (x→ ∞).

△



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ١۶

داشت خواهیم cos(x) تابع برای مکلورن قضیه  اعمال با ۵ . ١ مثال

cosh = ١ − ١
٢h

٢ + ١
٢۴h

۴ cos ξ(h),

نتیجه در است. h و ٠ بین عددی ξ(h) آن در که

cosh+
١
٢h

٢ = ١ +
١

٢۴h
۴ cos ξ(h),

نوشت می توان یا و
cosh+

١
٢h

٢ = ١ +O(h۴),

h۴ تا می کند میل ١ به سریعتر cosh+ ١
٢h٢ ،h → ٠ که زمانی نتیجه در .∣∣(cosh+ ١

٢h٢)− ١∣∣ = ∣∣ ١
٢۴ cos ξ(h)

∣∣h۴ ≤ ١
٢۴h۴ زیرا

△ صفر. به

کنید بررسی را زیر روابط درستی ١ . ١ تمرین

١
n lnn = o

( ١
n

)
,

sinh = h− h٣
۶ +O(h۵), (h→ ٠),

e−١/h = o(h٢), (h→ ∞).

است همگرا x به خطی طور به دنباله این .xn ̸= x باشیم داشته n هر برای و باشد x به همگرا دنباله ای {xn} کنید فرض ١ . ١١ تعریف
که باشد داشته وجود چنان C ∈ (٠, ١) ثابت هرگاه

lim
n→∞

|xn+١ − x|
|xn − x|

= C.

مثبت اعداد اگر می شود. نامیده (زیرخطی١٨) زبرخطی١٧ همگرایی (C = ١) C = ٠ برای است. معروف همگرایی١۶ نرخ به C حالت این در
که طوری به باشند داشته وجود p > ١ و C ثابت و

lim
n→∞

|xn+١ − x|
|xn − x|p

= C

نامیده (مکعبی) مربعی همگرایی (p = ٣) p = ٢ اگر است. معروف مجانبی٢٠ خطای ثابت به C است. p دنباله این همگرایی١٩ مرتبه  آن گاه
ندارد). لزومی C < ١) می شود

Rate of convergence١۶
Superlinear١٧

Sublinear١٨
Order of convergence١٩

Asymptotic error constant٢٠
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با صفر به خطی همگرایی با دنباله ای {xn} کنید فرض ۶ . ١ مثال

lim
n→∞

|xn+١|
|xn|

= ٠/۵,

یعنی باشد مجانبی خطای ثابت همان با صفر به مربعی همگرایی با دنباله ای {x̂n} و

lim
n→∞

|x̂n+١|
|x̂n|٢

= ٠/۵.

داریم n ≥ N برای می کنیم فرض سادگی برای

|xn+١|
|xn|

≃ ٠/۵, |x̂n+١|
|x̂n|٢

≃ ٠/۵.

نوشت می توان بنابراین

|xn − ٠| = |xn| ≃ ٠/۵ |xn−١| ≃ (٠/۵)٢ |xn−٢| ≃ · · · ≃ (٠/۵)n |x٠| ,

و
|x̂n − ٠| = |x̂n| ≃ ٠/۵ |x̂n−٢|١ ≃ (٠/۵)(٠/۵ |x̂n−٢(٢|٢ = (٠/۵)٣ |x̂n−٢|۴

≃ (٠/۵)٠)٣/۵ |x̂n−٢|٣)۴ = (٠/۵)٧ |x̂n−٨|٣

≃ · · · ≃ (٠/۵)٢n−١ |x̂٢|٠
n

.

△ کنید. دنبال oc.nb برنامه در را مثال این ادامه 

اصل در است. زبرخطی صفر به bn =
١

٢٢n دنباله همگرایی دارد. صفر به خطی همگرایی ،١٢ همگرایی نرخ با an =
١

٢n دنباله ١ . ٧ مثال
△ دارد. صفر به زیرخطی همگرایی cn =

١
n+ ١ دنباله است. مربعی دنباله این همگرایی

گفت؟ می توان چه an =
١

۴[n٢ ] دنباله همگرایی نرخ و مرتبه مورد در ١ . ٢ تمرین

است. شده تعریف دقیقتر همگرایی مرتبه زیر، در دهید نشان ١ . ٣ تمرین
به باشند داشته وجود p > ١ و C ثابت و مثبت اعداد اگر .xn ̸= x باشیم داشته n هر برای و باشد x به همگرا دنباله ای {xn} کنید فرض

باشیم داشته بزرگ کافی اندازه به n برای که طوری

|xn+١ − x| ≤ C |xn − x|p ,

است. p دنباله این همگرایی مرتبه  گوییم آن گاه



٢ فصل

خطاها
جواب یک عددی، روش های کمک به می کنیم سعی نیست، صرفه به مقرون یا و است غیرممکن مسئله یک واقعی جواب آوردن دست به که زمانی
تا و کرده شناسایی را خطا انواع و خطا تولید منابع داریم قصد فصل این در می شود. خطا١ تولید به منجر فرایند این کنیم. پیدا مسئله برای تقریبی

کنیم. جلوگیری خطا انتشار از حدی

خطا تولید منابع ٢ . ١
جواب یافتن مراحل می کنیم. جستجو را آن (تقریبی) عددی جواب دلایلی، به بنا و هستیم مواجه (فیزیکی) حقیقی مسئله  یک با عمل در مواقع بیشتر
می دهد. نشان نیز را اشتباه٢ و خطا بروز احتمالی مکان های روندنما این می شود. خلاصه ٢ . ١ شکل در آمده روندنمای در مسئله ای چنین عددی

می کنیم. دنبال بعد مثال در را روندنما این مختلف مراحل

(تقریبی) عددی جواب تولید فرایند :٢ . ١ شکل

فرض آوریم. دست به را l طول و m جرم به ساده آونگ یک متناوب و نوسانی حرکت تناوب دوره می خواهیم حقیقی) مسئله  ) ٢ . ١ مثال
صورت به مسئله این مدل لولا، در اصطکاک و هوا مقاومت از نظر صرف باشد. t زمان در قائم خط از آونگ زاویه ای جابجایی θ(t) کنید

Error١
Bug٢

١٨
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یا ml d٢θ
dt٢ = −mg sin θ

d٢θ
dt٢ = −g

l
sin θ, (٢ . ١)

یعنی θ بودن کوچک فرض با است. غیرخطی دیفرانسیل معادله یک که می آید در

θ = ۶◦ ≃ ٠/١٠۴٧rad, sin θ ≃ ٠/١٠۴۵, θ = ١۵◦ ≃ ٠/٢۶٢rad, sin θ ≃ ٠/٢۵٩,

خطی دیفرانسیل معادله این .ω٢ =
g

l
آن در که نوشت d٢θ

dt٢ + ω٢θ = ٠ صورت به را دیفرانسیل معادله و sin θ ≃ θrad کرد فرض می توان
صورت به جوابی

θ(t) = A sinωt+B cosωt,

داشت خواهیم (٢ . ١) غیرخطی دیفرانسیل معادله حل با دیگر طرف از .TL = ٢π
ω = ٢π

√
l
g می گیریم نتیجه آن از که دارد

TN = ٢π
√
l

g

(
١ +

١٢
٢٢ sin٢ θm

٢ +
١٢ × ٣٢
٢٢ × ۴٢ sin۴ θm

٢ + · · ·
)
,

٢ . ١ الگوریتم ادامه در است. TN سری جمله  اولین TL که باشیم داشته توجه است جالب است. آونگ ماکزیمم زاویه ای جابجایی θm آن در که
می کنیم. طراحی مدل این برای را

ساده. آونگ یک حرکت تناوب دوره یافتن الگوریتم ٢ . ١ الگوریتم

ϵ یعنی خطا مرز و θm ،l ورودی. •

آن ها اختلاف و TN ،TL مقدار خروجی. •

TL = ٢p
√

l
g و p = ٣/١۴ ،g = ٩/٨ دهید قرار (١

T٢ = T١ + C و C = TL ×M × sin٢k θm٢ ،T١ = TL ،M =
( ٢k−١

٢k
)٢ ،k = ١ دهید قرار (٢

کنید تکرار را ۴ گام |C| > ϵ که زمانی تا (٣

T٢ = T١ + C و C = TL ×M × sin٢k θm٢ ،T١ = T٢ ،M =M ×
( ٢k−١

٢k
)٢ ،k = k + ١ دهید قرار (۴

شوید متوقف کرده، چاپ را TN − TL و TN ،TL و TN = T٢ دهید قرار (۵

نرم افزار محیط در ١٬٢ برنامه اجرای از پس می نویسیم. Mathematica نرم افزار از استفاده با را ١٬٢ برنامه ٢ . ١ الگوریتم برای حال
که داشت توجه باید می شود. تولید ٢ . ١ جدول در شده گزارش نتایج ϵ = ٠/٠٠٠١ ازای به و شده شروع محاسبات Mathematica

△ نیست. بیشتر ٠/٠٠۵ از TN و Tl اختلاف θm < ١۵◦ برای
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l = Input[”کنید وارد متر حسب بر را آونگ ;[”طول
Thetam = Input[”کنید وارد درجه حسب بر را ماکزیمم زاویه ای ;[”جابجایی
Epsilon = Input[”کنید وارد را خطا مجاز ;[”مقدار
st = Sin[Thetam ∗ Pi/٣۶٠]; g = ٩٫٨; TL = ٢ ∗ Pi ∗

√
l
g ; k = ١;

M =
( ٢k−١

٢k
)٢

; CC = TL ∗M ∗ st٢k; T١ = TL; T٢ = T١ + CC;

While[CC > Epsilon, {

k ++; M∗ =
( ٢k−١

٢k
)٢

; T١ = T٢; CC = TL ∗M ∗ st٢k; T٢ = T١ + CC; }];

TN = T٢;
Print[”TL = ”, TL, ” TN = ”, TN, ” TN − TL = ”, TN − TL];

ساده. آونگ یک حرکت تناوب دوره یافتن برنامه :١٬٢ برنامه

می شوند تقسیم بندی زیر صورت به تولید منابع نظر از خطاها ،٢ . ١ مثال و ٢ . ١ شکل در شده ارایه روندنمای به توجه با

l(cm) θm TL TN TN − TL

١٠ ٣ ٠/۶٣۴٧٠ ٠/۶٣۴٨١ ٠/٠٠٠١١
٢٠ ٣ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٨٩٧٧۵ ٠/٠٠٠١۵
٣٠ ٣ ١/٠٩٩٣٣ ١/٠٩٩۵٢ ٠/٠٠٠١٩
١٠ ۶ ٠/۶٣۴٧٠ ٠/۶٣۵١٣ ٠/٠٠٠۴٣
٢٠ ۶ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٨٩٨٢١ ٠/٠٠٠۶١
٣٠ ۶ ١/٠٩٩٣٣ ١/١٠٠٠٨ ٠/٠٠٠٧۵
١٠ ٩ ٠/۶٣۴۵٠ ٠/۶٣۵٧٠ ٠/٠٠١٢٠
٢٠ ٩ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٨٩٩٠٠ ٠/٠٠١۴٠
٣٠ ٩ ١/٠٩٩٣٣ ١/١٠١٠٣ ٠/٠٠١٧٠

l(cm) θm TL TN TN − TL

١٠ ١٢ ٠/۶٣۴٧٠ ٠/۶٣۶۴۴ ٠/٠٠١٧۴
٢٠ ١٢ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٩٠٠٠٧ ٠/٠٠٢۴٧
٣٠ ١٢ ١/٠٩٩٣٣ ١/١٠٢٣۵ ٠/٠٠٣٠٢
١٠ ١۵ ٠/۶٣۴٧٠ ٠/۶٣٧۴٣ ٠/٠٠٢٧٣
٢٠ ١۵ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٩٠١۴۶ ٠/٠٠٣٨۶
٣٠ ١۵ ١/٠٩٩٣٣ ١/١٠۴٠۶ ٠/٠٠۴٧٣
١٠ ١٨ ٠/۶٣۴٧٠ ٠/۶٣٨۶٣ ٠/٠٠٣٩٣
٢٠ ١٨ ٠/٨٩٧۶٠ ٠/٩٠٣١٧ ٠/٠٠۵۵٧
٣٠ ١٨ ١/٠٩٩٣٣ ١/١٠۶١۵ ٠/٠٠۶٨٢

مختلف طول های با ساده آونگ تناوب دوره :٢ . ١ جدول

ذاتی .١

(sin θ ≃ θrad فرض مانند ساده سازی ها و چشم پوشی ها صرف نظرها، از (ناشی مدل •
(g, l مثل اندازه گیری ها و آزمایشات از (ناشی مدل داده های •

محاسباتی .٢

(π = ٣/١۴ (مانند اعداد نمایش •
( lg مثال عنوان (به ریاضی اعمال •

(
√

l
g محاسبه  روش خطای (مثل (محاسباتی) عددی (الگوریتم های) روش های •

پیدا چاره ای راه باید آن ها کنترل و محاسباتی خطاهای از پرهیز برای اما نمی شود مربوط عددی آنالیز متخصص به ذاتی خطاهای ٢ . ١ تذکر
کرد.
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اجتناب ناپذیر است ممکن خطا ولی نمود برطرف می توان را اشتباه می شود. ناشی خطاها و اشتباهات از تقریبی و واقعی جواب اختلاف ٢ . ٢ تذکر
باید محاسباتی وسایل در و دارد نامختوم ده دهی بسط π عدد که آن حال است اشتباه یک ٣٢٣٢ جای به ٢٣٢٣ قراردادن مثال عنوان به باشد.

می شود. خطا بروز موجب این که گرفت نظر در آن برای مختوم ده دهی بسط یک

کنید. مراجعه زیر آدرس های به اشتباهات و خطاها مخرب اثرات خصوص در بیشتر اطلاعات برای ٢ . ٣ تذکر
https://www.iro.umontreal.ca/ mignotte/IFT2425/Disasters.html

https://www.computerworld.com/article/3412197/top-software-failures-in-recent-history.html

می شود. اشاره زیر مورد دو به فقط اینجا در

محاسبات در کردن گرد خطای وقوع دلیل به زخمی) ١٠٠ و کشته ٢٨) ١٩٩١ سال فارس خلیج جنگ در پاتریوت موشک موفقیت عدم •
مسیر

آن رایانه در پاریز٣ وقوع دلیل به مادی) خسارت دلار میلیون ۵٠٠) ١٩٩۶ سال در فرانسه ۵ آریان موشک ماموریت شکست •

اعداد نمایش ٢ . ٢
یافت. عددی آنالیز مراجع سایر در می توان را قضایا از برخی اثبات می پردازیم. حقیقی اعداد نمایش بررسی به بخش این در

صورت به مکانی۴ نمایش به معروف نمایشی x مثبت حقیقی عدد هر ٢ . ١ تعریف

x = amβ
m + am−١βm−١ + · · ·+ a١β١ + a٠β٠ + a−١β−١ + a−٢β−٢ + · · ·

= (amam−١ . . . a١a٠/a−١a−٢ . . .)β ,
(٢ . ٢)

am ̸= ٠ که است لازم نمایش یکتایی برای .ai ∈ {٠, ١, ٢, . . . , β−١} و m ∈ Z مبنا، به معروف طبیعی عدد یک β > ١ آن در که دارد
به N ≤ j باشد داشته وجود بزرگ کافی اندازه به N هر ازای به یا ،· · · = aj−١ = aj = ٠ که باشد داشته وجود چنان j صحیح عدد و

.a−j ̸= β − ١ که طوری

(اعشاری) دهدهی (بسط ) نمایش آن، به شود اختیار β = ١٠ اگر و است معروف β مبنای در x عدد (بسط ) نمایش به (٢ . ٢) رابطه ۴ . ٢ تذکر
رایانه). کار (مبنای می شود گفته (باینری) دودویی نمایش آن، به شود گرفته نظر در β = ٢ که حالتی در و روزمره) زندگی در (متداول گویند

نوشت می توان مثال عنوان به صورت این غیر در چه است لازم نمایش، یکتایی دوم شرط ۵ . ٢ تذکر

٣/۴٧٩٩٩ . . . = ٣/۴٧٩̄ = ٣ × ١٠٠ + ۴ × ١−١٠ + ٧ × ٢−١٠ + ٩ × ٣−١٠ + ٩ × ١٠−۴ + · · ·

= ٣/۴٧ + ٣−١٠×٩
١−١٠−١ = ٣/۴٧ + ٠/٠١ = ٣/۴٨.

متناوب. نامختوم یا است مختوم یا مبنایی هر در گویا عدد یک بسط ٢ . ١ قضیه
Underflow٣

Positional representation۴
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است. نامتناوب نامختوم گنگ، عدد بسط ٢ . ١ . ١ نتیجه
٢ . ٢ مثال

١
٣ = ٠/٣ = (٠/١)٣,

٣
٨ = ٠/٣٧۵, ١

١٠ = ٠/١ = (٠/٠٠٠١١)٢,
√٢ = ١/۴١۴٢ · · · , π = ٣/١۴١۵٩٢ · · · .

△

.|x− y| < ϵ که دارد وجود چنان y حقیقی عدد x حقیقی عدد هر و ϵ > ٠ هر ازای به ٢ . ٢ قضیه
این ولی شود، داده نمایش مبنا همین در نیز (خروجی) نتایج داریم انتظار و کرده وارد ١٠ مبنای در را اعداد حساب) (ماشین رایانه با کار هنگام

می شود. مطرح مبنا تغییر مسئله  بنابراین می کنند. کار می شده) استفاده نیز ١۶ مبنای قدیم در و ٢ مبنای (امروزه دیگری مبنای با وسایل

دارد؟ مزایایی و معایب چه ١۶ مبنای با مقایسه در ٢ مبنای ٢ . ١ پرسش
است. امکان پذیر سادگی به بسط کمک به ١٠ مبنای به ٢ مبنای از مبنا تغییر

٢ . ٣ مثال

(١٠١١٠٠١/١١١٠٠١)٢ = ٢۶ + ٢۴ + ٢٣ + ٢٠ + ١−٢ + ٢−٢ + ٣−٢ + ٢−۶

= (۶۴ + ١۶ + ٨ + ١ + ٠/۵ + ٠/٢۵ + ٠/١٢۵ + ٠/٠١۵۶٢۵)
= ٨٩/٨٩٠۶٢۵.

△

دست به ٢ مبنای در متناظر عدد ٢ بر هم سر پشت تقسیم های با باشد، مثبت صحیح ،١٠ مبنای در شده داده عدد اگر ،٢ به ١٠ از مبنا تغییر برای
می آید.

۴ . ٢ مثال

٢٣ = ١١ × ٢ + ١, ١١ = ۵ × ٢ + ١, ۵ = ٢ × ٢ + ١, ٢ = ١ × ٢ + ٠.

△ .٢٣ = (١٠١١١)٢ پس

آن گاه شود فرض (٠/b١b٢b٣ · · ·)٢ صورت به ٢ مبنای در متناظر عدد و باشد (٠, ١) فاصله در ١٠ مبنای در x شده  داده عدد اگر

x = b١ × ١−٢ + b٢ × ٢−٢ + b٣ × ٣−٢ + · · · ,

نتیجه در و
٢x = b١ + b٢ × ١−٢ + b٣ × ٢−٢ + · · · .

دادن قرار با
y = b٢ × ١−٢ + b٣ × ٢−٢ + · · · ,
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داشت خواهیم
٠ ≤ y < ١ × ١−٢ + ١ × ٢−٢ + · · · = ١−٢

١ − ١−٢ = ١.

است صحیح عددی b١ زیرا b١ = [٢x] می شود نتیجه [٢x] = [b١ + y] از بلافاصله و ٢x = b١ + y داریم دیگر طرف از .[y] = ٠ پس
است زمانی تکراری روند این توقف شرط آورد. دست به را · · · و b٣ ،b٢ می توان روند این تکرار و x = y دادن قرار با یک). یا است صفر یا b١)

کنیم. متوقف را روند شویم مجبور تکرار چند از پس و باشد نامتناوب نامختوم بسط است ممکن یا و آید وجود به تناوب یا شود صفر x که

می کنیم. دنبال است متناوب نامختوم یا مختوم نمایش، که حالت هایی برای را روند این ۵ . ٢ مثال
△ .٠/١ = (٠/٠٠٠١١)٢ و ٠/۵٧٨١٢۵ = (٠/١٠٠١٠١)٢ نوشت می توان ٢ . ٢ جدول به توجه با

i x ٢x bi

١ ٠/۵٧٨١٢۵ ١/١۵۶٢۵ ١
٢ ٠/١۵۶٢۵ ٠/٣١٢۵ ٠
٣ ٠/٣١٢۵ ٠/۶٢۵ ٠
۴ ٠/۶٢۵ ١/٢۵ ١
۵ ٠/٢۵ ٠/۵ ٠
۶ ٠/۵ ١/٠ ١

٠

i x ٢x bi

١ ٠/١ ٠/٢ ٠
٢ ٠/٢ ٠/۴ ٠
٣ ٠/۴ ٠/٨ ٠
۴ ٠/٨ ١/۶ ١
۵ ٠/۶ ١/٢ ١
۶ ٠/٢ ٠/۴ ٠

٠/۴
واحد از کوچک تر اعداد دودویی نمایش :٢ . ٢ جدول

نامختوم نمایش اگر و کند تولید را x عدد دودویی نمایش و گرفته ورودی از را n طبیعی عدد و x حقیقی عدد که بنویسید برنامه ای ٢ . ١ تمرین
شود. چاپ نمایش، رقم n تا کثر حدا است نامتناوب

حقیقی اعداد از برخی نظیر آن در که شد گرفته نظر در ثابت۵ ممیز نمایش به معروف نمایشی ابتدا ماشین، در اعداد نمایش برای ٢ . ٢ تعریف
گرفت نظر در زیر صورت به ماشینی عدد یک می توان x مثبت

x = (an−١ · · · a١a٠/a−١a−٢ · · · a−t)β ,

در اصل در هستند. ثابتی و مشخص طبیعی اعداد n و t و ai ∈ {٠, ١, ٢, . . . , β − ١} مبنا، به معروف طبیعی عدد یک β > ١ آن در که
نیستند. صفر همگی aiها می شود فرض و است ثابت و مشخص ممیز مکان نمایش این

از عبارتند نمایش این در مهم نکات از برخی و می شود داده نمایش F٠ = F٠(β, n, t) با ثابت ممیز نمایش با ماشینی اعداد تمام مجموعه

،Card(F٠) = ٢ × βn × βt − ١ •

از عبارتند عدد کوچکترین و بزرگترین ،γ = β − ١ که فرض این با •

xmax = (γ · · · γ/γ · · · γ)β = γ
n−١∑
i=−t

βi = βn − β−t ≃ βn, xmin = (٠ · · · ٠/٠ · · · ٠١)β = β−t,

Fixed point representation۵
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دارند، قرار β−t فاصله با و هم فاصله [−xmax,−xmin] ∪ [xmin, xmax] مجموعه در اعداد •

نیست مناسب علمی محاسبات برای نمایش این نتیجه در و می شویم مواجه مشکل با نمایش این در (کوچک) بزرگ بسیار اعداد نمایش برای •
می شوند. ساخته اساس این بر ماشین هایی هم هنوز و است سودمند نمایش این حسابداری، مانند کاربردها از بسیاری برای ولی

صورت به علمی۶ نمایش به معروف نمایشی x مثبت حقیقی عدد هر ٢ . ٣ تعریف

x = (٠/a١ · · · atat+١ · · ·)β × βe,

m = و است معروف توان(نما) به e ∈ Z .ai ∈ {٠, ١, ٢, . . . , β − ١} و مبنا به معروف طبیعی عدد یک β > ١ آن در که دارد
می شود گفته حالت این (در a١ ̸= ٠ که است لازم نمایش یکتایی برای و ١

β ≤ m < ١ و دارد نام کسری) مانتیس(جزء ٠/a١ · · · atat+١ · · ·

است). نرمال شده نمایش

شد. گرفته ایده علمی نمایش از شناور٧ ممیز پرکاربرد نمایش تعریف برای آنکه حال بود ثابت ممیز نمایش تعریف برای شروعی نقطه مکانی نمایش
پیدایش بدو از که است رایانه در اعداد نمایش برای متداول روش یک و هستند نمایش قابل سادگی به (کوچک) بزرگ بسیار اعداد نمایش این در

است. شده برخورد آن با سلیقه ای طور به حدودی تا که می رسد نظر به چنین و است گرفته قرار رایانه سخت افزار سازندگان توجه مورد

صورت به شناور ممیز نمایش به معروف نمایشی x مثبت حقیقی اعداد از برخی نظیر ۴ . ٢ تعریف

x̂ = (٠/a١ · · · at)β × βe = m× βe−t,

بامعنای ارقام تعداد t ∈ N دارد، تعلق Z از زیرمجموعه ای به توان یعنی e مبنا، به معروف طبیعی عدد یک β > ١ آن در که می شود تعریف
نرمال شده). (نمایش a١ ̸= ٠ که است لازم نمایش یکتایی برای و ai ∈ {٠, ١, ٢, . . . , β − ١} می دهد، نشان را ٠/a١ · · · at یعنی مانتیس
a١ همچنین .L ≤ e ≤ U که دارند وجود چنان U و L صحیح اعداد و βt−١ ≤ m ≤ βt − ١ داریم m = (a١ · · · at)β برای وضوح به

است. معروف رقم کم ارزش ترین به at و رقم باارزش ترین به

نمایش این در مهم نکات از برخی و می شود داده نمایش F = F(β, t, L, U) با صفر با همراه شناور ممیز نمایش با ماشینی اعداد تمام مجموعه
از عبارتند

،Card(F) = 2× (β − 1)× βt−1(U− L + 1) + 1 •

از عبارتند عدد کوچکترین و بزرگترین ،γ = β − ١ که فرض این با •

xmax = (٠/γ · · · γ)β × βU = γβU
t∑
i=١

β−i = βU (١− β−t) ≃ βU , xmin = (٠/١٠ · · · ٠)β × βL = βL−١,

است. (کمتر) بیشتر اعداد فاصله باشد (کوچکتر) بزرگتر e هرچه دارد. بستگی توان به آنها فاصله و نیستند هم فاصله F مجموعه در اعداد •

قابل عددی هیچ صفر حول همسایگی یک در دیگر طرف از و است شده اضافه شناور ممیز اعداد مجموعه به صفر طرف یک از که داشت توجه باید
می شود. مطرح زیر تعریف مشکلات، این کردن برطرف منظور به نیست. نمایش

Scientific representation۶
Floating point٧
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به معروف ماشینی اعداد از بزرگتری مجموعه باشد، مجاز e = L برای فقط a١ = ٠ شناور ممیز نمایش با اعداد تعریف در اگر ۵ . ٢ تعریف
می شود. داده نمایش FD = FD(β, t, L, U) با که می آید دست به شناور٨ ممیز غیرنرمال شده نمایش با اعداد

عبارتند نمایش این در مهم نکات از برخی .F ⊂ FD علاوه به و است شده حفظ نمایش یکتایی دارد، وجود نمایش این در صفر که داشت توجه باید
از

،Card(FD) = Card(F) + 2(βt−1 − 1) •

،xmin = βL−t •

(−βL−١, βL−١) بازه به که (٠γ · · · γ حالت با (متناطر βt−١ − ١ و (٠ · · · ٠١ حالت با (متناطر ١ بین مانتیس با اعدادی می توان •
داد. نمایش نیز دارند تعلق

کنید. مشخص را FD(٢, ١−,٣, ٢) اعداد مجموعه ۶ . ٢ مثال
از عبارتند که دارد وجود مثبت عدد (٢ − ١)× ١−٢٣ × (٢ + ١ + ١) = ١۶ ،F(٢, ١−,٣, ٢) مجموعه در

xmax = (٠/١١١)٢ × ٢٢ = ٧
٢ , (٠/١١٠)٢ × ٢٢ = ٣, (٠/١٠١)٢ × ٢٢ = ۵

٢ , (٠/١٠٠)٢ × ٢٢ = ٢,
٧
۴ ,

٣
٢ ,

۵
۴ , ١, ٧

٨ ,
٣
۴ ,

۵
٨ ,

١
٢ ,

٧
١۶ ,

٣
٨ ,

۵
١۶ , xmin = (٠/١٠٠)٢ × ١−٢ = ١

۴ .

از عبارتند نامنفی غیرنرمال شده اعداد

(٠/٠١١)٢ × ١−٢ =
٣

١۶ , (٠/٠١٠)٢ × ١−٢ =
١
٨ , (٠/٠٠١)٢ × ١−٢ =

١
١۶ , (٠/٠٠٠)٢ × ١−٢ = ٠.

در△ مثال عنوان به و می شود داده نمایش ϵM با و است معروف ماشین اپسیلون به آن از بعد نمایش قابل عدد و ١ عدد فاصله ۶ . ٢ تعریف
می آید دست به زیر صورت به آن مقدار F(β, t, L, U)

(٠/١٠ · · · ٠١)β × β١ − (٠/١٠ · · · ٠)β × β١ = (٠/٠ · · · ٠١)β × β١ = β١−t.

یک اجرای نتایج موارد برخی در که شوند تولید گوناگونی (رایانه های) محاسباتی ماشین های که شد موجب U و L ،t ،β کمیت های انتخاب تنوع
پیروی به را وسایل این سازندگان و وضع را ٧۵۴ استاندارد ١٩٨۵ سال در IEEE٩ دلیل همین به بود. متفاوت مختلف، ماشین های روی بر برنامه
قالب١١ دو استاندارد این در گردید. مطرح IEC559 استاندارد صورت به و شد تائید IEC١٠ توسط ١٩٨٩ سال در استاندارد این کرد. ترغیب آن از

است. شده پیشنهاد شناور ممیز نمایش با اعداد برای برابر١٣ دو دقت و ساده١٢ دقت به موسوم

شناور ممیز ۶۴-بیتی نمایش ٢ . ٢ . ١
مبنای در عدد هر برای نمایش این در است. C زبان در double نوع با متناظر و بوده معروف (مضاعف) برابر دو دقت به این از پیش نمایش این
از بعد بلافاصله و می شود داده نمایش s با و است معروف علامت بیت به بیت اولین می شود. گرفته نظر در بیت ۶۴ طول به ساختار یک ابتدا ،٢

Floating point de-normalized٨
Institute of Electrical and Electronics Engineers٩

International Electronical Commission١٠
Format١١

Single precision١٢
Double precision١٣



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ٢۶

f با را آن و می شود گذاشته کنار مانتیس برای باقی مانده بیت ۵٢ و می شود داده نمایش c با و می شود گرفته نظر در مشخصه١۴ برای بیت ١١ آن
می دهند. نشان

دست به e = c − ١٠٢٣ رابطه کمک به توان و می شود گرفته نظر در (−١)s × ٢e × (١ + f) صورت به نمایشی عدد هر برای سپس
محدودیت دیگر طرف از .−١٠٢٣ ≤ e ≤ ١٠٢۴ داریم ٠ ≤ c ≤ (١١ · · · ٢(١ = ٢١١ − ١ = ٢٠۴٧ محدودیت به توجه با می آید.
اختیار در بیت ۵٢ مانتیس برای می رسد نظر به .١ ≤ (١ + f)٢ ≤ (١/١١ · · · ٢(١ < ٢ که می گردد باعث ٠ ≤ f ≤ (٠/١١ · · · ٢(١

نمایش یکتایی برای و است معروف پنهان بیت به اضافه بیت یک آن که باشیم داشته بیت ۵٣ که می شود موجب ١ + f ساختار واقع در ولی داریم
آن گاه دهیم نشان MN و mN با ترتیب به را نمایش قابل مثبت عدد بزرگ ترین و کوچک ترین اگر است. لازم

mN = ١٠٢٢−٢ × (١/٠ · · · ٢(٠ ≃ ٢/٢٢۵٠٧ × ٣٠٨−١٠,

MN = ٢١٠٢۴ × (١/٠ · · · ٢(٠ ≃ ١/٧٩٧۶٩ × ١٠٣٠٨.

برای −١٠٢٣ توان از و (MATLAB نرم افزار در eps (همان ϵM = ٢−۵٢ ≃ ٢/٢٢٠۴۴۶ × ١−١٠۶ نمایش این در ۶ . ٢ تذکر
در inf) ∞ نمایش برای مثبت مانتیس با ١٠٢۴ توان از و می شوند) تولید کوچک خیلی اندازه با اعدادی که (زمانی پاریز١۵ پیام و صفر نمایش

می شود. استفاده می شوند) تولید بزرگ خیلی اندازه با اعدادی که (زمانی سرریز١۶ پیام و (MATLAB در NaN) مبهم صور ،(MATLAB

قابل نمایش دقیق طور به نمایش این در ٠ ≤ x ≤ M شرط با x صحیح عدد هر که هستیم M مثبت صحیح عدد بزرگ ترین دنبال به ادامه در
علاوه به و هستند قابل نمایش دقیق طور به نباشند ٢۵٣ − ١ = (١/١١ · · · ٢(١ × ٢۵٢ از بزرگتر که نامنفی صحیح اعداد تمام وضوح، به باشد.
مانتیس در رقم ۵٣) نیست کافی ٢۵٣ + ١ نمایش جهت مانتیس در ارقام تعداد اما است. قابل نمایش (١/٠ · · · ٢(٠ × ٢۵٣ صورت به نیز ٢۵٣

نمایش این در رقمی ١۶ اعداد از بسیاری و رقمی ١۵ صحیح اعداد تمام نتیجه در و M = ٢۵٣ ≃ ٩/٠٠٧١٩٩ × ١٠١۵ بنابراین است). لازم
٢ توان های از بسیاری که داشت توجه باید البته است). رقم ١۶ الی ١۵ ۶۴-بیتی نمایش در دقت می شود (گفته هستند قابل نمایش دقیق طور به

هستند. قابل نمایش دقیق طور به نیز

،Mathematica مانند نرم افزارها از بعضی است. گسسته و متناهی حقیقی، اعداد محور خلاف بر شناور ممیز با اعداد محور ٢ . ٧ تذکر
انجام سرعت کمی است ممکن که می برند بالا را دقت اصطلاح به و می کنند برطرف نرم افزاری برنامه های کمک به را سخت افزار محدودیت های

ببینید. را uoflow.nb برنامه بیاید. پایین محاسبات

است؟ ۶۴-بیتی شناور ممیز اعداد مجموعه بیانگر F(٢, ۵١٠٢٣−,٣, ١٠٢۴) آیا ٢ . ٢ تمرین

کمیت های تمام می شود. منظور مشخصه برای بیت هشت (C زبان در float نوع با متناظر ساده (دقت ٣٢-بیتی نمایش در ٢ . ٣ تمرین
است؟ ٣٢-بیتی شناور ممیز اعداد مجموعه بیانگر F(٢, ٢۴,−١٢٧, ١٢٨) آیا کنید. تعیین نمایش این در را، بخش این در معرفی شده

کنید. مراجعه بیان شده استاندارد به کاملتر جزئیات برای و [١٧] مرجع به بیشتر جزئیات برای

Characteristic١۴
Underflow١۵

Overflow١۶



٢٧ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

ماشینی اعداد ٢ . ٢ . ٢
مانند نگاشتی باید ،x /∈ F و x ∈ R اگر و F ⊂ R وضوح به هستند. معروف نیز t-رقمی ماشینی اعداد به F = F(β, t, L, U) اعداد

که گونه ای به ساخت r : R → F

|x− r(x)| ≤ |x− y| , ∀y ∈ F.

کنار و مانتیس از رقم t داشتن نگه با x نظیر t-رقمی ماشینی عدد باشد، x = (٠/a١ · · · atat+١ · · ·)β × βe صورت به x علمی نمایش اگر
است موجود زیر روش های کار این برای و باشیم) نداشته مشکلی e نمایش برای که فرض این با (البته می آید دست به ارقام بقیه گذاشتن

(برش)١٧ کردن قطع روش .١

معمولی١٨ کردن گرد روش .٢

زوج١٩ به کردن گرد روش .٣

کردن قطع روش ابتدا معمولی، کردن گرد روش در که حالی در می شود گذاشته کنار ارقام بقیه و شده حفظ مانتیس از رقم t کردن، قطع روش در
یک هر در و شده اعمال کردن قطع روش ابتدا زوج، به کردن گرد روش در اما می گردد. اضافه at به واحد یک at+١ ≥ β

٢ اگر سپس شده، اعمال
می گردد اضافه at به واحد یک زیر حالت های از

،at+١ > β
٢ •

شود، مشاهده at+١ راست سمت در صفری مخالف رقم و at+١ = β
٢ •

باشد. فرد at و نشود مشاهده at+١ راست سمت در صفری مخالف رقم و at+١ = β
٢ •

رایانه هایی زمانی (اگرچه شده اند منسوخ قبول) قابل توجیحات عدم دلیل (به زوج به کردن گرد و زیاد) خطای دلیل (به کردن قطع روش های امروزه
گرفت نظر در زیر صورت به را r نگاشت می توان بنابراین شد). ساخته آنها مبنای بر

r(x) =


(٠/a١ · · · at)β × βe, at+١ < β

٢ ,

(٠/a١ · · · at + ٠/٠ · · · ٠١)β × βe, at+١ ≥ β
٢ .

چیست؟ در ٣/٧٠٠ یا ٣/٧٠ با ٣/٧ تفاوت یا ۴٧٠٠٠m با ۴٧km تفاوت ٢ . ٢ پرسش

در که است صفرهایی و صفر مخالف رقم دو بین صفرهای صفر، مخالف ارقام صفر، مخالف عدد یک بامعنای ارقام از منظور ٢ . ٧ تعریف
مانتیس). ارقام می شوند(تمام داده قرار دقت نوعی دادن نشان منظور به عدد راست سمت

△ دارد. بامعنا رقم ۶ حداکثر و بامعنا رقم ۴ حداقل ٠/٠٠٠٧٠۴۵٠٠ عدد ٢ . ٧ مثال

Chopping١٧
Rounding١٨

Rounding to even١٩



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ٢٨

بیشتر عمل در و است فرد به منحصر ea نامند. x به نسبت x̂ مطلق خطای را ea(x) = |x− x̂| باشد، x از تقریبی x̂ اگر ٢ . ٨ تعریف
معروف مطلق خطای کران به و نیست یکتا ba نباشد. ea(x) از کمتر که می شود استفاده ba عدد هر از آن جای به و نیست تعیین قابل مواقع

می شود. استفاده x = x̂± ba نمایش از مواقع بعضی .x̂− ba ≤ x ≤ x̂+ ba نتیجه در و ea(x) ≤ ba بنابراین است.

آن گاه باشد، x =
√٣ از تقریبی عنوان به x̂ = ١/٧٣٢ عدد اگر ٢ . ٨ مثال

ea(x) =
∣∣∣√٣ − ١/٧٣٢

∣∣∣ = ١/٧٣٢٠۵٠٨٠٧۵ · · · − ١/٧٣٢ = ٠/٠٠٠٠۵٠٨٠٧۵ · · · .

برای معیاری ba = ٠/٠٠٠١ نتیجه در .٠ <
√٣ − ١/٧٣٢ < ٠/٠٠٠١ بنابراین ،١/٧٣٢٠ <

√٣ < ١/٧٣٢١ می دانیم طرفی از
△ است. √٣ به ١/٧٣٢ نزدیکی

است؟ خطاها مقایسه  برای مناسبی معیار مطلق خطای آیا ٢ . ٣ پرسش
بگیرید. نظر در را دروازه بان و تایپیست بانک، صندوق دار یک مطلق خطای مثال عنوان به خیر. پاسخ.

مطلق خطای مشابه و می شود نامیده x به نسبت x̂ نسبی خطای er(x) = |x−x̂|
|x| = ea(x)

|x| باشد، x ̸= ٠ از تقریبی x̂ اگر ٢ . ٩ تعریف
است. معروف خطا درصد به ١٠٠× er(x) می شود. استفاده نسبی خطای کران از و نیست تعیین قابل عمل در مواقع بیشتر و است فرد به منحصر

آن گاه باشد، تقریب این برای مطلق خطای کران یک ba و باشد x از تقریبی x̂ اگر ٢ . ٣ قضیه

er(x) ≤
ba

|x̂| − ba
.

داریم باشد کوچک خیلی |x̂| به نسبت ba اگر علاوه به
er(x) ≤

ba
|x̂|
.

□ دهید.  نشان نابرابری ها خواص از استفاده با و ba تعریف کمک به برهان.

داریم گرفته، نظر در x =
√٣ از تقریبی عنوان به را x̂ = ١/٧٣٢ عدد ٢ . ٩ مثال

er(x) =

∣∣√٣ − ١/٧٣٢∣∣
√٣ =

١/٧٣٢٠۵٠٨٠٧۵ · · · − ١/٧٣٢
١/٧٣٢٠۵٠٨٠٧۵ · · ·

=
٠/٠٠٠٠۵٠٨٠٧۵ · · ·
١/٧٣٢٠۵٠٨٠٧۵ · · ·

.

پس
er(x) = ٠/٠٠٠٠٢٩٣٣٣٧ · · · < ٠/٠٠٠٠٣.

نوشت می توان ba = ٠/٠٠٠١ و ٢ . ٣ قضیه به توجه با اما

er(x) ≤
٠/٠٠٠١

١/٧٣٢ − ٠/٠٠٠١ =
٠/٠٠٠١
١/٧٣١٩ = ٠/٠٠٠٠۵٧٧۴٠٠۵ · · · < ٠/٠٠٠٠۶

یا و
er(x) ≤

٠/٠٠٠١
١/٧٣٢ = ٠/٠٠٠٠۵٧٧٣۶٧٢ · · · < ٠/٠٠٠٠۶.



٢٩ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

△

نابرابری در که (t کثر (حدا n طبیعی عدد بزرگترین باشد، x برای تقریبی x̂ = (٠/a١ · · · at)β × βe اگر ٢ . ١٠ تعریف

ea(x) ≤ ٠/۵ × βe−n,

می شود. نامیده x به نسبت x̂ درست بامعنای ارقام تعداد کند، صدق

است؟ بهتری تقریب x̂ گفت می توان باشد، بیشتر x̂ بامعنای ارقام تعداد چه هر آیا باشد. x از تقریبی x̂ بگیرید نظر در ۴ . ٢ پرسش
است. کمتر x̂ خطای باشد، بیشتر x به نسبت x̂ درست بامعنای ارقام تعداد هرچه تعریف، به توجه با خیر. پاسخ.

است؟ x = ١٠٠ برای بهتری تقریب یک کدام x̃ = ١٠٠/٧ و x̂ = ٩٩/٩۶ اعداد از ٢ . ١٠ مثال

x̂ = ٩٩/٩۶ → e = ٢, |x− x̂| = ٠/٠۴ ≤ ٠/۵ × ١٠٢−n → n = ٣,
x̃ = ١٠٠/٧ → e = ٣, |x− x̃| = ٠/٧ ≤ ٠/۵ × ١٠٣−n → n = ٢.

△ است. x برای بهتری تقریب x̂ بنابراین

کنید. مشخص x = ١٠٠/٣١٠۴ به نسبت را x̂ = ١٠٠/٣١ درست بامعنای ارقام تعداد ٢ . ١١ مثال

x̂ = ١٠٠/٣١ → e = ٣, |x− x̂| = ٠/٠٠٠۴ ≤ ٠/۵ × ١٠٣−n → n = ۶,

△ .n = ۵ پس دارد بامعنا رقم پنج فقط x̂ چون و

است. درست بامعنای رقم n دارای x̂ آن گاه باشد، بامعنا رقم n تا x گردشده  x̂ اگر ۴ . ٢ قضیه

توان آن در(به) مطلق خطای ولی نمی کند، تغییر نسبی خطای کنیم، ضرب(تقسیم) مبنا از توانی در(به) را دقیق و تقریبی کمیت اگر ۵ . ٢ قضیه
نمی کند. تغییر نیز درست بامعنای ارقام تعداد همچنین می شود. ضرب(تقسیم)

است. شده بیان بعد قضیه در درست، بامعنای ارقام تعداد با نسبی(دقت) خطای ارتباط

که آن شرط به er(x) < ٠/۵ × β١−n آن گاه باشد، x دقیق کمیت به نسبت درست بامعنای رقم n دارای x̂ تقریبی کمیت اگر ۶ . ٢ قضیه
نسبت x̂ آن گاه ،er(x) ≤ ٠/۵× β−n اگر برعکس باشد. نشده تشکیل آن جلوی در صفر رقم n− ١ و ١ رقم یک از x̂ درست بامعنای ارقام

است. درست بامعنای رقم n کم دست دارای ،x به

باشد. کمتر ١٠−۴ از آن نسبی خطای که دهید ارایه √٣ از تقریبی ٢ . ١٢ مثال
با این رو، از .er(x) < ۵ × ١٠−۵ < ١٠−۴ آن گاه باشد داشته درست بامعنای رقم ۵ که باشد x =

√٣ از تقریبی x̂ اگر ۶ . ٢ قضیه  بنابر
△ .x̂ = ١/٧٣٢١ یعنی باشد، بامعنا رقم ۵ تا √٣ گردشده  x̂ است کافی ،۴ . ٢ قضیه  به توجه
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دهید نشان ۴ . ٢ تمرین

ea(r(x)) ≤ ٠/۵ × βe−t, er(r(x)) ≤ ٠/۵ × β١−t = ٠/۵ × ϵM . (٢ . ٣)

می کنند؟ تغییر چگونه خطا کران های این باشد، آمده دست به کردن قطع روش از r(x) اگر

آن نام گذاری این دلیل می رسد نظر به است. معروف ماشین٢٢ دقت یا گردکردن٢١ واحد یا واحد٢٠ رند به ٠/۵ × ϵM کمیت ٢ . ١١ تعریف
.r(١ + ϵ) = ١ آن گاه ϵ ≤ ٠/۵ × ϵM اگر که است

کنید. توجه F = F(١٠, ٩−,٣, ٩) در زیر موارد به نمونه برای .r(x) /∈ F که می افتد اتفاق مواقع گاهی ٢ . ٨ تذکر

r(٠/١٢٣۴ × ١٠١٢) = ٠/١٢٣ × ١٠١٢ /∈ F,

r(٠/٩٩٩٨ × ١٠٩) = ٠/١٠٠ × ١٠١٠ /∈ F,

r(٠/٠١٢٣ × ٩−١٠) = ٠/١٢٣ × ١٠−١٠ /∈ F,

r(٠/١٢٣۴ × ١١−١٠) = ٠/١٢٣ × ١١−١٠ /∈ F.

هستند کردن برطرف قابل زیر صورت به آخر مورد دو است. افتاده اتفاق پاریز دوم حالت دو در و سرریز اول حالت دو در

r(٠/٠١٢٣ × ٩−١٠) = ٠/٠١٢ × ٩−١٠ ∈ F,

r(٠/١٢٣۴ × ١١−١٠) = ٠ ∈ F.

نیستند. برقرار (٢ . ٣) روابط دیگر متاسفانه ولی

با شود. منجر محاسبات توقف به است ممکن پدیده ها این وقوع می کنند. برخورد محاسبات در بی نظمی نوعی عنوان به سرریز(پاریز) پدیده با رایانه ها
برای نمونه عنوان به کرد. جلوگیری پدیده ها این وقوع از می توان حدودی تا محاسبات، میانی نتایج بررسی و ورودی داده های مناسب کردن مقیاس
برخورد در چون است. مناسب تر ∥x∥ = |x٢|

√١ + (x١/x٢)٢ یا ∥x∥ = |x١|
√١ + (x٢/x١)٢ عبارت ∥x∥ =

√
x٢١ + x٢٢ محاسبه

محدودیتی هیچ می کنیم فرض می افتند، اتفاق ندرت به پدیده ها این و است نیاز مخصوصی حفاظتی راه کارهای عددی روش هر برای پدیده ها این با
می کنیم. استفاده زیر تعریف از و باشیم نداشته شناور) ممیز نمایش در (توان e روی

می کنیم تعریف ،xmin ≤ |x| ≤ xmax که گونه ای به x ∈ R برای ٢ . ١٢ تعریف

r(x) = x(١ + ϵ), |ϵ| ≤ ٠/۵ × ϵM .

است. تقریب این نسبی خطای ϵ و r(x) با x تقریب مطلق خطای xϵ بنابراین

Unit round٢٠
Roundoff unit٢١

Machine precision٢٢
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داریم زیرا است. شده ناشی (٢ . ٣) در آمده نسبی خطای از تعریف این ایده می رسد نظر به ٢ . ٩ تذکر
|x− r(x)|

|x|
≤ ٠/۵ × ϵM ,

یا و
−٠/۵ × ϵM ≤ x− r(x)

x
≤ ٠/۵ × ϵM ,

آنجا از و
(−٠/۵ × ϵM )x ≤ x− r(x) ≤ (٠/۵ × ϵM )x,

نتیجه در
x(١ − ٠/۵ × ϵM ) ≤ r(x) ≤ x(١ + ٠/۵ × ϵM ).

به x, y ∈ F برای که می روند کار به شناور ممیز اعمال صورت به محاسباتی ماشین یک در تقسیم و ضرب منها، جمع، اعمال ٢ . ١٣ تعریف
می شوند تعریف زیر صورت



r(x+ y) = (x+ y)(١ + ϵ١),

r(x− y) = (x− y)(١ + ϵ٢),

r(x ∗ y) = (x ∗ y)(١ + ϵ٣),

r(x/y) = (x/y)(١ + ϵ۴),

|ϵi| ≤ ٠/۵ × ϵM , i = ١, ٢, ٣, ۴.

اعمال صورت به باید عبارت آن در اعمال تمام که است آن r(E) از منظور باشد، ریاضی اعمال تعدادی شامل عبارت یک E اگر ٢ . ١٠ تذکر
داریم نمونه عنوان به شوند. گرفته نظر در شناور ممیز

r(x ∗ (y + z)) = (x ∗ ((y + z)(١ + ϵ١)(((١ + ϵ٢), ∀x, y, z ∈ F,

است نظیر تقریبی توابع نتیجه روی بر r اعمال مشابه، اعمال سایر و r(sinx) ،r(√x) از منظور همچنین .|ϵ١| , |ϵ٢| ≤ ٠/۵× ϵM آن در که
می شود. استفاده ماشین در که

خطا انتشار ٢ . ٣
عبارتی به نیستند. برقرار ماشینی اعداد مجموعه در غیره، و شرکت پذیری خنثی، عضو یکتایی مانند حقیقی اعداد میدان موضوعه اصول از بسیاری
ارزیابی طرح های بین که است مهم عددی نظر از بنابراین می کنند. تولید متفاوتی نتایج محاسباتی نظر از هستند معادل ریاضی نظر از که روابطی

کنید. توجه [٢٢] مرجع از زیر مثال به باشیم. قائل تفاوت باشند معادل نظری دیدگاه از گر ا حتی مختلف

آوریم. دست به را زیر عدد سه مجموع ،β = ١٠ و t = ٨ با ماشین یک در می خواهیم کنید فرض ٢ . ١٣ مثال

a = ٠/٢٣٣٧١٢۵٨ × ١٠−۴, b = ٠/٣٣۶٧٨۴٢٩ × ١٠٢, c = −٠/٣٣۶٧٧٨١١ × ١٠٢.
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مقدار که می شویم متوجه ،a+ b+ c = ٠/۶۴١٣٧١٢۵٨ × ٣−١٠ یعنی دقیق جواب با ساده مقایسه یک با

r(a+ (b+ c)) = r(٠/٢٣٣٧١٢۵٨ × ١٠−۴ + ٠/۶١٨٠٠٠٠٠ × ٣−١٠) = ٠/۶۴١٣٧١٢۶ × ٣−١٠,

مقدار از دقیق تر

r((a+ b) + c) = r(٠/٣٣۶٧٨۴۵٢ × ١٠٢ − ٠/٣٣۶٧٧٨١١ × ١٠٢) = ٠/۶۴١٠٠٠٠٠ × ٣−١٠,

هم به نزدیک علامت هم عدد دو تفاضل در پدیده این است. بامعنا٢٣ ارقام رفتن بین از پدیده علت به اخیر رابطه از ناشی خطای واقع در است.
△ می افتد. اتفاق

هستند. معروف مقدماتی٢۴ اعمال به غیره و sin ،√· اعمال همچنین و تقسیم و ضرب منها، جمع، اعمال ١۴ . ٢ تعریف

ورودی داده های از y١, . . . , ym نتایج مسئله یک در کنید فرض منظور همین به و کنیم بیان دقیق تر قدری را الگوریتم مفهوم داریم قصد حال
تعریف با می آیند. دست به x١, . . . , xn

x = [x١ · · ·xn]T , y = [y١ · · · ym]T ,

یعنی است، چندمتغیره برداری تابع یک ϕ : Ω ⊆ Rn → Rm آن در که y = ϕ(x) تعیین یعنی مسئله حل

yj = ϕj(x١, . . . , xn), j = ١, . . . ,m.

باشد، x از تقریبی x̂ باشند، پیوسته Ω بر ،j = ١, . . . ,m برای آن اول مرتبه جزئی مشتقات و ϕj کنید فرض

ea(x) = x− x̂, ea(xi) = xi − x̂i, i = ١, . . . , n,

و مطلق خطای بیانگر
er(xi) =

xi − x̂i
xi

, xi ̸= ٠, i = ١, . . . , n,

داریم چندمتغیره توابع تیلور بسط کمک به باشد. نسبی خطای نشان دهنده

ea(yj) = yj − ŷj = ϕj(x)− ϕj(x̂)=̇
n∑
i=١

(xi − x̂i)
∂ϕj(x̂)

∂xi
=

n∑
i=١

ea(xi)
∂ϕj(x̂)

∂xi
, j = ١, . . . ,m,

آن در که نوشت ea(y)=̇Jea(x) فشرده شکل به را آن می توان که

J =

[
∂ϕj(x̂)

∂xi

]
m×n

,

Cancellation٢٣
Elementary operations٢۴
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xi از ea(xi) اختلال به نسبت yj حساسیت میزان نشان دهنده ∂ϕj(x̂)
∂xi

کمیت است. اول مرتبه تقریب =̇ از منظور و ϕ تابع ژاکوبین ماتریس
نوشت می توان آن گاه yj ̸= ٠ و xi ̸= ٠ اگر حال است.

er(yj)=̇
n∑
i=١

xi
ϕj(x̂)

∂ϕj(x̂)

∂xi
er(xi), j = ١, . . . ,m,

ضرایب این است. اثرگذار er(yj) نسبی خطای روی اندازه چه به er(xi) نسبی خطای که است آن نشان دهنده xi
ϕj(x̂)

∂ϕj(x̂)

∂xi
کمیت

حالت اعداد تمام اگر هستند. معروف حالت(وضعیت)٢۵ اعداد به و می مانند باقی ثابت yj → µyj و xi → λxi تغییرات به نسبت بزرگ نمایی
خطای آنالیز یا دیفرانسیلی٢۶ خطای آنالیز به خطا آنالیز این است. بدحالت صورت این غیر در و خوش حالت y = ϕ(x) مسئله باشند، کوچک

داشت توجه زیر نکات به باید آن با ارتباط در و است معروف پیشرو٢٧

ویلکینسون٢٩ بار نخستین که می شود یافت مراجع برخی در پسرو٢٨ خطای آنالیز به موسوم قدیمی خطای آنالیز یک خطا، آنالیز این مقابل در •
،y+ ea(y) = ϕ(x+ ea(x)) که شود یافت گونه ای به ea(x) که است آن بر سعی خطا آنالیز این در کرد. مطرح جبرخطی مباحث در

باشد، بدحالت یا خوش حالت مسئله است ممکن مسئله، داده های به بسته بلکه بدحالت، یا باشد خوش حالت یا مسئله یک که نیست طور این •

می شود، منجر جواب روی بزرگی خطای به داده ها روی کوچک تغییرات بدحالت، مسئله یک برای •

دارد ایراد دو و است کلی خیلی بودن خوش حالت تعریف این •

،yj ̸= ٠ و xi ̸= ٠ باید .١
باشد، زمان گیر آنها بررسی است ممکن خطی دستگاه حل مسئله مانند مسایل برخی برای که شوند بررسی عدد mn باید .٢

κ کمیت= Ax = b خطی دستگاه حل مسئله در مثال عنوان به شود. بررسی آن حالت مسئله، به توجه با است بهتر دلیل همین به
بود. خواهد خوش حالت یا بدحالت مسئله آن، بودن کوچک یا بزرگ به توجه با و است مسئله وضعیت عدد ∥A∥ ∥A−١∥

داد. پاسخ زیر پرسش دو به می توان پیشرو خطای آنالیز کمک به

بود؟ خواهد چقدر yjها مطلق(نسبی) خطای باشد، معلوم xiها مطلق(نسبی) خطای اگر (مستقیم) .١

باشد؟ می تواند چقدر xiها مطلق(نسبی) خطای حداکثر باشد، کمتر ϵ از yjها مطلق(نسبی) خطای آنکه برای (وارون) .٢

محاسبات وارد ٣٠۵S دقت با را π عدد و استوانه ارتفاع و شعاع اگر بگیرید. نظر در را √٢ ارتفاع و ۴
٣ قاعده شعاع به استوانه یک ١۴ . ٢ مثال

می آید؟ دست به خطایی چه با استوانه این حجم کنیم،
کنیم تعریف اگر است. استوانه ارتفاع h و قاعده شعاع r آن در که می شود تعیین πr٢h قاعده  کمک به استوانه یک حجم می دانیم

z = V (p, r, h) = pr٢h

Condition numbers٢۵
Differential error analysis٢۶

Forward error analysis٢٧
Backward error analysis٢٨

Wilkinson٢٩
است. significat واژه نخست حرف S است. بامعنا رقم ۵ ٣٠منظور
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است مدنظر ۵S دقت چون شود. ارزیابی h =
√٢ و r = ۴

٣ ،p = π ازای به V باید آن گاه

p̂ = ٣/١۴١۶, r̂ = ١/٣٣٣٣, ĥ = ١/۴١۴٢,

بنابراین .ea(p), ea(r), ea(h) ≤ ٠/۵ × ١٠−۴ که طوری به

ẑ = V (p̂, r̂, ĥ) = ٣/۴١١۶ × ١/٣٣٣٣٢ × ١/۴١۴٢ = ٧/٨٩٨٠.

طرفی از

ea(z)=̇ea(p)r̂
٢ĥ+ ٢ea(r)p̂r̂ĥ+ ea(h)p̂r̂

٢ ≤ (r̂٢ĥ+ ٢p̂r̂ĥ+ p̂r̂٢)× ٠/۵ × ١٠−۴ ≲ ٠/٠٠١٠.

z = ٧/٨٩٨۴۵٨۵۵۵ نتیجه  رقمی ١٠ حساب ماشین یک کمک به .٧/٨٩٨٠ با است برابر ،٠/٠٠١٠ از کمتر خطایی با استوانه حجم نتیجه در
از است عبارت واقعی خطای بنابراین و می آید دست به

ea(z) = |z − ẑ| = ۴/۵٨۵۵۵۴ × ١٠−۴ < ٠/٠٠١٠.

△

شعاع آوریم، دست به ۴S دقت با را استوانه این حجم بخواهیم اگر بگیرید. نظر در √٢ ارتفاع و ۴
٣ قاعده  شعاع به استوانه یک ۵ . ٢ تمرین

کنیم؟ محاسبات وارد دقتی چه با را π عدد حتی و استوانه ارتفاع و قاعده

٠/۵×٢−١٠ اندازه به کثر حدا خطایی با ۶x٢(lnx+sin ٢y) مقدار تا بگیریم نظر در دقتی چه با را y = π
١١ و x =

√۵ اعداد ١۵ . ٢ مثال
شود. حساب

کنیم فرض اگر
z = ϕ(x, y) = ۶x٢(lnx+ sin ٢y),

آن گاه
∂ϕ

∂x
= ١٢x(lnx+ sin ٢y) + ۶x, ∂ϕ

∂y
= ١٢x٢ cos ٢y,

داریم می گیریم) نظر در ٢S یا ١S دقت با را y و x) y = ٠/٣ و x = ٢/٢ فرض با نتیجه در و

ea(z)=̇

∣∣∣∣ea(x)∂f(٢/٢, ٠/٣)∂x
+ ea(y)

∂f(٢/٢, ٠/٣)
∂y

∣∣∣∣ ≃ ∣∣۴٨/٩ea(x) + ۴٧/٩ea(y)
∣∣ ,

باشیم داشته باید ea(z) ≤ ٠/۵ × ٢−١٠ نابرابری برقراری برای و

∣∣۴٨/٩ea(x) + ۴٧/٩ea(y)
∣∣ ≤ ٠/۵ × ٢−١٠.
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از است عبارت اخیر نامعادله  جواب یک

ea(x) ≤ ٠/۵ × ١٠−۴, ea(y) ≤ ٠/۵ × ١٠−۴.

△

△ .er(y) ≃ ٢er(a) + ٣er(b) + ۴er(c) داریم y = ϕ(a, b, c) = a٢b٣c۴ محاسبه برای ١۶ . ٢ مثال
کنید. توجه [٢٢] مرجع از بعد مثال دو به

به توجه با y = ϕ(a, b, c) = a+ b+ c مسئله ٢ . ١٧ مثال

er(y)=̇
a

a+ b+ c
er(a) +

b

a+ b+ c
er(b) +

c

a+ b+ c
er(c),

،c = ١٠−n و b = −a ،a = ١٠n اگر نمونه عنوان به باشند. کوچک a + b + c با مقایسه در a, b, c جمعوندهای اگر است خوش حالت
△ بود. خواهد بدحالت تر مسئله باشد، بزرگتر n هرچه آن گاه

می گیریم نظر در را زیر مسئله ،y٢ + ٢py − q = ٠ معادله کوچکتر اندازه با ریشه یافتن منظور به ٢ . ١٨ مثال

y = ϕ(p, q) = −p+
√
p٢ + q.

داریم ∂ϕ
∂q =

١
٢√p٢ + q

و ∂ϕ
∂p = −١ +

p√
p٢ + q

=
−y√
p٢ + q

چون

er(y)=̇
−p√
p٢ + q

er(p) +
q

٢y√p٢ + q
er(q) =

−p√
p٢ + q

er(p) +
p+

√
p٢ + q

٢√p٢ + q
er(q).

−p٢ به q چه هر ،q < ٠ برای ولی است خوش حالت مسئله نتیجه در و است یک حداکثر حالت) بزرگ نمایی(اعداد ضرایب اندازه ،q ≥ ٠ برای
△ بود. خواهد بدحالت تر مسئله باشد، نزدیکتر

ویلکینسون(در خائن چندجمله ای و می آید) دست به چندجمله ای درونیابی واندرموند(در ماتریس می شود)، ظاهر تقریب مسایل هیلبرت(در ماتریس
می دهند. نشان آشکاری بدحالتی خود از که هستند مسایل معروفترین از نمونه هایی می کنیم) برخورد آن به ریشه یابی

ریاضی اعمال خطای ٢ . ٣ . ١
آورد دست به زیر صورت به را اصلی عمل چهار خطای تخمین می توان سادگی به پیشرو خطای آنالیز کمک به

y = ϕ(x١, x٢) = x١ ± x٢, ea(y)=̇ea(x١)± ea(x٢), er(y)=̇
x١

x١ ± x٢
er(x١)±

x٢
x١ ± x٢

er(x٢),

y = ϕ(x١, x٢) = x١ × x٢, ea(y)=̇x٢ea(x١) + x١ea(x٢), er(y)=̇er(x١) + er(x٢),

y = ϕ(x١, x٢) = x١/x٢, ea(y)=̇
x٢ea(x١)− x١ea(x٢)

x٢٢
, er(y)=̇er(x١)− er(x٢).
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درست بامعنای ارقام تعداد حداقل باشند، داشته B و A اعداد به نسبت درست بامعنای رقم n یک هر b و a مثبت اعداد اگر ٢ . ١٩ مثال
کنید. تعیین را ab و a+ b

داریم جمع عمل نسبی خطای کران به توجه با .er(b) ≤ ۵ × ١٠−n و er(a) ≤ ۵ × ١٠−n ،۶ . ٢ قضیه  بنابر

er(a+ b) ≤ max{er(a), er(b)} ≤ ۵ × ١٠−n = ٠/۵ × ١٠−(n−١).

نوشت می توان علاوه به دارد. درست بامعنای رقم n− ١ حداقل a+ b پس

er(ab) ≤ er(a) + er(b) = ۵ × ١٠−n + ۵ × ١٠−n = ١٠ × ١٠−n = ١٠−(n−٢)−١ < ٠/۵ × ١٠−(n−٢).

△ دارد. درست بامعنای رقم n− ٢ کم دست ab بنابراین

ارقام می شود موجب زیرا کرد جلوگیری هم به نزدیک هم علامت عدد دو تفاضل از باید منها، عمل نسبی خطای کران به توجه با ٢ . ١١ تذکر
آن انتشار ولی نباشد زیانبار است ممکن خطایی چنین تولید و هستند بزرگ حالت) بزرگ نمایی(اعداد ضرایب وضوح به برود. بین از نتیجه بامعنای
تفاضل که می شود مشخص ساده بررسی یک با که داشت توجه باید باشد. دارد) همراه به زیادی خطای رشد که مفهوم این خطرناک(به می تواند
کمک اتحادها از محاسبات، در تفاضل عمل از اجتناب جهت می توان مواقع بعضی نیست. خطرناک نباشند هم به نزدیک که هم علامت عدد دو

مثال عنوان به گرفت.
ex−y =

ex

ey
, ١ − cosx = ٢ sin٢ x

٢ , lnx− ln y = ln
x

y
.

شود. انجام بیشتر) (یا برابر دو دقت با منها عمل کرد سعی باید نباشد اجتناب پذیر منها عمل اگر

آورید. دست به ١٠S دقت با را g(١٠٩) مقدار ،g(x) = x
(

٣
√

١ + ١
x − ١

)
که صورتی در ٢ . ٢٠ مثال

داریم سادگی به
١ +

١
x
= ١/٠٠٠٠٠٠٠٠١, ٣

√
١ +

١
x
= ١/٠٠٠٠٠٠٠٠٠.

می دهد دست به را زیر نتیجه  حساب٣١ ماشین بنابراین

g(١٠٩) = ١/٠٠٠٠٠٠٠٠٠)١٠٩ − ١) = ٠/٠٠٠٠٠٠٠٠٠.

استفاده رایانه یک از اگر که حالی در است. نادرست نتیجه ای که ،g(١٠٩) = ٠/٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ رقمی ١٠ حساب ماشین یک با ترتیب این به
است محاسبات در هم به نزدیک عدد دو تفاضل فاحش، خطای این دلیل می آید. دست به g(١٠٩) = ٠/٣٣٣٣٣٣٣٣٣٣ درست نتیجه  شود،

می دهیم تغییر زیر صورت به را محاسبه روش بهتر، تقریب آوردن دست به برای می شود. منجر بامعنا ارقام رفتن بین از به که

g(x) = x

(
٣
√

١ +
١
x
− ١
)

×
٣
√
(١ + ١

x )
٢ + ٣

√
١ + ١

x + ١
٣
√
(١ + ١

x )
٢ + ٣

√
١ + ١

x + ١
=

١
٣
√
(١ + ١

x )
٢ + ٣

√
١ + ١

x + ١
.

می دهند. دست به متفاوتی مقدار جدید حساب های ٣١ماشین



٣٧ اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز

به توجه با صورت این در

(
١ +

١
x

)٢
= ١/٠٠٠٠٠٠٠٠٢, ٣

√(
١ +

١
x

)٢
= ١/٠٠٠٠٠٠٠٠٠,

می آید دست به زیر نتیجه 

g(١٠٩) = ١
١/٠٠٠٠٠٠٠٠٠ + ١/٠٠٠٠٠٠٠٠٠ + ١ = ٠/٣٣٣٣٣٣٣٣٣٣.

△

ممکن کردن، گرد خطای دلیل به که می دهد نشان خوبی به بلکه کند تولید نادرستی نتایج ماشین یک است ممکن که می دهد نشان تنها نه مثال این
از که الگوریتم هایی بین عددی نظر از باید رو این از شود. منجر متفاوتی نتایج به هستند هم ارز ریاضی نظر از که مختلف عبارت دو محاسبه است

شویم. قائل تفاوت هستند هم ارز ریاضی نظر

پرهیز تقریبی اعداد در(به) بزرگ(کوچک) اعداد ضرب(تقسیم) از محاسبات در باید تقسیم، و ضرب اعمال نسبی خطای به توجه با ٢ . ١٢ تذکر
کرد.

به توجه با ١٠٠٠٠π محاسبه در ٢ . ٢١ مثال

π = ٣/١۴ → ١٠٠٠٠ × π = ٣١۴٠٠,
π = ٣/١۴٢ → ١٠٠٠٠ × π = ٣١۴٢٠,
π = ٣/١۴١۶ → ١٠٠٠٠ × π = ٣١۴١۶,

مرتکب ٠/١ از کمتر خطایی سوم تقریب در و واحد ۴ به نزدیک خطایی دوم تقریب در واحد، ١۶ اندازه  به خطایی اول تقریب در که درمی یابیم
△ شده ایم.

کاسته است ممکن که آنجا تا محاسبات حجم از که است آن دیگر کلی قاعده یک دارد، همراه به خطایی محاسباتی عمل هر چون ٢ . ١٣ تذکر
شود.

تعداد که شود استفاده (· · · (anx+ an−١)x+ · · ·+ a١)x+ a٠ عبارت از a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n عبارت جای به ٢ . ٢٢ مثال

△ است. معروف هورنر٣٢ قاعده به راه کار این دارد. کمتری ضرب

متغیره یک توابع تقریب ٢ . ٣ . ٢
داریم عدد یک جذر محاسبه در نمونه عنوان به آورد. دست به سادگی به را اعمال از برخی خطای کران می توان پیشرو خطای آنالیز کمک به

y = ϕ(x) =
√
x, ea(y)=̇

١
٢√xea(x), er(y)=̇

١
٢er(x).

Horner’s rule٣٢
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چگونگی آمد خواهند ادامه در که مثال هایی کرد. استفاده آن نظیر تیلور چندجمله ای از پیچیده تابع یک با کردن کار جای به می توان تیلور، قضیه  بنابر
می دهند. نشان را تقریب این

.٣S دقت با e π١٠ مقدار محاسبه است مطلوب ٢ . ٢٣ مثال
داریم تیلور قضیه  کمک به

ex = ١ + x+
x٢
٢! +

x٣
٣! + · · ·+ xn

n!
+

xn+١
(n+ ١)!e

ξ,

نتیجه در .٠ < ξ < x آن در که

e
π١٠ = ١ +

π

١٠ +
( π١٠ )٢

٢! + · · ·+
( π١٠ )n
n!

+
( π١٠ )n+١
(n+ ١)!e

ξ,

بنابراین و π
١٠ < ٠/٣١۵ طرفی از .١ = e٠ < eξ < e١ < ٣ پس است صعودی تابعی ex چون .٠ < ξ < π

١٠ < ١ آن در که

خطا ≤
∣∣∣∣ ( π١٠ )n+١
(n+ ١)!e

ξ

∣∣∣∣ < ٣ × (٠/٣١۵)n+١
(n+ ١)! .

پس .n ≥ ٣ می دهد نتیجه که ٣×(٠/٣١۵)n+١
(n+١)! < ٠/۵ × ٢−١٠ باشیم داشته باید حال

e
π١٠ ≃ ١ + ٠/٣١۵ +

(٠/٣١۵)٢

٢! +
(٠/٣١۵)٣

٣! = ١/٣٧.

△

تیلور سری به توجه با کنیم. ارزیابی ۵D دقت با |x| < π
٢ مقادیر ازای به را cosx تابع می خواهیم سریع) (همگرایی ٢۴ . ٢ مثال

cosx =
∞∑
i=٠

(−١)i x
٢i

(٢i)! ,

که این ∣∣∣∣و x٢n
(٢n)!

∣∣∣∣ < (π٢ )٢n
(٢n)! <

١/۶٢n

(٢n)! ,

باشیم داشته باید
١/۶٢n
(٢n)! < ٠/۵ × ١٠−۵,

△ .n ≥ ۶ می دهد نتیجه که

به توجه با کند) (همگرایی ٢۵ . ٢ مثال
١

١ + t
= ١ − t+ t٢ − t٣ +− · · · ,

∫داریم x

٠
dt

١ + t
=

∫ x

٠
(١ − t+ t٢ − t٣ +− · · ·)dt,

یا و
ln(١ + x) = x− x٢

٢ +
x٣
٣ − x۴

۴ +− · · · .
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باشیم داشته باید ،۵D دقت با ln(١ + x) ارزیابی برای
∣∣∣∣xnn

∣∣∣∣ < ٠/۵ × ١٠−۵,

△ .n ≥ ۵٨٢ می دهد نتیجه x = ٠/٩٩ برای که

f(t) = sin t تابع مک لورن بسط از جمله چند کم دست بگیرید. نظر در ،x ≥ ٠ آن در که را Si(x) = ∫ x
٠

sin t
t dt تابع ٢۶ . ٢ مثال

شود؟ مشخص ۶D دقت با Si(١) تا است لازم
داریم f تابع برای تیلور قضیه اعمال با

Si(١) =
∫ ١

٠
١
t

(
f(٠) + f ′(٠)

١! t+
f ′′(٠)

٢! t٢ + · · ·+ f (k)(٠)
k!

tk +
f (k+١)(ξ(t))
(k + ١)! tk+١

)
dt,

یا و
Si(١) =

∫ ١

٠
١
t

(
t− t٣

٣! +
t۵
۵! + · · ·+ (−١)n t٢n+١

(٢n+ ١)! + (−١)n+١ t٢n+٢
(٢n+ ٢)! sin(ξ(t))

)
dt.

نتیجه در

Si(١) =
∫ ١

٠

(
١ − t٢

٣! +
t۴
۵! + · · ·+ (−١)n t٢n

(٢n+ ١)!
)
dt+

(−١)n+١
(٢n+ ٢)!

∫ ١

٠
t٢n+١ sin(ξ(t))dt.

بنابراین
Si(١) = ١ − ١

٣ × ٣! +
١

۵ × ۵! + · · ·+ (−١)n ١
(٢n+ ١)× (٢n+ ١)! + E,

آن در که
E =

(−١)n+١
(٢n+ ٢)!

∫ ١

٠
t٢n+١ sin(ξ(t))dt.

نوشت می توان حال

|E| = ١
(٢n+ ٢)!

∣∣∣∣∫ ١

٠
t٢n+١ sin(ξ(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ١
(٢n+ ٢)!

∫ ١

٠
t٢n+١ |sin(ξ(t))| dt.

پس
|E| ≤ ١

(٢n+ ٢)!
∫ ١

٠
t٢n+١dt = ١

(٢n+ ٢)× (٢n+ ٢)! .

بنابراین .n ≥ ۴ می شود نتیجه ١
(٢n+٢)×(٢n+٢)! < ٠/۵ × ١٠−۶ از

Si(١) ≃ ١ − ١
٣ × ٣! +

١
۵ × ۵! −

١
٧ × ٧! +

١
٩ × ٩! ,

یا و
Si(١) ≃ ١ − ٠/٠۵۵۵۵۵۶ + ٠/٠٠١۶۶۶٧ − ٠/٠٠٠٠٢٨٣ + ٠/٠٠٠٠٠٠٣ = ٠/٩۴۶٠٨٣١.

△
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.f(x) = tan−١ x تابع مکلورن بسط کمک به ٣S دقت با π عدد از تقریبی تعیین است مطلوب ۶ . ٢ تمرین

الگوریتم یک پایداری بررسی ۴ . ٢
می کنیم. آغاز الگوریتم از دیگری تعریف با را بخش این

می شود، حساب ورودی داده های کمک به مسئله یک جواب چگونه می کنند تعیین که مقدماتی اعمال از متناهی دنباله یک ١۵ . ٢ تعریف
می شود. نامیده الگوریتم(عددی)

داده های همان یا که دارد وجود اعداد از عملوندی٣٣ مجموعه یک محاسبات از مرحله هر در کنیم. بررسی دقیق تر را الگوریتم یک داریم قصد ادامه در
تولید جدید عدد یک و کرده اثر عملوندی مجموعه یک از عنصر دو یا یک روی بر مقدماتی عمل یک هستند. تولیدشده میانی نتایج یا (xi)ورودی
مجموعه از نیست، نیازی آنها به محاسبات ادامه در که عملوندی مجموعه از عناصری است. میانی نتیجه یک یا (yj)نهایی نتیجه یک یا که می کند
شامل فقط عملوندی مجموعه آخرین و x١, . . . , xn یعنی ورودی داده های شامل فقط عملوندی مجموعه اولین می شوند. گذاشته کنار عملوندی
یک با را عملوندی مجموعه یک نیست، مهم تکرار) حتی ترتیب(و عملوندی مجموعه یک در اگرچه است. y١, . . . , ym یعنی خروجی داده های

می دهیم نمایش بردار

x(٠) = x, x(i) =


x
(i)
١
...
x
(i)
ni

 ∈ Rni .

نظیر زیر صورت به مقدماتی نگاشت یک با را مقدماتی عمل یک و است عملوندی مجموعه یک روی بر نگاشت یک با متناظر مقدماتی عمل هر
می کنیم

ϕ(i) : Di ⊆ Rni → Rni+١ ,

ϕ(i)(x(i)) = x(i+١).

که می شود موجب الگوریتم یک در متنوع مقدماتی اعمال می شود. تعریف یکتا طور به ϕ(i) ،x(i+١) و x(i) بی اهمیت جایگشت های از نظر صرف
شود تجزیه مقدماتی نگاشت های از دنباله یک به ϕ


ϕ = ϕ(r) ◦ ϕ(r−١) ◦ · · · ◦ ϕ(٠),

ϕ(i) : Di ⊆ Rni → Di+١ ⊆ Rni+١ ,

.nr+١ = m و n٠ = n آن در که

نگاشت های (a+ b) + c الگوریتم با متناظر y = ϕ(a, b, c) = a+ b+ c مسئله برای ٢ . ٢٧ مثال

ϕ(٠)(a, b, c) =

 a+ b

c

 , ϕ(١)(u, v) = u+ v,

Operand set٣٣
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نگاشت های a+ (b+ c) الگوریتم با متناظر و

ϕ(٠)(a, b, c) =

 a

b+ c

 , ϕ(١)(u, v) = u+ v,

△ می شوند. گرفته نظر در

نگاشت های a٢ − b٢ الگوریتم با متناظر y = ϕ(a, b) = a٢ − b٢ مسئله برای ٢ . ٢٨ مثال

ϕ(٠)(a, b) =

 a٢

b

 , ϕ(١)(u, b) =

 u

b٢

 , ϕ(٢)(v, w) = v − w,

نگاشت های (a+ b)(a− b) الگوریتم با متناظر و

ϕ(٠)(a, b) =


a

b

a+ b

 , ϕ(١)(a, b, u) =

 u

a− b

 , ϕ(٢)(v, w) = vw,

کرد خلاصه تر زیر صورت به را آنها می توان که می شوند گرفته نظر در

ϕ(٠)(a, b) =

 a٢

b٢

 , ϕ(١)(u, v) = u− v, ϕ(٠)(a, b) =

 a+ b

a− b

 , ϕ(١)(u, v) = uv.

کار به هستند، هم از مستقل مقدماتی اعمال با متناظر چون ولی نیستند مقدماتی شده اند، تعریف اخیر روابط در که (٠)ϕهایی که داشت توجه باید
△ ندارد. مانعی الگوریتم ها شدن خلاصه تر منظور به آنها بردن

نتایج مسئله، یک حل در مختلف الگوریتم های چرا دید باید ابتدا آورد، دست به الگوریتم یک کیفیت بررسی برای معیاری بتوان که امید این با
مرجع از زیر مثال به می کند. بازی متفاوتی نقش مختلف، الگوریتم های برای خطا انتشار که گفت بتوان شاید ساده بیان به می کنند. تولید متفاوتی

کنید. توجه [٢٢]

داریم |ϵ١| , |ϵ٢| ≤ ٠/۵ × ϵM برای ٢ . ١٣ مثال ادامه در ٢ . ٢٩ مثال

ŷ = r((a+ b) + c) = ((a+ b)(١ + ϵ١) + c)(١ + ϵ٢) = (a+ b+ c)(١ +
a+ b

a+ b+ c
ϵ١)١ + ϵ٢) + ϵ٢),

وضوح به ،er(y) = ŷ−y
y اگر و

er(y)=̇
a+ b

a+ b+ c
ϵ١ + ϵ٢.

می شوند. میانی کردن گرد خطاهای رشد موجب ، b+ c

a+ b+ c
و ١ ضرایب دیگر الگوریتم برای و ١ و a+ b

a+ b+ c
ضرایب الگوریتم یک برای

داریم گرفته شده نظر در اعداد برای
a+ b

a+ b+ c
≃ ٠/۵ × ١٠۵, b+ c

a+ b+ c
≃ ٠/٩٧,
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△ است. شده منجر دقیق تری نتیجه به a+ (b+ c) الگوریتم چرا می دهد نشان که

y = ϕ(x) مسئله حل در الگوریتم یک شد، بیان که طور همان کنیم. بررسی الگوریتم یک در را میانی کردن گرد خطاهای انتشار داریم قصد ادامه در
یعنی است، مقدماتی نگاشت های از دنباله ای با متناظر

x = x(٠) → x(١) = ϕ(٠)(x(٠)) → · · · → y = x(r+١) = ϕ(r)(x(r)).

می کنیم تعریف باشد، مشتق پذیر پیوسته طور به Di روی ϕ(i) که فرض این با

ψ(i) : Di → Rm, ψ(i) = ϕ(r) ◦ ϕ(r−١) ◦ · · · ◦ ϕ(i).

کمک به باشند، ψ(i) و ϕ(i) ژاکوبین بیانگر ترتیب به Jψ(i) و Jϕ(i) اگر .ψ(٠) = ϕ و است معروف iام مرحله باقی مانده نگاشت به ψ(i)

داریم زنجیره ای قاعده
Jϕ(x) = Jϕ(r)(x(r)) · Jϕ(r−١)(x(r−١)) · · · Jϕ(٠)(x(٠)),

Jψ(i)(x) = Jϕ(r)(x(r)) · Jϕ(r−١)(x(r−١)) · · · Jϕ(i)(x(i)).

x̂(i+١) = r(ϕ(i)(x̂(i))) میانی، کردن گرد خطای و ورودی داده های خطای گرفتن نظر در با ولی آید دست به x(i+١) iام، مرحله در داریم انتظار
بنابراین می شود. تولید

ea(x
(i+١)) := r(ϕ(i)(x̂(i)))− x(i+١) = (r(ϕ(i)(x̂(i)))− ϕ(i)(x̂(i))) + (ϕ(i)(x̂(i))− ϕ(i)(x(i))). (۴ . ٢)

خطای و ((۴ . ٢) راست سمت در اول عبارت با تولیدشده٣۴(متناظر کردن) (گرد خطای به که باشیم داشته انتظار خطا نوع دو باید بنابراین
هستند. معروف ((۴ . ٢) راست سمت در دوم عبارت با منتشرشده٣۵(متناظر

داریم منتشرشده خطای برای سادگی به پیشرو، خطای آنالیز مشابه

ϕ(i)(x̂(i))− ϕ(i)(x(i))=̇Jϕ(i)(x̂(i))ea(x
(i)),

داشت خواهیم آنگاه باشد، مقدماتی نگاشت یک ϕ(i)j : Di → R اگر j = ١, . . . , ni+١ برای می دانیم ابتدا تولیدشده، خطای محاسبه برای و

r(ϕ
(i)
j (u)) = (١ + ϵj)ϕ

(i)
j (u), |ϵj | ≤ ٠/۵ × ϵM .

برای حال
ϕ(i)(u) = [ϕ

(i)
١ (u) · · · ϕ(i)ni+١(u)]

T ,

نوشت می توان می شود، شامل را هم از مستقل مقدماتی نگاشت تعدادی یا مقدماتی نگاشت یک فقط یا که

r(ϕ(i)(u)) = (I + Ei+١)ϕ(i)(u),

Produced error٣۴
Propageted error٣۵
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بنابراین است. ni+١ × ni+١ قطری ماتریس یک Ei+١ = diag[ϵ١, . . . , ϵni+١ ] و ni+١ × ni+١ همانی ماتریس یک I آن در که

r(ϕ(i)(x̂(i)))− ϕ(i)(x̂(i)) = Ei+١ϕ(i)(x̂(i)),

و شده ضرب Ei+١ قطری عناصر در ϕ(i)(x̂(i)) با ϕ(i)(x(i)) تقریب خطای جملات (زیرا Ei+١ϕ(i)(x̂(i))=̇Ei+١ϕ(i)(x(i)) چون و
نوشت می توان هستند)، چشم پوشی قابل که می کنند تولید بالاتر مرتبه با خطاهایی

r(ϕ(i)(x̂(i)))− ϕ(i)(x̂(i))=̇Ei+١ϕ(i)(x(i)) = Ei+١x(i+١) := ei+١.

از است عبارت iام مرحله خطای نتیجه در می کند. بازی را نسبی خطای نقش Ei+١ و مطلق خطای نقش ei+١ رابطه این در

ea(x
(i+١))=̇ei+١ + Jϕ(i)(x̂(i))ea(x

(i)) = Ei+١x(i+١) + Jϕ(i)(x̂(i))ea(x
(i)), i ≥ ٠.

داریم ea(x(٠)) = ea(x) به توجه با بنابراین

ea(x
(١))=̇Jϕ(٠)(x̂(٠))ea(x(٠)) + e١,

ea(x
(٢))=̇Jϕ(١)(x̂(١))(Jϕ(٠)(x̂(٠))ea(x(٠)) + e١) + e٢,

...,
ea(x

(r+١))=̇Jϕ(r)(x̂(r)) · · · Jϕ(٠)(x̂(٠))ea(x(٠)) + Jϕ(r)(x̂(r)) · · · Jϕ(١)(x̂(١))e١ + · · ·+ Jϕ(r)(x̂(r))er + er+١.

y = x(r+١) = نهایی نتیجه روی ،ei میانی کردن گرد خطای و ea(x) ورودی داده های خطای اثر می توان باقی مانده، نگاشت های کمک به حال
کرد خلاصه زیر مهم رابطه در را ϕ(x)

ea(y) =̇Jϕ(x̂)ea(x) + Jψ(١)(x̂(١))e١ + · · ·+ Jψ(r)(x̂(r))er + er+١

= Jϕ(x̂)ea(x) + Jψ(١)(x̂(١))E١x(١) + · · ·+ Jψ(r)(x̂(r))Erx
(r) + Er+١y.

است. جواب روی ei میانی کردن گرد خطای اثر نشان دهنده Jψ(i)(x̂(i)) ژاکوبین ماتریس اندازه بزرگی بنابراین

داریم a٢ − b٢ الگوریتم برای است. شده ارائه y = ϕ(a, b) = a٢ − b٢ مسئله حل برای الگوریتم دو ٢ . ٢٨ مثال در ٢ . ٣٠ مثال

x = x(٠) =

 a

b

 , x(١) =

 a٢

b

 , x(٢) =

 a٢

b٢

 , x(٣) = y = a٢ − b٢.

داشت خواهیم سادگی به
ψ(١)(u, v) = u− v٢, ψ(٢)(u, v) = u− v,

آنجا از و
Jϕ(x) = [٢a − ٢b]T , Jψ(١)(x(١)) = [١ − ٢b]T , Jψ(٢)(x(٢)) = [١ − ١]T .
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بنابراین

E١ =

 ϵ١ ٠
٠ ٠

 , e١ = E١x(١) =

 ϵ١a٢

٠

 ,

E٢ =

 ٠ ٠
٠ ϵ٢

 , e٢ = E٢x(٢) =

 ٠
ϵ٢b٢

 ,
داشت خواهیم ea(x) = [ea(a) ea(b)]

T چون نتیجه در .|ϵ١| , |ϵ٢| , |ϵ٣| ≤ ٠/۵ × ϵM که طوری به e٣ = ϵ٣(a٢ − b٢) و

ea(y)=̇٢aea(a)− ٢bea(b) + a٢ϵ١ − b٢ϵ٢ + (a٢ − b٢)ϵ٣.

داریم (a− b)(a+ b) الگوریتم برای

x = x(٠) =

 a

b

 , x(١) =

 a+ b

a− b

 , x(٢) = y = a٢ − b٢.

داشت خواهیم سادگی به

ψ(١)(u, v) = uv, Jψ(١)(x(١)) = [a− b a+ b]T , Jϕ(x) = [٢a − ٢b]T .

بنابراین

E١ =

 ϵ١ ٠
٠ ϵ٢

 , e١ = E١x(١) =

 ϵ١(a+ b)

ϵ٢(a− b)

 ,
داشت خواهیم نتیجه در .|ϵ١| , |ϵ٢| , |ϵ٣| ≤ ٠/۵ × ϵM که طوری به e٢ = ϵ٣(a٢ − b٢) و

ea(y)=̇٢aea(a)− ٢bea(b) + (a٢ − b٢)(ϵ١ + ϵ٢ + ϵ٣).

△

الگوریتم آن کردن٣۶ گرد خطای کلی اثر به Jψ(١)(x̂(١))e١ + · · ·+ Jψ(r)(x̂(r))er + er+١ کمیت الگوریتم هر برای ١۶ . ٢ تعریف
قابل اعتمادتر٣٧ عددی نظر از باشد داشته کوچک تری کردن گرد خطای کلی اثر که الگوریتمی آن مسئله، یک حل در الگوریتم دو از است. معروف

باشند. یکسان الگوریتم دو هر ورودی داده های که آن شرط به البته است،

دوم الگوریتم برای و (a٢ + b٢ + |a٢ − b٢|) ϵM٢ کثر حدا اول الگوریتم برای کردن گرد خطای کلی اثر ،٢ . ٣٠ مثال ادامه در ٢ . ٣١ مثال
اگر بنابراین است. ٣ |a٢ − b٢| ϵM٢ کثر حدا

٣ ∣∣a٢ − b٢∣∣ ϵM٢ < (a٢ + b٢ +
∣∣a٢ − b٢∣∣)ϵM٢ ,

Total effect of rounding٣۶
Numerically more trustworthy٣٧
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با است هم ارز که
٢ ∣∣a٢ − b٢∣∣ < a٢ + b٢,

یا و
−a٢ − b٢ < ٢(a٢ − b٢) < a٢ + b٢,

قابل اعتماد تر دوم الگوریتم از اول الگوریتم صورت این غیر در و اول الگوریتم از دوم الگوریتم صورت این در . ١
٣ <

(
a
b

)٢
< ٣ می دهد نتیجه که

داریم t = ۴ و β = ١٠ با ماشین یک در b = ٠/٣١٣۴ و a = ٠/٣٢٣٧ برای است.

r(a٢ − b٢) = ٠/۶۵٨٠ × ٢−١٠, r((a+ b)(a− b)) = ٠/۶۵۶٢ × ٢−١٠,

y = ٠/۶۵۶٢١٣ × ٢−١٠ دقیق تر مقدار به توجه با مطلب این است. قابل اعتمادتر عددی نظر از دوم الگوریتم پس (ab )٢ ≃ ١/٠٧ چون و
△ می شود. تائید

داریم را زیر خطای کران می شود، استفاده مسئله حل در الگوریتمی چه اینکه از نظر صرف

|Er+١y| ≤ |y| ϵM٢ , |y| = [|y١| · · · |ym|].

گرفت نظر در می توان را زیر خطای کران نباشند، دقیق) طور به ماشینی(قابل نمایش اعداد ورودی داده های است ممکن چون طرفی از

|ea(x)| ≤ |x| ϵM٢ .

خطای همواره باید می شود، گرفته نظر در مسئله حل برای الگوریتمی چه اینکه به توجه بدون بنابراین

e٠
a(y) := (|Jϕ(x)| |x|+ |y|)ϵM٢ ,

باشیم. داشته انتظار الگوریتمی هر از را ذاتی٣٨ خطای به معروف

یعنی باشد، ذاتی خطای اندازه به کثر حدا ،ea(y) محاسبه در آن سهم هرگاه است، بی ضرر٣٩ ei کردن گرد خطای ٢ . ١٧ تعریف
∣∣∣Jψ(i)(x̂(i))ei

∣∣∣ ≃ e٠
a(y),

می شود. نامیده پایدار(خوش رفتار)۴٠ عددی نظر از الگوریتم باشند، بی ضرر همه eiها اگر و

یعنی ذاتی، خطای به توجه با ،٢ . ٣١ مثال ادامه در ٢ . ٣٢ مثال

e٠
a(y) = ([٢ |a| ٢ |b|]

 |a|

|b|

+
∣∣a٢ − b٢∣∣)ϵM٢ = (٢a٢ + ٢b٢ +

∣∣a٢ − b٢∣∣)ϵM٢ ,

Inherent error٣٨
Harmless٣٩

Numerically stable(well-behaved)۴٠
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△ هستند. پایدار عددی نظر از الگوریتم دو هر می گیریم نتیجه

کنید. مراجعه [۴] مقاله به غیره و خوش خیم۴١ الگوریتم الگوریتم، یک نظیر گراف مانند مرتبط مفاهیم سایر با آشنایی جهت ١۴ . ٢ تذکر
کنید. بررسی دقت به را [٢٢] مرجع از زیر مثال های

مسئله داریم قصد یعنی .p≫ q و p, q > ٠ آن در که بیابیم را y٢ + ٢py− q = ٠ معادله کوچکتر اندازه با ریشه می خواهیم ٢ . ٣٣ مثال
می رسد ذهن به زیر الگوریتم ابتدا کنیم. حل را y = ϕ(p, q) = −p+

√
p٢ + q خوش حالت

x = x(٠) =

 p

q

 , x(١) =


p

q

p٢

 , x(٢) =
 p

p٢ + q

 , x(٣) =
 p

√
p٢ + q

 , x(۴) = y = −p+
√
p٢ + q,

داریم آنجا از و

ψ(١)(u, v, w) = −u+
√
w + v, ψ(٢)(u, v) = −u+

√
v, ψ(٣)(u, v) = v − u,

بنابراین و

Jψ(١)(x(١)) = [−١ ١
٢√p٢ + q

١
٢√p٢ + q

]T , Jψ(٢)(x(٢)) = [−١ ١
٢√p٢ + q

]T , Jψ(٣)(x(٣)) = [−١ ١]T ,

پس

e١ =


٠
٠
ϵ١p٢

 , e٢ =

 ٠
ϵ٢(p٢ + q)

 , e٣ =

 ٠
ϵ٣
√
p٢ + q

 , e۴ = ϵ۴y.

نتیجه در

ea(y)=̇
−y√
p٢ + q

ea(p) +
١

٢√p٢ + q
ea(q) +

p٢
٢√p٢ + q

ϵ١ +
√
p٢ + q

٢ ϵ٢ +
√
p٢ + qϵ٣ + e۴.

چون طرفی از
e٠
a(y) = (

py√
p٢ + q

+
q

٢√p٢ + q
+ y)

ϵM
٢ ,

داریم پس
e٠
a(y)

y
= (

p√
p٢ + q

+
p+

√
p٢ + q

٢√p٢ + q
+ ١)ϵM٢ ,

بنابراین و
ϵM
٢ <

e٠
a(y)

y
< ٣ϵM٢ .

k ≫ ٣ وضوح به p≫ q چون و k =
p
√
p٢+q+p٢+q

q ≃ ٢p٢
q آن در که می شود تولید

√
p٢+q

−p+
√
p٢+q

ϵ٣ = kϵ٣ خطای √
· عمل با متناظر

در را زیر الگوریتم x = x(٠) = [p q]T ورودی داده با حال است. الگوریتم عددی ناپایداری نتیجه در و e٣ خطای بودن مضر از حاکی این و
Benign۴١
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می گیریم نظر

x(١) =


p

q

p٢

 , x(٢) =


p

q

p٢ + q

 , x(٣) =


p

q
√
p٢ + q

 , x(۴) =
 q

p+
√
p٢ + q

 , y =
q

p+
√
p٢ + q

,

داریم آنجا از و

ψ(٣)(u, v, w) = v

u+ w
, Jψ(٣)(x(٣)) = [

−q
(p+

√
p٢ + q)٢

١
p+

√
p٢ + q

−q
(p+

√
p٢ + q)٢ ]

T ,

آن در که می شود تولید Jψ(٣)(x(٣))e٣
y =

−q
√
p٢+q

−p+
√
p٢+q

ϵ٣ = kϵ٣ خطای √
· عمل با متناظر ،e٣ = [٠ ٠ ϵ٣

√
p٢ + q]T چون و

این گرفت نتیجه می توان eiها سایر اثر بررسی با و است نظیر کردن گرد خطای بودن بی ضرر از حاکی |k| < ١ وضوح به .k = −
√
p٢+q

p+
√
p٢+q

△ ببینید. را sqr.nb برنامه است. پایدار عددی نظر از الگوریتم

می آوریم دست به زیر رابطه از را cos(kx) مقدار داده شده، x ∈ R و k ∈ N برای ٣۴ . ٢ مثال

cos(m+ ١)x = ٢ cosx cos(mx)− cos(m− ١)x, m = ١, . . . , k − ١.

دارد؟ اثر cos(kx) محاسبه در چقدر باشیم، داشته خطایی cosx محاسبه در اگر
داریم وضوح به ϕ(٠)(x) = cosx := c و x(٠) = x تعریف با ،y = ϕ(x) = cos(kx) مسئله برای

ψ(١)(c) = cos(kx) = cos(k cos−١ c), Jψ(١)(c)e١ =
k sin(kx)

sinx
cosx ϵ١ = k cotx sin(kx)ϵ١, |ϵ١| ≤

ϵM
٢ .

الگوریتم نتیجه در و مضر e١ خطای ،|kx| ≃ ١ و کوچک |x| برای که است واضح ،e٠
a(y) = (k |x sin(kx)|+ |cos(kx)|) ϵM٢ به توجه با

△ است. ناپایدار

می آوریم دست به زیر بازگشتی روابط از را sin(kx) و cos(kx) مقدار داده شده، x ∈ R و k ∈ N برای ٣۵ . ٢ مثال


cos(mx) = cosx cos(m− ١)x− sinx sin(m− ١)x,
sin(mx) = sinx cos(m− ١)x+ cosx sin(m− ١)x,

m = ١, . . . , k. (۵ . ٢)

دارد؟ اثر sin(kx) و cos(kx) محاسبه در چقدر باشیم، داشته خطایی sinx و cosx محاسبه در اگر
بگیرید نظر در زیر صورت به دوران ماتریس یک

U =

 c −s

s c

 ,
بازگشتی روابط می توان آن کمک به و U−١ = UT یعنی است، متعامد۴٢ ماتریس یک U .s = s١ = sinx و c = c١ = cosx آن در که

Orthogonal matrix۴٢
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کرد خلاصه زیر صورت به را (۵ . ٢) cm

sm

 = U

 cm−١

sm−١

 , m = ١, . . . , k,

بنابراین .sm = sin(mx) و cm = cos(mx) آن در که
 ck

sk

 = Uk

 c٠

s٠

 = Uk

 ١
٠

 .
بنابر طرفی از

∂U

∂c
=

 ١ ٠
٠ ١

 = I,
∂U

∂s
=

 ٠ −١
١ ٠

 := A.

داریم

∂Uk

∂s
=

∂

∂s
(UUk−١) = ∂U

∂s
Uk−١+U ∂U

k−١
∂s

= AUk−١+U ∂

∂s
(UUk−٢) = AUk−١+U

(
∂U

∂s
Uk−٢ + U

∂Uk−٢
∂s

)
.

داشت خواهیم فرایند این تکرار با

∂Uk

∂s
= AUk−١ + UAUk−٢ + · · ·+ Uk−١A = kAUk−١,

بنابراین .∂U
k

∂c
= kUk−١ داریم ∂U

∂c
= I چون و AU = UA زیرا

∂Uk

∂c
= k

 ck−١ −sk−١

sk−١ ck−١

 , ∂Uk

∂s
= k

 −sk−١ −ck−١

ck−١ −sk−١

 .

داریم وضوح به ϕ(٠)(x) =
 cosx

sinx

 و x(٠) = x تعریف با ،y = ϕ(x) =

 cos(kx)

sin(kx)

 مسئله برای

ψ(١)

 c

s

 = Uk

 ١
٠

 =

 ck

sk

 ,
نوشت می توان آنجا از و

Jψ(١)(x(١))e١ =
∂Uk

∂c

 ١
٠

 cosx ϵ١ +
∂Uk

∂s

 ١
٠

 sinx ϵ٢ = ϵ١k cosx

 ck−١

sk−١

+ ϵ٢k sinx

 −sk−١

ck−١

 .
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به توجه با

e٠
a(y) =

 k |x sin(kx)|+ |cos(kx)|

k |x cos(kx)|+ |sin(kx)|

 ϵM٢ ,

خطای ولی بی ضرر sinx محاسبه خطای بنابراین و |k cosx| ≃ k و |k sinx| ≃ ١ داریم |kx| ≃ ١ و کوچک |x| برای که است واضح
و کوچک |x| برای الگوریتم این با cos(kx) محاسبه که کنید بررسی تمرین عنوان به است. ناپایدار الگوریتم نتیجه در و مضر cosx محاسبه
△ است. اعتمادتر قابل عددی نظر از قبل مثال الگوریتم به نسبت |kx| ≃ ١

بازگشتی روابط کمک به sin(kx) و cos(kx) مقادیر محاسبه منظور به داده شده، x ∈ R+ و k ∈ N برای ٣۶ . ٢ مثال


cos(m+ ١)x = cosx cos(mx)− sinx sin(mx),

sin(m+ ١)x = sinx cos(mx) + cosx sin(mx),

m = ١, . . . , k − ١,

روابط و
dcm+١ := cos(m+ ١)x− cos(mx),

= ٢(cosx− ١) cos(mx)− sinx sin(mx)− cosx cos(mx) + cos(mx),

= −۴ sin٢(x٢ ) cos(mx) + (cos(mx)− cos(m− ١)x),
و

dsm+١ := sin(m+ ١)x− sin(mx),

= ٢(cosx− ١) sin(mx) + sinx cos(mx)− cosx sin(mx) + sin(mx),

= −۴ sin٢(x٢ ) sin(mx) + (sin(mx)− sin(m− ١)x),
می شوند معرفی زیر بازگشتی روابط


cm := cm−١ + dcm, dcm+١ := t cm + dcm,

sm := sm−١ + dsm, dsm+١ := t sm + dsm,

m = ١, . . . , k,

آن در که

c٠ = ١, s٠ = ٠, t = ٢dc١, dc١ = −٢ sin٢(x٢ ), ds١ = sinx = ٢ sin(
x

٢ ) cos(
x

٢ ) =
√

−dc٢)١ + dc١).

داشته خطایی sin(
x

٢ ) محاسبه در اگر ، ϕ(٠)(x) = sin(
x

٢ ) := s و x(٠) = x تعریف با ،y = ϕ(x) =

 cos(kx)

sin(kx)

 مسئله برای

دارد؟ اثر sin(kx) و cos(kx) محاسبه در چقدر باشیم،
داریم وضوح به

ψ(١)(s) =

 ck

sk

 ,



اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ۴٠٠-۴٠١ اول نیم سال پیشرفته عددی آنالیز ۵٠

نوشت می توان آنجا از و

Jψ(١)(s)e١ =


∂ck
∂s
∂sk
∂s

 s ϵ =


∂ck
∂x

∂x

∂s
∂sk
∂x

∂x

∂s

 s ϵ = ٢k tan(x٢ )
 −sk

ck

 ϵ.
که کنید بررسی تمرین عنوان به است. پایدار الگوریتم نتیجه در و بوده بی ضرر s محاسبه خطای ،kx ≃ ١ و کوچک x برای که است واضح
△ است. اعتمادتر قابل عددی نظر از قبل مثال الگوریتم به نسبت kx ≃ ١ و کوچک x برای الگوریتم این با cos(kx) محاسبه

ببینید. را [٢٢] مرجع 25 صفحه 5 مثال کنید. بررسی را cskx.nb برنامه

بازه ای حساب ۵ . ٢
کرد. مشخص پیچیده چندان نه مسئله یک حل در را الگوریتم یک میانی کردن گرد خطاهای اثر می توان سادگی به پیشرو خطای آنالیز کمک به
خطاهای زیادی تعداد شامل که الگوریتم هایی عبارتی به باشند برخوردار بالایی پیچیدگی از که الگوریتم هایی میانی کردن گرد خطای کلی اثر تعیین
گرد خطاهای و ورودی داده های خطای گرفتن نظر در با می توان بازه ای۴٣ حساب کمک به نیست. امکان پذیر سادگی به هستند میانی کردن گرد
a ∈ R حقیقی عدد هر که است واقعیت این اساس بر بازه ای حساب آورد. دست به بالا کران یک الگوریتم یک مطلق خطای برای میانی، کردن
است. عدد آن شامل کوچک بازه یک داریم آن از که اطلاعی تنها و است نامعلوم مقداری نهایی، یا میانی نتیجه یک یا است ورودی داده یک یا که
با متناظر .a ∈ ã و هستند ماشینی اعداد a′′ و a′ آن در که می شود گرفته نظر در ã = [a′, a′′] بازه a عدد با متناظر بازه ای حساب در بنابراین
می دهیم قرار b̃ و ã بازه های روی ◦ ∈ {+,−,×, /} دوتایی عمل تعریف منظور به کرد. تعریف بازه ها روی عملی باید اعداد روی عملی هر

.{a ◦ b|a ∈ ã & b ∈ b̃} ⊂ c̃ که طوری به c̃ := ã ◦ b̃

آن در که [a′, a′′] + [b′, b′′] := [c′, c′′] داریم جمع عمل برای ٢ . ٣٧ مثال

c′ = max{γ′ ∈ F|γ′ ≤ a′ + b′}, c′′ = min{γ′′ ∈ F|γ′′ ≥ a′′ + b′′},

a′, b′ > ٠ برای آن در که [a′, a′′]× [b′, b′′] := [c′, c′′] داریم ضرب عمل برای و

c′ = max{γ′ ∈ F|γ′ ≤ a′ × b′}, c′′ = min{γ′′ ∈ F|γ′′ ≥ a′′ × b′′}.

△ می شوند. تعریف مشابه طریق به اعمال سایر

کرد استفاده زیر تعاریف از می توان مواقع بیشتر ١۵ . ٢ تذکر


[a′, a′′] + [b′, b′′] = [a′ + b′, a′′ + b′′],

[a′, a′′]− [b′, b′′] = [a′ − b′′, a′′ − b′],

[a′, a′′]× [b′, b′′] = [min{a′ × b′, a′ × b′′, a′′ × b′, a′′ × b′′},max{a′ × b′, a′ × b′′, a′′ × b′, a′′ × b′′}],

[a′, a′′]/[b′, b′′] = [a′, a′′]× [
١
b′′
,

١
b′
], if 0 /∈ [b′, b′′].

Interval arithmetic۴٣
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می توان بلکه دارد تعلق بازه آن به مسئله جواب تنها نه که می آید دست به بازه یک پایان در شود دنبال بازه ای حساب اساس بر الگوریتم یک که زمانی
بدبینانه۴۴ است ممکن حالات بیشتر در ولی است اعتماد قابل خطا کران این اگرچه کرد. تعیین نیز جواب مطلق خطای برای کرانی بازه آن کمک به
کار به راه کارهایی و گرفت نظر در نیز ملاحظاتی باید بلکه شوند جایگزین نظیر بازه ای اعمال با حسابی اعمال فقط که نیست کافی بنابراین باشد.

گرفت.

y = ϕ(x) = صورت به را آن هورنر قاعده کمک به است بهتر ابتدا y = ϕ(x) = x٣ − ٣x٢ + ٣x تابع ارزیابی برای ٢ . ٣٨ مثال
یا ((x− ٣)x+ ٣)x

u = x− ٣, v = u× x, w = v + ٣, y = w × x,

می شود. گرفته نظر در [٣− ϵ, ٣+ ϵ] صورت به ϵ > ٠ از مناسبی انتخاب با یا [٣, ٣] صورت به یا ٣ مانند دقیق اعداد نظیر بازه کرد. بازنویسی
داریم x ∈ x̃ = [٠/٩, ١/١] نقطه در ϕ ارزیابی برای حال


ũ = x̃− [٣, ٣] = [−١/٩−,٢/١], ṽ = ũ× x̃ = [−١/٧١−,٢/٣١],
w̃ = ṽ + [٣, ٣] = [٠/۶٩, ١/٢٩], ỹ = w̃ × x̃ = [٠/۶٢١, ١/۴١٩].

ϕ′(x) = ٣(x−١)٢ ≥ ٠ چون طرفی از دارد. زیادی خطای بر دلالت بازه این بودن بزرگ ولی است مسئله جواب شامل آمده دست به بازه اگرچه
باشیم داشته باید و است صعودی تابع یک ϕ پس

{ϕ(x)|x ∈ x̃} = [ϕ(٠/٩), ϕ(١/١)] = [٠/٩٩٩, ١/٠٠١],

داریم x = ٠/٩ ازای به کنیم، کار رقمی دو ماشینی اعداد با گر ا .ϕ : [٠/٩, ١/١] → [٠/٩٩٩, ١/٠٠١] یعنی

u = −٢/١, v = −١/٩, w = ١/١, y = ٠/٩٩,

داشت خواهیم x = ١/١ ازای به و

u = −١/٩, v = −٢/١, w = ٠/٩, y = ٠/٩٩.

داریم x̃ = [٠/٩, ١/١] ازای به ،y = ϕ(x) = ١ + (x− ٣(١ صورت به ϕ تابع بازنویسی با حال


ũ = x̃− [١, ١] = [−٠/١, ٠/١], ṽ = ũ× ũ = [−٠/٠١, ٠/٠١],
w̃ = ṽ × ũ = [−٠/٠٠١, ٠/٠٠١], ỹ = w̃ + [١, ١] = [٠/٩٩٩, ١/٠٠١].

داریم x = ٠/٩ ازای به کنیم، کار رقمی دو ماشینی اعداد با نیز بار این اگر

u = −٠/١, v = ٠/٠١, w = −٠/٠٠١, y = ١/٠,

Pessimistic۴۴
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داشت خواهیم x = ١/١ ازای به و

u = ٠/١, v = ٠/٠١, w = ٠/٠٠١, y = ١/٠.

△

بازه ای اعمال با را حسابی اعمال باید تنها نه بازه ای حساب در الگوریتم یک کردن دنبال برای شد، دیده قبل مثال در که طور همان ١۶ . ٢ تذکر
کنید. [١٨]مراجعه مرجع به بازه ای، حساب مورد در بیشتر اطلاعات برای گرفت. کار به نیز مناسبی راه کارهای باید بلکه کرد جایگزین نظیر

بازه ای. حساب با کارشناسی عددی الگوریتم های بازنویسی ٢ . ١ پروژه

جدید. کاربردهای بر تکیه با حال و گذشته بازه ای حساب ٢ . ١ سمینار

آماری. صورت به کردن گرد خطای تخمین ٢ . ٢ سمینار

محاسباتی ریاضیات در مسایل تقسیم بندی ۶ . ٢
می شوند مدل زیر صورت به عددی آنالیز ویژه به و کاربردی ریاضیات در مطرح شده مسایل از بسیاری

T : X → Y, Tx = y, (۶ . ٢)

با متناظر که است عملگری T و می شوند تعریف مسئله خروجی و ورودی اساس بر که هستند مناسب نرمدار برداری فضای دو Y و X آن در که
می شوند تقسیم زیر اساسی دسته سه به می کنیم برخورد آنها با عمل در که مسایلی می شود. تعریف مسئله

ماتریسی، یا برداری یا عددی چندمتغیره یا یک توابع ارزیابی است. مجهول y و هستند معلوم x و T مسایل این در مستقیم۴۵: مسایل .١
می روند، شمار به نوع این از چندمتغیره یا یک تابع یک انتگرال یا مشتق محاسبه

دیفرانسیل معادلات خطی/غیرخطی، معادلات دستگاه معادلات، انواع است. مجهول x و بوده معلوم y و T مسایل این در وارون۴۶: مسایل .٢
هستند، وارون مسایل جزء تکین مقدار و ویژه مقدار مسایل انتگرال، معادلات جزئی، یا عادی

مهندسی بیان به است. شناسایی نوع از مسئله معروفترین درونیابی مسئله است. مجهول T و معلوم y و x مسایل این در شناسایی۴٧: مسایل .٣
کمینه سازی مسایل از برخی است. معروف نیز سیاه۴٩ جعبه یا وارون۴٨ مهندسی به مسئله این هستند، معلوم خروجی و ورودی چون سیستم،

می آیند. حساب به شناسایی مسایل زمره در غیرمستقیم طور به آمار و ریاضی برنامه ریزی تابعی۵٠،
Direct problems۴۵

Inverse problems۴۶
Identification problems۴٧

Inverse engineering۴٨
Black box۴٩

Functional minimization۵٠
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بررسی تاکنون آنها به مربوط پرسش های و ابهامات از بسیاری و بوده ساده مستقیم مسایل که حالی در برخوردارند بالایی پیچیدگی از شناسایی مسایل
وارون مسایل نوع از می شویم مواجه آنها با امروزه که مسایلی از بسیاری است. کند راستا این در پژوهش پیشرفت سرعت حال این با ولی شده اند
دیدگاه از هم مسایل این خطی نوع کرده اند. باز خود برای عددی آنالیز در مرکزی جایگاه یک و برخوردارند بالایی اهمیت از مسایل این زیرا هستند
مسایل امروزه دارد. وجود تحقیق و مطالعه جهت راستا این در مسایلی هنوز ولی است، شده  بررسی و مطالعه خوبی به عددی دیدگاه از هم نظری
که داشت توجه باید برخوردارند. خاصی جذابیت از پیچیده مسایل این زیرا است کرده منعطف خود به را پژوهش ها بیشتر راستای غیرخطی وارون
همان از مسئله یک به را مسئله آن می کنیم سعی صورت این در و نباشد امکان پذیر سادگی به نوع یک از مسئله یک حل است ممکن مواقع گاهی

ورزیم. مبادرت آن حل به و کرده تبدیل دیگر نوع حتی یا نوع

اولیه مقدار مسئله ٢ . ٣٩ مثال
dx(t)

dt
= f(t)x(t), t > ٠,

x(٠) = ١,
می شود تبدیل زیر مستقیم مسئله به متغیرها جداسازی روش کمک به است وارون نوع از که

x(t) = e
∫ t

٠ f(s)ds.

△ می شود. تبدیل اولیه مقدار مسئله همان به مشتق گیری با جدید مسئله که است حالی در این

اولیه مقدار مسئله ۴٢ . ٠ مثال
dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t > ٠,

x(٠) = ١,
است. انتگرال معادله یک که می شود تبدیل زیر وارون مسئله به انتگرال گیری کمک به است وارون نوع از که

x(t) = ١ +

∫ t

٠
f(s, x(s))ds

△ می شود. تبدیل اولیه مقدار مسئله همان به مشتق گیری با جدید مسئله

می شود تعریف زیر صورت به X × Y حاصل ضرب فضای باشند، برداری فضای دو Y و X اگر ٢ . ١٨ تعریف

X × Y := {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }.

برداری جمع با همراه X × Y فضای

(x١, y١) + (x٢, y٢) = (x١ + x٢, y١ + y٢), ∀x١, x٢ ∈ X, ∀y١, y٢ ∈ Y,

اسکالر ضرب و
α(x, y) = (αx, αy), ∀α ∈ R, ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y,

است. برداری فضای یک
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اولیه مقدار مسئله ۴٢ . ١ مثال
dx(t)

dt
= f(t, x(t)), ٠ < t < ١,

x(٠) = α,

بنویسید. عملگری صورت به را
عملگری شکل و T : X → Y وضوح به ،Tx(t) =

(dx(t)
dt

− f(t, x(t)), x(٠)
)

و Y = C[٠, ١]×R ،X = C٠]١, ١] معرفی با
△ می شود. خلاصه Tx(t) = (٠, α) صورت به مسئله

اولیه-مرزی مقدار یا مرزی مقدار مسایل عملگری شکل ٢ . ٧ تمرین


−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,


ut(x, y, t) = ∆u(x, y, t) + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Ω× R+,

u(x, y, ٠) = u٠(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y, t) ∈ ∂Ω,

یا Ω ∈ R١ که حالتی برای را مسایل این .∆ = ∂٢
∂x٢ + ∂٢

∂y٢ و است Ω مرز ∂Ω و همبند و باز مجموعه یک Ω ∈ R٢ آن در که بنویسید را
بنویسید. را آنها عملگری شکل و کرده بازنویسی نیز Ω ∈ R٣

بنویسید. عملگری صورت به را ویژه مقدار مسئله ٢ . ٨ تمرین
مسئله واقع در و می کنیم استفاده Yn و Xn متناهی البعد (زیرفضاهای) فضاها از آنها جای به و بوده نامتناهی البعد Y و X فضاهای مواقع بیشتر

ساده تر مسئله به را (۶ . ٢) عملگری
Tn : Xn → Yn, Tnxn = yn,

می کنیم. گسسته سازی

را ،Tx =
∫ b
a
x(t)dt و است Y = R توی به X = C[a, b] از عملگری T آن در که y = Tx معین انتگرال گیری مسئله ۴٢ . ٢ مثال

می شود گسسته سازی زیر صورت به انتگرال گیری قاعده یک کمک به مسئله این بگیرید. نظر در

Xn = Rn, Yn = R, xn = [x(t١) · · · x(tn)]T , yn = Tnxn =

n∑
i=١

aix(ti).

△

اولیه(پیشین)۵٢ تخمین یا خطا۵١ بالای کران به B(n) تابع ،∥x− xn∥ ≤ B(n) باشیم داشته وارون مسئله یک حل در اگر ٢ . ١٩ تعریف
دارد. p مرتبه از خطایی روش می گوییم و x = xn +O(n−p) می نویسیم حالت این در و B(n) = cn−p داریم مواقع بیشتر است. معروف

روش در همچنین .|t− tn| ≤ b−a
٢n داریم [a, b] بازه به متعلق x(t) = ٠ معادله یکتای ریشه یافتن در دوبخشی روش در ۴٢ . ٣ مثال

یعنی ذوزنقه انتگرال گیری
T (h) =

h

٢
(
x(a) + ٢

n−١∑
i=١

x(ti) + x(b)

)
,

Upper error bound۵١
A periori estimate۵٢
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آن در که
h = (b− a)/n, ti = a+ ih, i = ٠, . . . , n,

∣∣∣∣∣داریم
∫ b

a

x(t)dt− T (h)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)٣
١٢n٢ max

t∈[a,b]
|x′′(t)| .

△ دارد. دو مرتبه از خطایی ذوزنقه روش x ∈ C٢[a, b] اگر بنابراین

که B(n) = B(n, xn) اگر ولی ندارد کاربرد عمل در و داشته نظری جنبه کران این .B(n) = B(n, x) داریم مواقع بعضی ٢ . ١٧ تذکر
محاسبه قابل کران یک به فرضیاتی، اعمال یا اصلی مسئله از اطلاعاتی کمک به و است معروف (پسین)۵٣ ثانویه (تخمین) کران به حالت این در

می شود. تبدیل

تلاش و کرده بازنویسی t = z(t) صورت به را معادله ابتدا ،[a, b] بازه در x(t) = ٠ ریشه تنها یافتن برای ثابت نقطه روش در ۴۴ . ٢ مثال
می کنیم. بیان یادآوری جهت را ثابت نقطه قضیه بیابیم. را x ریشه همان یعنی z ثابت نقطه می کنیم

دارد؛ ثابت نقطه یک کم دست [a, b] در z آن گاه z ∈ C[a, b] و z : [a, b] −→ [a, b] اگر آ) ٢ . ٧ قضیه
که باشد داشته وجود چنان L مثبت و ثابت عدد و باشد موجود (a, b) بر z′(x) اگر هم چنین ب)

∀ t ∈ (a, b), |z′(t)| ≤ L < ١,

است؛ یکتا [a, b] در z ثابت نقطه آن گاه

و است همگرا t یعنی z ثابت نقطه به [a, b] در t٠ هر ازای به tn = z(tn−١) فرایند توسط شده تولید {tn}n≥١ دنباله  علاوه به پ)


|t− tn| ≤ Ln |t− t٠| ,

|t− tn| ≤
Ln

١ − L
|t١ − t٠| ,

|t− tn| ≤
L

١ − L
|tn − tn−١| .

تخمین یک سوم نابرابری و اولیه تخمین یک دوم نابرابری می شود، ثابت همگرایی آن کمک به و دارد خطا بالای کران بر دلالت نابرابری اولین
△ است. ثانویه

است. واقع بینانه۵۵ صورت این غیر در و بدبینانه۵۴ باشد، داشته زیادی فاصله واقعی خطای با خطا بالای کران اگر ٢ . ١٨ تذکر

مجانبی۵۶ خطای تخمین به en آنگاه ،limn→∞ ∥gn∥ / ∥en∥ = ٠ آن در که x − xn = en + gn باشیم داشته اگر ٢ . ٢٠ تعریف
است. معروف

A posteriori estimate۵٣
Pessimestic۵۴

Realistic۵۵
Asymptotic error estimate۵۶
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داریم تیلور بسط کمک به ۴۵ . ٢ مثال

x′′(t٠) =
x(t٠ − h)− ٢x(t٠) + x(t٠ + h)

h٢ + C٢h٢x(۴)(t٠) + C۴h۴x(۶)(t٠) + · · · .

هموار کافی اندازه به x و h → ٠ هرگاه |gh/eh| → ٠ که است واضح gh = C۴h۴x(۶)(t٠) + · · · و eh = C٢h٢x(۴)(t٠) معرفی با
△ است. دو مرتبه از و مجانبی خطای تخمین eh بنابراین باشد.


