
تعالی باسمه

پا।خ१والاتاঃࣇحانঃیان�ୃمریاિیࠫࢤوਗی۲
٩۴-٩۵ اول نیمسال

.f(x, y) =

 (x+ y) sin(x۲ − y۲)

x۲ + y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
ک��ن��ی��د ف��رض .١

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��داء در f ده��ی��د ن��ش��ان ن��م��ره)ال��ف) ٣)

ب��ی��اب��ی��د. را
∂f

∂y
(۰, ۰) و ∂f

∂x
(۰, ۰) م��ق��دار ن��م��ره)ب) ٣)

�دار �ق� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ت �س� �وب� �ل� �ط� م� ،(a۲ + b۲ = ۱ �ی �ن� �ع� (ی� �د �اش� ب� �ی �ان� �ک� ی� �ردار ب� �ک ی� u = ai + bj �ر گ� ا ج)

.∇f(۰, ۰).u م��ق��دار و (u س��وی در و (۰, ۰) ن��ق��ط��ه در f از س��وی��ی (م��ش��ت��ق Duf(۰, ن��م��ره)(۰ ٣)

ک��ن��ی��د). اس��ت��ف��اده (ج) ق��س��م��ت از (م��ی�ت��وان��ی��د ن��ی��س��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر (۰, ۰) در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ن��م��ره)د) ٣)

داری��م | sin a| ≤ |a| ای��ن��ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت. ش��ده داده ϵ > ۰ ک��ن��ی��د ف��رض اول. راه ال��ف. پ��اس��خ

|f(x, y)− f(۰, ۰)| ≤
∣∣∣∣(x+ y) sin(x۲ − y۲)

x۲ + y۲

∣∣∣∣ ≤ |x+ y||x۲ − y۲|
x۲ + y۲

≤ |x+ y|x
۲ + y۲

x۲ + y۲

≤ |x|+ |y| ≤ ۲
√
x۲ + y۲.

ی��م دار ،δ = ϵ/۲ دادن ق��رار √ب��ا
x۲ + y۲ ≤ δ ⇒ |f(x, y)− f(۰, ۰)| ≤ ۲δ = ϵ.

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دا در f ب��ن��اب��رای��ن

ی��م دار | sin a| ≤ |a| ای��ن��ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا دوم. sin(x۲∣∣∣∣راه − y۲)

x۲ + y۲

∣∣∣∣ ≤ |x۲ − y۲|
x۲ + y۲

≤ x۲ + y۲

x۲ + y۲
= ۱.

�ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ، lim
(x,y)→(۰,۰)

(x + y) = ۰ و �ت اس� �ران�دار ک�
sin(x۲ − y۲)

x۲ + y۲
�ه �ک� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دا در f پ��س . lim
(x,y)→(۰,۰)

f(x, y) = ۰ = f(۰, ۰)

ب. پ��اس��خ

∂f

∂x
(۰, ۰) = lim

h→۰

f(h, ۰)− f(۰, ۰)
h

= lim
h→۰

h sin(h۲)
h۲ − ۰
h

= lim
h→۰

sinh۲

h۲ = ۱.

∂f

∂y
(۰, ۰) = lim

h→۰

f(۰, h)− f(۰, ۰)
h

= lim
h→۰

h sin(−h۲)
h۲ − ۰
h

= lim
h→۰

− sinh۲

h۲ = −۱.



ط��رف��ی از .∇f(۰, ۰).u = a− b ب��ن��اب��رای��ن .∇f(۰, ۰) = (۱,−۱) ی��م دار ب ق��س��م��ت ط��ب��ق ج. پ��اس��خ

Duf(۰, ۰) = lim
t→۰

=
f(at, bt)− f(۰, ۰)

t
= lim

t→۰

(a+b)t sin((a۲−b۲)t۲)
(a۲+b۲)t۲

− ۰
t

= lim
t→۰

(a+ b) sin((a۲ − b۲)t۲)

t۲
= (a+ b)(a۲ − b۲).

ب��ه �ا ام� .Duf(۰, ۰) = ∇f(۰, ۰).u �ان��ی ی��ک� ب��ردار �ر ه� ب��رای �اه آن�گ� ب��اش��د، �ر �ت��ق�پ��ذی� م��ش� (۰, ۰) در f گ��ر ا د. پ��اس��خ

ی��م دار u = (
۳
۵ ,

۴
۵ ) ب��ردار ازای

Duf(۰, ۰) = − ۴۹
۱۲۵ , ∇f(۰, ۰).u = − ۱

۵ .

ن��ی��س��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر م��ب��دا در f پ��س

ex
۲y−z−(y−۱)z۲ = e−۱ م��ع��ادل��ه ب��ه S۲ روی��ه و z = ۲x۲−۴x−۳y۲+۶ م��ع��ادل��ه ب��ه S۱ روی��ه ک��ن��ی��د ف��رض .٢

اس��ت. ش��ده داده

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را آن� ن��وع و ن��م��ای��ی��د ت��وص��ی��ف را S۱ روی��ه ن��م��ره)ال��ف) ٢)

S۱ �ه روی� �ر ب� �اً �ام� �م� ت� �ه ک� �د �ذرن� �ی�گ� م� �ع �اط� �ق� �ت� م� راس��ت خ��ط دو S۱ �ه روی� �ر ب� �ع واق� (۱, ۱, ۱) �ه �ط� �ق� ن� از �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� ب)

ب��ن��وی��س��ی��د. را خ��ط دو ای��ن م��ع��ادلات دارن��د. ن��م��ره)ق��رار ۵)

ب��ن��وی��س��ی��د. را م��ی�ش��ود ح��اص��ل S۲ و S۱ روی��ه دو ت��لاق��ی از ک��ه C خ��م ب��ر (۱, ۱, ۱) ن��ق��ط��ه در م��م��اس خ��ط م��ع��ادل��ه ن��م��ره)ج) ۶)

م��ی�ن��وی��س��ی��م: اس��ت��ان��دارد ب��ص��ورت S۱ روی��ه اب��ت��دا ال��ف. پ��اس��خ

z = ۲(x− ۱)۲ − ۳y۲ + ۴.

،x = c �ه �ح� �ف� ص� �ا ب� �ه روی� �ی �لاق� ت� �ت. اس� (x − ۱)۲ − ۳y۲ = c − ۴ �ی �ول� �ذل� ه� z = c �ه �ح� �ف� ص� �ا ب� �ه روی� �ی �لاق� ت�

�ی �م� �ه� س� ،y = c �ه �ح� �ف� ص� �ا ب� �ه روی� �ی �لاق� ت� و �ت اس� �ن �ی� �ای� پ� �ه ب� رو �ر س� �ا ب� z = −۳y۲ + ۲(c − ۱)۲ + ۴ �ی �م� �ه� س�

اس��ب��ی) زی��ن (ی��ا ه��ذل��ول��وی گ��ون س��ه��م��ی روی��ه ن��وع ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ب��الا ب��ه رو س��ر ب��ا z = ۲(x− ۱)۲ − ۳c۲ + ۴
اس��ت.

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�گ��ذرد (۱, ۱, ۱) ن��ق��ط��ه از ک��ه (a, b, c) ه��ادی ب��ردار ب��ا راس��ت خ��ط م��ع��ادل��ه ب. پ��اس��خ

x(t) = at+ ۱, y(t) = bt+ ۱, z(t) = ct+ ۱.

�دق ص� �ه روی� در t �ر ه� ازای �ه ب� (x(t), y(t), z(t)) �ه �ط� �ق� ن� �د �ای� ب� �رد، �ی� گ� �رار ق� S۱ �ه روی� روی �اً �ام� �م� ت� �ط خ� �ه �ک� �ن� ای� �رای ب�

پ��س ک��ن��د.

∀t, ct+ ۱ = ۲(at+ ۱)۲ − ۴(at+ ۱)− ۳(bt+ ۱)۲ + ۶.

ی��م دار ک��ردن س��اده ب��ا

∀t, (۲a۲ − ۳b۲)t۲ − (۶b+ c)t = ۰.

اس��ت. ص��ف��ر ب��راب��ر t ض��ری��ب و t۲ ض��ری��ب ب��ن��اب��رای��ن

۶b+ c = ۰, ۲a۲ − ۳b۲ = ۰.



ی��ع��ن��ی

c = −۶b, a = ±
√
۳√
۲
b.

دو �ه ک� �ت اس� (a, b, c) = (−
√
۶
۲ , ۱,−۶) �ا ی� (a, b, c) = (

√
۶
۲ , ۱,−۶) �ورت �ص� ب� �ط خ� �ادی ه� �ردار ب� �س پ�

م��ی�ده��د. ب��دس��ت را زی��ر خ��ط

l۱ : x(t) =

√
۶
۲ t+ ۱, y(t) = t+ ۱, z(t) = −۶t+ ۱.

l۲ : x(t) = −
√
۶
۲ t+ ۱, y(t) = t+ ۱, z(t) = −۶t+ ۱.

�ادی ه� �ردار ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ودن� �م� ع� C �م خ� �ر ب� (۱, ۱, ۱) �ه �ط� �ق� ن� در �ا �ه�ه� روی� �ر ب� �اس �م� م� �ات �ح� �ف� ص� �ال �رم� ن� �ردار ب� ج. �خ �اس� پ�
در Si روی��ه ب��ر م��م��اس ص��ف��ح��ه ن��رم��ال ب��ردار ni ک��ه اس��ت n۱ × n۲ راس��ت��ای در ن��ق��ط��ه ای��ن در C خ��م ب��ر م��م��اس خ��ط

�ه روی� و f(x, y, z) = ۲x۲ − ۴x− ۳y۲ + ۶− z = ۰ �ه �ادل� �ع� م� دارای S۱ �ه روی� �ا ام� اس��ت. (۱, ۱, ۱) �ه �ط� �ق� ن�
پ��س اس��ت. g(x, y, z) = ex

۲y − z − (y − ۱)z۲ − e+ ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه دارای S۲

∇f = (۴x− ۴,−۶y,−۱), ∇g = (۲xyex۲y, x۲ex
۲y − z۲,−۱− ۲(y − ۱)z).

n۱ = ∇f(۱, ۱, ۱) = (۰,−۶,−۱), n۲ = ∇g(۱, ۱, ۱) = (۲e, e− ۱,−۱).

م��ی�آی��د ب��دس��ت زی��ر راب��ط��ه از م��م��اس خ��ط ه��ادی ب��ردار ل��ذا

n۱ × n۲ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
۰ −۶ −۱
۲e e− ۱ −۱

∣∣∣∣∣∣ = (۶− e+ ۱)i− ۲ej+ ۱۲ek.

اس��ت. زی��ر ب��ص��ورت م��م��اس خ��ط م��ع��ادل��ه م��ی�گ��ذرد، (۱, ۱, ۱) ن��ق��ط��ه از م��م��اس خ��ط چ��ون

x(t) = (۷− e)t+ ۱, y(t) = −۲et+ ۱, z(t) = ۱۲et+ ۱.

ض��م��ن��ی راب��ط��ه در ک��ه ب��اش��د y و x ب��رح��س��ب ت��اب��ع��ی z و ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر و م��ت��غ��ی��ره س��ه ت��اب��ع��ی g ک��ن��ی��د ف��رض .٣

.z(۰, ۰) = ۱ ی��م دار و م��ی�ک��ن��د ص��دق g(zx۲ + exy, x۲y + ln z, ۲x+ z۲) = ۰

.g ج��زی��ی م��ش��ت��ق��ات ب��رح��س��ب
∂z

∂x
ت��ع��ی��ی��ن م��ط��ل��وب��س��ت ن��م��ره)ال��ف) ۴)

.
∂z

∂x
(۰, ۰) م��ح��اس��ب��ه م��ط��ل��وب��س��ت ،∇g(۱, ۰, ۱) = ۴i+ ۳j− k گ��ر ا ن��م��ره)ب) ١)

و v(x, y) = x۲y + ln z ،u(x, y) = zx۲ + exy �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� اول. راه �ف. ال� �خ �اس� پ�
و x ب��رح��س��ب �ی��ری �ت��ق�گ� م��ش� �ا ب� .f(x, y) = g(u, v, w) = ۰ �ی��م م��ی�ده� ق��رار �ی��ن �ن� �م�چ� ه� .w(x, y) = ۲x+ z۲

ی��م دار زن��ج��ی��ری ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده

∂f

∂x
=

∂g

∂u

∂u

∂x
+

∂g

∂v

∂v

∂x
+

∂g

∂w

∂w

∂x

=
∂g

∂u
(
∂z

∂x
x۲ + ۲xz + yexy) +

∂g

∂v
(۲xy + ۱

z

∂z

∂x
) +

∂g

∂w
(۲+ ۲∂z

∂x
z) = ۰.



داری��م
∂z

∂x
ب��رح��س��ب ح��ل ب��ا

∂z

∂x
=

(−۲xz − yexy) ∂g
∂u

− ۲xy ∂g
∂v

− ۲ ∂g
∂w

x۲ ∂g
∂u

+ ۱
z
∂g
∂v

+ ۲z ∂g
∂w

. (١)

ق��رار ه��م�چ��ن��ی��ن .w(x, y) = ۲x+ z۲ و v(x, y) = x۲y + ln z ،u(x, y) = zx۲ + exy م��ی�ده��ی��م ق��رار دوم. راه
ی��م دار زن��ج��ی��ری ق��اع��ده و ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق ف��رم��ول ب��ه ت��وج��ه ب��ا .F (x, y, z) = g(u, v, w) م��ی�ده��ی��م

∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

= −
∂g
∂u

∂u
∂x

+ ∂g
∂v

∂v
∂x

+ ∂g
∂w

∂w
∂x

∂g
∂u

∂u
∂z

+ ∂g
∂v

∂v
∂z

+ ∂g
∂w

∂w
∂z

=
(−۲xz − yexy) ∂g

∂u
− ۲xy ∂g

∂v
− ۲ ∂g

∂w

x۲ ∂g
∂u

+ ۱
z
∂g
∂v

+ ۲z ∂g
∂w

.

ی��م دار (١) راب��ط��ه در
∂g

∂w
= −۱ و ∂g

∂v
= ۳ ،

∂g

∂u
= ۴ و x = ۰, y = ۰, z = ۱ دادن ق��رار ب��ا ب. پ��اس��خ

∂z

∂x
(۰, ۰) = ۰+ ۰+ ۲

۰+ ۳− ۲ = ۲.

ب��اش��ی��د م��وف��ق


