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 هسبيل جبهذات دٍ ثعذي

Two-Dimensional Problems 
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

ُ ّب ثِ   جسن دٍ ثعذي ثِ اجضاي هحذٍدي تمسين ثٌذي ضذُ ٍ ثِ كوك گش

 .اًذيكذيگش هتػل ضذُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

ُ ّب ثِ   جسن دٍ ثعذي ثِ اجضاي هحذٍدي تمسين ثٌذي ضذُ ٍ ثِ كوك گش

 .اًذيكذيگش هتػل ضذُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

ُ ّب  (u,v)تغييشهكبى  ِ اي ثِ غَست دسًٍيبثي اص تغييشهكبى گش ثشاي الوبى غفح

(ui,vi)  ،تَسط تَاثع ضكلNi، ثِ دست هي آيذ . 

 تغييشهكبى ثشداس d ٍ تغييشهكبى ثشداس u ضكل، تَاثع هبتشيس ،N فَق ساثطِ دس
  .است ّب گشُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

 ثشاي الوبى هثلثي (u,v)تغييشهكبى : هثبل
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

 :داضت خَاّين تغييشهكبى -كشًص ساثطِ ثِ تَجِ ثب

 .ضَد هي ًبهيذُ تغييشهكبى-كشًص هبتشيس ،B=DN هبتشيس

 :اص است عجبست الوبى يك دس ضذُ رخيشُ اًشطي
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثعذي

-تٌص ساثطِ اص كِ است هبتشيس يك ،E ايٌجب دس ثعذي، يك حبلت خلاف ثش
 .( اي غفحِ كشًص يب ٍ اي غفحِ تٌص هعبدلات ) آيذ هي دست ثِ كشًص

 .است هتمبسى ،E هبتشيس صيشا است هتمبسى هبتشيس يك k هبتشيس
  ٍ B هبتشيس ثِ كبهل ثستگي k هبتشيس هطخع، خَاظ ثب هبدُ يك ثشاي

 ثشسسي ثشاي هحذٍد اجضاي سٍش دلت ثٌبثشايي .داسد ضكل تَاثع ثِ ًتيجِ دس
 .گشدد ثشهي ضكل تَاثع اًتخبة ثِ سبصُ

 سختي هبتشيس
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 الوبى هثلثي خطي

 ٍ دٍ، دسجِ ٍ خطي هثلثي الوبًْبي ثعذي دٍ هسبيل دس استفبدُ هَسد الوبًْبي
 .ّستٌذ دٍ دسجِ ٍ خطي هشثعي الوبًْبي

Linear Triangular Element 

Constant Strain Triangle (CST or T3) 
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 الوبى هثلثي خطي

ِ ّبي خلاف جْت دس كِ داسد ٍجَد گشُ سِ الوبى ايي سئَس دس  سبعت عمشث

ُ گزاسي   ٍ x جْت دس جبثجبيي) آصادي دسجِ دٍ داساي گشُ ّش .هي ضًَذ ضوبس

y) ضًَذهي گشفتِ ًظش دس خطي تَاثع غَست ثِ الوبى داخل دس تغييشهكبى .است: 

bi (i=1,2,…6)   ّستٌذثبثتي اعذاد.  
 :كشًص عجبست است اصهمبديش فَق تغييشهكبى ثب  

الوبى هثلثي خطي، الوبى ايي سٍ اص .  ثَدكل الوبى خَاّذ همبديش ثبثتي ثشاي كِ 
 .ضَدًيض ًبهيذُ هيكشًص ثبثت هثلثي 

)*( 
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 الوبى هثلثي خطي

 :اص است عجبست ّبگشُ دس تغييشهكبى

  همبديش هيتَاى هعبدلِ ضص ايي حل ثب
bi (i=1,2,…6)  تغييشهكبى ثشحست  

 دست ثِ ّب گشُ هختػبت ٍ ّب گشُ
  دس bi همبديش جبيگضيٌي ثب .آٍسد

 :داضت خَاّين )*( هعبدلِ
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 الوبى هثلثي خطي

 :اص است عجبست هختػبت اص خطي تَاثعي غَست ثِ ضكل تَاثع ساثطِ ايي دس

 :آى دس كِ
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 الوبى هثلثي خطي

 :خطي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثع خػَغيبت
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 الوبى هثلثي خطي

 :خطي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثع خػَغيبت
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 الوبى هثلثي خطي

 :خطي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثع خػَغيبت

 :الوبى اص ًمطِ ّش ثشاي
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 الوبى هثلثي خطي

 :اص است عجبست كشًص همبيش
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 الوبى هثلثي خطي

 :اص است عجبست كشًص همبيش

 .است  xij = xi - xj , yij = yi - yj (i, j = 1, 2, 3) آى دس كِ
  ثشاي ًيض تٌص كشًص،-تٌص ساثطِ ثِ تَجِ ثب .ّستٌذ ثبثتي همبديش الوبى كل ثشاي كشًطْب

 . ثَد خَاّذ ثبثت الوبى كل
EBd
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 الوبى هثلثي خطي



 .ثَد خَاّذ هتمبسى 6×6 هبتشيس يك كِ

t=thickness of the element 

A=surface area of the element 

t 

A 
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 الوبى هثلثي خطي
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 الوبى هثلثي خطي


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 الوبى هثلثي خطي



 هثبل
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 الوبى هثلثي خطي
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 الوبى هثلثي خطي

 : ًوَد تعشيف صيش غَست ثِ ضكل تَاثع تَاى هي              طجيعي هختػبت ثشاي

 خطي هثلثيالوبى طجيعي ثشاي هختػبت 

 :غَست ايي دس 
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 الوبى هثلثي خطي

 خطي هثلثيالوبى طجيعي ثشاي هختػبت 

i

1,
N

0,


 


 :iًمطِ دس  

 :ًمبط ديگشدس 
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 (هختػبت طجيعي )الوبى هثلثي خطي 

يكي هختػبت طجيعي             كِ هحلي : دس ايٌجب دٍ دستگبُ هختػبت داسين
 :ساثطِ ايي دٍ عجبست است اص. (x,y)است ٍ ديگشي دستگبُ سشاسشي 

 :آى دس كِ 

 .است (x,y)ثشحست ٍيب           ثشحست ثيبى لبثل الوبى داخل دس (u,v) تغييشهكبى 
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 (هختػبت طجيعي )الوبى هثلثي خطي 

ُ اي داسين  :ثب تَجِ ثِ لبعذُ هطتك صًجيش

 :ثب است ثشاثش ٍ ضَد هي ضٌبختِ اًتمبل هبتشيس طاكَثيي عٌَاى ثِ J  آى دس كِ 
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 (هختػبت طجيعي )الوبى هثلثي خطي 

 :ثب جبيگزاسي خَاّين داضت

 :هطبثِ غَست ثِ 

تَاى هبتشيس هياستفبدُ اص هعبدلات فَق ٍ ساثطِ                                           
 .آٍسدثِ دست سا تغييشهكبى -كشًص
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 (هختػبت طجيعي )الوبى هثلثي خطي 

 :خطي هثلثي الوبى هْن كبسثشدّبي

 .داساي تغييشات كن كشًص ّستٌذكِ استفبدُ ثشاي سطَحي  -*
 .است( اص ضجكِ سيض ثِ ضجكِ دسضت)داساي ضجكِ اًتمبلي كِ استفبدُ ثشاي سطَحي  -*
 ثعذيدٍ هسبيل دس اٍليِ ٍ ثشاي تخويي سشيع لبثل استفبدُ  -*
ًظيش سبصُ ٍ يب سطَح ثحشاًي توشكض تٌص داساي كِ سطَحي عذم استفبدُ دس  -*

 ّبگَضٍِ ّب سَساخاطشاف 
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 الوبى هثلثي خطي

يك غفحِ كِ دس اًتْب  :هثبل 
   .تحت كطص لشاس گشفتِ است

T=1000 psi 10 in 

1 in 

20 in 

E = 30 x 106 psi 

 = 0.30 
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 الوبى هثلثي خطي

 هعبدل يا گشُ ًيشٍّبي ٍ الوبى دٍ ثب هسئلِ سبصيهذل

1 

3 

4 

1 

2 

2 

x 

y 

5000 lb 

5000 lb 

   

1
F T A

2

1
F 1000 psi 1 in 10 in

2

F 5000 lb



 


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 الوبى هثلثي خطي

 ّب گشُ هكبى تغييش ٍ ًيشٍّب هحبسجِ

    

   

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3 3

4 4

4 4

0

0

0

0

5000

0

5000

0

x x

y y

x x

y y

x x

y y

x x

y y

K d F

d R

d R

d R

d R
d F

d d

d d

d d

d d



     
     
     
     
     
     

       
     
     
     
     
     

    

       

 

 
 

T

2

2

k t A B B

1
A b h 100in

2

0 0 0
1

B 0 0 0
2 A

1 ν 0
E

ν 1 0
1 ν

1 ν
0 0

2

jk ki ij

kj ik ji

kj jk ik ki ji ij

E

y y y

x x x

x y x y x y

E



 

 
 

  
 
 

 
 
 

  
  

 
 
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 الوبى هثلثي خطي

 اٍل الوبى

i = 1 

1 

j = 3 
k = 2 

 

jk j k

ki k i

ij i j

kj k j

ik i k

ji j i

y y y 10 10 0

y y y 10 0 10

y y y 0 10 10

x x x 0 20 20

x x x 0 0 0

x x x 20 0 20

0 0 10 0 10 0
1

B 0 20 0 0 0 20
200

20 0 0 10 20 10

    

    

     

     

    

    

 
 

 
 
   
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 الوبى هثلثي خطي

 
 

 
   

6

2

6 6

2

E 30 10 psi

0.3

1 0
E

1 0
1

1
0 0

2

1 0.3 0 1 0.3 0
30 10 psi 30 10 psi

0.3 1 0 0.3 1 0
0.911 0.3

1 0.3 0 0 0.35
0 0

2

E

E

 

 

 
 
 

  
    

 
 

 
   
    

          
 
 

 اٍل الوبى
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 الوبى هثلثي خطي

   
  

   
  

       

  
   

T

6
T

6
T

T

6

2

0 0 10 0 10 0 1 0.3 0
30 10 psi

B 0 20 0 0 0 20 0.3 1 0
200 0.91

20 0 0 10 20 10 0 0 0.35

0 0 7

6 20 0

10 3 030 10 psi
B

0 0 3.5200 0.91

10 3 7

6 20 3.5

k t A B B

0 0 7

6 20 0

10 3 030 10 psi
1 100

0200 0.91

E

E

E

   
    

 
   
       

 
 


 
 

  
 
  
 

 

 






0 0 10 0 10 0

0 20 0 0 0 20
0 3.5

20 0 0 10 20 10
10 3 7

6 20 3.5

 
 
   
   

   
       
 

 

 اٍل الوبى سختي هبتشيس
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 الوبى هثلثي خطي

(1)

140 0 0 70 140 70

0 400 60 0 60 400

0 60 100 0 100 6075000
k

70 0 0 35 70 350.91

140 60 100 70 240 130

70 400 60 35 130 435

  
 

 
 
  

        
   
 

   

 اٍل الوبى سختي هبتشيس
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 الوبى هثلثي خطي

i = 1 
2 

j = 4 

k = 3 

 دٍم الوبى

 

jk j k

ki k i

ij i j

ki k j

ik i k

ji j i

y y y 0 10 10

y y y 10 0 10

y y y 0 0 0

x x x 20 20 0

x x x 0 20 20

x x x 20 0 20

10 0 10 0 0 0
1

B 0 0 0 20 0 20
200

0 10 20 10 20 0

     

    

    

    

     

    

 
 

 
 
   
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 الوبى هثلثي خطي

   
  

   
  

       

  
   

T

6
T

6
T

T

6

2

10 0 10 0 0 0 1 0.3 0
30 10 psi

B 0 0 0 20 0 20 0.3 1 0
200 0.91

0 10 20 10 20 0 0 0 0.35

10 3 0

0 0 3.5

10 0 2030 10 psi
B

0 20 10200 0.91

0 0 20

0 20 0

k t A B B

10 3 0

0 0 3.5

130 10 psi
1 100

200 0.91

E

E

E

   
    

 
   
       

  
 


 
 

  
 

 
 
 

 

 




10 0 10 0 0 0

0 0 20
0 0 0 20 0 20

0 20 10
0 10 20 10 20 0

0 0 20

0 20 0

 
 
   
   

         
 
 

هبتشيس سختي 
 الوبى دٍم
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 الوبى هثلثي خطي

(2)

100 0 100 60 0 60

0 35 70 35 70 0

100 70 240 130 140 6075000
k

60 35 130 435 70 4000.91

0 70 140 70 140 0

60 0 60 400 0 400

  
 

 
 
   

         
  
 
  

هبتشيس سختي 
 الوبى دٍم
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 الوبى هثلثي خطي

 





























)2(

22

)2(

23

)2(

21

)2(

32

)2(

33

)1(

22

)1(

23

)2(

31

)1(

21

)1(

32

)1(

33

)1(

31

)2(

12

)2(

13

)1(

12

)1(

13

)2(

11

)1(

11

0

0

kkk

kkkkkk

kkk

kkkkkk

K

 سختي هبتشيس كشدى سَاس
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 الوبى هثلثي خطي

 

(1) (2) (1) (1) (2) (2)

11 11 13 12 13 12

(1) (1) (1)

31 33 32

(1) (2) (1) (1) (2) (2)

21 31 23 22 33 32

(2) (2) (2)

21 23 22

k k k k k k

k k k 0
K

k k k k k k

k 0 k k

240 0 140 70 0 130 100 60

0 435 60 400 130 0 70 35

140 60 240 130 100 71

75000

0.91

  
 
  
  
 
  

  

  

   0 0

70 400 130 435 60 35 0 0

0 130 100 60 240 0 140 70

130 0 70 35 0 435 60 400

100 70 0 0 140 60 240 130

60 35 0 0 70 400 130 435

 
 
 
 
 

   
   
 
   
   
 

    

 سختي هبتشيس كشدى سَاس
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 الوبى هثلثي خطي

3x

3y

4x

4y

3x

3y 6

4x

4y

d5000 240 0 140 70

d0 0 435 60 40075000

d5000 140 60 240 1300.91

d0 70 400 130 435

d 609.6

d 4.2
10 in

d 663.7

d 104.1

Compare with :

PL



     
    

       
     
          

   
   
   

    
   
     

  6670 10 in
AE

 

 دستگبُ حل ٍ هشصي ضشايط اعوبل
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 الوبى هثلثي خطي 

هحبسجِ كشًص ّب 
 دس الوبى اٍل     

 

 

1x

1y

x

3x

y

3y

xy

2x

2y

6

6

x

y

d

d
0 0 10 0 10 0

d1
B d 0 20 0 0 0 20

d200
20 0 0 10 20 10

d

d

0

0
0 0 10 0 10 0

609.6 10 in1
0 20 0 0 0 20

4.2 10 in200
20 0 0 10 20 10

0

0





 
 
    
     

         
          

 
  

 
 
  
  

           
 
 




 

6 6

6 6

xy

6096 10 in 30.48 10 in
1

0 0
200

42 10 in 0.21 10 in

 

 

      
    

      
            
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 الوبى هثلثي خطي

 هحبسجِ تٌص ّب دس الوبى اٍل 

    
 

6

x 6

y

6

xy

x

y

xy

1 0.3 0 30.48 10 in
30 10 psi

0.3 1 0 0
0.91

0 0 0.35 0.21 10 in

1005

301 psi

2.4

E





    
     

         
         

   
   
    

      
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 الوبى هثلثي خطي

هحبسجِ كشًص ّب 
 دس الوبى دٍم    

1x

1y

x

4x

y

4y

xy

3x

3y

6

6

6

6

d

d
10 0 10 0 0 0

d1
B d 0 0 0 20 0 20

d200
0 10 20 10 20 0

d

d

0

0
10 0 10 0 0 0

663.7 10 in1
0 0 0 20 0 20

104.1 10 in200
0 10 20 10 20 0

609.6 10 in

4.2 10 in









 
 
    
     

         
          

 
  

 
 

 
  
   





 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
x

y

xy

995

1.2 psi

2.4

E

   
   

         
      

 تٌص ّب دس الوبى دٍم



دانشكده مكانيك  -دانشگاه صنعتي اصفهان روش اجزاي محدود  44 

 الوبى هثلثي خطي

هحبسجِ تٌص ّبي 
 اغلي دس الوبى دٍم

Principal angle: 

Principal stresses: 
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 الوبى هثلثي خطي
Principal stresses: 

Principal angle: 

هحبسجِ تٌص ّبي 
 اغلي دس الوبى دٍم
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 الوبى هثلثي خطي

  .يك تيش كِ دس اًتْب تحت خوص خبلع لشاس گشفتِ است :2هثبل 

P 

P 
x 

7a 

a 

x

x 


