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 مسايل جامدات دو بعدي

Two-Dimensional Problems 
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 المان هر کلي حالت در
  و تنش مولفه شش داراي

 :است کرنش

 :تنش براي

 :کرنش براي



 
 

3 

 تئوري پايه جامداتبر مروري 

  را جامدات مسايل مي توان کرنش؛ و تنش از هايي حالت براي و خاص شرايط در
 .نمود تبديل بعدي دو به بعدي سه حالت از ساده سازي با

 با ايصفحه هاييسازه براي :ايصفحه تنش
 بارگذاري که صورتي در ثابت؛ و کم ضخامت

 .گيرد صورت  xyصفحه همان در

Plane stress: 

 :مثال
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

  با هاييسازه براي :ايصفحه کرنش
 سطح و (طويل) زياد ضخامت

 که صورتي در يكنواخت؛ مقطع
   ضخامت راستاي در بارگذاري

 .گيرد صورت ( z راستاي)

plane strain: 

 :مثال
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 :همسان سازه يک در الاستيک صفحه اي تنش مسايل براي

 يا

which means that there are only two 

independent materials constants for 

homogeneous and isotropic materials. 

0، اوليه، کرنش  E يانگ الاستيسيته مدول، nو پواسون نسبت  G مدول  
 .است برشي

Plane stress: 
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 :نمود بيان قبل معادله از نيز کرنشها حسب بر را هاتنش توانمي

σ0، است اوليه تنش مقادير. 

 يا

  اي صفحه کرنش حالت در .است برقرار اي صفحه تنش حالت براي فوق رابطه
 :شوند جايگزين زير مقادير با بالا معادلات در ثابت مقادير است لازم

Plane stress: 
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 :داشت خواهيم صفحه اي کرنش حالت در کرنشها حسب بر هاتنش رابطه براي

σ0، است اوليه تنش مقادير. 

 :با است برابر حرارت درجه تغييرات واسطه به اوليه کرنشهاي

plane 
strain 

  α و حرارتي انبساط ضريب T است حرارت درجه تغييرات. 
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 تغييرمكان-روابط کرنش

 :نوشت توان مي دوران و کرنش کوچک مقادير براي

 :ماتريسي فرم به و

 آنگاه گردد، اختيار اي چندجمله صورت به جابجايي اگر است واضح حالت اين در
 .بود خواهد جابجايي کمتراز درجه يک (تنش نتيجه در و) کرنش درجه
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 معادلات تعادل

 :نمايد صدق تعادل معادلات در بايد سازه يک در تنش (الاستيسيته تئوري از)

  در .است (وزن نيروي نظير) حجمي نيروهاي ، fyو  fx رابطه اين در
 .شوندمي برقرار تقريبي صورت به تعادل معادلات محدود اجزاي روش
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 تئوري پايه جامداتبر مروري 

 شرايط مرزي
  Su قسمت دو به سازه يک براي  Sمرز

 بر شرايط بنابراين مي گردد تقسيم  Stو
 :از است عبارت مرز دو اين روي

tx وty  مقادير صورت به و هستند (مرزها در تنش مقاير) مرزها در بارگذاري هاي مولفه 
   .شوند مي وارد مسئله در معلوم

 هايبارگذاري سطوح، روي بر گسترده بارهاي نظير بارگذاري انواع محدود اجزاي روش در
 .شد خواهند تبديل ها گره در اي نقطه نيروهاي صورت به گشتاورها متمرکز، نيروهاي حجمي،
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 حل دقيق مسايل الاستيسيته

  معادلات بايستمي سازه يک (تنش و کرنش تغييرمكان،) دقيق حل براي
 نيز را مسئله سازگاري شرايط و مرزي شرايط همچنين و گردند برقرار تعادل
 .شوند ارضا

 و نمايد تغيير پيوسته صورت به بايد سازه تغييرمكان ميدان :سازگاري شرايط
   .نباشد همپوشاني و گسستگي داراي

Example 
A plate is supported and loaded 

with distributed force p as 

shown in the figure. The 

material constants are E and n. 
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 حل دقيق مسايل الاستيسيته

:دقيقحل   

 تغييرمكان: 

 کرنش: 

 تنش: 

Exact (or analytical) solutions for simple 

problems are numbered (suppose there is 

a hole in the plate!). That is why we need 

FEM! 
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Strain energy of the elastic body 

Using the stress-strain law 

In 2D plane stress/plane strain: 

 الاستيسيته: يادآوري
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

جسم دو بعدي به اجزاي محدودي تقسيم بندي شده و به کمک گره ها به 

 .انديكديگر متصل شده
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

جسم دو بعدي به اجزاي محدودي تقسيم بندي شده و به کمک گره ها به 

 .انديكديگر متصل شده
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

براي المان صفحه اي به صورت درونيابي از تغييرمكان گره ها  (u,v)تغييرمكان 

(ui,vi)  ،توسط توابع شكلNi، به دست مي آيد  . 

 تغييرمكان بردار d و تغييرمكان بردار u شكل، توابع ماتريس ،N فوق رابطه در
  .است ها گره
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

 براي المان مثلثي (u,v)تغييرمكان : مثال
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

 :داشت خواهيم تغييرمكان -کرنش رابطه به توجه با

 .شود مي ناميده تغييرمكان-کرنش ماتريس ،B=DN ماتريس

 :از است عبارت المان يک در شده ذخيره انرژي
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 روش اجزاي محدود در مسايل دو بعدي

-تنش رابطه از که است ماتريس يک ،E اينجا در بعدي، يک حالت خلاف بر
 .( اي صفحه کرنش يا و اي صفحه تنش معادلات ) آيد مي دست به کرنش

 .است متقارن ،E ماتريس زيرا است متقارن ماتريس يک k ماتريس
  و B ماتريس به کامل بستگي k ماتريس مشخص، خواص با ماده يک براي

 بررسي براي محدود اجزاي روش دقت بنابراين .دارد شكل توابع به نتيجه در
 .گردد برمي شكل توابع انتخاب به سازه

 سختي ماتريس
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 المان مثلثي خطي

 و دو، درجه و خطي مثلثي المانهاي بعدي دو مسايل در استفاده مورد المانهاي
 .هستند دو درجه و خطي مربعي المانهاي

Linear Triangular Element 

Constant Strain Triangle (CST or T3) 
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 المان مثلثي خطي

 ساعت عقربه هاي خلاف جهت در که دارد وجود گره سه المان اين رئوس در

 و x جهت در جابجايي) آزادي درجه دو داراي گره هر .مي شوند شماره گذاري

y) شوندمي گرفته نظر در خطي توابع صورت به المان داخل در تغييرمكان .است: 

bi (i=1,2,…6)   هستندثابتي اعداد.   
 :کرنش عبارت است ازمقادير فوق تغييرمكان با  

المان  مثلثي خطي، المان اين رو از .  بودکل المان خواهد مقادير ثابتي براي که 

 .شودنيز ناميده ميکرنش ثابت مثلثي 

)*( 
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 المان مثلثي خطي

 :از است عبارت هاگره در تغييرمكان

  مقادير ميتوان معادله شش اين حل با
bi (i=1,2,…6)  تغييرمكان برحسب  

 دست به ها گره مختصات و ها گره
  در bi مقادير جايگزيني با .آورد

 :داشت خواهيم )*( معادله
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 المان مثلثي خطي

 :از است عبارت مختصات از خطي توابعي صورت به شكل توابع رابطه اين در

 :آن در که
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 المان مثلثي خطي

 :خطي مثلثي المان در شكل توابع خصوصيات

x 

y 

2 

3 

1 

1 

N1 

2 

3 

1 

N2 

1 
2 

3 

1 

1 

N3 





=
nodesotherat

inodeat

0

''1
N i



 
 

26 

 المان مثلثي خطي

 :خطي مثلثي المان در شكل توابع خصوصيات
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 المان مثلثي خطي

 :خطي مثلثي المان در شكل توابع خصوصيات

 :المان از نقطه هر براي
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 المان مثلثي خطي

 :از است عبارت کرنش مقاير
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 المان مثلثي خطي

 :از است عبارت کرنش مقاير

 .است  xij = xi - xj , yij = yi - yj (i, j = 1, 2, 3) آن در که
  براي نيز تنش کرنش،-تنش رابطه به توجه با .هستند ثابتي مقادير المان کل براي کرنشها

 . بود خواهد ثابت المان کل
=EBds
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 المان مثلثي خطي



 .بود خواهد متقارن 6×6 ماتريس يک که

t=thickness of the element 

A=surface area of the element 

t 

A 
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 المان مثلثي خطي
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 المان مثلثي خطي



 مثال
If Xa=1 and Xb=0 
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 المان مثلثي خطي



 مثال
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 المان مثلثي خطي


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 المان مثلثي خطي

 : نمود تعريف زير صورت به شكل توابع توان مي              طبيعي مختصات براي

 خطي مثلثيالمان طبيعي براي مختصات 

 :صورت اين در 
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 المان مثلثي خطي

 خطي مثلثيالمان طبيعي براي مختصات 

i
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 :iنقطه در  

 :نقاط ديگردر 
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 (مختصات طبيعي )المان مثلثي خطي 

يكي مختصات طبيعي             که محلي : در اينجا دو دستگاه مختصات داريم
 :رابطه اين دو عبارت است از. (x,y)است و ديگري دستگاه سراسري 

 :آن در که  

 .است (x,y)برحسب ويا           برحسب بيان قابل المان داخل در (u,v) تغييرمكان 



 
 

38 

 (مختصات طبيعي )المان مثلثي خطي 

 :با توجه به قاعده مشتق زنجيره اي داريم

 :با است برابر و شود مي شناخته انتقال ماتريس ژاکوبين عنوان به J  آن در که 
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 (مختصات طبيعي )المان مثلثي خطي 

 :با جايگذاري خواهيم داشت

 :مشابه صورت به 

توان ماتريس مياستفاده از معادلات فوق و رابطه                                            
 .آوردبه دست را تغييرمكان -کرنش
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 (مختصات طبيعي )المان مثلثي خطي 

 :خطي مثلثي المان مهم کاربردهاي

 .داراي تغييرات کم کرنش هستندکه استفاده براي سطوحي  -*
 .است( از شبكه ريز به شبكه درشت)داراي شبكه انتقالي که استفاده براي سطوحي  -*
 بعديدو مسايل در اوليه و براي تخمين سريع قابل استفاده  -*
نظير سازه و يا سطوح بحراني تمرکز تنش داراي که سطوحي عدم استفاده در  -*

 هاگوشهو ها سوراخاطراف 
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 المان مثلثي خطي

يک صفحه که در انتها   :مثال 
  .تحت کشش قرار گرفته است

T=1000 psi 10 in 

1 in 

20 in 

E = 30 x 106 psi 

 = 0.30 
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 المان مثلثي خطي

 معادل يا گره نيروهاي و المان دو با مسئله سازيمدل

1 

3 

4 

1 

2 

2 

x 

y 

5000 lb 

5000 lb 

( ) ( )

1
F T A

2

1
F 1000 psi 1 in 10 in

2

F 5000 lb

=

= 

=
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 المان مثلثي خطي

 ها گره مكان تغيير و نيروها محاسبه

    

   

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3 3

4 4

4 4

0

0

0

0

5000

0

5000

0

x x

y y

x x

y y

x x

y y

x x

y y

K d F

d R

d R

d R

d R
d F

d d

d d

d d

d d

=

     
     
     
     
     
     

= = =     
     
     
     
     
     

    

       

 

 
( )

T

2

2

k t A B B

1
A b h 100in

2

0 0 0
1

B 0 0 0
2A

1 ν 0
E

ν 1 0
1 ν

1 ν
0 0

2

jk ki ij

kj ik ji

kj jk ik ki ji ij

E

y y y

x x x

x y x y x y

E

=

= =

 
 

=  
 
 

 
 
 

=  
  

 
 
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 المان مثلثي خطي

 اول المان

i = 1 

1 

j = 3 
k = 2 

 

jk j k

ki k i

ij i j

kj k j

ik i k

ji j i

y y y 10 10 0

y y y 10 0 10

y y y 0 10 10

x x x 0 20 20

x x x 0 0 0

x x x 20 0 20

0 0 10 0 10 0
1

B 0 20 0 0 0 20
200

20 0 0 10 20 10

=  =  =

=  =  =

=  =  = 

=  =  = 

=  =  =

=  =  =

 
 

= 
 
   
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 المان مثلثي خطي

 
( )

 
( ) ( )

6

2

6 6

2

E 30 10 psi

0.3

1 0
E

1 0
1

1
0 0

2

1 0.3 0 1 0.3 0
30 10 psi 30 10 psi

0.3 1 0 0.3 1 0
0.911 0.3

1 0.3 0 0 0.35
0 0

2

E

E

= 

 =

 
 
 

=  
    

 
 

 
   
    

= =         
 
 

 اول المان
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 المان مثلثي خطي

   
( )( )

   
( )( )

       

( )( )
( ) ( )

T

6
T

6
T

T

6

2

0 0 10 0 10 0 1 0.3 0
30 10 psi

B 0 20 0 0 0 20 0.3 1 0
200 0.91

20 0 0 10 20 10 0 0 0.35

0 0 7

6 20 0

10 3 030 10 psi
B

0 0 3.5200 0.91

10 3 7

6 20 3.5

k t A B B

0 0 7

6 20 0

10 3 030 10 psi
1 100

0200 0.91

E

E

E

   
    

= 
   
       

 
 


 
 

=  
 
  
 

 

= =






0 0 10 0 10 0

0 20 0 0 0 20
0 3.5

20 0 0 10 20 10
10 3 7

6 20 3.5

 
 
   
   

   
       
 

 

 اول المان سختي ماتريس
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 المان مثلثي خطي

(1)

140 0 0 70 140 70

0 400 60 0 60 400

0 60 100 0 100 6075000
k

70 0 0 35 70 350.91

140 60 100 70 240 130

70 400 60 35 130 435

  
 

 
 
  

  =      
   
 

   

 اول المان سختي ماتريس
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 المان مثلثي خطي

i = 1 
2 

j = 4 

k = 3 

 دوم المان

 

jk j k

ki k i

ij i j

ki k j

ik i k

ji j i

y y y 0 10 10

y y y 10 0 10

y y y 0 0 0

x x x 20 20 0

x x x 0 20 20

x x x 20 0 20

10 0 10 0 0 0
1

B 0 0 0 20 0 20
200

0 10 20 10 20 0

=  =  = 

=  =  =

=  =  =

=  =  =

=  =  = 

=  =  =

 
 

= 
 
   
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 المان مثلثي خطي

   
( )( )

   
( )( )

       

( )( )
( ) ( )

T

6
T

6
T

T

6

2

10 0 10 0 0 0 1 0.3 0
30 10 psi

B 0 0 0 20 0 20 0.3 1 0
200 0.91

0 10 20 10 20 0 0 0 0.35

10 3 0

0 0 3.5

10 0 2030 10 psi
B

0 20 10200 0.91

0 0 20

0 20 0

k t A B B

10 3 0

0 0 3.5

130 10 psi
1 100

200 0.91

E

E

E

   
    

= 
   
       

  
 


 
 

=  
 

 
 
 

= =

 




10 0 10 0 0 0

0 0 20
0 0 0 20 0 20

0 20 10
0 10 20 10 20 0

0 0 20

0 20 0

 
 
   
   

         
 
 

ماتريس سختي  
 المان دوم
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 المان مثلثي خطي

(2)

100 0 100 60 0 60

0 35 70 35 70 0

100 70 240 130 140 6075000
k

60 35 130 435 70 4000.91

0 70 140 70 140 0

60 0 60 400 0 400

  
 

 
 
   

  =       
  
 
  

ماتريس سختي  
 المان دوم
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 المان مثلثي خطي

 























++

++

=

)2(

22

)2(

23

)2(

21

)2(

32

)2(

33

)1(

22

)1(

23

)2(

31

)1(

21

)1(

32

)1(

33

)1(

31

)2(

12

)2(

13

)1(

12

)1(

13

)2(

11

)1(

11

0

0

kkk

kkkkkk

kkk

kkkkkk

K

 سختي ماتريس کردن سوار
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 المان مثلثي خطي

 

(1) (2) (1) (1) (2) (2)

11 11 13 12 13 12

(1) (1) (1)

31 33 32

(1) (2) (1) (1) (2) (2)

21 31 23 22 33 32

(2) (2) (2)

21 23 22

k k k k k k

k k k 0
K

k k k k k k

k 0 k k

240 0 140 70 0 130 100 60

0 435 60 400 130 0 70 35

140 60 240 130 100 71

75000

0.91

 + +
 
 = =
 + +
 
  

  

  

   0 0

70 400 130 435 60 35 0 0

0 130 100 60 240 0 140 70

130 0 70 35 0 435 60 400

100 70 0 0 140 60 240 130

60 35 0 0 70 400 130 435

 
 
 
 
 

   
   
 
   
   
 

    

 سختي ماتريس کردن سوار
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 المان مثلثي خطي

3x

3y

4x

4y

3x

3y 6

4x

4y

d5000 240 0 140 70

d0 0 435 60 40075000

d5000 140 60 240 1300.91

d0 70 400 130 435

d 609.6

d 4.2
10 in

d 663.7

d 104.1

Compare with :

PL



     
    

    =   
     
          

   
   
   

=    
   
     

 = 6670 10 in
AE

= 

 دستگاه حل و مرزي شرايط اعمال
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 المان مثلثي خطي 

محاسبه کرنش ها 
 در المان اول     

( )

( )

1x

1y

x

3x

y

3y

xy

2x

2y

6

6

x

y

d

d
0 0 10 0 10 0

d1
B d 0 20 0 0 0 20

d200
20 0 0 10 20 10

d

d

0

0
0 0 10 0 10 0

609.6 10 in1
0 20 0 0 0 20

4.2 10 in200
20 0 0 10 20 10

0

0





 
 
    
     

 =  = =     
    g      

 
  

 
 
  
  

=           
 
 




( )

6 6

6 6

xy

6096 10 in 30.48 10 in
1

0 0
200

42 10 in 0.21 10 in

 

 

      
    

= =     
     g       
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 المان مثلثي خطي

 محاسبه تنش ها در المان اول 

    
( )

6

x 6

y

6

xy

x

y

xy

1 0.3 0 30.48 10 in
30 10 psi

0.3 1 0 0
0.91

0 0 0.35 0.21 10 in

1005

301 psi

2.4

E





  s  
     

s = s =  =    
    g     

 s  
   
s =   

   t   
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 المان مثلثي خطي

محاسبه کرنش ها 
 در المان دوم    

1x

1y

x

4x

y

4y

xy

3x

3y

6

6

6

6

d

d
10 0 10 0 0 0

d1
B d 0 0 0 20 0 20

d200
0 10 20 10 20 0

d

d

0

0
10 0 10 0 0 0

663.7 10 in1
0 0 0 20 0 20

104.1 10 in200
0 10 20 10 20 0

609.6 10 in

4.2 10 in









 
 
    
     

 =  = =     
    g      

 
  

 
 

= 
  
   





 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
x

y

xy

995

1.2 psi

2.4

E

 s  
   

s = s =  =    
   t   

 تنش ها در المان دوم
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 المان مثلثي خطي

محاسبه تنش هاي  
 اصلي در المان دوم

Principal angle: 

Principal stresses: 
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 المان مثلثي خطي
Principal stresses: 

Principal angle: 

محاسبه تنش هاي  
 اصلي در المان دوم
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 المان مثلثي خطي

  .يک تير که در انتها تحت خمش خالص قرار گرفته است :2مثال 

P 

P 
x 

7a 

a 

xs

x 


