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 اي صفحِ تير الوبى

L:                               طَل تير                    I: هوبى ايٌرسي سطح هقطع تير 

E :             ِهذٍل الاستيسيت            v =v (x):  هحَر خٌثي( عرضي)تغييرهکبى 

 ًيرٍي ثرضي     z     : F=F(x)    دٍراى حَل هحَر:           

: M=M(x)   هوبى حَل هحَرz 
dx

dv

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 اي صفحِ تير الوبى

 :يبدآٍري
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح

 :يبدآٍري 
 کِ ٍقتي است الوبى ثِ ضذُ اعوبل ًيرٍّبي ثيبًگر (K) هبتريس امn ستَى
 .ثبضٌذ صفر ّب گرُ ثقيِ در تغييرهکبى ٍ يک ثراثر  امn گرُ در هکبى تغيير
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح

a: 1، در حبلت 1ثراي گرُ 
2
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 :a، در حبلت  1ثراي گرُ 

، yتعبدل ًيرٍ در جْت 
 :aدر حبلت 

 تعبدل هوبى حَل
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b,c,d) )

k 

ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  ديگر رٍش -صفح

 :ثب است ثراثر تير در ضذُ رخيرُ اًرژي هقذار
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  ديگر رٍش -صفح

 :سختي هبتريس

 :هي ضًَذ هعرفي زير صَرت ثِ ضکل تَاثع تير الوبى ثراي
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Assume displacement function (Without distributing loading, w(x)=0) 
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  ديگر رٍش -صفح
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In matrix form, we have 

ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  ديگر رٍش -صفح
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  ديگر رٍش -صفح

 تغييرهکبى در الوبى را ثرحست تغييرهکبى گرُ ثراثر است ثب

:ّستٌذ ٍ ثراي تَاثع ضکل دارين 3دقت کٌيذ کِ ّوگي تَاثع درجِ   

.کِ ثيبًگر تَاًبيي ثيبى حرکت جسن صلت تَسط ايي تَاثع ضکل است  
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح

 :هقذار اًحٌبي تير ثراثر است ثب

 :تير ثراثر است ثب(  B) تغييرهکبى -ثٌبثرايي هبتريس کرًص

 :ثٌبثرايي ثراي الوبى تير دارين
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  هستقين رٍش -صفح

 :  گيري هبتريس سختي ٍاًتگرال Bثب قرار هبتريس 
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ِ اي تير الوبى ثراي سختي هبتريس هحبسجِ  کلي حبلت -صفح

 
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 1 هثبل :تير الوبى 

  در  Mگطتبٍر ٍ  P ًيرٍي است، ضذُ گيردار اًتْب دٍ در کِ زير تير ثراي :1 هثبل
 :هطلَثست هي گردد اعوبل تير ٍسط

ِ اي چرخص ٍ تغييرهکبى -الف   تير؟ ٍسط گرُ در زاٍي

 تير؟ اًتْبي دٍ در عکس العول ًيرٍّبي ٍ گطتبٍر -ة
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 :از عجبرتٌذ تير الوبى دٍ ثراي سختي هبتريس

 1 هثبل :تير الوبى 
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 :دارين سختي هبتريس ّبي کردى سَار ثب

 :از عجبرتٌذ هرزي ضرايط

 1 هثبل :تير الوبى 
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 :هرزي ضرايط اعوبل ثب

 آى حل ثب ٍ

 :آٍرد دست ثِ را هجَْلات ديگر هي تَاى تعبدل هعبدلات از

 1 هثبل :تير الوبى 
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 :آٍرد دست ثِ را تير اًتْبي دٍ در تٌص هقذار هي تَاى زير هعبدلِ از

 1 هثبل :تير الوبى 
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ِ اي تير تئَري حل  سبدُ صفح

Note that the FE solution is exact according to the simple beam 

theory, since no distributed load is present between the nodes. 

Recall that, 

and 

Thus, 

If q(x)=0, then exact solution for the deflection v is a cubic 

function of x, which is what described by our shape functions. 
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   

 

 

 هعبدل ًيرٍي تير؛ الوبى 
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 2 هثبل :تير الوبى 

 اعوبل تير رٍي ثر p گستردُ ًيرٍي است، گيردار اًتْب يک در کِ زير تير ثراي :2 هثبل
 :هطلَثست هي ضَد

ِ اي چرخص ٍ تغييرهکبى -الف   تير؟ راست سوت گرُ در زاٍي

 تير؟ چپ سوت گرُ در عکس العول ًيرٍّبي ٍ گطتبٍر -ة
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 2 هثبل :تير الوبى 

 :ثب است ثراثر هعبدل اي گرُ ًيرٍّبي هعبدل، کبر دادى قرار هعبدل ثب
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 2 هثبل :تير الوبى 

 :از عجبرتٌذ هرزي ضرايط

 :دارين سختي هبتريس ّبي کردى سَار ثب

 :هرزي ضرايط اعوبل ثب
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These nodal values are the same as the exact solution. Note that 

the deflection v(x) (for 0 < x< L) in the beam by the FEM is, 

however, different from that by the exact solution. The exact 

solution by the simple beam theory is a 4th order polynomial of 

x, while the FE solution of v is only a 3rd order polynomial of x. 

(A) 

 2 هثبل :تير الوبى 

 آى حل ثب ٍ
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If the equivalent moment m is ignored, we have, 

(B) 

The errors in (B) will decrease if more elements are used. The equivalent 

moment m is often ignored in the FEM applications. The FE solutions 

still converge as more elements are applied. 

From the FE equation, we can calculate the reaction force and moment 

as, where the result in (A) is used. 

 2 هثبل :تير الوبى 
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This force vector gives the total effective nodal forces which include the 

equivalent nodal forces for the distributed lateral load p given by, 

The correct reaction forces can be obtained as follows, 

Check the results! 

 2 هثبل :تير الوبى 
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FE Analysis of Frame Structures 

Members in a frame are considered to be rigidly connected. 

Both forces and moments can be transmitted through their 

joints. We need the general beam element (combinations of bar 

and simple beam elements) to model frames. 

 3 هثبل :تير الوبى 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Find: Displacements and rotations of the two joints 1 and 2. 

Solution: 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Solution: For this example, we first convert the distributed 

load to its equivalent nodal loads. 
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 3 هثبل :تير الوبى 

In local coordinate system, the stiffness matrix for a general 

2-D beam element is  
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 3 هثبل :تير الوبى 

Element Connectivity Table 

For element 1 
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 3 هثبل :تير الوبى 

For elements 2 and 3, we have the stiffness matrix in local system, 

where i=3, j=1 for element 2 and i=4, j=2 for element 3. 
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 3 هثبل :تير الوبى 

In general, the transformation matrix T is, 

We have l = 0, m = 1 for both elements 2 and 3. Thus, 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Using the transformation relation, 

we obtain the stiffness matrices in the global coordinate 

system for elements 2 and 3, 

T k T k T
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 3 هثبل :تير الوبى 

and 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Assembling the global FE equation and noticing the following 

boundary conditions, 

we obtain the condensed FE equation, 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Solving this, we get 

To calculate the reaction forces and moments at the two 

ends,we employ the element FE equations for element 2 and 

element 3. We obtain, 
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 3 هثبل :تير الوبى 

Check the results: Draw the free-body diagram of the frame. 

Equilibrium is maintained with the calculated forces and moments. 


