
 اي المان تير صفحه
 Simple Plane Beam 

Element 



 Beam Element       المان تير           
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 اي صفحه تير المان

L:                               طول تير                    I: ممان اينرسي سطح مقطع تير 

E :             مدول الاستيسيته            v =v (x):  محور خنثي( عرضي)تغييرمکان 

 نيروي برشي    z     : F=F(x)    دوران حول محور:           

: M=M(x)   ممان حول محورz 
dx

dv




 
 

4 

 اي صفحه تير المان

 :يادآوري

P 

L 

x 

v 

3 2

max max

PL PL
v = -  , θ = - 

3EI 2EI

M 

L 

x 

v 

2

max max

ML ML
v =  , θ = 

2EI EI

( )
2

2

d v My
EI = M x , σ =

dx I

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 اي صفحه تير المان
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 مستقيم روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 :يادآوري 
  که وقتي است المان به شده اعمال نيروهاي بيانگر (K) ماتريس امn ستون
 .باشند صفر ها گره بقيه در تغييرمکان و يک برابر  امn گره در مکان تغيير

i i11 12 13 14

i i21 22 23 24

j j31 32 33 34

j j41 42 43 44

v fk k k k

k k k k

v fk k k k

k k k k

    
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     
    
    
        

 

 

1 

0 

0 

0 

i11

i21

j31

j41

fk

k

fk

k

  
  
   
  
  
    




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L 

zi
zj

iv jv

i j 

L 
iF jF

iM
jM

L 

21k

41k

11k

31k

i 

j 
L 

22k
42k

12k
32k

i 
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1zi
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23k 43k

13k 33k
i 

j 

34k

L 
24k

44k

14k
i 

j 
1zj

a b 

c 
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 مستقيم روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه
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 مستقيم روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

a: 1، در حالت 1براي گره 
2

 
3

    1      @1
2

21

3

11
1 

EI

Lk

EI

Lk
nodev

2

11 21
z1

k L k L
0    @node 1          0

2EI EI
     

0  0 )( 3111  kkForce
y

0   0)( 1141212 
 LkkkMoment

node

 :a، در حالت  1براي گره 

، yتعادل نيرو در جهت 
 :aدر حالت 

 تعادل ممان حول

 :a، در حالت  2گره 

L 

21k

41k

11k

31k

i 

j 
a 



 
 

b,c,d) )
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 مستقيم روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه
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 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 :با است برابر تير در شده ذخيره انرژي مقدار
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 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 :سختي ماتريس

 :مي شوند معرفي زير صورت به شکل توابع تير المان براي
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Assume displacement function (Without distributing loading, w(x)=0) 

43

2

2

3

1)( axaxaxaxv 

Express v (x) as a function of nodal displacements as follows. 

32

2

1

43

2

2

3

1

3

4

23
)(

)(

)0(

)0(

aLaLa
jdx

Ldv

aLaLaLavLv

a
dx

dv

avv

j

i

i


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



),,,(..4)( jjii vvFsODtotalB 
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4
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dx

vdEIEDbeambasicsatisfyA

.&)( nodesatcontinuityslopentdisplacemeofconditionsthesatistyC

iijijijiji vxx
L

vv
L

x
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vv
L

xv 





 





   2
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3

23
)2(1)(3)(1)(2)(

 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه
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    



























j

j

i

i

v

v

NNNNuNv





4321
,,,

.:,,, 4321 elementbeamaforfunctionsshapeNNNN

   

   223

34

23

33

3223

32

323

31

1,321

21,321

xLLx
L

NLxx
L

N

xLLxLx
L

NLLxx
L

N





In matrix form, we have 

 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه
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 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 تغييرمکان در المان را برحسب تغييرمکان گره برابر است با

:هستند و براي توابع شکل داريم 3دقت کنيد که همگي توابع درجه   

.که بيانگر توانايي بيان حرکت جسم صلب توسط اين توابع شکل است  
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     VVNN
V

V

NNNNuNv 

























 )(

0

0
,,,

314321

 باشد بنابراين  Vدر حرکت جسم صلب اولا جسم حرکت انتقالي دارد يعني بايد جابجايي تمام تير برابر با 

 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

131  NN  :پس

 درجه Cدوران و   Vانتقال دارد مثلا انتقالي و دوراني در حرکت جسم صلب ثانيا جسم حرکت 

  بنابراين  x=0حول نقطه  

    

CxVCNLNNVNN

CNCLNVNCNVN

C

CLV

C

V

NNNNuNv












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,,,

43231

433214321
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



432

31 1
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 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 :مقدار انحناي تير برابر است با

 :تير برابر است با(  B) تغييرمکان -بنابراين ماتريس کرنش

 :بنابراين براي المان تير داريم
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 ديگر روش -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 :  گيري ماتريس سختي وانتگرال Bبا قرار ماتريس 

2 2

2 2

12 6L -12 6L

6L 4L -6L 2LEI
L -12 -6L 12 -6L

6L 2L -6L 4L

 
 
 
 
 
 

3
k
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 کلي حالت -صفحه اي تير المان براي سختي ماتريس محاسبه

 
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 1 مثال :تير المان 

  در  Mگشتاور و  P نيروي است، شده گيردار انتها دو در که زير تير براي :1 مثال
 :مطلوبست مي گردد اعمال تير وسط

 تير؟ وسط گره در زاويه اي چرخش و تغييرمکان -الف  

 تير؟ انتهاي دو در عکس العمل نيروهاي و گشتاور -ب
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 :از عبارتند تير المان دو براي سختي ماتريس

 1 مثال :تير المان 
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 :داريم سختي ماتريس هاي کردن سوار با

 :از عبارتند مرزي شرايط

 1 مثال :تير المان 



 
 

22 

 :مرزي شرايط اعمال با

 آن حل با و

 :آورد دست به را مجهولات ديگر مي توان تعادل معادلات از

 1 مثال :تير المان 
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 :آورد دست به را تير انتهاي دو در تنش مقدار مي توان زير معادله از

 1 مثال :تير المان 
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 ساده صفحه اي تير تئوري حل

Note that the FE solution is exact according to the simple beam 

theory, since no distributed load is present between the nodes. 

Recall that, 

and 

Thus, 

If q(x)=0, then exact solution for the deflection v is a cubic 

function of x, which is what described by our shape functions. 
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   

 

 

 معادل نيروي تير؛ المان 
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 2 مثال :تير المان 

 اعمال تير روي بر p گسترده نيروي است، گيردار انتها يک در که زير تير براي :2 مثال
 :مطلوبست مي شود

 تير؟ راست سمت گره در زاويه اي چرخش و تغييرمکان -الف  

 تير؟ چپ سمت گره در عکس العمل نيروهاي و گشتاور -ب
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 2 مثال :تير المان 

 :با است برابر معادل اي گره نيروهاي معادل، کار دادن قرار معادل با
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 2 مثال :تير المان 

 :از عبارتند مرزي شرايط

 :داريم سختي ماتريس هاي کردن سوار با

 :مرزي شرايط اعمال با
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These nodal values are the same as the exact solution. Note that 

the deflection v(x) (for 0 < x< L) in the beam by the FEM is, 

however, different from that by the exact solution. The exact 

solution by the simple beam theory is a 4th order polynomial of 

x, while the FE solution of v is only a 3rd order polynomial of x. 

(A) 

 2 مثال :تير المان 

 آن حل با و
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If the equivalent moment m is ignored, we have, 

(B) 

The errors in (B) will decrease if more elements are used. The equivalent 

moment m is often ignored in the FEM applications. The FE solutions 

still converge as more elements are applied. 

From the FE equation, we can calculate the reaction force and moment 

as, where the result in (A) is used. 

 2 مثال :تير المان 
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This force vector gives the total effective nodal forces which include the 

equivalent nodal forces for the distributed lateral load p given by, 

The correct reaction forces can be obtained as follows, 

Check the results! 

 2 مثال :تير المان 
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FE Analysis of Frame Structures 

Members in a frame are considered to be rigidly connected. 

Both forces and moments can be transmitted through their 

joints. We need the general beam element (combinations of bar 

and simple beam elements) to model frames. 

 3 مثال :تير المان 
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 3 مثال :تير المان 

Find: Displacements and rotations of the two joints 1 and 2. 

Solution: 
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 3 مثال :تير المان 

Solution: For this example, we first convert the distributed 

load to its equivalent nodal loads. 
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 3 مثال :تير المان 

In local coordinate system, the stiffness matrix for a general 

2-D beam element is  
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 3 مثال :تير المان 

Element Connectivity Table 

For element 1 
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 3 مثال :تير المان 

For elements 2 and 3, we have the stiffness matrix in local system, 

where i=3, j=1 for element 2 and i=4, j=2 for element 3. 
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 3 مثال :تير المان 

In general, the transformation matrix T is, 

We have l = 0, m = 1 for both elements 2 and 3. Thus, 
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 3 مثال :تير المان 

Using the transformation relation, 

we obtain the stiffness matrices in the global coordinate 

system for elements 2 and 3, 

T k T k T
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 3 مثال :تير المان 

and 
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 3 مثال :تير المان 

Assembling the global FE equation and noticing the following 

boundary conditions, 

we obtain the condensed FE equation, 
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 3 مثال :تير المان 

Solving this, we get 

To calculate the reaction forces and moments at the two 

ends,we employ the element FE equations for element 2 and 

element 3. We obtain, 
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 3 مثال :تير المان 

Check the results: Draw the free-body diagram of the frame. 

Equilibrium is maintained with the calculated forces and moments. 
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

A 3D 12-freedom beam element defined in a local system 

  u1 ,  v1,   w1  : Translation at node 1 

in x, y and z directions 
 
Qx1,Qy1,Qz1, :  Rotation at node 1 in 

x, y and z directions 
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان
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 :سختي ماتريس
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

 :آن در که

L
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G is the torsional modulus of the material and J is the torsional proportional 

constant for the cross section. 
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

 :انتقال ماتريس

k Tu Tf 
TT k Tu f 

Tk T k T

k u f  
u =T u

TT 

f =T f

A 3D global 12-freedom beam element 
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

0 0 0

0 0 0
=

0 0 0
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

 :انتقال ماتريس

Tk T k TA 3D global 12-freedom beam element 

 :آن در که
cos( , ),    cos( , ),   cos( , )

cos( , ),   cos( , ),   cos( , )

cos( , ),   cos( , ),    cos( , )

x x x

y y y

z z z

l x x m x y n x z

l y x m y y n y z

l z x m z y n z z

    

    

    

Direction cosines in : 
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 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

 :انتقال ماتريس هاي مولفه

x x x

y y y

z z z

l m n

l m n

l m n

 
 


 
  



kl k l

kl k l

kl k l

x x x

y y y

z z z

  


  
  

k, l = 1, 2, 3 

2 2 2

123 21 31 31 21 21 31 31 21 21 31 31 21( ) ( ) ( )A y z y z z x z x x y x y     

21 31 31 21

123

21 31 31 21

123

21 31 31 21

123

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2

z

z

z

l y z y z
A

m z x z x
A

n x y x y
A

 

 

   xzxzy

xzxzy

xzxzy

lmmln

nllnm

mnnml







L

zz
n

L

yy
m

L

xx
l xxx

121212 ,  ,   










2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxL 



 
 

50 

 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

If a distributed load with components wy, wz is applied on the element 

Then the equivalent point loads at the ends of the member are:  

2 22 2
y y y y Tz z z z

w L w L w L -w Lw L -w L w L w L
f [0, , ,0, , ,0, , ,0, , ]

2 2 12 12 2 2 12 12
 

Tf f  T



 
 

51 

 بعدي سه فضاي در ميله-تير المان

Input data for beam-bar elements: 

• (X, Y, Z) for each node 

• E , A, G, J, Iz, Iy for each element in local coordinates 

Calculate: 

• The directional cosines 

• The element stiffness matrix in global coordinates 

• The element force vector in global coordinates 

• Assemble the stiffness matrices to obtain the global stiffness matrix 

• Assemble the load vectors to obtain the global load vector 

• Solve the final equation to obtain the displacement at different nodes 


