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٩۴-٩۵ تحصیلی سال دوم ترم ،٢ عمومی ریاضی پایان ترم آزمون پرسش های پاسخ

است. مفروض f(x, y) = ۳+ x۲ − y۲ ضابطه ی با f : R۲ → R تابع .١

دارد. وضعیتی چه نقاط این در f کنید تعیین دوم مشتق آزمون بردن کار به با و بیابید را f بحرانی نقاط الف)

نمره) ٢٠) کنید. تعیین R = {(x, y);x۲ + ۴y۴ ≤ ۴} کراندار و بسته ناحیه ی بر را f مطلق اکسترمم های ب)

این بحرانی نقطه ی تنها ∇f = (۲x,−۲y) اینکه به توجه با می کنیم. حل را ∇f = (۰, ۰) معادله ی f بحرانی نقاط برای الف) حل.

می کنیم. استفاده دوم استفاده دوم مشتق آزمون از اکنون است. (۰, ۰) نقطه ی تابع

fxx(۰, ۰) = ۲ fyy(۰, ۰) = −۲ fxy(۰, ۰) = ۰ ⇒ fxx(۰, ۰)fyy(۰, ۰)− fxy(۰, ۰) = −۴ < ۰

است. f تابع زینی نقطه ی یک (۰, ۰, f(۰, ۰)) نقطه ی پس

دست به را مرز روی بحرانی نقاط لاگرانژ، ضرایب روش از استفاده با است. R ناحیه ی درون f بحرانی نقطه ی تنها (۰, ۰) ب)

دستگاه حل به g(x, y) = x۲ + ۴y۴ ضابطه ی با g تابع گرفتن نظر در با می آوریم.


∇f = λ∇g

g(x, y) = ۴

دستگاه حل با می پردازیم.

۲x = ۲λx

−۲y = ۱۶λy۳

x۲ + ۴y۴ = ۴

نقطه ی در را f مقادیر اکنون می آیند. دست به R مرز روی f بحرانی نقاط تنها عنوان به (−۲, ۰) و (۲, ۰) ،(۰,−۱) ،(۰, ۱) نقاط

می کنیم. مقایسه فوق نقاط و درون بحرانی

f(۰, ۰) = ۳ f(۰, ۱) = f(۰,−۱) = ۲ f(۲, ۰) = f(−۲, ۰) = ۷

است. ٢ برابر ناحیه این بر آن مطلق می نیمم و ٧ برابر R روی f مطلق ماکزیمم این بنابر



٢

رسید. خواهیم زیر دستگاه به باشید، گرفته نظر در {(x, y);x۲ + ۴y۲ ≤ ۴} صورت به را R ناحیه که صورتی در تذکر.



۲x = ۲λx

−۲y = ۸λy

x۲ + ۴y۲ = ۴

کرد. نخواهد فرقی آخر جواب نتیجه در بوده، فوق نقاط همان نیز دستگاه این جواب های

x = ۱ خطوط و xy = ۴ ،xy = ۱ خم های به محدود ناحیه ی D آن در که
∫ ∫

D

x۲y

۱+ x۲y۲
dxdy انتگرال محاسبه ی است مطلوب .٢

نمره) ١۵) است. x = ۴ و

داشت خواهیم v = x و u = xy متغیر تغییر از استفاده با حل.

∂(u, v)

∂(x, y)
= det

 y x

۱ ۰

 = −x ⇒ ∂(x, y)

∂(u, u)
= − ۱

x
= − ۱

v

نتیجه در بود. خواهد D∗ = {(u, v); ۱ ≤ u ≤ ۴, ۱ ≤ v ≤ ۴} ناحیه ی uv صفحه ی در D ناحیه ی تصویر همچنین

∫ ∫
D

x۲y

۱+ x۲y۲
dxdy =

∫ ∫
D∗

uv

۱+ u۲
| − ۱

v
| dudv

=

∫ ۴

۱

∫ ۴

۱

u

۱+ u۲
du dv = ۳

( ۱
۲ ln(۱+ u۲)

∣∣∣۴
۱

)
=

۳
۲ (ln ۱۷− ln ۲)

باشد. y ≥ x ناحیه ی در x۲ + y۲ = ۲x دایره ی توسط محصور ناحیه از قسمتی D کنید فرض .٣

.D ناحیه ی مساحت محاسبه ی است مطلوب الف)

محاسبه ی است مطلوب باشد y ≥ ۰ صفحه ی نیم در O(۰, ۰) نقطه ی به A(۱, ۱) نقطه ی از x۲+y۲ = ۲x دایره ی از قسمتی C اگر ب)

.F(x, y) = (x− y)i+ (x+ y)j آن در که ،
∫
C

F · dr

نمره) ٣۵) .
∫
C

۳x۲ey dx+ (x۳ey + ۱) dy محاسبه ی است مطلوب باشد (ب) قسمت مسیر همان C اگر ج)



٣

قطبی متغیر تغییر از استفاده با الف) حل.

A =

∫ π
۲

π
۴

∫ ۲ cos θ

۰
r dr dθ =

∫ π
۲

π
۴

r۲

۲

∣∣∣۲ cos θ
۰

dθ

=

∫ π
۲

π
۴

۲ cos۲ θ dθ =

∫ π
۲

π
۴

(۱+ cos ۲θ)dθ

= θ +
۱
۲ sin ۲θ

∣∣∣π
۲

π
۴

=
π

۴ − ۱
۲

در بسته ای خم γ ∪ C صورت این در باشد. t ∈ [۰, ۱] ،y = t ،x = t پارامتری معادلات با خم γ کنیم فرض اول) (روش ب)

Q(x, y) = x + y و P (x, y) = x − y اینکه فرض با گرین، قضیه ی از استفاده با نتیجه در بود. خواهد D ناحیه ی برگیرنده ی

داشت ∫خواهیم
C

F · dr+
∫
γ

F · dr =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy = ۲

∫ ∫
D

dxdy =
π

۲ − ۱

طرفی ∫از
γ

F · dr =

∫ ۱

۰

(
۰ dt+ ۲t dt

)
= t۲

∣∣∣۱
۰
= ۱

نتیجه ∫در
C

F · dr =
π

۲ − ۱− ۱ = π

۲ − ۲

و dx = − sin t dt نتیجه در است. t ∈ [π۲ , π] ،y = sin t ،x = ۱ + cos t پارامتری معادلات دارای C خم دوم) (روش

آنجا از و dy = cos t dt

∫
C

F · dr =

∫ π

π
۲

(
(۱+ cos t− sin t)(− sin t) + (۱+ cos t+ sin t)(cos t)

)
dt

=

∫ π

π
۲

(۱− sin t+ cos t)dt = t+ cos t+ sin t
∣∣∣π
π
۲

=
π

۲ − ۲

جا همه F = P i+Qj چون .Py = Qx = ۳x۲ey داریم Q(x, y) = x۳ey + ۱ و P (x, y) = ۳x۲ey فرض با اول) (روش ج)

پس .∇u = F که می کنیم تعیین گونه ای به را u : R۲ → R تابع است. گرادیان میدان یک F پس است مشتق پذیر پیوسته طور به

∂u

∂x
= P (x, y) = ۳x۲ey ⇒ u(x, y) = x۳ey + ϕ(y) ⇒ ∂u

∂y
= x۳ey + ϕ′(y)



۴

∂u

∂y
= Q(x, y) = x۳ey + ۱ ⇒ ϕ′(y) = ۱ ⇒ ϕ(y) = y + C

آنجا از و u(x, y) = x۳ey + y + C نتیجه در

∫
C

P dx+Qdy =

∫ (۰,۰)

(۱,۱)
∇u · dr = u(x, u)

∣∣∣(۰,۰)
(۱,۱)

= u(۰, ۰)− u(۱, ۱) = −e− ۱

مسیر انتهای و ابتدا نقاط به و است مسیر از مستقل
∫
C

F · dr انتگرال مقدار است گرادیان میدان یک F میدان چون دوم) (روش

داشت خواهیم باشد (ب) قسمت در شده معرفی خم γ اگر نتیجه در دارد. بستگی

∫
C

F · dr =

∫
−γ

F · dr = −
∫ ۱

۰
(۳t۲et + t۳et + ۱)dt = −(t۳et + t)

∣∣∣۱
۰
= −(e+ ۱)

باشد. z =
√
x۲ + y۲ مخروط روی و درون x۲ + y۲ + z۲ = ۴ و x۲ + y۲ + z۲ = ۱ کره های بین محدود ناحیه ی T کنید فرض .۴

آورید. دست به را T ناحیه ی حجم الف)

که
∫ ∫

S

F · n dσ محاسبه ی است مطلوب باشد خارج سمت به رو S بر یکه قائم n و T ناحیه ی کننده ی محصور رویه ی S اگر ب)

نمره) ٢٠) .F(x, y, z) = (x+ z۲ey)i+ (y − x sin(xz۲))j+ (z +
y

۱+ x۲
)k آن در

خواهیم T = {(ρ, ϕ, θ) ; ۱ ≤ ρ ≤ ۲ , ۰ ≤ ϕ ≤ π
۴ , ۰ ≤ θ ≤ ۲π} اینکه به توجه با و کروی متغیر تغییر از استفاده با الف) حل.

داشت

VT =

∫ ۲π

۰

∫ π
۴

۰

∫ ۲

۱
ρ۲ sinϕdρ dϕ dθ = ۲π(− cosϕ)

∣∣∣π
۴

۰
(
ρ۳

۳ )
∣∣∣۲
۱
=

۱۴π
۳ (۱−

√
۲
۲ )

داریم divF = ۳ که آنجا از دیورژانس قضیه ی به توجه با ب)

∫ ∫
S

F · ndσ =

∫ ∫ ∫
T

۳dV = ۳VT = ۱۴π(۱−
√
۲
۲ )

باشد. x۲ + y۲ = ۲y استوانه ی توسط محصور z =
√
۴− x۲ − y۲ نیم کره ی از بخشی S رویه ی کنید فرض .۵

.
∫ ∫

S

z dσ محاسبه ی است مطلوب الف)

را
∫
C

F · dr مقدار کره) بیرونی قائم به نسبت مثبت جهت (در باشد S رویه ی مرز C و F(x, y, z) = (−y)i+ xj+ zk اگر ب)



۵

نمره) ٢٠) بیابید.

صورت این در باشد. xoy صفحه ی بر S تصویر D کنیم فرض الف) حل.

∫ ∫
S

z dσ =

∫ ∫
D

√
۴− x۲ − y۲

√
(
∂z

∂x
)۲ + (

∂z

∂y
)۲ + ۱dA

=

∫ ∫
D

√
۴− x۲ − y۲

√
x۲

۴− x۲ − y۲
+

y۲

۴− x۲ − y۲
+ ۱dA = ۲

∫ ∫
D

dA = ۲AD

است. ۲π برابر فوق انتگرال جواب نتیجه در بود. خواهد π برابر آن مساحت است ١ شعاع به دایره ای D که آنجا از

استوکس، قضیه ی از استفاده با ∫ب)
C

F · dr =

∫ ∫
S

(∇× F) · ndσ

اینکه به توجه با

curlF = det


i j j

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y x z

 = ۲k

نتیجه در .curlF ·N = ۲ داشت خواهیم N = x√
۴−x۲−y۲

i+ y√
۴−x۲−y۲

j+ k اینکه و

∫
C

F · dr =

∫ ∫
S

curlF · dr = ۲
∫ ∫

D

dA = ۲π


