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  2فصل 

  هاي فضاييتوابع برداري و خم

باشند، يعني برد آنها زير دهيم كه داراي مقادير برداري مي در اين فصل توابعي را مورد مطالعه قرار مي

همچنين بررسي حركت اشياء هاي فضايي و توابع برداري را براي توصيف خم.  استnRاي ازمجموعه

  .بريمبكار مي 

 برد آن اي از اعداد حقيقي و يك تابع برداري عبارت است از تابعي كه دامنة آن زير مجموعه1 .1ف تعري

  .باشديك مجموعه از بردارها مي 

  

3RRDrبا توجه به اينكه فضاي واقعي سه بعدي است، علاقمند هستيم توابع برداري مانند r  را :⊇→

 وجود دارد به V مانند3Rبرداري در، r در دامنةtي هر عدد حقيقيبنابراين برا. مورد بررسي قرار دهيم

)طوري كه ) Vtr )اگر . = )tf، ( )tgو ( )th هايمولفه ( )tr3 درRگاه باشند، آنf، gو h توابع 

  نويسيممي. اندحقيقي

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kthjtgitfthtgtftr ++== ,,  

ر اين است كه در بسياري از مسائل كاربردي متغير مستقل نشان دهندة ط بخاf در دامنةtبكار بردن متغير

   .زمان است

   فرض كنيد 2 .1مثال 

                                               ( ) ( ) ttttr ,ln, 1
3 −=  



 ٢ 

)هاي هايي است كه هر يك از مولفهt شامل تمامrدامنة )tf، ( )tgو ( )th  ،تعريف شده باشند

hgfيعني DDDD II=r.  

  در مثال فوق

                                 { } { }01 ≥=>== tt:,   Dtt:R,    DD hgf       

  لذا

                                        { }1>== t  tDDDD hgfr :II  

  حد و پيوستگي 1-1

3RRDrاگر →⊆:rتعريف شده باشد و Ra )اي باشد كه هر بازة نقطه∋ )δδ +− aa اي  شامل نقطه,

)گاه حد باشد، آنr در دامنهaغير از )trوقتي tبه سمت aكنيمكند را تعريف مي ميل مي.  

) اگر 3 .1تعريف  ) ( ) ( ) ( )thtgtft ,,=r گاه، آن( )tat r→lim وجود دارد اگر و تنها اگر حد هريك 

  نويسيمصورت ميدر اين.  موجود باشدa درrهاياز مولفه

                                 ( ) ( ) ( ) ( )thtgtft atatatat →→→→ = lim,lim,limlim r  

) 4 .1مثال  )trt 0→limرا وقتي كه( )
t

t
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1rرا محاسبه كنيد .  
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لذا اثبات . هاي آن را محاسبه كنيمون براي محاسبة حد يك تابع برداري لازم است حد هريك از مولفهچ

  .باشدقضية زير با توجه به خواص مشابه براي توابع حقيقي و اعمال تعريف روي توابع برداري ساده مي



 ٣ 

) يك تابع حقيقي باشد به طوري كهfبع برداري و توا2r و1r فرض كنيم 5 .1قضيه  ) 11 ltrat =→lim 

،( ) 22 ltrat =→limو ( ) α=→ tfatlim . در اين صورت  

1.                                   [ ]( ) 2121 llt rrat +=+→lim 

2.                       [ ]( ) 2121 llt rrat −=−→lim 

3.                          ( ) 2121 llt rrat ,,lim =→ 

4.                              ( )( ) 11 ltrfat ⋅=⋅→ αlim   

5.                      ( ) ( ) 2121 llt rrat ×=×→lim       

rDa در نقطةr  تابع برداري6 .1تعريف     پيوسته است اگر∋

                                                             ( ) ( )artrat =→lim  

هاي  پيوسته است اگر و تنها اگر هريك از مولفهa درrتابع برداري: توان گفتتعريف حد ميبا توجه به 

  گاه مجموعة پيوسته باشند، آنI روي بازةh وf، gاگر توابع حقيقي.  باشندaآن در پيوسته

                              ( ) ( ) ( ) ( ){ }ItthztgytfxzyxC ∈====     ,   ,   ,   :,,   

)معادلات. شوديك منحني فضايي ناميده مي )tfx =، ( )tgy ) و= )thz  t وC را معادلات پارامتري=

  .ناميم ميCرا پارامتر

)فرض كنيد ) ( ) ( ) ( )th tg tftr )توانمي . =,, )trرا به عنوان بردار موضع نقطة ( ) ( ) ( )( )thtgtfP , ,  

) انتهاي بردارهاي موضعCبنابراين.  در نظر گرفتCي خمرو )trوقتي It  .باشد است، مي∋
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  .تپذير اسهاي زير امكانرسم نمودار يك تابع برداري توسط يكي از روش

) فرض كنيد:روش اول ) ( ) ( )tg tftr )دهيم قرار مي. اند توابع حقيقي پيوستهg وf كه=, )tfx = 

)و  )tgy  برسيم، y وxساس از دو معادله به يك معادله بر اtكنيم با حذف و سعي مي=

)يعني ) cyxF )نمودار تابع . ,= )yxF   .كنيم رسم ميxy  را در دستگاه,

)تابع مشخص شده توسط C منحني7 .1مثال  ) tt ,t sin cos 32=rا در صفحة رxyرسم كنيد .  

txدهيم قرار مي.حل cos 2=و ty sin 3= . در اين صورت  

                                                                      1
94

22

=+ yx  

  . بيضي به صورت نمايش داده شده در شكل خواهد بود يكCبنابراين منحني

                                           



 ٥ 

  .به مثال بعدي توجه كنيد. شود نيز استفاده مي3R درCاز اين روش براي رسم منحني

)ده توسط داده ش C  منحني8 .1مثال  ) tt t , tr ,sincos=را رسم كنيد .  

tx دهيم قرار مي.حل cos =، ty sin =و tz 1چون . =
22 =+ yxلذا منحني C روي 

1استوانة
22 =+ yxنقطة.  قرار دارد( )zyx ) دقيقاً بالاي نقطة,, )0,, yxگيرد و در خلاف جهت  قرار مي

1هاي ساعت روي دايرةحركت عقربه
22 =+ yxة  در صفحxyاز آنجا كه. كند حركت ميtz  است =

  .دورورت مارپيچ روي استوانه بالا مي به صCلذا منحني

 و x،y دو معادله شاملzو x،yهاي بين مولفهtكنيم از حذف متغير در اين روش سعي مي:روش دوم

z 3هر يك از اين معادلات يك رويه در. داشته باشيمRفصل مشترك  تامنحني حاصل. كند مشخص مي 

  .دو رويه است

) داده شده توسطC منحني9 .1مثال  ) ttt ,t cos,sin cos 2=rرا رسم كنيد .  

txدهيم  قرار مي.حل cos = ،t  y sin2=و tz cos= .در اين صورت xz 2 و=
222 =++ zyx 

2 فصل مشترك كرةCبنابراين منحني
222 =++ zyxو صفحة  xz   . است=

اين . باشدو غيره مي MAPLE و MATLABافزارهاي كامپيوتري مانند  نرم استفاده از:روش سوم

  .رودها بكار ميروش براي رسم همة منحني

   منحني داده شده توسط 10 .1مثال 

                                 ( ) ( ) ( ) tt tt ttr 20204204 cos,sinsin,cossin ++=  

  .شكل مشخص شده استافزارهاي كامپيوتري به صورت نمايش داده شده در با استفاده از نرم
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  مشتق تابع برداري 1-2

لذا . در انتهاي اين فصل، توابع برداري را براي توصيف حركت يك متحرك در فضا بكار خواهيم برد

  .براي اين منظور نياز داريم تا مفاهيم مشتق و انتگرال توابع برداري را مورد بررسي قرار دهيم

nفرض كنيم
r RRDr   :كنيم را تعريف ميrمشتق تابع.  يك تابع برداري باشد:⊇→

)اگر 11 .1تعريف  ) ( )
h

trhtr
h

−+
→0limتقشگاه مقدار حد را م موجود باشد، آنrدر نقطة t ناميده و 

)با )tr  يا′
dt

rdبه عبارت ديگر. دهيم نشان مي  

                                              ( ) ( ) ( )
h

trhtr
tr

dt

rd
h

−+=′= →0lim  

)تعبير هندسي مشتق )tr3 وقتي كه=nباشد در شكل زير نشان داده شده است .  

)منحني نظير تابع برداري C كنيم خمضفر )trاگر.  باشدPو Qهاي موضع نقاطي با بردار( )tr 

)و )htr )برابر است با PQگاه بردار باشند، آن C روي+ ) ( )trhtr 10اگر . +− << hگاه  ، آن

)بردار ) ( ) ( )( )trhtr h ) جهت با  هم1+− ) ( )trhtr كند،      به صفر ميل ميh كههنگامي .  است+−

) بنابراين بردار. كند حركت مي P به سمت C روي Q نقطه ي ) ( ) ( )( )trhtr h  به سمت برداري 1+−
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) به اين دليل است كه بردار. كند ميل مي P  در نقطةC روي خط مماس بر منحني )tr  ، بردار مماس بر ′

)  است در صورتي كهP  در نقطةC منحني )tr   . موجود و مخالف صفر باشد′

                             

  

) اگر  12 .1تعريف  ) 0≠′ tr گاه خط مماس بر منحني باشد، آن Cدر نقطة  P خطي است كه بردار 

) هادي آن )tr    پارامتري خط مماس به بنابراين معادله ي. مي گذرد P است و از نقطة ′

                                                            ( ) ( )α trtryx ′+=2,,  

) ر اگ13 .1تعريف  ) 0≠′ tr گاه بردار يكاني مماس بر منحني باشد، آن Cدر نقطه ي  Pبا بردار موضع  

( )tr به صورت   

                                                                   ( ) ( )
( )tr

tr
tT

′
′

=  

  .است

) قضيه زير بيان مي كند كه براي محاسبه ي )tr هاي آن را محاسبه  كافي است مشتق هر يك از مولفه ′

  .كنيم
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) اگر14 .1قضيه  ) ( ) ( ) ( )th tg tftr ) گاه ، آن =,, )tr پذير است اگر و تنها اگر هر يك از  مشتق

   صورت داريمدر اين .  مشتق پذير باشندh  وf، gتوابع حقيقي

                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kthjtgitfth tg tftr ′+′+′=′′′=′ ,,  

  .برهان
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)  فرض كنيد15 .1مثال  ) ( ) k tjtei ttr t
21

3 sin+++=   . باشد3R نظير آن در  خمC و−

)ه ي مطلوبست محاسب) الف )tr ′.  

)  نظيرC بردار يكاني مماس بر خم) ب )trدر نقطة  ( )001  ,  , =Pواقع بر خم را محاسبه كنيد .  

) در C خط مماس بر خم معادله ي) ج )001  ,  , =Pرا بيابيد .  

  

)                         ) الف  .حل ) ( ) k t je ti ttr t
2213

2 cos+−+=′ −  

)اي بيابيم كه را به گونه 0t ابتدا لازم است نقطة) ب )0tP r= .  دهيمقرار مي  

                                               ( ) ( ) sin,, ,  , 00

3

0 21001 0 tett t−+=               

00 آوريمبدست مي  =t . بنابراين  
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  . معادلات پارامتري خط مماس خواهند بودα2=z  وx، α=y=1 بنابراين

به عنوان مثال مشتق . باشدبراي توابع برداري قابل تعريف مي  توابع حقيقي، مشتقات مراتب بالاتر همانند

r  كه با نمادr دوم تابع برداري   شود و به صورت زير است نشان داده مي ′′

                                                                     ( ) ( )( )′′=′′ trtr       

)  داده شده توسط تابع برداريC  خم16 .1تعريف  )trهموار روي بازه ي I شود اگر ناميده مي r′ در 

  .مخالف صفر و پيوسته باشد ) Iبه جز احتمالاً در نقاط ابتدا و انتهاي( Iهر نقطه از بازة

)  خم مارپيچ17 .1مثال  ) t t t , tr ,sincos=چون.  هموار است  

                                                  ( ) 1 t osc t , tr ,sin−=′     

) و لذا )tr   .همواره مخالف صفر و پيوسته است ′

)  نظير تابع برداريC  خم18 .1مثال  ) 23
1 , tt tr   زيرا. باشد هموار نمي =+

                                                        ( ) 〉〈=′ t , t tr 23
2  

) لذا ) 000  , r )  ، يعنيC روي خمt=0  نظيرنقطه ي. ′= )01   .ناميمرا نقطة تيز يا بازگشتي منحني مي   , 

 تيز يا ميم اگر حداكثر تعداد متناهي نقطه ينا اي هموار مي  قطعهIه ي را روي بازC خم19 .1تعريف 

  .بازگشتي داشته باشد
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  .اي هموار است ذكر شده در مثال قبل يك خم قطعه خم

زم به ذكر لا. گيري توابع حقيقي براي توابع برداري نيز بيان شده استق هاي مشتقضيه زير، مشابه فرمول 

   و     14 .1ها با توجه به تعريف اعمال ذكر شده روي توابع برداري، قضية است كه اثبات اين فرمول 

  .باشدفرمول هاي مربوط به توابع حقيقي مي 

  

 يك تابع حقيقي    fحقيقي و يك عدد αپذير، توابع برداري مشتق v وu فرض كنيد 20 .1قضيه 

  در اين صورت. پذير باشدمشتق 

1.                       ( ) ( )[ ] ( ) ( )tvtu tvtu ′+′=′+ 

2.                       ( ) ( )[ ] ( )tu  t u ′=′ αα 

3.                    ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tu tftu tf t uf ′+′=′⋅ 

4.                   ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tvtutvtu t vu ′⋅+⋅′=′⋅ 

5.               ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tvtutvtu t vu ′×+×′=′× 

)       )ايقاعده ي زنجيره (        .6 ) ( )[ ] ( ) ( )( )tfu tf t fu ′⋅′=′o  

  

)  نشان دهيد اگر21 .1مثال  ) c tr =كه در آن  c گاه يك عدد ثابت است، آن ( )tr ) بر′ )tr عمود 

  .است

   چون.حل

                                                             ( ) ( ) 22 c  tr trtr ==′⋅ )(  
   بالا داريم قبل و مشتق گيري از طرفين رابطه ي در قضيه ي)4(با توجه به رابطه ي 

                                 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trtr trtrtrtr trtr ⋅′=′⋅+⋅′=′⋅= 20  



 ١١ 

)                                         بنابراين ) ( ) 0=⋅′ trtrيعني ، ( ) ( )trtr ⊥′.  

  انتگرال يك تابع برداري

)فرض كنيم  ) ( ) ( ) ( )〉〈= thtgtftr )با توجه به مشتق توابع برداري تابع اوليه يا انتگرال .  باشد,, )tr 

  به صورت زير تعريف مي شود

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) 〉∫∫∫〈=∫ dtthdttgdttfdttr ,,  

)همچنين، انتگرال معين تابع برداري پيوسته  )tr روي بازة [ ]ba ,   

                         ( ) ( ) ( ) ( ) 〉∫∫∫〈=∫ dtthdttgdttfdttr b
a

b
a

b
a

b
a ,,  

)واضح است كه تابع اوليه  )tr يك تابع برداري و انتگرال معين ( )tr روي بازة [ ]ba  يك بردار مي ,

ضاياي مربوط به محاسبه انتگرال توابع حقيقي براي محاسبه توابع با توجه به تعريف فوق بسياري از ق. باشد

  از جمله . برداري نيز برقرار است

                                               ( ) ( )] ( ) ( )aRbRtRdttr b
a

b
a −==∫  

)كه در آن  ) ( )trtR   . است′=

)اگر  22 . 1مثال ) kejtittr t++= sincos    باشد، آنگاه2

                            ( ) ( ) ( ) ( )
Ckejtit

kdtejdttidttdttr
t

t

++−=
∫+∫+∫=∫

cossin

sincos

2

2  

  همچنين.  يك بردار ثابت استCكه در آن 

                                      
( ) [ ]
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kejtitdttr t
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cossin
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  طول و انحناء يك خم فضايي 1 - 3

) خم نظير تابع برداريCفرض كنيم  ) ( ) ( ) ( )〉〈= thtgtftr يك سؤال طبيعي اين است كه .   باشد,,

]طول اين منحني روي يك بازة معين مانند  ]b,aI    چقدر است؟=

  

  

  

  

  

  

}اگر  }bttatp n =〈〈〈== L10 افزاري دلخواه براي I باشد، آنگاه نقاطي با بردارهاي موضع 

( )itr كه ni   . ) فرض شده استn=3( مطابق شكل زير .  در نظر مي گيريمC است را روي 0≥≥

)بردارهاي  ) ( ) ( )11 −−≤≤ ii trtrniمجموع ريماني تابع برداري .  را در نظر مي گيريم( )tr نسبت به 

) را به صورت pافزار  ) ( ) ( )1

1

−
=

−=∑ i

n

i
i trtrr,pS تعريف مي كنيم.  

)در حقيقت  )r,pS مجموع طول پاره خط هاي مشخص شده در شكل است .  

  قرار مي دهيم

                                           { }n,...,,itttMaxp iii 211 =∆=−= −       

  .، آنگاه مجموع طول پاره خط ها به سمت طول خم ميل مي كندp→0اگر مي توان تصور كرد كه 

•  

•  •  
•  

•  

)(br  

z  

y  

x  

)(ar  

)( 1tr  
)( 2tr  

)( 3tr  
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)بنابراين اگر  )r,pslimL
p 0→

 ناميده و I رويC موجود و متناهي باشد مقدار حد را طول قوس خم =

  . دهيم نشان ميLبا 

  . به صورت زير عمل مي كنيمCبراي به دست آوردن فرمولي براي محاسبه ي طول قوس خم 

)فرض كنيم  ) ( ) ( ) ( )〉〈= th,tg,tftr كه در آن f,f,g,g,h ] روي ′h و′′ ]b,aپيوسته   

)قرار مي دهيم .  مي باشند ) ( ) ( )
11 −−=≤≤ iii trtrsni در اين صورت داريم   

                                                             ( ) ∑
=

=
n

i
isr,pS

1

  

] روي هر يك از بازه هاي h و f,gقضيه ي مقدار ميانگين را براي توابع  ]ii t,t لذا .  به كار مي بريم−1

  داريم 

                                         
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ,tchttchthth

,tbgttbgtgtg

,tafttaftftf

iiiiiii

iiiiiii

iiiiiii

∆′=−′=−
∆′=−′=−
∆′=−′=−

−−

−−

−−

11

11

11

  

iiكه در آن  a,b و ic نقاطي در بازه ي ( )ii t,t   . مي باشند−1

  بنابراين

                 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) iiii

iiiiii

iiiiii

t.chbgaf

tchtbgtaf

ththtgtgtftfS

∆′+′+′=

∆′+∆′+∆′=

−+−+−= −−−

222

2

1

2

1

2

1

   

ii، آنگاه نقاط p→0ال اگر ح a,b و ic بر هم منطبق شده و لذا مي توانيم بنويسيم   
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( )

( ) ( ) ( )

( ) .t.arlim

t.ahagaflim

r,pslimL

i

n

i
i

p

n

i
iiii

p

p

∆′=

∆′+′+′=

=

∑

∑

=→

=→

→

1
0

1
0

0

  

  با توجه به تعريف انتگرال معين توابع حقيقي داريم

                                                   
( )

( ) ( ) ( )∫

∫
′+′+′=

′=

b

a

b

a

dtthtgtfL

dttrL

222

  

  

  

)طول خم مارپيچ  23 .1مثال ) ktjtsinitcostr ) را از نقطه ي =++ )001 ) تا نقطه ي ,, )π201 ,, 

  .به دست آوريد

)ختصات  نقطه اي به مp فرض كنيم .حل )001 ) نقطه اي به مختصات Q و ,, )π201 در اين .  باشند,,

  صورت 

                                                           ( ) ( )π== 20 rQ,rP  

=π و a=0بنابراين  2b.  

                                       
( )

( ) .dtdttrL

kjtcositsintr

∫ ∫
π π

π==′=

++−=′
2

0

2

0

222

 

 را به صورت اجتماع C باشد، آنگاه مي توانيم I يك خم قطعه اي هموار روي بازه ي Cاگر : نكته

.  برابر مجموع طول هاي تعداد متناهي خم هموار استCلذا طول . متعداد متناهي از خم هاي هموار بنويسي
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) نظير تابع برداري Cاگر خم  ) ( ) ( ) ( ) ( )〉〈=≤≤ th,tg,tftrbta ،يك خم قطعه اي هموار باشد 

) را به صورت Sآنگاه تابع طول قوس  ) ( )∫ ′=
t

a
duurtSتعريف مي كنيم .  

)در حقيقت  )ts طول قسمتي از خم C بين ( )ar و ( )trچون طول قوس فقط وابسته به .  مي باشد

 را بر اساس طول Cداري وابسته به خم  است لذا در بسياري از مسائل لازم است كه تابع برCشكل خم 

)توجه به معادله ي . قوس پارامتري كنيم )1 ،( )ts تابعي از پارامتر tمي توانيم .  خواهد بودt را از اين 

) به دست آوريم، يعني اگر Sتابع براساس  ) ( )tKtS ) آنگاه = )SKt 1−=.   

)با جايگذاري  )SK ) در فرمولt به جاي−1 )trتابع برداري براساس ،Sپارامتري مي شود .  

  

)تابع برداري  24 . 1مثال  ) 〉〈= t,tcos,tsintr 0 كه در آن≥t را براساس طول قوس خم نظير آن 

  .پارامتري كنيد

  .حل

                                                             ( ) 〉〈=′ 1,tsin,tcostr  

)در نتيجه،  ) 2=′ tr . ينبنابرا  

                                              ( ) ( ) tduduurtS
t t

22
0 0
∫ ∫ ==′=  

Sپس 
S

t
2

2

2

)فرم پارامتري تابع  . == )tr براساس طول قوس به صورت 

( )( ) 〉〈= S,Scos,SsinStr
2

2

2

2

2

  . است2

   انحناء4 - 1
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)ده با تابع برداري  يك خم هموار تعريف شCاگر  )tr باشد، آنگاه ( ) 0≠′ tr و بردار يكاني مماس بر 

)آن  ) ( )
( )tr

tr
tT

′
  مشخص كننده ي جهت منحني مي باشد اندازه ي Tاز آنجايي كه .  مي باشد =

  .ول قوس را انحناء مي ناميم نسبت به طTتغييرات 

   نشان داده مي شود و به صورت k با نماد Cانحناء خم  25 . 1تعريف 

                                                                       
ds

dT
k =  

 .است

  . بيان كنيمtاده ترين راه اين است كه بتوانيم آن را براساس پارامتربراي محاسبه ي انحناء س

 

  با توجه به تعريف تابع طول قوس داريم

                                                     ( )1                                ( )tr
dt

dS ′=   

  بنابراين، با استفاده از قاعده ي زنجيره اي مي توانيم بنويسيم 

                                                        
dtdS

dtdT

ds

dT
k

dt

ds

ds

dT

dt

dT === ,.  

)در نتيجه با توجه به معادله ي    داريم1(

                                                   ( )2                              ( ) ( )
( )tr

tT
tk

′
′

=  

 برابر aنشان دهيد انحناء يك دايره به شعاع  26 . 1مثال 
a

  . است1

   نظير تابع برداريaدايره اي به شعاع. حل

                                                   ( ) π20 ≤≤〉〈= ttatatr ,sin,cos  
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  .است

) بنابراين ) 〉−〈=′ tcosa,tsinatr و ( ) atr =′.  

                                                          ( ) ( )
( ) 〉−〈=
′
′

= tcos,tsin
tr

tr
tT  

  و

                                                                          ( ) 〉−〈=′ tsin,tcostT  

  در نتيجه 

                                                                                 ( ) ( )
( ) atr

tT
tk

1=
′
′

=  

براي محاسبه ي انحناء مفيد است ولي در قضيه ي زير فرمول ساده تري را براي ) 2(اگر چه معادله ي 

  .اسبه ي انحناء معرفي مي كنيممح

) داده شده توسط تابع برداري Cانحناء خم  27 . 1قضيه ي  )tr برابر است با   

                                                         ( ) ( ) ( )
( ) 3

tr

trtr
tk

′

′′×′
=  

′چون . برهان
′

=
r

r
T و 

dt

dS
r   ، داريم′=

                                                                T
dt

ds
Trr =′=′  

  در نتيجه 

                                                            T
dt

dS
T

dt

Sd
r ′+=′′

2

2

  

  انيم بنويسيم  مي توTT×=0از آنجا كه 
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                                                              ( )TT
dt

ds
rr ′×=′′×′ 2)(  

TT پس T=1چون    بنابراين  . ⊥′

                                               TT
dt

ds
TT

dt

ds
rr ′=′×=′′×′ 22 )()(   

                                                           
( ) 22

r

rr

dtds

rr
T

′

′′×′
=

′′×′
=′  

  در نهايت داريم 

                                                                      
3

r

rr

r

T
k

′

′′×′
=

′
′

=  

  

) نظير تابع برداري Cانحناء خم  28 . 1مثال  ) 〉〈= 32 ttttr ) در نقطه ي ,, )000  را C واقع بر,,

  .محاسبه كنيد

  :ابتدا روابط مورد نياز را محاسبه مي كنيم. حل

                                             ( ) ( ) 〉〈=′′〉〈=′ ttrtttr 620321
2 ,,,,,  

  لذا داريم 

                                                     
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2

1

2

0

00
0

02000010

3
==

′

′′×′
=

〉〈=′′〉〈=′

r

rr
k

rr ,,,,,

  

) توسط Cدر حالت خاص اگر خم )xfy  را C توليد شده باشد، آنگاه مي توان فرم پارامتري2R در=

)به صورت  ) ( )〉〈= xf,xxrدر اين صورت .  نوشت( ) ( )〉′〈=′ xf,xr ) و1 ) ( )〉′′〈=′′ xf,xr 0 .   

  بنابراين
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                                                               ( ) ( )
( )[ ] 23

2

1 xf

xf
xk

′+

′′
=  

2xyانحناء سهمي  29 . 1مثال  ) را در نقطه ي = )42   . واقع بر آن محاسبه كنيد,

2xyاز آنجا كه. حل xy پس =   بنابراين  . y′′=2 و ′=2

                                    ( ) [ ] ( )
( ) 2323223

2
17

2
2

41

2

1

=
+

=
′+

′′
= k

xy

y
xk ,

)(
  

      بردار قائم اصلي و قائم دوم5 -1

 بردار وجود دارند كه بر بردار يكاني مماس در اين نقطه  تعداد زياديCدر يك نقطه واقع برخم هموار 

 پس T=1چون .  را در نظر مي گيريمB وNاز بين اين بردارها دو بردار خاص. عمود مي باشند

TT Tتوجه كنيد كه  . ⊥′ r بردار يكاني نمي باشد، اما اگر ′  نيز معرف يك خم هموار باشد، آنگاه ′

   نشان مي دهيم و به صورت Nرا با) يا به طور خلاصه قائم(بردار قائم اصلي 

                                                                  ( ) ( )
( )tT

tT
tN

′
′

=   

  .تعريف مي كنيم

)بردار ) ( ) ( )tNtTtB   واضح است كه اين بردار بر بردارهاي.  را بردار قائم دوم مي ناميم=×

Tو Nعمود است .  

)سه بردار )tT،( )tNو ( )tB يك دستگاه تشكيل مي دهند كه دستگاه TNB يا كنج فرنه ناميده   

  .مي شود

                                          
=〉〈بردارهاي قائم اصلي و قائم دوم بر خم داده شده توسط    30 . 1مثال  ttttr cos,sin,)( را براي 

    .  محاسبه كنيدCنقطه ي دلخواه روي 

    .حل
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( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

〉−〈=

−−
−=×=

〉−−〈=
′
′

=

=′〉−−〈=′

〉−〈=

=′

〉−〈=′

1

2

1

0

1

2

1

0

2

1
0

2

1

1

2

1

2

1

,cos,sin

sincos

cossin

cos,sin,

cos,sin,

sin,cos,

sin,cos,

tt

tt

tt

kji

tNtTtB

tt
tT

tT
tN

tTtttT

tttT

tr

tttr

     

)صفحه اي كه توسط بردارهاي قائم   31 . 1تعريف  )tNو ( )tB توليد مي شود صفحه ي قائم بر خم 

C در نقطه ي Pواقع بر آن با بردار موضع ( )trواضح است كه بردار نرمال صفحه ي قائم، .  مي باشد

 در نقطه Cه ي بوسان خم توليد مي شود صفحN وTصفحه اي كه توسط بردارهاي.  مي باشدTبردار

  . مي باشدBواضح است كه بردار نرمال صفحه ي بوسان بردار.  ناميده مي شودPي

 برابر است با P در نقطه يCشعاع انحناء خم. تعريف
K

1=ρو مركز انحناء در نقطه ي P كه با O 

  نشان داده مي شود به صورت 

                                                       ( ) ( ) ( )tNtrtO ρ+=  

  .است

)كره اي به مركز )toو شعاع انحناء ρفصل مشترك كره ي انحناء و صفحه ي .  را كره ي انحناء مي ناميم

  .بوسان، دايره ي انحناء ناميده مي شود
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) داده شده توسط Cمعادله صفحه بوسان، صفحه نرمال و كره بوسان خم 32 . 1مثال  ) 〉〈= 32 ttttr ,, 

)را در نقطه ي )000   . واقع بر آن را محاسبه كنيد,,

)داريم. حل ) ( )000
32 ,,,, =〉〈= ttttr 0 در نتيجه=t .   

                           

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) 〉〈==×=

〉〈=〉〈=
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kji

NTB
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t
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tt
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T
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tt

T

rtttr

  

  . استyx، يعني صفحه يz=0ي بوسانصفحه .  استzy، يعني صفحه ي x=0بنابراين صفحه ي نرمال

                         
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 2

1

0

1
02

1

200

0
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0

0200620

3
===

〉〈
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=

〉〈=′′〉〈=′′
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rttr

ρ,
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,,,,,

                                                                                    

),,(                           مركز انحناء در نقطه                                                    000  

                                   

),,(

),,(),,(

)(.)(),,(

0

2

1
0

010

2

1
000

00000

=

+=

+= Nρ

      

),,(بنابراين معادله ي كره ي بوسان در نقطه ي    برابر است با C روي000

4

1

2

1
222 =+−+ zyx )(  
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   را به صورتk و T,N,Bفرمول هاي ارائه شده براي محاسبه ي 

                       

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) 3tr

trtr

tr

tT

ds

dT
k

tNtTtB
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tT
tN

tr

tr
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′′×′
=

′
′

==

×=
′
′

=
′
′

=

  

  .بيان مي كنيم

  سرعت وشتاب:       حركت در فضا6 -1

ردار قائم و انحناء را درفيزيك براي در اين بخش نشان مي دهيم كه چگونه مي توان مفاهيم بردار مماس، ب

  .مطالعه ي حركت يك شيء در فضا بكار برد

)فرض كنيم تابع برداري  )trاگر.  مشخص كننده ي حركت يك شيء در فضا باشد( )tr مشتق پذير 

)باشد، آنگاه )tr ) بردار سرعت و′ )tr همچنين، تابع طول قوس .  سرعت متحرك ناميده مي شود′

)اگر.  مي باشدtمشخص كننده ي مسافت طي شده توسط متحرك پس از سپري شدن زمان )tr  مشتق ′

)پذير باشد، آنگاه بردار )tr ) را بردار شتاب متحرك ناميده و با′′ )taنشان مي دهيم . ( )ta شتاب 

  .متحرك مي باشد

) يك متحرك از نقطه ي  33 . 1مثال  ) 〉〈= 0010 ,,r با سرعت اوليه ي ( ) 〉−−〈= 1110 ,,v شروع به 

)اگر شتاب اين متحرك . حركت مي كند ) 〉〈= 164 ,, ttta و بردار موضع آن را  باشد، سرعت متحرك

  . محاسبه كنيدtدر زمان 

)چون . حل ) ( )tvta    پس=′

                                             
( ) ( ) ( )

Cktjtit

dtkjtitdttatv

+++=

++== ∫∫
22

32

64
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)، از سرعت اوليه، يعني Cبراي مشخص شدن بردار ثابت ) kjiv    استفاده مي كنيم0=−−+

                                                          ( ) kjiCv +−−==0  

  بنابراين

                                 ( )
ktjtit

kjiktjtittv

)()()( 11312

32

22

22

++−+−=

+−−++=  

)از آنجا كه ) ( )trtv  ، لذا داريم=′

                  

( ) ( )

[ ]
Dk)tt(j)tt(i)tt(

dtk)t(j)t(i)t(

dttvtr

+++−+−=

++−+−=

=

∫
∫

233

22

2

1

3

2

11312                     

 . قابل محاسبه استD ، بردار ثابتt=0با قرار دادن

                                                ( ) irD == 0                                                                        

 راينبناب

                        ( ) k)tt(j)tt(i)tt(tr ++−+++= 233

2

1
1

3

2                                       

در حالت كلي انتگرال گيري از توابع برداري به ما اين امكان را مي دهد با استفاده از شتاب، سرعت و با 

  استفاده از سرعت، موقعيت يك متحرك را توسط فرمول هاي 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +=+=
t

t

t

t
duuvtrtrduuatvtv

00

00
  

  .محاسبه كنيم
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اگر نيروي وارد شده بر يك جسم كه باعث حركت آن مي شود معلوم باشد، آنگاه شتاب متحرك توسط 

  اگر نيرويي مانند : فرم برداري اين قوانين بيان مي كند. قوانين حركت نيوتن محاسبه مي شود

  

( )tF به يك جسم به جرم mدر زمان tوارد شود و باعث حركت جسم با شتاب ( )taشود، آنگاه   

                                                          ( ) ( )tamtF .=  

 كه بردار شتاب را به دو مؤلفه، يكي در براي مطالعه ي حركت يك متحرك در بسياري موارد مفيد است

  .راستاي بردار مماس و ديگري در راستاي بردار قائم تجزيه مي كنيم

  لذا داريم.  استv برابر باυمي دانيم سرعت، يعني

                                                 ( ) ( )
( )

( )
( ) υ

v

tv

tv

tr

tr
tT ==

′
′

=  

  بنابراين

                                                                      Tv .υ=  

  با مشتق گيري از طرفين داريم

                                                          TTva ′+′=′= .. υυ  

  همچنين داريم

                                                                 
υ
T

r

T
k

′
=

′
′

=  

υKTدر نتيجه  =′.   

   داريمNبنابراين با توجه به تعريف بردار يكاني قائم

                                                              NkNTT υ=′=′ .  
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  در نتيجه 

                                                        ( )12NkTa υυ +′=  

υبا قراردادن ′=Ta2 وkvaN    داريم=

                                                                NaTaa NT +=  

Taرا مؤلفه ي مماس شتاب و Naرا مؤلفه ي قائم شتاب مي ناميم .  

)با استفاده از خواص ضرب داخلي و معادله    مي توانيم بنويسيم1(
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  همچنين با استفاده از فرمول مربوط به انحناء داريم
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)فرض كنيد  34 . 1مثال  ) 〉〈= − ttt eeetr مطلوب است .  معادله ي حركت يك متحرك باشد,,

  .محاسبه ي مؤلفه مماس و قائم شتاب متحرك

  .حل
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)بنابراين با توجه به معادله ي    داريم2(
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trtrبا توجه به معادله ي (    داريم3(
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