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  1  جبر خطی  مدرسان شریف   

 

    
   

  
  
  
  
  

  

  فصل اول
  » معادلات خطی  ماتریس و دستگاه« 

  ماتریس

  . را تعریف کنیم،شود هاي جبر خطی نیز ظاهر میها، لازم است مفهوم میدان که در دیگر بحث قبل از شروع بحث در مورد ماتریس
 مجموعه :1تعریفاي هر دو عضو را همراه با دو عمل جمع و ضرب که به ازx و yاز  به ترتیب به صورت x y و x.yشود،   نمایش داده می

  :گانه زیر را داشته باشد  خواص دههرگاه ،یمیمیدان گو
x و x.y:  داشته باشیمx,yـ براي هر1 y ) بسته بودن نسبت به اعمال جمع و ضرب(  
x : داشته باشیمx,yـ براي هر2 y y x  ) جمع عملخاصیت جابجایی نسبت به (  
,x هريـ به ازا3 y,zنتیجه شود : x (y z) (x y) z    ) جمع عملپذیري نسبت به خاصیت شرکت (  
ـ یک عنصر منحصر بفرد4 اي که، به ازاي هر  موجود باشد به گونهx ، x x x    ) جمع  عملعضو خنثی نسبت به(  
) یک عنصر منحصر بفردxـ به ازاي هر عضو5 x) اي که  موجود باشد به گونه:  

x    )  جمع عملعنصر قرینه نسبت به( ( x) ( x) x        
x,y ، x.yـ براي هر6 y.x) خاصیت جابجایی نسبت به عمل ضرب(  
,xهر يـ به ازا7 y,z ، x.(y.z) (x.y).z) ضربعمل پذیري نسبت به  خاصیت شرکت(  
1ـ عضو ناصفر و منحصر بفرد 8 به ازاي هر؛اي که  وجود داشته باشد به گونه x ،x. .x x 1        )  ضرب عمل نسبت بهعضو خنثی( 1
x، عنصر ناصفر و منحصر بفردx هريـ به ازا9 1  ؛طوریکه به موجود باشد x.x x .x  1 1   ) ضرب عملعضو قرینه نسبت به (1

,xـ به ازاي هر10 y,z ، x.(y z) x.y x.z  ) جمع عمل ضرب نسبت به عملپذیري پخش (  
 همچنین، اعداد مختلط .مجموعه اعداد حقیقی و اعداد گویا تحت همان جمع و ضرب معمولی یک میدان هستند               :1مثال   نسبت به عمل جمـع و

(  :  دهند ضرب تعریف شده در زیر؛ تشکیل یک میدان می (a bi) (c di) a c (b d)i      1  
  .) (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i     2  

 مجموعه  . هاي متناهی  میدان :2مثال { , , , , }5 1 2 3  بـدین  5جمع و ضرب به هنـگ  .  یک میدان متناهی است،5 همراه با اعمال جمع و ضرب به هنگ   4
  : داریم5 به عنوان مثال در .آوریم بدست می5نگ دهیم و فقط حاصل آن را به هصورت است که همان جمع و ضرب معمولی را انجام می

  
5

3 2 5  و   
5

4 3 7  و 2  
5

4 3 12 2  
 اگر  :1نکتهp یک عدد اول باشد، آنگاه p { , , ,..., p } 1 2 1  تحت اعمال جمع و ضرب به هنگ pک میدان متناهی است ی.  
 عدد صحیح و مثبت  :2تعریفnرا مشخصه میدان  ،هرگاهگویند n کوچکترین عددي باشد که حاصل جمع n عضو خنثی نسبت به  (1 مرتبه عدد

  .نامنددان را از مشخصه صفر می وجود نداشته باشد، میياگر چنین عدد. شود) عضو خنثی نسبت به جمع(برابر صفر در آن میدان ) ضرب
 هایی با مشخصه صفر و به ازاي هر عدد اول  اعداد حقیقی و گویا، میدان :3مثالp ، p میدانی با مشخصه pاست .   
 ؟ها صحیح است کدامیک از گزینه :4مثال  

1(2  .یک میدان از مشخصه صفر است(یک میدان از مشخصه نامتناهی است .  
3 (91 53) 4  . است91 یک میدان از مشخصه است53 یک میدان از مشخصه .  



  2 و دستگاه معادلات خطیماتریس:  فصل اول  مدرسان شریف 

 4«گزینه   :پاسخ«   زیرا   ؛یک میدان نیست 2    و   1 12 2  در واقع وارون عناصر ناصفر مخالف یک در ،وجود ندارد.   یـک میـدان از

 عدد اول 53و ) یا مرکب( غیر اول 91 پس از آنجا که . استpه  یک میدان از مشخصp به ازاي هر عدد اول      pدانیم که  همچنین می . مشخصه صفر است  
  . درست است)4(غلط و گزینه  )3( گزینه ؛است

  .پردازیم حال به تعریف ماتریس و اعمال جبري روي آن و بعضی قضایا در مورد آن می
 فرض کنید :3تعریفه عناصر آن متعلق بهیک میدان باشد، آرایه مستطیل شکل زیر کنامند  هستند را یک ماتریس می.  

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2




   


  

i به ازاي هر ijaعنصر  , ,...,m1 j و 2 , ,..., n1  تعداد ستونهاي nعداد سطرهاي ماتریس و  تmهمچنین اگر . نامند  میAام ماتریس   ـij را درایه 2
m باشد، ماتریس را از اندازه Aماتریس  nکنند گویند و براي نمایش آن از شکل خلاصه زیر استفاده می  می.  

ij m nA [a ]   
mهمچنین اگر . نامند  تایی میn را یک سطر n1تایی و هر ماتریس m  را یک ستون m1هر ماتریس  n باشد، ماتریس A یک ماتریس مربعی ، 

  .شود نامیده می
  ها اعمال جبري روي ماتریس

  : فرض کنیداگر ،در اینصورت. ندازه باشندپذیر است که دو ماتریس هم ا جمع و تفریق دو ماتریس فقط در صورتی تعریف:ـ جمع و تفریق ماتریس1

  
n

n

m m mn

b b ... b
b b b

B

b b b


   



 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2

   و    
n

n

m m mn

a a ... a
a a a

A

a a a


   



 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2

  

  :داریم
n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

A B

a b a b a b

   
     
 
    

11 11 12 12 1 1
21 21 22 22 2 2

1 1 2 2




   


  

  :یم دار روي میدانA و ماتریس c براي هر اسکالر:ـ ضرب اسکالر در ماتریس2

n

n

m m mn

ca ca ca
ca ca ca

cA

ca ca ca

 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2




   


  

m ضرب ماتریس :ـ ضرب دو ماتریس3 nA  در ماتریس k lB پذیر است که  فقط در صورتی امکانn k یعنی تعداد ستونهاي ماتریس اول با ، 
m یک ماتریس A.B که در اینصورت حاصلضرب .تعداد سطرهاي ماتریس دوم برابر باشد lشود  است و به صورت زیر حاصل می:  

    j , ,...,l1 i     و   2 , ,...,m1 ij   و    2 i j i j in njc a b a b ... a b   1 1 2 ij  و  2 m lA.B [c ]   
AB  لزوماًکه توجه کنید BAحاصلضرب ، ممکن استحتی.  نیست A.B و قابل تعریف B.A همچنین، توانهاي یک ماتریس  . تعریف باشدغیرقابل

n یک ماتریس مربعی Aیعنی؛ اگر . شود مربعی، از حاصلضرب آن ماتریس در خودش، حاصل می nباشد، آنگاه داریم :  
m mA AA , A AA , ..., A AA , m   2 3 2 1   

  .پذیر است هاي مربعی امکان به خاطر داشته باشید که محاسبه توانهاي یک ماتریس، فقط در ماتریس



  3  جبر خطی  مدرسان شریف   

 هاي  ماتریس فرض کنید  :5مثالA ،B و Cزیر تعریف شده باشندصورت  به :  

  C



 
   
  3 3

1 2 3
3 2 1
2 1 3

   ,   B



 
  
  3 2

4 5
2 3
1 2

   ,   A


 
 
 2 3

2 3 4
1 2 3  

C  :در این صورت داریم



 
   
  

2

3 3

13 9 14
11 11 14
11 9 16

   ,   AB


 
 
 2 2

18 27
11 17   ,    


B



 
  
  3 2

8 1
2 4 6

2 4
   ,    AC



 
 
 2 3

19 14 21
13 9 14  

3 یک ماتریس BA غیر قابل تعریف و همچنین CAواضح است که حاصلضرب   توجه .ها لزوماً خاصیت جابجایی را نداریم در ضرب ماتریس، بنابراین. است3
  .پذیر نیست  نیز، امکانB2 یا A2کنید که محاسبه 

 اگر  :6مثالA
 

  
 

2 3 4
1 2 B و 5

 
   
  

3 2
4 1
1 2

C و 
 

  
 

1 2
3

  :برابر است باd112  آنگاه، D=ABC و 

1 (13  2 (14  3 (27  4 (28  
 پرهیز از محاسبات کامل و تعیین ماتریس ،ها نکته حائز اهمیت در اینگونه تست»  4«گزینه :پاسخ Dدر واقع باید فقط به دنبال درایه مورد نظر .  است

D ؛اگر قرار دهیم .باشیم ABC (AB)C ،  براي محاسبه آنگاهd11حاصلضرب سطر اول  است کافی AB در ستون اول Cچون . را بدست آوریم 

 به صورت Cستون اول  
 
 

1


 در ستون Aضرب سطر اول   برابر است با حاصل11(AB)دانیم   می. را محاسبه کنیم11(AB) فقط کافی است ؛ پس است

    :، پس داریمBاول 
(AB) ( ) d d           11 11 112 3 3 4 4 1 14 14 2 28  

 ماتریس مربعی  در :4تعریفij n nA [a ] هاي   ، درایهnna ,a ,...,a11  در یک اگر. نامیم می A یا قطر اصلی ماتریس ،هاي قطري  را درایه22
nnA و به صورت نامیدههاي قطري آن صفر باشند، آنرا ماتریس قطري  ها به غیر از درایه ماتریس تمام درایه diag(a ,a ,...,a ) 11   .دهیم نمایش می22

براي نمایش ماتریس قطري 

nn

a
a

A

a

  
  
   
  

 
 
 
 
 
 

11
nnA از نماد 22 diag(a a a ) 11 ) ،( مواقعی از علامت ،قعدر وا. شود  نیز استفاده می22

)diagبه عنوان مثال .  بدون کاما سخت باشدي قطريها شود که تشخیص درایه بین اعداد استفاده می تواند هر کدام از   عبارتی مبهم است که می135(
)diagهاي  ماتریس , )1 35 ،diag( , )13 )diagو یا 5 , , )1 3 diag(aولی عبارت .  باشدنیز5 a )1  کاملاً واضح است؛ پس دیگر نیازي به استفاده از کاما در 2

  .آن نیست

ماتریس 
n

I diag( , ,..., ) 11 I  : لبه عنوان مثا. دهند  نمایش میnIنامند و با  میn را ماتریس همانی مرتبه 1 diag( , )
 

   
 

2
111 1



  

 اگر  :2نکتهA یک ماتریس قطري n n و nA diag(a a a ) 1 2 باشد، آنگاه به ازاي هر kداریم :  k k k k
nA diag(a a a ) 1 2  

  آید؛  بدست میk به سادگی و با استقرا روي :اثبات
kي برا 1بوضوح حکم برقرار است؛ ،  nk A diag(a a a )   1 21   

k آن را براي ، حکم برقرار باشدkکنیم براي  میفرض حال  1کنیم  اثبات می.  
k k

k k
k k k k

n n

k kn n n

a aa
a a aA AA diag(a a )diag(a a )

a a a








                                  

       
         
           
        

1
1 11

121 2 21 1

1

  k k
ndiag(a a )  1 1

1  
  .ستقراء اثبات تمام استبدین ترتیب، با توجه به ا

با   برابرCچون ستون اول  
 

1
 است.  

 بار

طبق فرض
 استقرا
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 اگر :7مثال  

   
   
    
   
    n n

A



 
 
 
 
 
 
  

1
1

1
1

 ، kAرا محاسبه کنید .  

 ...,n n nA A A I I I  4 2 2 , A A A IA A  3 2
nA I

     
     
        
     
     
     

        
        
           
        

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1

  

  
  :شودو به همین ترتیب نتیجه می

k

n

A
A

I


 


  

 ماتریس ترانهاده :5تعریف m nA  یک ماتریس ، n m است که هر ستون Aرا با    و آن؛ یک سطر آن استtAدهند نمایش می.  

Aبه عنوان مثال اگر 
 

   
  

2 1
2 3 2
4 5 6


tAبینیم که ، به سادگی می

 
   
  

2 2 4
1 3 5

2 6
  .باشد  می

 ماتریس مربعی  :6تعریفAهرگاهیم ی را متقارن گو tA Aهرگاه ،یمی و پاد متقارن گو tA A  باشد .  

Aبا توجه به تعریف ماتریس 
 

  
 

3 1
1 B متقارن و ماتریس 2

 
   

2
2



  . پاد متقارن است

 فرض کنید :1قضیه A ، B و Cهایی   ماتریسm n و o یک ماتریس m nو ) ماتریس صفر(هاي آن صفر است  که تمام درایهcو d اسکالر 
  :باشند، در اینصورت داریم

  ) o A A o A   3  ) A (B C) (A B) C    2  ) A B B A  1  
  ) (cd)A c(dA)6  ) (c d)A cA dA  5  ) c(A B) cA cB  4  

فرض کنید :1قضیه A ، B و Cدر این صورت داریمهایی باشند که اعمال زیر روي آنها قابل تعریف باشد،   ، ماتریس :  
                     )Iماتریس همانی است (  ) IA AI A 3  ) (A B)C AC BC  2  ) A(BC) (AB)C1  

    t t t) (A B) A B  5  t t t) (AB) B A4  
  .شود  اثبات دو قضیه فوق به سادگی و با استفاده از تعریف حاصل می:اثبات

 اگر  :8مثالAن و  متقارB؟هاي زیر پاد متقارن است آنگاه کدامیک از گزینه، پاد متقارن باشد  
1 (BAB 2 (nBبراي هر n   3(  ABA  4 (nA براي هرn  

 3« گزینه :پاسخ  «  BABمتقارن است .  t t t t(BAB) B A B ( B)A( B) BAB      
n

n t t t t t n n n n
n

n n

B
n IN (B ) (BB B) B B (B ) ( B) ( ) B

B

          


1    

  . پاد متقارن است،هاي فردn متقارن و به ازاي ،هاي زوجn به ازاي nB ،بنابراین

ABAپاد متقارن است  .t t t t(ABA) A B A A( B)A ABA      
nAمتقارن است   .n t t n n(A ) (A ) A   

 اگر  :9مثالA و Bآنگاه ، دو ماتریس متقارن باشند ABاگر و تنها اگر، متقارن است   
1 (AB2  . قطري باشد (A B2 2  3( A یا B4  . قطري باشند (AB BA  
 کنیم ها، مثال نقض ارائه می  نکته ثابت کرده؛ سپس براي رد سایر گزینهي صحیح را در قالب یک ابتدا گزینه»  4«گزینه  :پاسخ.  

  . فرد باشدkاگر 
  . زوج باشدk اگر

nزوج   
nبار  بار   فرد  

Bپادمتقارن   

  مشابه بالا

A متقارن و Bپادمتقارن است .  

A متقارن و Bپادمتقارن است .  

Aمتقارن است .  
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 فرض کنید :3نکته A و Bدر اینصورت؛ . ماتریس متقارن باشندو د ABاگر و تنها اگر ، متقارن است AB BAباشد .  
  : در اینصورت داریم. است متقارنABفرض کنید ): ( طرف اول :اثبات

  
t

t t t

AB (AB) AB
AB BA

(AB) B A BA

    


  

ABفرض کنید ): (طرف دوم  BA؛ در اینصورت داریم:  

  ABمتقارن است .t t t t(AB) B A BA AB (AB) AB    
  . اثبات تمام است،بدین ترتیب

Aیست قرار دهید کاف) 3(و ) 1(هاي  براي رد گزینه B
 

   
 

1 1
1 AB و B و Aهاي  ؛ در اینصورت ماتریس1

 
  
 

2 2
2 که   متقارنند؛ در حالی2

A. نیز قرار دهید) 2 ( براي رد گزینه.  قطري نیستندAB و یا A ،Bهاي  یسرکدام از مات هیچ
 

  
 

1 1
1 B و 1

 
  
 

1
1



 AB و A  ،B ، واضح است که

Aمتقارنند؛ ولی  B
   

     
   

2 22 2 1
2 2 1




.  

 ماتریس  :7تعریفAي هربه ازاماتریسی که در آن  یعنی .هاي زیر قطر اصلی آن صفر باشند  تمام درایههرگاه ،یمی را بالا مثلثی گو i j ،  داشته
ija ؛باشیم  .ماتریس به همین ترتیب  A هر ازاي یعنی به .هاي بالاي قطر اصلی آن صفر باشند  تمام درایههرگاه ،یمی مثلثی گوپایین را i j،  داشته
ija باشیم؛  .  

 فرض کنید    :10مثالA      ماتریسی بالا مثلثی و B   مـاتریس   و بالا مثلثـی ...................  در اینصورت لزوماً ماتریس . است  ماتریسی پایین مثلثی............. 
  .لزوماً بالا مثلثی یا پایین مثلثی نیست................... ماتریس همچنین . پایین مثلثی است

1 (AB ،B ،BA 2 (A2 ،B2 ،AB 3 (A ،BA ،AB 4 (A ،B2 ،A6  
  .قبل از پاسخ به مثال، نکته زیر را در نظر بگیرید

 است)پایین مثلثی(، یک ماتریس بالا مثلثی ) مثلثی پایین(هاي بالا مثلثی   تعداد متناهی از ماتریس هرضرب  حاصل:4نکته .  
هاي  اثبات براي ماتریس. ، یک ماتریس بالا مثلثی است)که ضربشان قابل تعریف باشد( ماتریس بالا مثلثی دلخواه وضرب د کنیم حاصل  ثابت می:اثبات

mفرض کنید . هاي بالا مثلثی است کاملاً شبیه اثبات در حالت ماتریسپایین مثلثی؛  nA  و n pB اند، پس براي هر   دو ماتریس بالا مثلثی
i j،ija   و به همین ترتیب ijb   . حال اگر فرض کنیدC ABها،   ماتریس ، طبق تعریف ضربC یک ماتریس m p است و براي هر 

i , , , m1 2  و j , , , p1 2  داریم :ij i j i j in njc a b a b a b   1 1 2   :صورت زیر نوشت توان آن را به ؛ که می2
   (*)ij i j i(i ) (i ) j ii ij i(i ) (i ) j in nj

( ) ( )

c a b a b a b a b a b 
          1 1 1 1 1 1

1 2

  

iحال فرض کنید  j ؛ در اینصورت چونB ؛شود بالا مثلثی است؛ نتیجه می یک ماتریس ij (i ) j njb b b   1    .در سمت ) 2( بخش ،پس
i یک ماتریس بالا مثلثی است، همواره براي هر Aاز طرفی چون . برابر صفر است(*) راست  , , ,m1 2 داریم : i i i(i )a a a    1 2 ؛ 1
i براي هر در نتیجه،شود؛  نیز برابر صفر می(*) در سمت راست ) 1( بخش ،بنابراین j،ijc  لذا طبق تعریف، ماتریس .است C یک ماتریس بالا مثلثی 

نتیجه به طریق مشابه .  استبالا مثلثی، یک ماتریس بالا مثلثی ضرب تعداد متناهی ماتریس  حاصل؛شود ي مکرر از این اثبات نتیجه می با استفاده. است
  . مثلثی، یک ماتریس پایین مثلثی است ضرب تعداد متناهی ماتریس پایین  حاصل؛شود می
 از آنجا که »  2«گزینه  :پاسخA؛شود  یک ماتریس بالا مثلثی است؛ طبق نکته فوق نتیجه می nAبراي هر n یک ماتریس بالا مثلثی و به  نیز

اً  لزومB2 لزوماً بالا مثلثی و A2 ،بنابراین. ، یک ماتریس پایین مثلثی استn نیز براي هرnB . یک ماتریس پایین مثلثی استBهمین ترتیب، چون 

Aحال اگر فرض کنید . پایین مثلثی است
 

  
 

1 1
1

B و 
 

  
 

1
1 1
 واضح است که A بالا مثلثی و B پایین مثلثی و AB

 
  
 

2 1
1  نه بالا مثلثی و نه 1

  .درست است) 2(غلط و گزینه )  بالا مثلثی استA6دقت کنید که) (4(و ) 3(، ) 1(هاي   پس گزینه.پایین مثلثی است
 اگر :5نکته A و Bهاي هر سطر  جمع درایهآنگاه  ،هاي هر سطر آنها یک استهایی باشند که جمع درایه  ماتریسABشود نیز یک می.  

  .رن استمتقا
A و B متقارنند.  

  B و A  )2(قضیه 
  .متقارنند

 فرض 

  )2(قضیه 
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ijتوجه به این، فرض کنید با .  قابل تعریف باشدABتوجه کنید که لازمه برقراري این نکته، اینست که ضرب : اثبات m nA [a ]  و ij n pB [b ] دو  
  . هاي هر سطر آنها یک است اي باشند؛ که مجموع درایه ماتریس دلخواه و به گونه

i برابر با یک است؛ بنابراین به ازاي هر Aهاي هر سطر  مجموع درایه , ,..., n1 : ، داریم2
n

ik
k

a



1

1 )1(  

k برابر با یک است؛ بنابراین به ازاي هر Bهاي هر سطر  مجموع درایه , ,...,m1 : ، داریم2
p

kj
j

b



1

1 )2(  

Cحال فرض کنید  ABه دانیم ک ها، می ، در اینصورت با توجه به تعریف ضرب ماتریسC یک ماتریس m p است و به ازاي هر i , ,...,p1  و 2

j , ,..., p1          )3(  ، داریم؛2
n

ij i j in nj ik kj
k

c a b ... a b a b


   1 1
1

  

  شود؛  نتیجه می3و2و1با توجه به روابط 
p p p pn n n n n

ij ik kj ik kj ik kj ik ik
j j k k j k j k k

( ) ( ) ( )c a b a b a b a a
        

          
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 2 11   C ـ ام iهاي سطر  مجموع درایه1

Cهاي هر سطر  بنابراین، مجموع درایه ABنیز، برابر با یک است .  
 اگر  :8تعریفA یک ماتریس n nآنگاه اثر ، باشد A که با tr(A))  یا trace(A) (هاي قطر   برابر است با مجموع تمام درایه؛شود نمایش داده می

  :اصلی آن، یعنی
 اگر :6نکته A و B دو ماتریس مربعی n nو a ,b گاه داریم دو اسکالر دلخواه باشند، آن:  

  tr(aA bB) a tr(A) b tr(B)      
ij فرض کنید :اثبات n nA [a ]  و ij n nB [b ] در اینصورت داریم ،:  

  
n n n

ij n n ij n n ij ij n n ii ii ii ii
i i i

aA bB a[a ] b[b ] [aa bb ] tr(aA bB) aa bb a a b b  
  

            
1 1 1

  

  a tr(A) b tr(B)    
 11مثال: ntr(I ) n) کنیم که  یادآوري میnIاست1هاي قطري   ماتریس همانی با درایه (.  

 فرض کنید :7نکته ij m nA [a ]  صورت داریمدر این. ک ماتریس دلخواه استی :  
n n

t t
ij

i j
tr(AA ) tr(A A) a

 
  2

1 1
  

tAA فرض کنید :اثبات Bدانیم که  ها می با توجه به تعریف ضرب ماتریس.  استB یک ماتریس m m است و براي هر i , , ,m1 2  ،iib 
 Aام ماتریس  - i، همان سطر tAام  - iدانیم که ستون  ؛ از طرفی طبق تعریف میtAام ماتریس  - i در ستون Aماتریس ام  - i ضرب سطر برابر است با

)1(  :نتیجه داریم در خودش؛ در Aام  - iضرب سطر   برابر است با حاصلiibبنابراین . است
n

ii i i i i in in ij
j

b a a a a a a a


     2
1 1 2 2

1
  

tAAاز طرفی چون فرض کردیم  B ،و طبق تعریف 
n

ii
i

tr(B) b



1

  : داریم،بنابراین.  است

  
n n n n n

t
ii ij ij

i i j i j

( )
tr(AA ) tr(B) b ( a ) a

    
     2 2

1 1 1 1 1

1  

شود؛   نتیجه میطریق مشابهبه 
n n

t
ij

i j
tr(A A) a

 
 2

1 1
  .ات تمام استدر نتیجه اثب و 

 اگر  :12مثالA
 

   
  

3 1
2

1 1


 


ttr(AA، آنگاه     :  برابر است با(

1 (16 2 (15  3(  17  4 (18  

 با توجه به نکته قبل داریم»  1«گزینه  :پاسخ:  t t
ij

i j
tr(A A) tr(AA ) a ( ) ( )

 
          

3 3 2 2 2 2 2 2
1 1

3 1 2 1 1 16  

n
nn ii

i
tr(A) a a ... a a


     11 22

1

 طبق تعریف

 طبق تعریف
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 اگر   :8نکتهA و B دو ماتریس مربعی n nآنگاه داریم، دلخواه باشند :   tr(AB) tr(BA)  

AB ،کنیم می فرض :اثبات C و BA D .کافیست نشان دهیم،طبق تعریف 
n n

ii ii
i i

d c
 
  

1 1
.  

  
n

ii i i in ni ij ji
j

AB CC AB c a b a b a b tr(AB) tr(C)


     1 1
1

  

  )1  (
n n n n n

ii ij ji ji ij
i i j j i

c a b b a
    

     
1 1 1 1 1

  

  
n

jj j j jn nj ji ij
i

BA DD BA d b a b a b a tr(BA) tr(D)


     1 1
1

  

  )2      (
n n n

jj ji ij
j j i

d b a
  

  
1 1 1

  

AB  :بنابراین، داریم C
BA D

, tr(D) tr(C) tr(AB) tr(BA)


   1 2  
nABتساوي ،  B و Aماتریس دو به ازاي هیچ  :1نتیجه          BA I پذیر نیست  امکان.  

  : شود می اگر چنین باشد؛ نتیجه :اثبات
n nAB BA I tr(AB BA) tr(I ) n

n
tr(AB BA) tr(AB) tr(BA)

          
     

1 1 1



  

  .داردتناقض  است؛ nبا اینکهنتیجه این و 
 فرض کنید  :9تعریفA یک ماتریس مربعی n nروي میدان در اینصورت ماتریس .باشد B را معکوس چپ Aهرگاه ،یمی گو nBA I و 

nABهرگاه ،یمی گوAمعکوس راست  I همچنین B را معکوس Aهرگاه ،یمی گو nAB BA I  یعنی هم معکوس چپ و هم معکوس راست ، A 
  .دهند  نمایش میA1را با  کوس آننامند و مع  میپذیر  یا وارون یا نامنفردپذیر  را معکوسAباشد؛ که در اینصورت 

 اگر   :9نکتهAگاه   یک ماتریس مربعی باشد، آنAاگر و تنها اگر ،پذیر است  معکوس Aمعکوس راست یا چپ داشته باشد .  
است؛ یک معکوس چپ و یا یک معکوس راست  فقط کافی ،پذیري یک ماتریس مربعی توان نتیجه گرفت که براي اثبات معکوس در واقع از نکته فوق می

 ند معکوس چپ یا راست داشته باشند، ولیتوان هاي غیرمربعی هم می ي دیگري که باید توجه شود؛ این است که ماتریس نکته .دست آورد براي آن به
m یک ماتریس Aهیم دید؛ اگر در واقع همانطور که در ادامه خوا. دند همزمان هم معکوس چپ و هم معکوس راست داشته باشنتوان نمی n و m n 

mتواند معکوس چپ داشته باشد و اگر   نمیAباشد،  n ،باشد Aتواند معکوس راست داشته باشد  نمی.  

 اگر :2قضیه A و Bهایی  ماتریسn nوي میدان ر آنگاه داریمپذیر باشند و وارون ،:  
(AB) و ،پذیر است  وارونAB) الف B A  1 1 1   
A) و ،پذیر است  وارونA1) ب ) A  1 1   
n و ؛پذیر است  وارون،n به ازاي هرnA) پ n(A ) (A ) 1 1  
t و ،پذیر است  وارونtA) ت t(A ) (A ) 1 1   

(kA) و ،پذیر است  وارونkA ، ماتریسkبه ازاي هر اسکالر ناصفر) ث A
k

 1 11  

  .توان موارد فوق را ثابت کرد  با توجه به تعریف، به سادگی می:اثبات
  .صورت زیر تعمیم داد قضیه فوق را به) الف(توان قسمت  می
 فرض کنید   :10نکتهnA A A A 1 2 که در آن iA ها وAيها  ماتریس n nاینصورت  در.باشند  می Aپذیر است، اگر و تنها اگر   وراون

nپذیر باشند و داریم  ها وارونiAتمام  nA A A A   
1 1 1 1
1 1.  

 اگر :11نکته Aگاه  آنپذیر باشد،  پاد متقارن و معکوس A1نیز پاد متقارن است .  

t.   پاد متقارن استA1  :اثبات t(A ) (A ) ( A) A      1 1 1 1  

  

 دانیم از طرفی از قبل می: 

  طبق تعریفطبق تعریف
 ها ضرب ماتریس

  طبق تعریف  طبق تعریف
 ها ضرب ماتریس

قضیه Aپادمتقارن   
  .است
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 
 
 

AB BA I A B
 
      
  

1
3

1
1

1

 اگر  :13مثالa b
A

c d
 

 
 

ad و  bc  ،آنگاه  باشد  d b
A

ad bc c a
  
    

1 1.   

 اگر  :14مثالA
 
  
  

1 2 3
2 5 3
1 8

B  و  
 
    
   

4 16 9
13 5 3
5 2 1


  :ه سادگی قابل بررسی است که، آنگاه ب

  
ABي  اي بیابیم که رابطه  را به گونهB باید ماتریس ؛A1 براي تعیین ،پس BA I برقرار شود .  
 اگر به ازاي هر دو ماتریس دلخواه :15مثال B و C از عبارت ،AB ACنتیجه شود؛ : B C،همواره آنگاه :  

1 (A2  . بالا مثلثی است (A 3  . مثلثی استپایین( Aمنفرد ) 4  . است)ناپذیر وارون (Aنامنفرد ) است )پذیر وارون.  
 قرار دهیم؛کافی است) 3(و ) 2(، )1(هاي   براي رد گزینه» 4«گزینه  :پاسخ : nA I،نیم که بی  میAهاي  کند و گزینه  در شرایط مسأله صدق می

  .کنیم  باید صحیح باشد؛ که آن را به عنوان نکته ثابت می)4(لزوماً برقرار نیستند و گزینه ) 3(و ) 2(، )1(
هاي غلط بوسیله مثال   گزینهتوان با رد کردن  می،ها بدون اثبات گزینه صحیح  که در بعضی از تست، یادآوري این نکته است؛هدف اصلی ارائه این تست

  .  کردجویی و بدین ترتیب در وقت صرفه  به گزینه صحیح رسید،نقض
 به ازاي هر دو ماتریس دلخواه :12نکته B و C  از تساوي ،AB AC شود  می نتیجهB C اگر و تنها اگر ، Aباشدپذیر   وارون.  

ABپذیر و   معکوسAر  اگ:اثبات AC، واضح است که با ضرب طرفین تساوي از چپ در A1،شود   نتیجه میB C.  ،بنابر براي اثبات طرف دیگر
oABطوریکه   به وجود داردB ماتریس ناصفر ید،، در اینصورت همانطور که در ادامه خواهید د منفرد باشدA دبرهان خلف فرض کنی . حال اگر قرار 

Cدهیم  o)  یعنیCواضح است که ،) را ماتریس صفر فرض کنیم AB AC o ؛ در حالیکه B C )C o  وBفرضو این با )  ناصفر بود 
ABکنیم، فرض این بود که از تساوي  یادآوري می(تناقض دارد،  AC نتیجه شود ،B C (ت فرض خلف باطل و اثبات تمام اس،بنابراین .  
 ؟هاي زیر صحیح است کدامیک از گزینه :16مثال  

nیس مربعی  دو ماترB و Aاگر ) 1 nآنگاه ، باشند tr(AB) tr(A) n    
A ، tبه ازاي هر ماتریس دلخواه ) 2

ij
i j

tr(AA ) a 2   

tr(AB)اي وجود دارند که گونهه  بB و Aهاي مربعی  ماتریس)3 tr(BA)   
I متقارن باشد، آنگاه Aاگر ) 4 Aپذیر است وارون.  

 قرار دهید ) 1(براي رد کردن گزینه  »2«گزینه   :پاسخA I B و 2
 

  
 

1 
 

ABبوضوح ،  Bو در نتیجه؛   

tr(AB) tr(B) tr(A)      1 2 2 2 4  
Aقرار دهید ) 4(براي رد گزینه  I  ،دانیم که می Aمتقارن و  oA I نیز بوضوح نادرست است؛ چرا که ثابت کردیم » 3« گزینه .ناپذیر است وارون

tr(AB)، همواره B و Aبراي هر دو ماتریس مربعی هم اندازه  tr(BA)ثابت شده استنیز قبلاً » 2«درستی گزینه .  است.  
 فرض کنید  :17مثالAاند و هایش حقیقی ماتریسی مربعی باشد که درایهA A2 در اینصورت؛  

k ،kAعدد طبیعی مثل یک به ازاي ) 1 o  2 (Aپذیر است  وارون.  
3( I-A4  .پذیر است رون وا (I+Aپذیر است  وارون.  

 اگر قرار دهیم »  4«گزینه  :پاسخA
 

  
 

1 
 

I و A  همچنین.کند  در شرایط مسأله صدق میA واضح است که ، A
 

   
 1
 


. منفردند 

k ، okAبه ازاي هرعلاوه بر این  A .صحیح است)4( گزینه ، غلطند و در صورت درست بودن تست)3(و ) 2(، )1(هاي   گزینه، بنابراین . 
  :دهیم را نشان می) 4( حال درستی گزینه) هاي غلط استفاده از مثال نقض براي رد کردن گزینه(

A A(I A)(I A) I A A A I A A A I         
221 1 1 1 1

2 2 2 2 2  

I)پذیر و   معکوس(I+A) ،بنابراین A) I A  1 1
  . است2
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 فرض کنید  :18مثالA A2 و B I A  ؟تر است  در اینصورت کدام گزینه کامل  
1 (B2  .پذیر است  همواره وارون ( و ماتریس A،اي که   وجود دارد به گونهBناپذیر باشد  وارون.  
3( Bاگر ) 4  . همواره منفرد است 1 ،Bپذیر است  وارون.  
 قرار دهیم    اگر»  4«گزینه   :پاسخ A I و  1شود  ، نتیجه میoB توانـد    می)2( و گزینه ، نادرست)1( گزینه ، بنابراین.ناپذیر است  که وارون؛

اگـر  . کنیم  را بررسی میها سایر گزینه ولی از آنجا که طراح سوال کاملترین گزینه را خواسته است،  .درست باشد  1   و قـرار دهـیم C I A
 

 1، 
  :شود نتیجه می

( )A ABC (I A)(I A) I A A A I ( )A I o I                  
     

2 222 1
1 1 1 1  

CBشود   می نتیجه،به همین ترتیب I. بنابراین اگر  1 ،باشد Bپذیر و   وارونB I A 
 

 
1

تواند به ازاي   میB که  لذا تنها مقداري از ؛1
پذیر باشد  آن وارون 1توجه کنید که اگر .شود این مثال، حالت کلی مثال قبل را شامل می. کاملترین گزینه است) 4(جه گزینه  است و در نتی   

Bباشد، آنگاه  Iنیز نادرست است» 3«لذا، گزینه . باشد پذیر می  و در نتیجه وارون.  

Aدلخواهی باشد که  ماتریس Aاگر  :2نتیجه          A2 و  1، آنگاه I A پذیر و   وارون(I A) I A 
   

 
1

  .است1

 اگر  :19مثالA؛ ماتریس دلخواهی باشد بطوریکه A A2 و I A ناپذیر باشد  وارون ( )،آنگاه :  
  . وجود ندارد ايچنین ) 2  . مقادیر مختلفی داردA ،با توجه به ) 1
 لزوماً باید )3 14  . باشد (تواند اختیار کند د متناهی مقدار را می تعدا.  
 واضح است که فقط به ازاي ،با توجه به حل تست قبل»  3«گزینه  :پاسخ  1 ، I A ناپذیر باشد تواند وارون  می.  
 مربعیماتریس :10تعریف  Aثبت  عدد صحیح و مه هرگا ،یمی را پوچ توان گوk وجود داشته باشد بطوریکه؛ kA o.  
 مربعیماتریس :11تعریف  Aهرگاه ،یمی را خود توان گو A A2 باشد.  

 ماتریس  :20مثالA
 

  
 

1 
 

B یک ماتریس خود توان و ماتریس 
 

  
 1
 


  : زیرا.پوچ توان است یک ماتریس 

          
         

A , B
           

              
           

2 21 1 1
1 1  

 گر ا :13نکتهA پوچ توان و kA oآنگاه ، باشد I Aپذیر است و داریم  معکوس:  k(I A) I A A A      1 2 1  
k  :اثبات k k k k(I A)(I A A A ) I A A (A A A A ) I A I o I                   2 1 1 2 1    

I ،بنابراین Aپذیر است و داریم  معکوس:  
  k(I A) I A A A      1 2 1  

 فرض کنید  :12تعریفA یک ماتریس پوچ توان است؛ در اینصورت کوچکترین عدد صحیح k که به ازاي آن kA oي پوچی   است، را مرتبه
  .نامیم  میAماتریس 

kAهاي   ماتریسآنگاه باشد، kک ماتریس ي پوچی ی توجه کنید که اگر مرتبه , ,A ,A1 2 ناصفرند و kA oاست .  
 اگر  :14نکتهA و Bهایی   ماتریسn n پوچ توان وAB BAی به ازاي هر یعن. ها نیز پوچ توان است گاه هر ترکیب خطی آن  باشد، آن

,  ماتریس A B نیز پوچ توان است .  
  : است؛ در اینصورت داریمk برابر Bي پوچی ماتریس   و مرتبهm برابر Aي پوچی ماتریس   فرض کنید مرتبه:اثبات

  m k m k m k (m k ) m k m k m km k m kAB BA( A B) A A B A B
k

                       
   

1 1
1   

  
k

m k m k m k m k m k i i k i i m

i

m k m k
A B B A B A

k i
        



     
               

1 1 1 1
1  

  A B نیز پوچ توان است   .
m km

m j k j m j j k

j

om k A o,B oooA B B
k j

  



    
        


1

  

  
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ABتوجه کنید که شرط  BAبه عنوان مثال؛ فرض کنید . ي این شرط، حکم موردنظر لزوماً برقرار نیستر لازم است؛ یعنی در صورت عدم برقرا

A
 

  
 

1
 

B و 
 

  
 1
 


A، در اینصورت 
 

  
 

2  
 

B و 
 

  
 

2  
 

A هر دو پوچ توانند، ولی B و A  و در نتیجه B
 

   
 

1
1



 پوچ 

ABاز آنجا که(  نیست توان BA
   

     
   

1
1

  
  

AB، پس شرط  BAست برقرار نی.(  

 اگر  :15نکتهAگاه به ازاي هر  پوچ توان باشد، آن ماتریس ،I A پذیر است  معکوس.  
 شود؛  نتیجه می)13نکته  (پس با توجه به نکات قبل . استنیز پوچ توان A، ماتریس  به ازاي هر، پوچ توان است؛ بنابراینA چون :اثبات

I A I ( A)    ي پوچی  که مرتبه پذیر است و با فرض این  وارونA برابر kداریم؛ است :  
  k k k k(I A) (I ( A)) I ( A) ( A) ( A) I A A ( ) A                         1 1 2 1 2 2 1 1 11   

 فرض کنید  :21مثالAناصفر است که ماتریسی A o2 و A o3در اینصورت .  است(I A) 11
  : برابر است با2

1 (I A A  21 1
2 4  2 (I A A  21 1

2 4  

Iماتریس  )3 A
1
I) 4  .ناپذیر است  وارون2 A

1
2  

 ه نکته قبل، کافی است قرار دهیم با توجه ب » 2«گزینه  :پاسخ 
1
k و 2    :شود ، در اینصورت نتیجه می3

  (I A) I A ( ) A I A A       1 2 2 21 1 1 1 1
2 2 2 2 4  

 اگر:16نکته A آنگاه ، پوچ توان باشد Aاست) منفرد(ناپذیر   معکوس.  
kA فرض کنیم :اثبات o.بنابر برهان خلف فرض کنیدچنین، هم  Aدانیم که اگر  می. استپذیر   وارونAپذیر باشد  وارون، kAپذیر است و   نیز وارون

k k(A ) (A ) 1 kA با اینکه  و این؛1 o ،تناپذیر اس  چرا که ماتریس صفر وارون.دارد تناقض  است.  
 هاي قطر اصلی آن صفر باشند، پوچ توان است هر ماتریس بالا مثلثی که درایه :17نکته.  

n؛  فرض کنیم:اثبات nA در اینصورت واضح است که سطر آخر ماتریس .هاي صفر روي قطر اصلی باشد  یک ماتریس بالا مثلثی با درایه A ، صفر سطر
شود که در   نتیجه می، اگر همین روند را ادامه دهیم. ماتریس داریمپایین حداقل دو سطر صفر در A2 که در ماتریس ،شود یبه سادگی نتیجه م. است

nA ،ینبنابرا.  استnAمعادل با صفر بودن و این  سطر صفر داریم n حداقل nAماتریس  o و Aلازم بذکر است که ممکن است .  پوچ توان است
nA لزوماً n که براي ، و نتیجه گرفتیم حالت کلی را در نظر، در اینجا براي اثبات. نیز صفر شوندAتوانهاي کوچکتري از  o کتاب 5در فصل  (.شود می 

   ).رسد ، این نکته یک نتیجه بدیهی به نظر میهاي مشخص جملهمفهوم چندبعد از بیان 
 هاي قطر اصلی آن صفر باشند، پوچ توان است هر ماتریس پایین مثلثی که درایه :18نکته.  

n یک ماتریس Aشود که اگر   مشابه نکته قبل ثابت می:اثبات nآنگاه با شرایط فوق باشد ، nA oشود  می.  

  )در صورت وجود (Aروش تعیین معکوس ماتریس 
  :کنیم براي تعیین معکوس یک ماتریس دو روش را بیان می

  .ـ تعیین معکوس با استفاده از تشکیل ماتریس افزوده و اعمال سطري مقدماتی1 
  .پردازیم  بعد به آن میـ تعیین معکوس با توجه به ماتریس الحاقی و دترمینان ماتریس؛ که در فصل2

  . پلکانی آشنا شویم–هاي سطري  ، لازم است؛ ابتدا با اعمال سطري مقدماتی و ماتریسقبل از ارائه روش اول
 اعمال سطري مقدماتی روي یک ماتریس عبارتند از :13تعریف:  
  ـ تعویض دو سطر با یکدیگر1
  ـ ضرب کردن یک سطر از ماتریس در یک اسکالر ناصفر 2
  ضافه نمودن مضربی از یک سطر به سطر دیگرـ ا3
ماتریس   :14 تعریفn nE هرگاه بتوان آن را از ماتریس همانی،میی را یک ماتریس مقدماتی گو   nIیک عمل سطري مقدماتی بدست آورد ، تنها با انجام .  



  11  جبر خطی  مدرسان شریف   

 ماتریس  :22مثالE
 
  
  

1

1
1

1

 
 

 
  : یک ماتریس مقدماتی است، زیرا

R    )جابجایی دو سطر(   RI 
   
       
      

1 23

1 1
1 1

1 1

   
   
   

  

 ،به همین ترتیب
 


 
E

 
   
  

2

1
2 1

1
  . نیز مقدماتی است

R    )فزودن مضربی از یک سطر به سطر دیگرا(   R RI E 
   
        
      

   
  
   

2 2 12
3 2

1 1
1 2 1

1 1
  

Eولی ماتریس 
 
   
  

3

1
1 1 1

1

 

 
  .  مقدماتی نیست

Rبه عنوان مثال، نماد . دهیم  نمایش میiRام از ماتریس را با نماد -iتوجه داشته باشید؛ که در این بخش همواره سطر  R1  در بالا یعنی سطر اول و 2
  .کنیم دوم را جابجا می

 ماتی به طور کلی چند ماتریس مقد :23مثال2   : داریم2
1 (4  2 (5  3( 6  4 (7  
 هاي مقدماتی ماتریس»  2«گزینه  :پاسخ2   :  عبارتند از2

k(  kماتریس مقدماتی حاصل از ضرب کردن سطر اول در اسکالر ناصفر (  
)



 
 
 

1 1  

(  )kرب کردن سطر دوم در اسکالر ناصفر ماتریس مقدماتی حاصل از ض(  
k



 
 
 

12  

(  )ماتریس مقدماتی حاصل جابجایی دو سطر اول و دوم(  



 
 
 

13 1  

k  ) برابر سطر دوم به سطر اولkماتریس مقدماتی حاصل از افزودن (  
)

 
 
 

14 1   

(  ) برابر سطر اول به سطر دومkافزودن ماتریس مقدماتی حاصل از (  
k
 

 
 

15 1  

 هاي مقدماتی روي  تعداد ماتریس  :19نکتهp برابر با (p )4   .  است1
p ،(p با توجه به مثال فوق و اینکه در   :اثبات )1شـود کـه در     اسکالر ناصفر داریم؛ نتیجه میp ،p 1    ،مـاتریس مقـدماتی از دسـته اول p 1 

pماتریس مقدماتی از دسته دوم،       1 ،ماتریس مقدماتی از دسته چهارم p 1 یک مـاتریس مقـدماتی از دسـتۀ سـوم      ماتریس مقدماتی از دسته پنجم و
kحال با توجه به اینکه در صورتیکه مضرب  . داریم) هاي شرح داده شده در مثال فوق        دسته( 1     در نظر گرفته شود، مـاتریس مقـدماتی بدسـت آمـده در 

2هاي مقدماتی  شود؛ بنابراین یک ماتریس مقدماتی تکراري در کل داریم و لذا تعداد کل ماتریس  یکسان میهاي اول و دوم دسته  برابر است p روي 2
p)): با ) (p ) (p ) (p )) (p )          1 1 1 1 1 1 4 1  
 دو ماتریس  :15تعریفA و Bتعداد متناهی عمل سطري مقدماتی بدست آوردانجام با ،گاه بتوان یکی را از دیگري هر؛ را هم ارز سطري مقدماتی گویند .  

 ماتریس  :24مثالA و B؛اند  هم ارز سطري مقدماتی  

B

 
 
 
 
 
 

1 3 1
1 

  
  

A   و    

 
  
 
 
  

1 3 1
1 3

2 6 2
1 3 1

  
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  :یدآ می بدست A عمل سطري مقدماتی از ماتریس 3 با انجام B ماتریس ،زیرا

R

R

R

A B






    
        
   
   

    

1
1

1

2

1 3 1 1 3 1
1 3 1

2 6 2
1 3 1

  
  
  

  

ي ناصفر در   درایهاولینو یا اینکه  سطرهاي صفر آن در پایین ماتریس قرار دارند . ساختار قابل توجهی داردBبینید، ماتریس  طور که در مثال بالا می همان
  .روي آن را در نظر بگیرید مقدماتی انجام شده –براي روشن شدن بیشتر مطلب؛ ماتریس زیر و اعمال سطري  .هر سطر یک است

  
 

   
   

   

( )
R

RR

RR R

A

 





 

     
                                

           

1
21

31 2

1
2 3 11 53 24 5

1 3 2 4 1
1 3 2 4 1 1 3 2 4 1 1 3 2 4 1 1 1 1
2 3 1 5 2 3 3 3 1 1 1 1 211 4 2 6 3 1 4 2 2 5 1 2 5
4 9 7 13 1 3 1 3 5 2 5   

 
 
 
 
 
 
 

  

5
2 21
5 5

  

  
 

 

  

B



 
 
 
    
 
 

  

5
2

1 3 2 4 1
1 1 1

1 21 5 5
211 2

  

اي بودیم، که شرایط مشابهی با مثال قبلی داشته   به گونهB، به دنبال رسیدن به ماتریس Aعمال سطري مقدماتی روي ماتریس بینید؛ با انجام ا میطور که  نهما
  .دیبراي کلیت بخشیدن به بحث بالا؛ تعریف زیر را در نظر بگیر. هاي معادلات خطی دارند قش مهمی در حل دستگاهها ن این دسته از ماتریس. باشد
 ماتریس  :16تعریفA پلکانی گوییم، هرگاه در شرایط زیر صدق کندـ را یک ماتریس سطري :  
  . در پایین ماتریس قرار داشته باشند، تمام سطرهاي صفر-1
  .گویند که به آن یک پیشرو می.  باشد1 صفر هر سطر از سمت چپ،  اولین درایه غیر-2
  . یک پیشرو هر سطر در سمت راست یک پیشرو سطر بالاي آن قرار داشته باشد- 3

 – ، در واقع فرم سطريبوددست آمده   بهA؛ که از انجام اعمال سطري مقدماتی روي B ماتریس ،هاي قبل از تعریف بینید در مثال طور که می همان
  .باشد  میAپلکانی 

 هاي زیر سطري ـ پلکانی هستند ماتریس :25مثال.  

C
 
  
  

1
1



 

B و 
 

  

1 4 6
1 2

A و 
 
  
  

1 2 3
1 

  
  

  .  پلکانی نیستند ـهاي زیر سطري و ماتریس

F
 
  
  

1 3 2

1 4
  


E و 
 
  
  

1 3 6
2 3

1

 

D و 
 

  
  

1 4 2
1

1 2
 


  

  . برقرار نیست، از تعریف1شرط F و در ماتریس2 شرط E، در ماتریس 3 شرط Dدر ماتریس 
 ماتریس  :17تعریفAهرگاه ماتریس ، را یک ماتریس سطري ـ پلکانی تحویل یافته گوئیم Aرایه غیر  پلکانی باشد و بعلاوه یک پیشرو تنها د ـ، سطري

  .صفر ستون خود باشد
 با انجام عملیات سطري مقدماتی روي ماتریس سطري ـ پلکانی آن، ، فقط کافی است؛ یک ماتریسي براي تعیین ماتریس سطري ـ پلکانی تحویل یافته

  . هاي پیشرو در آن را صفر کنیم عناصر غیر صفر بالاي یک
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A

 
  
 
 
   

1 2 4 3
2 4 6 3
1 1 4 1
3 5 1 2

 هم ارز سطري مقدماتی ماتریس ي  پلکانی تحویل یافتهـماتریس سطري  :26مثال A را بدست آورید.  
  
  
  

R

R ( )
R R

R

R R

A



  




 

           
                  
          
       

             

     
     

   

2
1

2 3
1
1 2

2
2 1

3

1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3
2 4 6 3 2 3 1 4 1 4
1 1 4 1 1 4 2 3 2 3
3 5 1 2 1 2 7 1 2 7 1 2 7

  

R

( )

R



 



                   
       
             

  
    

     
       

3

3

4

1
2

2

1 4 5 1 111 4 5
1 4 1 41 4 3 32 3 1 12 22 3 2 3

  

  .بوضوح، ماتریس آخر، یک ماتریس سطري ـ پلکانی تحویل یافته است
 تحویل یافته است پلکانی ـ هم ارز سطري مقدماتی با یک ماتریس سطري ـ پلکانی و یک ماتریس سطري، هر ماتریس:3قضیه .  

   ـپلکـانی و یـا سـطري   ـ توان به ماتریس سـطري     می،اي از عملیات سطري مقدماتی بوضوح با شروع از هر ماتریس و انجام دنباله، با توجه به تعریف:اثبات
  . هم ارز مقدماتی آن رسید،ي پلکانی تحویل یافته

 ؟هاي زیر صحیح است کدامیک از گزینه :27مثال  
  .پلکانی نداردـ هم ارز سطري ماتریس صفر، ) 2  .پذیر است  هم ارز سطري یک ماتریس قطري وارون،یسهر ماتر) 1
  . هم ارز سطري ماتریس همانی است،هر ماتریس مربعی) 4  . استI هم ارز سطري ،پذیر هر ماتریس وارون)3
 4( و )2(، )1(هـاي    گزینـه ، بنابراین. پلکانی آن خودش است  ـطريناپذیر است که فرم س ماتریس صفر یک ماتریس قطري وارون  »3«گزینه  :پاسخ( 

پـذیر    یک ماتریس وارون،پذیر  با توجه به روند یافتن معکوس یک ماتریس وارونطور که در ادامه خواهیم دید؛ همان. باید صحیح باشد  ) 3(ي      غلطند و گزینه  
n دو طرفه است؛ یعنی ماتریس دلخواه در واقع این رابطه. لزوماً هم ارز سطري ماتریس همانی است   nA هـم ارز سـطري   ، اگر وتنهـا اگـر   پذیر است  وارون

  . باشدnIماتریس مقدماتی 
 هم ارز با ماتریس زیر را بیابیدي پلکانی تحویل یافتهـ ماتریس سطري ـ پلکانی و سطري  :28مثال .  

   
 
 
 
 

  

2 6 2 2
2 1 9

3 9 2 2 19
2 6 2 2

 
  

 

  

  .شوند هاي زیر حاصل می  ماتریس،بعد از انجام عملیات سطري مقدماتی لازم

: ماتریس سطري ـ پلکانی

  
 
 
 
 
 
  

1 3 1 1
1 91 2 2
1 1

 

  

   
     

: ماتریس سطري ـ پلکانی تحویل یافته         ،

  
   
   
     

 
 
 
 
 
 

1 3 3
1 4

1 1  

  .پردازیم که در بخش بعد به آن میباشد   در حل دستگاههاي معادلات خطی می،نی تحویل یافته پلکا-  پلکانی و سطري- هاي سطري کاربرد اصلی ماتریس
توان به جاي انجام  دهیم که می ي بعد نشان می در قضیه. رسیم کنیم که با انجام هر عمل سطري مقدماتی روي ماتریس همانی به یک ماتریس مقدماتی می یادآوري می

توانیم به این  در واقع با استفاده از این قضیه می.  ماتریس،  آن ماتریس را از چپ در ماتریس مقدماتی متناظر با آن عمل ضرب کردیک عمل سطري مقدماتی روي یک
  .هاي مقدماتی است اي از ماتریس  ماتریس از چپ، در دنباله کردن معادل با ضرب،نتیجه برسیم که انجام اعمال سطري مقدماتی روي یک ماتریس

 اگر   :4قضیه e     یک عمل سطري مقدماتی و Eیعنـی  ؛ ماتریس مقدماتی متناظر با آن باشد E e(I))   مـاتریسE   از انجـام عمـل e مـاتریس   روي
e(A)  :  داریم ،A  دلخواه مانند در اینصورت براي هر ماتریس.)بدست آمده استهمانی  EA  
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عمـل  ، e فـرض کنیـد کـه    .کنـیم  هر عمل را بررسی میاثر  ،به صورت جداگانه براي اثبات    ؛ از اعمال سطري مقدماتی است     یکی ،e با توجه به اینکه   : اثبات

 باشد و kدر اسکالر ماتریس ام -iضرب کردن سطر 
n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a




   


 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2

  :در اینصورت داریم . باشد

  

n

i i inn

n n nn

a a a

ka ka kaE e(I ) EA e(A)
k

a a a

 
  
  
  
     
  
  
      

11 12 1

1 2

1 2

1
1

1



    


    
   

     


    
   

     


    

  

توان براي دو عمل دیگر سطري  به همین ترتیب می.  باشد، قضیه برقرار استk ضرب کردن سطري از ماتریس در اسکالر ناصفر  عملe اگر ،بنابراین
  .مقدماتی، درستی قضیه را بررسی کرد

 اگر ماتریس    :20نکته B    از ماتریس A با انجام اعمال سطري مقدماتی ne , ,e ,e 2 nEهاي مقدماتی  س بدست آمده باشد و ماتری1 , ,E ,E 2 1، 
n  :   داریم؛متناظر با این اعمال سطري مقدماتی باشند nB E E E A 1 1  

 را e2 و سپس عمـل  e1یعنی اگر ابتدا عمل سطري مقدماتی .  استAترتیب اعمال سطري مقدماتی انجام شده روي   ،  ي بالا     ي حائز اهمیت در نکته      نکته
E انجام دهیم؛ ماتریس حاصل برابر با Aروي ماتریس    E A2  انجام دهـیم؛ مـاتریس حاصـل    A را روي ماتریس e1 و سپس عمل e2، ولی اگر ابتدا عمل 1

Eبا برابر  E A1   . است2

 فرض کنید :29مثال A
 
    
  

1 2 3
1 1 2

2 3 5
B و 

 
   
  

1 2 3
1 5

4

 

Bهاي زیر در رابطه  در اینصورت کدامیک از ماتریس. هم ارز سطري باشند PA 

  .کندصدق می

1 (

P
 
   
  

1
1 1
1 1 1

 


  2 (

P
 
   
  

1
1 1

1 1 1

 


  3( 

P
 
   
  

1
1 1
1 1 1

 


  4 (

P
 
   
  

1 1
1 1
1 1 1




  
 توان ابتدا  می» 3«گزینه :پاسخA1 سپس را محاسبه وP BA   این است کهروش دیگر.  که طولانی و خسته کننده است؛ را بدست آورد1

  .ي مقدماتی استفاده کنیمهااز ماتریس

R

R R
A B

 

     
             
            

1

1 22

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 2 1 5 1 5

2 3 5 1 1 4
 
  

  
  : هاي مقدماتی متناظر با آنها به ترتیب برابرند با  که ماتریس؛آید  بدست میA عمل سطري مقدماتی از 3 با انجام B ماتریس ،بنابراین

E
 
   
  

3

1
1
1 1

 
 


E   و
 
   
  

2

1
1

2 1

 
 


E و 

 
   
  

1

1
1 1

1

 


 
  

Bدانیم؛ و بنابر نکته قبل می E E E A 3 2 P: ، بنابراین1 E E E
 
    
  

3 2 1

1
1 1
1 1 1

 
  

 لازم براي رسیدن همان ترتیب از اعمال سطري مقدماتیِجام مستقیم و با ان، به صورت E3 و E1 ،E2هاي   توان بدون محاسبه ماتریس     توجه کنید که می   
  . را به دست آورد P؛ ماتریسI روي B به Aاز 

R

R R
I 

 

     
           
            

1

1 2
3

2

1 1 1
1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

     
   
  

P

  

  طبق تعریف
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 پذیر است  هر ماتریس مقدماتی، معکوس:5قضیه.  
  .هاي مقدماتی، اثبات بدیهی است  با توجه به تعریف ماتریس:اثبات

nپذیر و   نیز معکوسnI از طرفی واضح است که    .پذیر است  پذیر، معکوس  هاي معکوس  ماتریسدانیم که حاصلضرب     از قبل می   nI I 1 توان  میپس  .است
  .قضیه زیر را بیان کرد

 ماتریس  :6قضیهn nA اگر و تنها اگر ،پذیر است  معکوس Aري مقدماتی  هم ارز سطnIباشد .  
فـرض  حـال اگـر   .  بدسـت آورد A را با تعداد متناهی عمل سطري مقـدماتی از  nIتوان   میپس .است nI هم ارز سطري مقدماتی    A فرض کنیم    :اثبات
kE هاي  سطري مقدماتی موردنیاز، ماتریسمالهاي مقدماتی متناظر با اع  ماتریس؛کنید , ,E ,E2 1داریم؛ باشند :  

)1       (n k kI E E E E A 1 2 1  
kEدانیم که  می , ,E ,E2 1را در معکوس ) 1( اگر طرفین رابطه پس). پذیرند هاي مقدماتی معکوس ماتریس(پذیرند   معکوسiE ضرب کنیماز چپ ها، 

k)2(    :شود نتیجه می k nE E E E I A   
 1 1 1 1

1 2 1  
  :پذیر و داریم  نیز معکوسA ماتریس ، بنابراین.پذیر است  معکوس،پذیر نیز پذیر و حاصلضرب تعداد متناهی ماتریس معکوس ها نیز معکوسiE1 ؛از آنجا که

  )3    (k k n k k nA (E E ...E E I ) E E ...E E I     
  1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 2 1  
 از آنجا که ضرب ماتریس .بدست آورد nI در ماتریس همانیE1 ،  ... ،kEهاي  توان از ضرب ماتریس  را میA1کند که ماتریس  بیان می) 3 (ي رابطه
 به سادگی دیده ، بنابراین؛ماتریس استآن روي ،  مقدماتی ماتریس معادل انجام عمل سطري مقدماتی متناظر با آن ،اتی از چپ در یک ماتریسمقدم

علاوه موضوع، این . رسیم  میA1 به ، انجام شودnI برسیم، روي nIشود تا به   انجام میAهمان ترتیب اعمال سطري مقدماتی که روي اگر شود که   می
 در (A1روش بدست آوردن ماتریس ؛ )طرف دوم قضیه(است nIارز سطري مقدماتی  پذیر باشد، حتماً هم  معکوسA اگر ماتریس ؛دهد بر اینکه نشان می

  .کنیم ي قضیه بیان می نتیجهصورت  کند؛ که آن را به را نیز، ارائه می) صورت وجود
nبراي تعیین معکوس ماتریس     :3نتیجه          nA )ماتریس ) در صورت وجودA و nI را کنار هم به صورتn[A I ]کنـیم بـا     و سعی مـی نویسیم  می

 تبدیل nI به A در اینصورت هنگامی که ماتریس .دهیم انجام می نیز nIا همزمان روي  ربرسیم و این اعمال nI به Aاعمال سطري مقدماتی از ماتریس  
  . تبدیل شده استA1 به ماتریس nIریس چین مات  نقطه در طرف دیگر ،شود
 معکوس  :30مثالAرا با استفاده از اعمال سطري مقدماتی تعیین کنید .  


A

 
   
  

1 1 2
3 2 4

1 1
  

 ابتدا ماتریس   :پاسخ[A I]کنیمال سطري مقدماتی را اعمال میدهیم و سپس اعم را تشکیل می.  
IA

R
R R

R
[A I]

A

 
      

      
       

   
 
 



 






                         
 

   
      
    

3
2

1 3

2

3 2

1

1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1
3 2 4 1 1 2 3 1 1 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 3 1 1

1 2 1 2 1
1 3 1 2 3 1 2

1 3 1 1 3 1 1




 
 

   

کنـیم عناصـر قطـر اصـلی را بـه یـک        ابتدا سعی می؛ بنابراین همیشه.با استفاده از اعمال سطري مقدماتی است، nI به A رسیدن از ،توجه کنید که هدف  
دهـیم تـا    این سیاست را از اولین عنصر قطر اصلی شروع کرده و به ترتیب ادامه می. بوط به آنها را به صفر برسانیم       سپس سایر عناصر ستون مر     ؛تبدیل کنیم 
  . برسیمnIبه ماتریس 

یـا  (ناپـذیر    لزوماً معکوس؛ نباشدnI  هم ارز سطري مقدماتی، اگر یک ماتریس؛توان از قضیه بالا گرفت این است که نتیجه دیگري که می    :4نتیجه           
  .است) منفرد

  

  
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 پذیر است  معکوسرو روبهآیا ماتریس  :31مثال.  


  

R

R
A





   
       
      

1

1

2
2

3 1 4 3 1 4
6 3 1 1 7
6 2 8

  

  .ذیر استناپ  باشد و لذا معکوسI3تواند هم ارز سطري مقدماتی   نمیA چون یک سطر صفر داریم، ماتریس
هر (ناپذیر است   در صورت داشتن هر یک از شرایط زیر لزوماً معکوس،توان نتیجه گرفت که یک ماتریس دلخواه با توجه به بحث بالا می :5نتیجه           

  .)کند یک از شرایط به تنهایی کفایت می
  .آن صفر باشد) ستون(یک سطر ) 1
  .باشد) ها ستون( یا اینکه به صورت مجموعی از مضارب دیگر سطرها ،دیگر باشد) ستون (آن به صورت مضربی از سطر) ستون(یک سطر ) 2
 ؟پذیر است هاي زیر وارون کدامیک از ماتریس :32مثال  

1 (

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 11 12
3 2 1




  2 (

 
 
 
 
 
 

2 3 1 2
4 1 5 2
3 4 5 8
1 1 

  3( 

 
 
 
 
 
 

3 2 1 4
1 3 6

1
5


  
  

  4 (

  
 
 
 
 
 

1 2 3 1
1 2 1 5
2 4 2 1
4 3 2 1


  

 داریم )1(در ماتریس گزینه » 2«گزینه  :پاسخ R R R 3 2 و در  بنابراین سطر سوم ماتریس به صورت مجموعی از ضرایب سطرهاي اول و دوم ؛12
R) برابر سطر سوم است 5سطر چهارم،  )3(گزینه در ماتریس . ناپذیر است  واروننتیجه R )4  ، نیز)4(در ماتریس گزینه . ناپذیر است ریس وارونبنابراین مات35

R) برابر سطر دوم است وسطر سوم د R )3   .است) 2(ي  پذیر باشد، گزینه تواند وارون  پس تنها ماتریسی که می.ناپذیر است  بنابراین وارون22
 هاي قطر اصلی آن ناصفر باشند اگر و تنها اگر تمام درایه،ر استپذی  مثلثی و یا قطري وارونپایین ، ماتریس بالا مثلثییک :21نکته.  

اي از  شود که شرط لازم و کافی براي اینکه بتوان با انجام دنباله میدیده  یک ماتریس در روش ماتریس افزوده بوضوح  معکوسبا توجه به روند یافتن: اثبات
. هاي قطري آنها ناصفر باشد  رسید، این است که تمام درایهیمثلثی و یا قطري به ماتریس همانعملیات سطري مقدماتی روي یک ماتریس بالا مثلثی، پایین 

  .رسد ها، این نکته بدیهی به نظر می پذیري ماتریس البته در فصل بعد، هنگام تعریف دترمینان یک ماتریس و رابطه آن با وارون

 فرض کنید  :33مثالn و 
cos sin

n nA
sin cos

n n

   
  

  
  

  : برابر است باnA2 در اینصورت ،

1 (A   2 (
cos sin

n n

sin cos
n n

  
 
 

    

  3( 
sin cos

n n

cos sin
n n

   
 

  
  

  4 (I2  

 فرض کنید»  4«گزینه  :پاسخ:  

  cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin
B( ) B ( )

sin cos sin cos sin cos sin cos cos sin

                    
                             

2 2
2

2 2
2

2
  

  cos sin
sin cos

   
    

2 2
2 2  

  :شود به هیمن ترتیب نتیجه می

  n cos( n ) sin( n )
B ( ) , n ( )

sin( n ) cos( n )
   

     
2 2 2 12 2   و  ... وcos sin

B ( )
sin cos

   
     

4 4 4
4 4  

 قرار دهیم )1(ي   در رابطهحال اگر
n


 ،شود  نتیجه می:  n n cos( ) sin( )
A B ( ) I

sin( ) cos( )n
     

          
2 2

2
2 2 1
2 2 1




  

  
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 مانند   دلخواهبه ازاي هر ماتریس :34مثالA ماتریس متقارن ،S و پاد متقارن W؛ بطوریکه  وجود داردA S W .   

 کافی است قرار دهیم :پاسخ tS (A A ) 
1
tW و 2 (A A ) 

1
2 .  

 ؟هاي زیر صحیح نیستکدامیک از گزینه :35مثال  
  .وع دو ماتریس متقارن و پاد متقارن نوشتتوان به صورت مجم هر ماتریس دلخواه را می) 1
nAB بطوریکه رابطه ، وجود داردB و A  مانند ماتریسود) 2 BA I برقرار باشد .  
I آنگاه ، پاد متقارن باشدA  ناصفر اگر ماتریس)3 Aپذیر است  وارون.  
  . است منفردA آنگاه ، پوچ توان باشدAاگر ) 4
 دانیم که به ازاي هر دو ماتریس مانند  از قبل می»  2«گزینه  :پاسخA و B رابطه ،nAB BA I زیرا. (تواند برقرار باشد  نمی :
n(tr(AB BA) n tr(I )    . هاي قبلی ثابت شده   نیز در نکات و مثال4 و 1هاي   کنید که درستی گزینهتوجه. غلط است» 2«بنابراین گزینه

  .پردازیم هاي بعد به اثبات آن می در فصلبگیریم که در نظر را نیز به عنوان یک نکته » 3«توانیم گزینه  همچنین می. است
I پادمتقارن باشد، آنگاه  یک ماتریسAاگر : نکته Aپذیر است ن وارو.  

 است) بالا مثلثی( مثلثی پایینیک ماتریس )  مثلثیپایین(معکوس هر ماتریس بالا مثلثی  :22نکته.  
شود که اگر ماتریس سمت چپ  با توجه به روند تعیین معکوس یک ماتریس به کمک ماتریس افزوده و اعمال سطري مقدماتی به سادگی دیده می:اثبات

  .خواهد بود) بالا مثلثی( مثلثی پایینچین در انتها  باشد، ماتریس سمت راست خط)  مثلثیپایین(ثی چین در ابتدا بالا مثلخط
nABکنیم که  اي تعیین می  را به گونهB ماتریس ، است)پایین مثلثی ( بالا مثلثیA با فرض اینکه :روش دیگر Iشود که   بدین گونه نتیجه می . باشد

B ًباشد) بالا مثلثی ( مثلثیپایینباید  لزوما .    
در واقع، تمام مباحث و نکات مطرح شده در مورد سـطرهاي  . توان اعمال ستونی مقدماتی نیز تعریف کرد توجه کنید که همانند اعمال سطري مقدماتی، می      

در ادامه به صورت خلاصه . ال ستونی مقدماتی بیان کردهاي یک ماتریس و یا اعم توان در مورد ستون یک ماتریس و همچنین اعمال سطري مقدماتی را می    
  . کنیم به اعمال ستونی مقدماتی و نکات مربوط به آنها اشاره می

 اعمال ستونی مقدماتی روي یک ماتریس عبارتند از :18تعریف :  
   . ـ تعویض دو ستون با یکدیگر1
  . از ماتریس در یک اسکالر ناصفرـ ضرب کردن یک ستون2
  .  نمودن مضربی از یک ستون به ستون دیگرـ اضافه3
 ماتریس  :19تعریفE را ستونی مقدماتی گوییم، هرگاه بتوان آن را با انجام یک عمل ستونی مقدماتی روي ماتریس همانی nIبدست آورد  .  
 دو ماتریس  :20تعریفA و Bن با انجام تعداد متناهی عمل ستونی مقدماتی روي یکی از دو ماتریس،  را هم ارز ستونی مقدماتی گویند، هرگاه بتوا

  . ماتریس دیگر را بدست آورد
 ماتریس  :21تعریفAرا یک ماتریس ستونی ـ پلکانی گوییم، هرگاه در شرایط زیر صدق کند :   
  . هاي صفر در سمت راست ماتریس قرار داشته باشند ـ تمام ستون1
  . گویند  که به آن یک پیشرو می،دهر ستون از بالا، یک باشـ اولین درایه غیرصفر 2
  . ـ یک پیشرو هر ستون بالاي یک پیشرو ستون سمت راست آن قرار داشته باشد3
 هاي زیر ستونی ـ پلکانی هستند ماتریس :36مثال .  

  A , B , C
   

                   

   
 

   
 



1 11 13 1 2 1
  

 هاي زیر ستونی ـ پلکانی نیستند ماتریس  :37مثال .  

   A , B , C
 

                


   

  
  

  

1 1 1 2
1 1 1    

  .  شرط دوم از تعریف نقض شده استC ، شرط اول و در ماتریس B ، شرط سوم؛ در ماتریس Aدر ماتریس 
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 ماتریس  :22تعریفA یم، هرگاه ماتریس ی را یک ماتریس ستونی ـ پلکانی تحویل یافته گوA   یـک پیـشرو، تنهـا    بـر آن  ، ستونی ـ پلکانی باشد و عـلاوه
  . ناصفر سطر خود باشددرایۀ 

به همین ترتیب قضایاي مشابهی نیز برقرارند . باشد شود که تمام تعاریف فوق، کاملاً شبیه تعاریف متناظر در باب اعمال سطري مقدماتی می بوضوح دیده می  
  . ارائه کردهاي متناظري براي قضایاي این بخش  توان اثبات بدیهی است که می. کنیم که آنها را بدون اثبات بیان می

قبل از بیان قضایا، توجه کنید که براي تعیین فرم ستونی ـ پلکانی یا ستونی ـ پلکانی تحویل یافتۀ یک ماتریس، باید با استفاده از اعمال سـتونی مقـدماتی،     
ها، برقراري شـرط   هایت با جابجایی ستونهاي سمت راست یک را صفر کرد و در ن ابتدا اولین درایۀ ناصفر هر ستون را به یک تبدیل کرد و سپس تمام درایه       

   .)چپ یک پیشرو را به صفر تبدیل کردهاي سمت راست و  البته در فرم تحویل یافتۀ ستونی ـ مقدماتی باید تمام درایه(  را ایجاد کرد 3و1
 اتریس تحویل یافتۀ ستونی ـ مقدماتی هم ارز با ماتریس م :38مثالAرا بدست آورید  .  

  
c cc c c

c c c c c c c c c

c c c

A
  

     

 

       
                 
                

     
     
  

2 32 2 1
3 3 1 3 3 2 2 2 3

1 1 3

1 1
2 4 5

13 2
52

5

1 2 3 1 1 1
4 8 4 8 1 1

2 3 2 4 3 2 1 5 1
  

توان به جاي انجام یک عمل ستونی مقـدماتی روي مـاتریس    مانند اعمال سطري مقدماتی، می.  استA ـ ام ماتریس  i ، ستون icتوجه کنید که منظور از 
A ماتریس مقدماتی متناظر با آن عمل را در ماتریس ، Aضرب کرد  .  
 اگر ماتریس    :23نکتهB    اي از اعمال ستونی مقدماتی مانند        ، با انجام دنبالهke ,.....,e ,e2 هـاي سـتونی     حاصل شـود و مـاتریس  A روي ماتریس 1

kEمقدماتی  ,....,E ,E2 keهاي متناظر با اعمال   به ترتیب ماتریس1 ,....,e ,e2     :  باشند، آنگاه داریم1
kB AE E ...E 1 2  

کنـیم؛ در حالیکـه بـراي انجـام اعمـال سـتونی        هاي مقدماتی ضرب می  را از چپ در ماتریس  Aتوجه کنید که براي انجام اعمال سطري مقدماتی، ماتریس          
  . کنیم هاي مقدماتی ضرب می  را از راست در ماتریسAمقدماتی، ماتریس 

 ماتریس  :7قضیهAر هم ارز ستونی مقدماتی با ماتریس همانی باشد وارون پذیر است، اگر و تنها اگ.   

Aبینیم که ماتریس با توجه به مثال قبل می 


 
   
  

1 2 3
4 8

2 3
  . ، وارون پذیر است

nتوان براي تعیین معکوس ماتریس   می nA  از ماتریس افزودة ،
n

A
I
 
 
 

  . اتی نیز استفاده کرد و اعمال ستونی مقدم

  دستگاه معادلات خطی

 همواره در جبر خطی ،حل چنین دستگاههاییبه همین دلیل  .شوند هاي مهندسی ظاهر می دستگاههاي معادلات خطی در بسیاري از مسائل علمی رشته
ax آنگاه معادله ،عداد حقیقی باشند اc و a ، bدر حالت ساده اگر . هاي منظمی براي حل آنها بدست آمده است  و روشمورد توجه بوده by c  یک 

یک معادله خطی با یر گاه عبارت ز، آن اعداد حقیقی باشندb و a1 ، a2 ،  ... ،naبه همین ترتیب در حالت کلی اگر .  استy و xمعادله خطی با دو مجهول 
n است) مجهول( متغیر.  n na x a x a x b   1 1 2 2   
 اي از توابع مثلثاتی،   متغیرها به صورت شناسه، به همین ترتیب در یک معادله خطی. هایی از متغیرها نیست  یا ریشه،یک معادله خطی شامل حاصلضرب :1تذکر

  .)کافی است اسکالر باشند(تواند باشد   ولی ضرایب متغیرها به هر شکلی می،شوند یک ظاهر می فقط با توان وباشند  لگاریتمی و یا نمایی نمی
 خطی نیستندرو روبهمعادلات  :39مثال    .  yLogx e  3  ,  x y 2 1  ,  sin(x) x y  2 1  ,  x xy  2 3   

 اند خطیرو روبهمعادلات  :40مثال .  x y z  4 3 2 6  ,  sin( )y ex Log 3 6  ,   Log( )x y e  32 4   
n مانند ،منظور از جواب یک معادله خطی na x a x b  1 1 اي از اعداد مانند ، دنباله s1 ،s2 ، ،nsبه طوریکه با جایگزین کردن آنها در معادله؛ است  

  .شود معادله برقرار ،x1 ،x2 ، ... ،nxبه جاي متغیرهاي 

 وتایید :41مثال( , )2 x یک جواب معادله 2 y 3 2 ty ؛ در حالت کلی، جوابهاي معادله عبارتند از. است2 , x t
 

3 2
 یک ،t که 2

  . دلخواه استعدد حقیقی
 تغیرهاياي متناهی از معادلات خطی برحسب م گردایه :23تعریف x1 ،x2، ،nx شودیک دستگاه معادلات خطی نامیده می.  



  19  جبر خطی  مدرسان شریف   


x y
x y
  


 

3 1
2

  :باشد به صورت زیر می) متغیریا (مجهول   n معادله و  mدر حالت کلی یک دستگاه معادلات خطی شامل 

  )1(
n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b




   


   
    


    

11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

  

  :اگر قرار دهیم حال .ها مجهولندjxها اسکالر و معلومند و ibها و ijaکه در آن 

  

m

b
b

b

 
 
 
 
 
 

1
2


b و 

n

x
x

X

x

 
 
 
 
 
 

1
2


 و 
n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2




   


  

AX)2(  :رو نوشت ش ماتریسی روبهرا به صورت نمای) 1(توان دستگاه  شود که می  بوضوح دیده می،ها با توجه به ضرب ماتریس  b  
  .نامند می) متغیرهایا (بردار مجهولات را  X را بردار معلومات و b را ماتریس ضرایب، Aکه در آن 

nsاي از اعداد مانند  متغیر، دنبالهnاه معادلات شامل منظور از جواب یک دستگ , ,s ,s2 1شوند تمام معادلات دستگاه برقرار ، است که با قرار دادن آن در دستگاه.  
 دوتایی  :42مثال( , )1   : استرو روبه یک جواب دستگاه 2

  
 گوییم، هرگاه هیچ جوابی نداشته باشدناسازگار گوییم، هرگاه حداقل یک جواب داشته باشد و سازگاریک دستگاه معادلات   :24تعریف .  

 یک دستگاه معادلات خطی، یا اصلاً جواب ندارد، یا فقط جواب منحصر بفرد دارد و یا بینهایت جواب دارد:24نکته .  
 که با ،)1(ماتریس افزوده دستگاه معادلات خطی  :25تعریف [A ]bشود  به صورت زیر تعریف می؛شود  نمایش داده می:  

  
n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

[A ]

a a a b

 
 
 
 
 
 

11 12 1 1
21 22 2 2

1 2





    



b  

  حل دستگاه و تعیین جواب آن با استفاده از ماتریس افزوده
 در .کنیمن را تعیین میپلکانی آ ـ سپس فرم تحویل یافته سطري؛ در این روش ابتدا ماتریس افزوده دستگاه را تشکیل داده :ـ روش گاوس ـ جردن1

بسیار ) در صورت وجود( تعیین جواب دستگاه ، در این حالت.نویسیم پلکانی بدست آمده را می ـنهایت دوباره دستگاه معادل با فرم تحویل یافته سطري 
  . جردن شناخته شده استـ نام روش حذفی گاوس   این روش به.باشد ساده می
 یکسان است، پلکانی آن ـ خطی و دستگاه معادل فرم تحویل یافته سطري جواب یک دستگاه معادلات:8قضیه .  

 ؛توان تأثیر هر عمل را جداگانه بررسی کرد  براي این منظور می.ندارند یک دستگاه مقدماتی تأثیري روي جوابکافی است نشان دهیم اعمال سطري  :اثبات
  .باشد که این نیز به سادگی قابل انجام می

 ب دستگاه زیر را در صورت وجود بدست آوریدجوا  :43مثال.  

  
x y z
x y z [A b]

x y z

      
          
      

2 4 6 1 2 4 6
2 4 6 6 2 4 6 6

4 2 1 1 4 2
  

  :شود با انجام اعمال سطري مقدماتی نتیجه می
x
y
z


  
  

22
8
3

دستگاه معادل    
 
   
  

1 22
1 8

1 3

 
 
 

  پلکانی - فرم تحویل یافته سطري 

)که بدین ترتیب جواب دستگاه اولیه به صورت  , , ) 22 8   .شود  حاصل می3
  .براي این منظور به مثال زیر توجه کنید.  تشخیص داد عدم وجود جواب راتوان هایی که جواب نداشته باشند نیز به کمک این روش می در دستگاه
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 دارايرو روبهدستگاه معادلات  :44مثال  :  

  .ستبینهایت جواب ا) 2  .یک جواب منحصر بفرد است) 1

 .تعداد متناهی جواب است) 4  ).جواب ندارد( جواب نیست )3


x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

   
    


    
    

1 2 3 4
1 2 3 4

1 2 3 4
1 2 3 4

2 4 3 6
2 4 6 3 6

4 2
3 5 1 2 3

  

 شود ل ماتریس افزوده آن نتیجه میبا تشکی»  3«گزینه  :پاسخ:  

R
R R

R

R

[A ]







       
               
         
                

1
2 3

1

1

2

3

1 2 4 3 6 1 2 4 3 6 1 2 4 3 6
2 4 6 3 6 2 3 6 1 4 8
1 1 4 1 2 1 4 8 2 3 6
3 5 1 2 3 1 2 7 15 1 2 7 15

   


   
  

b  

  

(R R )

( )

(R R )

x x
x x

x x

 

 

 

    
                     

2 3

2 3

2 1 4
1 2 4

3 4

11 221 11 22
4 81 4 8

2 3 62 3 6
1 1

 
 
 
    

  

  : بنامیم، داریمR4 و R1 ، R2 ، R3 پایینلا به  اگر معادلات دستگاه را به ترتیب از با:روش دوم

  R R x x x x
R x x x x

      
       

4 3 1 2 3 4
2 1 2 3 4

2 4 6 3 5 5 62 4 6 3 6  

چین   نقطه تمام عناصر یک سطر که در سمت چپ ،اه معادلات خطی یک دستگي  پلکانی ماتریس افزوده ـاگر در فرم تحویل یافته سطري :6نتیجه          
  .داشته باشیم، دستگاه جواب نداردچین در همان سطر اسکالر ناصفر   نقطه ولی در سمت راست ؛قرار دارند صفر شود

 اگر تعداد ،اي یک جواب منحصر بفرد است، دستگاه دار)مواجه نشویم مشکل ذکر شده در بالا ایعنی ب( در صورتیکه دستگاه جواب داشته باشد ،همچنین
 اگر تعداد ،نهایت جواب است  و دستگاه داراي بی؛برابر باشندبا هم پلکانی ماتریس افزوده و تعداد متغیرها ـ هاي پیشرو در فرم تحویل یافته سطري  یک

  .شود  صورت پارامتري تعیین میهاي پیشرو بیشتر باشد؛ که در چنین حالتی اصولاً جواب دستگاه به متغیرها از تعداد یک
 فرض کنید  :45مثالA یک ماتریس دلخواه و Rهاي زیر صحیح نیست  در اینصورت کدامیک از گزینه. فرم تحویل یافته سطري ـ پلکانی آن باشد.    

AX در دستگاه ، و متغیرهاRاگر تعداد سطرهاي ناصفر ) 1 oواب منحصر بفرد دارد دستگاه ج؛ برابر باشند.  
bAX دستگاه ، و متغیرها برابر باشندRهاي پیشرو در  اگر تعداد یک) 2  به ازاي هر بردار bداراي جواب است .  
  . و متغیرها با هم برابرندRهاي پیشرو در  لزوماً تعداد یک،پذیر باشد  وارونA اگر )3
AXدستگاه ) 4 oاگر تعداد سطرهاي غیر صفر ، داراي بینهایت جواب است R باشد از تعداد متغیرها کمتر.  

 دستگاه معادلات   »  2«گزینه   :پاسخAX   تحت هر شرایطی همواره داراي جواب X oو )1(هـاي    بنابراین با توجه به بحث بـالا گزینـه  . است 
nدانـیم کـه اگـر     از قبل می .)هاي پیشرو با هم برابرند  تعداد سطرهاي غیرصفر و یکRتوجه کنید که در ماتریس    (باشند  صحیح می  )4( nA پـذیر     وارون

nR و در نتیجه   nIهم ارز سطري ماتریس    Aآنگاه   ،باشد I3(ي   گزینـه ، بنـابراین .طرهاي غیرصفر آن با هم برابرندهاي پیشرو و س  لذا تعداد یک؛ است (
  .نیز صحیح است

  :را در نظر بگیرید دستگاه زیر ،)2(براي رد کردن گزینه 

  

x x x
x x x

[A b]
x x x

x x x

      
                              

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

2 4 6 1 2 4 6 1 22
2 4 6 6 2 4 6 6 1 8

1 1 4 3 1 34 3
3 5 1 3 13 5 1 3

 
 


 

   

  

 ، بنابراین.) یک پیشرو داریم3 متغیر و 3 ( و متغیرها با هم برابرندRشرو در هاي پیواضح است که دستگاه جواب ندارد و این در حالی است که تعداد یک
  .صحیح نیست) 2(ي  گزینه

  

  عملیات سطري
 مقدماتی

 ماتریس افزوده

.دستگاه جواب ندارد  ق قغ

دستگاه
 معادل

 )غ ق ق( غیرقابل قبول  .دستگاه جواب ندارد
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 دستگاه معادلات زیر را حل کنید  :46مثال.  

  
x x x
x x x [A b]
x x x

 
 

       
               
          

  



 
    

1 2 3
1 2 3
1 2 3

3 161 5 52 4 1 2 1 4 4 22 2 6 2 1 2 6 1 5 53 1 1 13 1
  

  
x x

x x

   
  


1 3

2 3

3 16
5 5
4 2
5 5

  

x و t ؛اگر قرار دهیمحال  t3  پارامتري و بر حسب فرمجواب دستگاه به t،آید دست می  به به صورت زیر:  

  

x t

x t , t

x t


 




  

 



1

2

3

16 3
5 5
2 4
5 5

  

  :ـ روش حذفی گاوس2
 مثلثی هم ارز پایین کنیم که ماتریس بالا مثلثی یا دهیم و با انجام عملیات سطري مقدماتی سعی می در این روش نیز ماتریس افزوده دستگاه را تشکیل می

  .کنیم  را تعیین می؛تر از دستگاه اولیه است  سپس دستگاه معادل آن را بازنویسی کرده و جواب دستگاه جدید که ساده؛با ماتریس افزوده را بدست آوریم

 مثلثی هم ارز پایینتریس  و اگر ما،پسرو گاوساگر ماتریس بالا مثلثی هم ارز با ماتریس افزوده را بدست آوریم، روش حذفی : 1توجه
  .شود نامیده می پیشرو گاوس ماتریس افزوده حاصل شود، روش حذفی

  
 خواننده .باشند می تقریباً یکسان ،)روش اولی که توضیح داده شده( روش حذفی گاوس ـ جردن  و)پسرو یا پیشرو(از آنجا که روند روشهاي حذفی گاوس 

  . بررسی کند که مطمئناً باید به نتایج یکسانی برسدحذفی گاوس پیشرو یا پسروشهاي هاي حل شده قبلی را با رو تواند مثال می

 فرض کنید  :47مثالA
 
   
  

2 1 1
3 1 2
1 3 

Yتایی در اینصورت تحت چه شرطی روي سه،  (y ,y ,y ) 1 2 AX  معادلاتدستگاه،  3 Yداراي جواب است .  

1 (y y y  2 3 1
12 2   2 (y y y  1 2 33 2   

y)تایی  دستگاه به ازاي هر سه)3 , y , y )1 2 y)تایی دستگاه به ازاي هیچ سه) 4  . داراي جواب است3 , y , y )1 2   . داراي جواب نیست3
 پلکانی –  ابتدا فرم سطري »3«گزینه  :پاسخ A  آوریم ست میبد را:  

R
R

RR R R

R R
( )

A I




 

 
 

                                                             

3
2

31 3 1

1 2

3
8

11
3 38 372 48 3

3 11 42 1 1 1 3 1 3
13 1 2 3 1 2 8 2 1 141 3 2 1 1 7 1 3 1
4

 
 

   
 

  

  

Yتایی  3پذیر است و به ازاي هر   وارون؛ در نتیجهI3هم ارز با  Aبنابراین  (y , y , y ) 1 2 AX  معادلات دستگاه3 Y داراي جواب منحصر بفرد 
X A Y   .است 1

 دستگاه معادل

  انجام عملیات ماتریس افزوده
 سطري مقدماتی
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 فرض کنید    :48مثالA

  
 

  
 
   
 

12 1

3 2 1
3 32 2 2

Yتـایی    سه تحت چه شرطی روي    در اینصورت    ، (y ,y ,y ) 1 2 AXمعـادلات   دسـتگاه   ،   3 Y 

  .داراي جواب است
1 (y y y  3 2 12   2 (y y y  3 2 12 2   
y)تایی  به ازاي هر سه)3 , y , y )1 2 y) 4  . داراي جواب است3 y y  3 2 13   
 ماتریس افزوده دستگاه »  2«گزینه  :پاسخAX Yدهیم  را تشکیل می.  

R

R

RR

y y y (y y )

[A Y] y y y y y

y y y (y y )y y




 



                                              

2

1

21

1
21 1 1 2 13

222 2 1 2 1

3 3 1 2 13 1

1 1 12 1 1 1 1 31 32 2 2 2 21 5 33 2 1 1 5 2 32 2 23 3 31 52 2 2 22 2



  

  

y دستگاه فقط در صورتی جواب دارد که ،بنابراین y (y y )   3 1 2 1
3
2 داریم، پس. باشد :  

y y y y y y y y y y          3 1 2 1 3 2 1 3 2 1
3 1 2 22 2    

 ستگاه معادلات خطی  د:26تعریفAX b را همگن گویند هرگاه b oباشد .  
 داراي جوابهاي یکسانی باشندهرگاه ،دو دستگاه معادلات خطی را هم ارز گویند :27تعریف .  
 اگر دو ماتریس :25نکته A و Bهاي همگن    آنگاه دستگاه، هم ارز سطري مقدماتی باشندAX o و BX oهم ارزند .  

AX هم ارز سطري مقدماتی هستند؛ بنابراین، با تشکیل ماتریس افزوده متناظر با دستگاه همگن B و Aاز آنجا که : اثبات o، توان با استفاده از   می
BXاعمال سطري مقدماتی به ماتریس افزوده متناظر با دستگاه همگن  oتوجه کنید که در ماتریس افزوده دستگاه . رسیدAX o ،[A : o] ستون 

لذا، از آنجا که انجام اعمال سطري مقدماتی روي ماتریس افزوده . کند بعد از انجام اعمال سطري مقدماتی، تغییر نمیتون صفر است و چین، س بعد از نقطه
AXهاي  دهد؛ جوابهاي دستگاه یک دستگاه، جوابهاي دستگاه را تغییر نمی o و BX oارزند جه هم یکسان و در نتی.  

 اگر  :9قضیهA یک ماتریس m n و m n، آنگاه دستگاه معادلات AX oداراي بینهایت جواب است .  
هاي پیشرو در   تعداد یکr  واضح است که اگر،ویل یافته آن پلکانی تح- از آنجا که دستگاه همگن است، با نوشتن ماتریس افزوده و تعیین فرم سطري :اثبات

rآن باشد،  m است؛ و چون m n پس r nدستگاه داراي بینهایت جواب است،پس. هاي پیشرو از تعداد متغیرها کمتر است  و در نتیجه تعداد یک .  
  

AXدستگاه همگن  :2توجه o  ، همواره داراي جوابX oنامند است که آن را جواب بدیهی دستگاه می.  
  
 ماتریس مربعی  :26نکتهAپذیر است، اگر و تنها اگر دستگاه  ، وارونAX oفقط جواب بدیهی داشته باشد  .  

AXپذیر باشد، واضح است که با ضرب دو طرف دستگاه   وارونAاگر : اثبات o از چپ در A1شود  ، نتیجه میX o . پس، دستگاه فقط جواب
Xناپذیر باشد، آنگاه بردار ناصفر   ماتریس وارون یکAدانیم که اگر  براي اثبات طرف دیگر نیز، از قبل می. بدیهی دارد o وجود دارد بطوریکه در دستگاه 
AX oیعنی اگر . شود بنابراین، با توجه به برهان خلف، اثبات طرف دیگر نکته نیز نتیجه می.  صدق کندAناپذیر باشد، آنگاه دستگاه   وارونAX o 

  .جواب غیربدیهی دارد و این با فرض تناقض دارد
 اگر  :10قضیهA یک ماتریس n nهاي زیر معادلند  باشد، گزاره.  
  .پذیر است معکوسA) الف
  . استnI هم ارز سطري A) ب
AXدستگاه همگن ) ج oفقط داراي جواب بدیهی است .  
bAX دستگاه) د  به ازاي هر بردار ستونی bداراي جواب منحصر بفرد b X A   . است1
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  .هاي ج و د را ثابت کنیم ارزي قسمت همبنابراین، براي تکمیل اثبات کافیست . اند هاي الف و ج بررسی شده هاي الف و ب و قسمت هم ارزي قسمت :اثبات

ــد دســتگاه  )  دج  ــرض کنی ــف ف ــابر برهــان خل AXبن  b ــد X، جــوابی مانن A b11ــز داشــته باشــد ــه  .  نی ــن صــورت واضــح اســت ک در ای
X X A b  1

2   :و داریمبرداري ناصفر است  1
xAX A(X A b) AX AA b b b o      1 1 12 1 1  

Xپس،  o2 یک جواب نابدیهی براي دستگاه AX oاست؛ که این با فرض ج تناقض داردو لذا، فرض خلف باطل و اثبات تمام است .  
AXتگاه بنابر برهان خلف فرض کنید، دس)  جد  o داراي جواب غیربدیهی مانند X o1است .  

AXیعنی ( o1 ( در اینصورت اگر قرار دهیدX X A b  1
2 X، چون 1 o1 ،؛ پسX A b 1

  :ریمهمچنین دا. 2
AX oAX A(X A b) AX AA b o b b  

     1 1 1
2 1 1  

AXبنابراین، دستگاه  b داراي حداقل دوجواب A b1 و X2 لذا، فرض خلف باطل و اثبات تمام است.  تناقض دارد)د( است؛ که این با فرض.  
  

n اگـر  ،بنابر قـضیه فـوق      :3توجه nA  هـاي حـل دسـتگاه      یکـی دیگـر از روش   ؛پـذیر باشـد      وارونbAX   تعیـین ، A1  و سـپس 
X A b   .استبه عنوان  جواب دستگاه  1

 اگر :27نکته A یک ماتریس m nو  B یک ماتریس n m باشد به طوریکه n m، آنگاه ماتریس ABناپذیر است معکوس.  
n ماتریس B چون :اثبات mداراي حداکثر،پس  است  nو چون ، یک پیشرو در فرم تحویل یافته سطري پلکانی خود است n mبنابراین ؛ است 

Xبردار ناصفر o وجود دارد بطوریکه BX oداریم  در نتیجه و (AB)X A(BX) Ao o   . از آنجا که دستگاه(AB)X o داراي جواب 
  .باشد ناپذیر می رون واAB  بنابر نکته قبلغیربدیهی است، پس

 فرض کنید  :49مثالA یک ماتریس m n و B یک ماتریس n m و m nهاي زیر صحیح نیست کدامیک از گزینه. است.  
BXدستگاه ) 1  2  . داراي بینهایت جواب است (ABناپذیر است وارون.  
AXدستگاه ) 4  .پذیر باشد وارونBA وجود دارند که اي به گونه B و Aهاي  ماتریس )3  جواب غیر بدیهی دارد .  

 رار دهیم حال اگر ق.  اثبات شده استنیز قبلاً) 2(صحت گزینه . صحیح است) 1( گزینه قضایاي قبلبا توجه به »  4«گزینه  :پاسخA
 

  
 

1


 و 

B [ ] 1  ، واضح است کهA و Bکنند و   در شرایط مسأله صدق میBA [ ]
 

  
 

11 1


 ، همچنین.صحیح استنیز  )3( بنابراین گزینه .پذیر است  وارون

mچون  n است؛ پس در دستگاه AX oلزوماً دستگاه جواب غیربدیهی ندارد؛ مگر اینکه معادلات ، بنابراین.، تعداد معادلات بیشتر از تعداد متغیرها است 
 به عنوان .در حالت کلی غلط است) 4(ي  پس گزینه.  باشدnتر از  ، کمA پلکانی ماتریس –دستگاه مضرب یکدیگر باشند و تعداد سطرهاي غیر صفر فرم سطري 

Aمثال نقض، کافیست 
 

  
 
Axواضح است که دستگاه . را در نظر بگیرید1 oفقط جواب بدیهی دارد .  

 هم ارز بقیه نیستهاي زیر  کدامیک از گزینه :50مثال.   
1 (Aهاي مقدماتی است  حاصلضرب ماتریس.  
2 (Aانی است هم ارز سطري ماتریس هم.  
AXدستگاه  )3 o داراي جواب غیر بدیهی است.  
bAXدستگاه ) 4   به ازاي هر بردارb  ،داراي جواب منحصر به فرد است.  
 ماتریس ؛ کافی است)3(ردن گزینه براي رد ک. واضح است )4( و )2(، )1( يها هم ارزي گزینهقضایاي قبلبا توجه به   »  3«گزینه   :پاسخ nA I  را

AXولی دستگاه . کند   در سه گزینه دیگر صدق میA واضح است که ماتریس .در نظر بگیریم o فقط جواب بدیهی X oدارد؛ زیرا :  

  nA I
nAX o I X o X o      

AX جواب دستگاه  bاست . 
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 اگر بردارهاي :11هقضی X1 و X2 دو جواب دستگاه همگن AX  آنگاه به ازاي هر دو اسکالر ،دن باش a و b بردار ، X aX bX 1  نیز یک 2
  .جواب دستگاه است

AX  :اثبات o aAX o
A(aX bX ) o AX o

AX o bAX o
    

        

1 1
1 2

2 2
  

AXبنابراین در دستگاه همگن  o از آنجا که ، X oمانند  وجود یک جواب غیر بدیهی؛ جواب بدیهی دستگاه است X2، با وجود بینهایت  معادل
  .جواب است

 اگر  :28نکتهn nA ناپذیر باشد، ماتریس ناصفر وس معکn nB  وجود دارد به طوریکه AB oاست  .  
AX وجود دارد به طوریکه در دستگاهXناپذیر است؛ پس، بردار ناصفري مانند   معکوسAاز آنجا که : اثبات oحال اگر ماتریس .  صدق کندB را به 

Bصورت  [XX...X] یعنی تمام ستونهاي ( در نظر بگیریمB برابر با بردار Xاولاًٌ چون ).  قرار دهیمXلذا ، ناصفر است Bهمچنین . باشد  نیز ناصفر می
AX در دستگاه Xچون  oکند پس،   صدق میAB oاست .  

) جواب استX1(کنیم جمع می
)X2جواب است (
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  بندي شده فصل اول هاي طبقه تست 
 1 فرض کنید ـB, A و A B78 سراسري(  . پذیر است نیز وارون................. پذیر باشند، آنگاه  هاي مربعی وارون  ماتریس(  

1 (A B 2 (A B 1 3 (A B 1  4 (A B 1 1  
 2 اگر ـm nA و n mB هایی روي میدان  ماتریس باشند به طوري کهABپذیر باشد آنگاه بین   معکوسn, mاي باید برقرار  باشد؟  چه رابطه    

  )78 سراسري(  
1 (m n  2 (m n 3 (m n  4 (m n 

3    ـ فرض کنیدA    اگر  . پذیر باشد    یک ماتریس مربعی وارونB ماتریسی باشد که از تعویض دو سطر i ام وjام ماتریسA  یـک از    به دست آیـد، کـدام
  )80 سراسري(   صحیح است؟هاي زیر گزاره

1 (B1هاي   از تعویض ستونi ام وj ام ماتریسA2  .آید  به دست می (B1هاي   از تعویض سطرi ام وjام ماتریسA1آید به دست می.  
3 (B1هاي  ن از تعویض ستوi ام وjام ماتریسA14  .آید به دست می (B1 از تعویض سطرهاي i ام وjام ماتریسA آید   به دست می. 

 4روي میدان 2×2هاي مقدماتی  ـ تعداد ماتریس 3180 سراسري(  :   عبارت است از(  
1 (12  2 (123  3 (124  4 (125  
 5 ـ اگرAپذیر نباشد، آنگاه  ن  ماتریسی مربع و ناصفر بوده و واروA82 سراسري(  هاي مربع داراي کدام خاصیت است؟   در حلقه ماتریس(  

  .یک مقسوم علیه نابدیهی صفر است) 2  .آل ماکسیمال است متعلق به هیچ ایده) 1
  .مقسوم علیه نابدیهی صفر نیست) 4  .هاي ماکسیمال تعلق دارد آل هبه تمام اید) 3
 6 هاي مقدماتی   تعداد ماتریسـ2   )82 سراسري(  :   عبارت است از11 روي میدان 2

1 (4  2 (41  3 (42  4 (43  
 7 پذیر  وارونیقی و ماتریس مربع و حقـA در تساوي A A I 1در این صورت مرتبۀ . کند  صدق میA82 سراسري(     چیست؟(  

1 (2  2 (3  3 (6  4 (12  

 8  ـ فرض کنیدAوB      باشند که در معادله    3×3 دو ماتریس مربعی حقیقی  



AB BA
 
 

   
 
 

1 1 2
1
1 2

  هـاي  کنند، تعداد جفت مـاتریس   صدق می

(A, B)85 سراسري(  :   با خاصیت فوق برابر است با(  
  نهایت  بی) 4  2) 3  1) 2   صفر  )1
 9روي میدان 2 ×2هاي مقدماتی سطري  ـ تعداد ماتریس 786 سراسري(  :  برابر است با(  

1 (24  2 (25  3 (26  4 (28  
 10 ـ فرض کنیدA و 6× 4 یک ماتریس حقیقی B در این صورت .  باشد4×6 یک ماتریس حقیقیAB 86 سراسري(   داراي کدام خاصیت است؟(  

  .  باشدBAتواند مساوي  گاه نمی هیچ) 4  .سطرهاي مستقل دارد) 3  .پذیر است وارون) 2  .پذیر نیست وارون) 1

 11 ـ فرض کنیدAماتریس 
   

.........

.........
A

n n n ......... n

 
 
 
 
 
 

1 1 1 1
2 2 2 ttr(AAدر این صورت  .  باشد2   )86 سراسري(  : برابر است با(

1 (n(n )
1 12  2 (n (n )21 12  3 (n(n )( n ) 1 2 1

6  4(  n (n )( n ) 21 1 2 16  

 12دستگاه معادلات ـ 
x y z
x y z

ax by cz

  
   
   

1
2 3 4 15

25


  )86ریاضی محض ـ آزاد (  . نهایت جواب دارد بی c,b,aازاء چه مقادیري از ه  ب

1 (a b c  3 4 5  2( a b c  2 4 5  3 (a b c  3 3 5  4 (a b c  3 4 4  

 13 عکس ماتریس ـ 
 
 

3 2
7   )86ریاضی محض ـ آزاد (  باشد؟  هاي زیر می  کدام یک از ماتریس5

1(  
  

5 2
7 3  2(  

  

5 2
7 3  3 ( 

 
 

5 2
3 7  4 ( 

 
 

7 2
3 5  
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 14 فرض کنید ـnA , A
 

  
 

1 2
1

  )86حض ـ آزاد ریاضی م(   کدام است؟ 

1( n n
A


 

  
 

1 2
1  2( 

n
nA



 
    

1 2
1

  3( n nA


 
    

21
1

  4( n (n )
A


 

  
 

1 2 1
1  

 15 اي بایستی بین چه رابطهـa،bوcر باشد تا دستگاه  برقرا
x y a

x y z b
y z c

 
   
  

2
3

2 4
  )86ریاضی محض ـ آزاد (  .  جواب داشته باشد

1 (a b c   2 4 3  2( a b c   2 4 3  3( a b c   2 4 3  4( a b c    2 4 3  

 16 در معادله ـx y z
       

                 

  
 

3 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 ،x وy و z 86ریاضی محض ـ آزاد (   چه مقادیري هستند؟(  

1 (x y z    3 2 1  2( x y z   3 2 1  3( x y z    3 2 1  4( x y z   3 2 3  

 17 عکس ـA کدام است؟ A
  

   
  

1 2 3
2 1
4 2 5

  )86 محض ـ آزاد ریاضی(  

1 (A 
  
   
  

1
5 4 3

1 7 6
8 6 5

  2( A 
 
    
  

1
5 4 3
1 7 6
8 6 5

  3( A 
  
   
  

1
5 4 3

1 7 6
8 6 5

  4( A 
   
   
  

1
5 4 3

1 7 6
8 6 5

  

 18دستگاه ـ 
x y z
x y z

ax y z

  
   
   

2 1
2 12

2 13
  )86دي ـ آزاد ریاضی کاربر(    نیست؟ داراي جواب aازاء چه مقداره  ب

1 (a  3  2( a  2  3( a 1  4( a  1  
 19 ـ  (ABC)186ریاضی کاربردي ـ آزاد (  :   مساوي است با(    

1 (A B C  1 1 1  2( (AB) C 1 1  3( A (BC) 1 1  4( C B A  1 1 1  

 20 ـa b
A

c d
 

  
 

،A1عبارت است از   :ad bc    ) 86ریاضی کاربردي ـ آزاد(  

1(d b
A

c aad bc
  

    
1 1  2(d b

A
c aad bc

  
    

1 1  

3(d b
A

c aad bc
  

    
1 1  4(a b

A
c dad bc

   
     

1 1  

 21روي 3×3هاي  ـ تعداد ماتریس 2 با شرط tA A 87 سراسري(  :   برابر است با(  
1 (8  2 (16  3 (32  4 (64  
 22 فرض کنیدـAماتریس مربعی دلخواه روي میدان اعداد حقیقی باشد؛ به طوریکه A A2و t(A A ) 2 که در آن tAترانهادة Aاست  .

  )88 سراسري(  : در این صورت
1(t t(AA ) A A2  2(t t(AA ) AA2  3(t t(AA A A) 2   4(t t(AA A A) 2   
 23 هاي مقدماتی   تعداد ماتریسـ2   )88ریاضی محض ـ آزاد (  :  برابر است باp روي میدان 2

1 (p4  2 ((p )4 1  3 (5  4 (p 4 2  
 24 88ریاضی محض ـ آزاد (  هاي زیر نادرست است؟  کدام یک از گزارهـ(  

  . هر ماتریس مقدماتی معکوس پذیر است و معکوس آن نیز مقدماتی است) 1
  . ماتریس مقدماتی از همان نوع استپذیر است و معکوس آن نیز یک  هر ماتریس مقدماتی معکوس) 2
  .  نیز مثلثی استA1 مثلثی باشد آنگاه Aاگر ) 3
  . ارزند هر دو ماتریس نامنفرد هم) 4
 25 اگر ماتریس مربعی ـA در رابطۀ A A I  2  صدق کند حاصل A A15   )88اضی کاربردي ـ آزاد ری(   کدام است؟ 16

1 (I A   2( I A   3( I A  4( I A  
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  بندي شده فصل اول هاي طبقه پاسخنامه تست 

  :همچنین داریم. پذیر استپذیر نیز، وارونهاي واروندانیم که حاصلضرب ماتریس  می»4«ـ گزینه 1
A (A B) A A A B I A B (A (A B))B (I A B)B B A BB B A                        1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

Aبنابراین، B 1 A)پذیرهاي وارون، برابر با حاصلضرب ماتریس1 B)،A1و B1پذیر است، در نتیجه وارون .  
Aها، اگر قرار دهیمنهبراي رد سایر گزی B I  واضح است که ،A ،Bو A B I  Aپذیر هستند؛ در حالی که نیز وارون2 B o  و 

A B o 1نادرستند3 و 1هاي پس گزینه. پذیر نیستند هیچکدام وارون  .  

Aهیدحال اگر قرار د

  
  
   

1
2

1
2




B و

 
  
 

2
2



A وA ،B؛ واضح است که  B

 
 

   
 
  

3
2

3
2




  پذیرند؛  وارون

Aدر حالی که B

        
        

          

1
1 1
2 2

1 1
2 2

   
  

 .  نیز، نادرست است2لذا گزینه . ناپذیر است وارون

 
mنیم که اگردا  با توجه به نکته گفته شده، می»1«ـ گزینه 2 nA و n mB دو ماتریس دلخواه و m n باشد، آنگاه ABبنابراین، اگر . ناپذیر است وارون

mپذیر باشد، آنگاه وارونABشود؛ اگر عکس نقیض این گزاره را در نظر بگیریم، نتیجه می nاست  .  
 

AAاز آنجا که.  باشندA1هاي ستون1a،2a،،na و A سطرهاي 1a،2a،،na  فرض کنید که»3«ـ گزینه 3 I 1به ازاي هر پس، ؛ i و jداریم :  

  i
j

i j
a a

i j
   

1



  

   باعـث ایجـاد جابجـایی متنـاظري در     Aواقع، هـر جابجـایی در سـطرهاي     دارند و در A، وابستگی مستقیم به سطرهاي  A1هاي ماتریس  ستون ،بنابراین

2البته توجه کنید که با در نظر گرفتن یک ماتریس ساده. شود میA1هايستون A مانند2
 

  
 

1
2



  .  را رد کرد4 و 2، 1هاي توان گزینه می

 
2هاي مقدماتی دانیم که تعداد ماتریس  با توجه به نکته گفته شده در درس می»1«ـ گزینه 4 p)عضوي برابر با p روي میدان2 )22   . است1

p عضوي است؛ با قرار دادن 31 یک میدان 31  بنابراین چون    :شود در رابطه بالا نتیجه می31
( )   22 31 1 2 هاي مقدماتی ماتریس تعداد12   31روي2

 
AB وجود دارد؛ بطوریکهB وارون ناپذیر باشد، آنگاه ماتریس ناصفري مانند Aدانیم که اگر     می »2 « ـ گزینه 5 oبنابراین.  باشد، A  مقسوم علیه نابـدیهی 

  ).  یک ماتریس ناصفر استAتوجه کنید که . (صفر است
 

2هاي مقدماتی دانیم که تعداد ماتریس     از قبل می   »1«ـ گزینه   6 p) برابر باp روي2 )22 )بنابراین.  است1 ) 22 11 1 4 ماتریس مقدماتی 2 2 
  .  داریم11 روي

 
  »  4 و 3، 1«گزینه ـ 7

nبراي. باشد) 4(و یا ) 3(، )1(هاي  تواند گزینه  میAي  در واقع مرتبه     . فرض کنید2

A

  
  
 
  

1 7
3 3
1 2
3 3

A واضح است که

 
 

  
   

1
2 7
3 3
1 1
3 3

A و A I 1
nبراي. ، بنابراین شرایط مساله برقرار است2  A  فرض کنید4 o

B
o A
 

  
 

 ،  
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ــراي nب  ــرض کنیــد6  ف
A o o

C o A o
o o A

 
   
  

ــه  ــاتریس صــفر o ک ــک م 2 ی ــراي هــر  2 ــه همــین ترتیــب ب n) زوجn اســت و ب k) ــد2 ــرار دهی  : ق

n

A o o
o A

A

o o A

 
 
 
 
 
 




   


2 ماتریس صفرo که در آن  nA شرطبینیم که سادگی میبه . باشد  ماتریس بالا میA و 2 A I 1برقرار است  .  

 
ــیم کــه  مــی»1«ـــ گزینــه 8 tr(ABدان BA) tr(AB) tr(BA)    ــا  .  اســت ــر ب ــر مــاتریس داده شــده براب ــه اینکــه اث ــا توجــه ب  بنــابراین، ب

    1 1 2 2 2 هایی وجود ندارند  چنین ماتریس،باشد پس  می .  
 

2هاي مقدماتی    تعداد ماتریس  دانیم   می »1«ـ گزینه   9 p) برابر با  P روي 2 )4 2هاي مقدماتی بنابراین، تعداد ماتریس . است 1   برابـر بـا  7 روي2
( ) 4 7 1   . ست ا24

 
6 یک ماتریسAB، دانیم که    اولاً، بوضوح می    »4و1«ـ گزینه   10 4 یک ماتریسBA و 6 تواننـد    نمـی BA و ABهـاي    هیچ گاه مـاتریس ، است پس4

A،mدانیم که اگر  در ثانی، می . مساوي باشند  n و B ،n m و m>n باشد، آنگاه AB لـذا چـون   .  وارون ناپذیر اسـت6 توانـد    نمـی AB اسـت،  4
  .نیز درست است» 1«وارون پذیر باشد، یعنی گزینه 

 

ijدانیم که اگر بنابر نکته گفته شده در درس، می   »4«ـ گزینه 11 nxnA [a ]اتریس دلخواه باشد، آنگاه   یک م:  
ij

n n
t

i j
tr(AA ) a

 


2

1 1
  

  : با توجه به مطلب فوق، در این تست داریم
t

nn n

n(n )( n )tr(AA ) n n n( n ) n( ) n (n )( n ) 
                 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 11 1 2 2 1 2 1 2 16 6       

 
ي مـاتریس افـزودة آن تعـداد     دانیم که یک دستگاه معادلات خطی داراي بینهایت جواب است، هرگـاه در فـرم سـطري ـ پلکـانی شـده       می  »1«ـ گزینه 12
  .طرهاي ناصفر ماتریس کمتر از تعداد متغیرها باشدس

            
a b c

 
 
 
    

1 1 1 1
2 3 4 15

3 4 5




                                :

a b c

 
 
 
  

1 1 1 1
2 3 4 15

25


  ماتریس افزوده دستگاه

a  :ر باید قرار دهیمبراي اینکه دستگاه داراي بینهایت جواب باشد، کافیست که سطر سوم ماتریس صفر شود و براي این منظو ,b ,c  3 4 5  
 که بتـوان  15و1بینیم که به کمک هر ترکیب خطی از اعداد لازم به ذکر است که با توجه به مقادیر سمت راست دستگاه به سادگی می          : استدلالی دیگر 

در واقـع کافیـست کـه معادلـه سـوم      .  را بدسـت آورد cوa،b را بدست آورد می توان با اعمال همان ترکیب خطی روي ضرایب معادلات، مقادیر  25عدد
  :وان مثالبه عن. دستگاه به صورت ترکیب خطی از دو معادله دیگر باشد

   

a

b

c

     

         



    

1 72 2 12 2
1 1 1125 2 15 1 2 3 12 2 2

1 152 4 12 2

      یا      
a ( )

( ) b ( )
c ( )

  
     
   

1 2 3
25 1 15 1 3 4

1 4 5
  

  . بدست آوردcوa،bتوان بینهایت مقدار براي ترتیب می و به همین
 

 بار بار بار

(R R ) 1 2
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 فرض استقرا

aدانیم معکوس ماتریس    از درس می   13با توجه به مثال       »2«ـ گزینه   13 b
c d
 
 
 

d برابر با   b
c aad bc

 
   

بنابراین عکس مـاتریس .  است 1 
 
 

3 2
7 5 

   :برابر  است با     
          

5 2 5 21
7 3 7 33 5 2 7  

 
nبا بررسی حالت  »1«ـ گزینه 14 1وn    . شوند  رد می4و 3، 2هاي  به سادگی گزینه3

n. نادرستند4و 3هاي گزینه A
 

    
 

1 21 1
n. نادرست است2                گزینه  A

 
    

 
3 1 63 1

  

  .کنیم را ثابت می) 1( گزینه حال به کمک استقراء . تواند صحیح باشد می) 1(پس فقط گزینه 

n.حکم برقرار است   A
 

    
 

1 21 1
  

nکنیم فرض می n
A

 
  
 

1 2
1

nکنیم   و ثابت می (n )
A   

  
 

1 1 2 1
1

:  

n n n n (n )
A A.A         

         
          

1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1
1 1 1 1  

  .ترتیب اثبات تمام است بدین
 

  : دهیم ابتدا ماتریس افزوده دستگاه را تشکیل می  »3«ـ گزینه 15

R

R

a aa
b b b a

a
c

c c (b a)

 
 


   





 
  

    
             
     

     
 

1

2

1
2

4
3

2 1 2 12 1
3 1 3 11 1 3 3 32 2 2 22 4 4 12 4

3 2

  

cبنابراین، براي وجود جواب در دستگاه باید (b a) 
4 1
3   . نیز برابر صفر شود2

c (b a) c (b a) c b a a b c              
4 1 13 4 3 4 2 2 4 33 2 2      

 

     »3«ـ گزینه 16

x
x z

x y z
x y
y z


                                
   

3
3 1 1 1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1

  
 

  

xبا حل دستگاه فوق به سادگی جواب  3،y  2و z  1آید  بدست می.  
 

    »1«ـ گزینه 17
  .کنیم  از ماتریس افزوده استفاده می :روش اول

R

R

R R

[A I ]





 

       
         
        

   
    

   

2

1

1 2

2
1 5

12 53
64
5

1 2 3 1 1 2 3 1
2 1 1 5 6 2 1
4 2 5 1 6 7 4 1
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R

R







       
      
     

  

 
 

    
 

 

3

3

3

6

5

3 1 21 5 5 5 1 5 4 3
6 2 11 1 1 7 65 5 5 1 8 6 51 8 6 15 5 5

  

Aشود که با توجه به روش توضیح داده شده در درس نتیجه می
  
   
  

1
5 4 3

1 7 6
8 6 5
.  

adjAAبا توجه به رابطۀ) بعد از مطالعه فصل دوم بخوانید ( :روش دوم
det A

 1توان  میA1را محاسبه کرد، البته محاسبۀ کامل adjAگیر است و   وقت
  . ها، گزینۀ درست را پیدا کرد وجه به گزینه با ت واز آن)  درایه3حداکثر(توان با محاسبۀ فقط چند درایه  می

AA با توجه به اینکه باید :روش سوم I 1به عنوان مثال از آنجا که حاصلضرب سطر . توان با محاسبۀ چند ضرب، گزینه درست را حدس زد  شود، می
  .تواند درست باشد می) 1( باید برابر با یک شود؛ فقط گزینه A1 در ستون دومAدوم

 
دانیم که یک دستگاه داراي جواب نیست، هرگاه در فرم سطري ـ پلکانی شده ماتریس افـزوده    با توجه به توضیحات داده شده در درس می  »3«ـ گزینه 18

  :دهیم بنابراین ماتریس افزوده دستگاه را تشکیل می.  باشدآن یک سطر ماتریس صفر و مقدار سمت راست متناظر با آن  ناصفر

  
a a a a a a

     
                
              

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
2 1 1 12 1 3 8 1 3 8

1 2 13 1 2 2 13 1 1 5 2

  
 
   

  

aواضح است که با قرار دادن 1 شود و در اینصورت دستگاه جواب ندارد  می3 سطر سوم ماتریس ضرایب صفر و مقدار سمت راست برابر.  
 

(ABC)  : وضیحات درس واضح است کهبا توجه به ت  »4«ـ گزینه 19 C B A   1 1 1 1  
 

  . واضح  است)13مثال  (با توجه به مثال بیان شده در  درس  »1«ـ گزینه 20
 

t(Aهاي پاد متقارن دانیم که در ماتریس می  »1«ـ گزینه  21 A) هاي بـالاي قطـر اصـلی،     ایههاي قطري ماتریس، صفرند و همچنین با تعیین در  درایه
در واقع فرم کلی یک ماتریس پاد . شوند  هاي بالاي قطر آزادانه انتخاب می  در یک ماتریس پاد متقارن فقط درایه،پس. شوند هاي زیر قطر نیز تعیین می   درایه

3متقارن  به صورت  3
a b

A a c
b c

 
   
   





 فقـط  c و a ،bمقـادیر   ، پـس ؛ نظـر اسـت   مـورد  2هـایی روي    داد چنین مـاتریس   جا که تع     از آن  . است 

:هایی برابر با  چنین ماتریسکل بنابراین، تعداد  .  یا یک اختیار کنندتوانند دو مقدار می   2 2 2   ) a تعداد حالات(× ) bت تعداد حالا (×) cتعداد حالات (8

nهاي پادمتقارن توان نشان داد که تعداد ماتریس تعمیم استدلال فوق میبا توجه کنید که  n رويp برابر با
n(n )

p
1

  .  است2
 

  »4و2« ـ گزینه22

)1   (A At t t t t t t t t t(A A ) o A (A ) AA A A o A A AA A A o A A AA A A               
22 2 2  

  : شود  ضرب کنیم، نتیجه میtA و از راست در Aرا از چپ در » 1«اگر دو طرف رابطه 
A At t t t t t t t t tA(A A )A A(AA A A)A A A A(A ) A (A ) AA AA        

22 2 2 2  
)2                   (t t t t t tAA AA AA (AA ) (AA ) AA    2 2  

  . درست است» 2«گزینه بنابراین، 
t)      3(  توان نشان داد؛   ضرب کنیم، به طور مشابه می A و از راست در tA دررا از چپ) 1(به همین ترتیب اگر دو طرف رابطه  t(A A) A A2  

R12

aR1 ( a)R 21
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 .رسانیم  می2طرفین را به توان 

 فرض

  . شود  ضرب کنیم، نتیجه میAرا فقط از چپ در ) 1(اگر دو طرف رابطه 

)4   (A At t t t t t t t t tA(A A ) A(AA A A) A AA A A AA A A AA AA AA A AA A A            
22 2  

t)          5(  شود؛   ضرب کنیم، نتیجه می  tAرا فقط از راست در) 1(به طریق مشابه، اگر دو طرف رابطه  t tA AA A  
  : حال با استفاده از روابط پنج گانه بالا داریم

t t t t t t t t t t t t t, A A(AA A A) (AA ) (A A) (AA )(A A) (A A)(AA ) AA A A A(A ) A A (A )A        
22 2 2 2 22 3  

t . درست است» 4«گزینه  t t t t t t t, ( )AA A A AA A A AA AA A A A A o      4 5 1  
A با قرار دادن ،همچنین. نادرست است» 1«، بوضوح گزینه )3(و ) 2(وجه به روابط توجه کنید که، با ت Iشود نیز رد می» 3«بینیم که گزینه  ، به سادگی می .  

 
  .بنابر نکته گفته شده در درس واضح است  »2«ـ گزینه 23

 
همچنین باتوجه به روند یافتن معکوس یک ماتریس به کمک ماتریس افزوده بوضوح معکوس . برقرارند2و1هاي باتوجه نکات گفته شده در درس گزینه  »4«ـ گزینه 24

در واقع صورت صحیح آن به این شکل است که؛ هر دو ماتریس نامنفرد هم . ها نشده است اي به مرتبه ماتریس اشاره) 4(در گزینۀ . یک ماتریس مثلثی نیز مثلثی است     
  .نادرست است) 4(وجه هم ارز نیستند، پس گزینه هاي غیر یکسان به هیچ واضح است که دو ماتریس نامنفرد با مرتبه. ارزند مرتبه، هم

 
   »2«ـ گزینه 25

  A A I o A A I
A A I

A (A I) A A I A I A I A A A ( )

      
 

            

2 2
2

4 2 2 42 2 1
  

  : بنابراین داریم
  A (A ) ( A) A A ( )   16 4 4 4 4 2(1)(1)  

  A A IA (A ) .A ( A) .A A A .A ( A).A A(A I) A A I ( )            
215 4 3 3 3 3 6 4 2 2 2(1)(1) 3  

  , A A A I    16 152 3  
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  آزمون فصل اول  

 1 تواند تعداد اعضاي یک میدان باشد؟ کدام گزینه نمیـ  
1( 31  2( 41  3( 51  4( 61  

 2 اگرـ



A

 
 
 
 
  

1
2

1
2

،i

i
A






1
  : برابر است با

1 (I  2 (3  .وجود ندارد (I2  4(I1
2  

 3 اگر ـA پادمتقارن حقیقی و یک ماتریس P (I A)(I A)   tP، آنگاه1 Pبرابر است با :  
1(A2  2 (A 3(A I 4 (I 

 4 اگرـA 2 B و3 3   اه کدام گزینه درست است؟ دو ماتریس حقیقی باشند، آنگ2
1 (AB2  . نامنفرد است (BAممکن است ) 3  . نامنفرد استABممکن است ) 4  . منفرد باشدBAمنفرد باشد .  
 5 هاي مقدماتی تعداد ماتریسـ2   : برابر است با17روي2

1( 68  2( 64  3(6  4( 72  

 6 اگرـA
 
    
   

1 2 3
2 3 2

1 2 28
،A1برابر است با :  

1(
 

   
  

88 5 13
54 31 8
7 4 1

  2(
 
    
  

88 5 13
54 31 8
7 4 2


  3(

 
    
  

88 5 13
54 31 8
7 4 1


  4( 

 
    
  

88 5 13
54 31 8
7 4 1


  

 7  اگر ماتریس   ـA  اي باشد که     به گونهtr(A) det(A)  AB که در رابطۀ   Bهایی مانند     ، تعداد ماتریس  1 BA A کنند؛ برابر است   صدق می
  :با

   بینهایت)4  1 )3   3 )2   صفر )1

 8 فرض کنیدـijA a


   5 ij که5
i j

a
i j


 


2
ttr(AAدر اینصورت. 1   :بر است با برا(

1(4  2(3   3(1   4(2   
 9 هاي متقارن تعداد ماتریسـ3   : برابر است با3 روي3

1( 52 3  2(33  3(63  4(36  
 10 هاي تحویل شده سطري ـ پلکانی تعداد ماتریسـ3   : که سطر صفر ندارند، برابر است با2 روي5

1( 32  2( 64  3( 36  4( 128  

 11 کدام گزینه در رابطۀـ


 
 

P
   

       
      

1 2 1 1 1
2 3 2 1
1 2 3 4

  کند؟  صدق می

1(P





 
   
  

3 2
2 1

1 1
  2(P

 
    
  

3 2
2 1

1 1





  3(P

 
   
  

3 2
2 1

1 1





  4(P

 
   
  

3 2
2 1
1 1





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 12 کدام گزینه نادرست است؟ـ  
A)هاي خود توان تنها ماتریس) 1 A)2ماتریس همانی و ماتریس صفرند .  
  .پذیر و معکوس آن نیز یک ماتریس مقدماتی است  معکوس،هر ماتریس مقدماتی) 2
  .پذیر است  نیز وارونABپذیر باشند، لزوماً   دو ماتریس وارونB و Aاگر ) 3
PAQ وجود دارند؛ بطوریکهQ و Pپذیري مانند  هاي وارون  نامنفرد باشد، آنگاه ماتریسAاگر ) 4 I.  

 13 دستگاهـ 
x y z a

x y z b
x z c

  
   
  

2 3
2

7
  : داراي جواب است، اگر و تنها اگر

1(a b c   3  2(a b c 3  3(b c a 3  4(a c b  3  

 14 کنید فرض ـA
 

   
  

1 2 1
2 3 2
3 1 1

 ،B
 

  
 

3 4 5
1 3 5 ،


C

 
  
 

2 1
Dو 4 CBAصورت درایه  در اینd21برابر است با:   

1 (88  2(8    3 (24  4 (76  
 15 اگر  ـA ،B و Cتمام (هاي زیر متقارن است؟  اي مربعی، ناصفر و به ترتیب متقارن، پادمتقارن و قطري باشند، کدامیک از ماتریسه  ماتریس

  )ها هم مرتبه هستند ماتریس
1 (ABC  2 (AB C2 3  3 (A BC2 3  4 (A BC3 3  
 16 کدام گزینه غلط نیست؟ ـ  

ttr(AAکه   وجود دارد؛ به طوريAماتریس مربعی مانند ) 1 )  .  
tr(AB)که   وجود دارند؛ به طوريB و Aهاي مربعی مانند  ماتریس) 2 tr(BA).  
A)به ازاي هر ماترس خود توان مانند ) 3 A)A2قیقی و هر عدد حa 1 ماتریس ،I aAپذیر است وارون .  
Iکه ماتریس   وجود دارد؛ به طوريAماتریسی پوچ توان مانند ) 4 Aمنفرد باشد.  

 17 ید مرتبۀ پوچی ماتریس فرض کن ـA صورت در این.  باشد4 برابر با(I A) 11
  :برابر است با3

I لزوماً ماتریس ) 1 A
1
I)2  . پذیر نیست وارون3 A A A  2 31 1 1

3 9 27  

3 (I A A  21 1
3 9  4(I A A A  2 31 1 1

3 9 27  

 18 کدام گزیه درست نیست؟  ـ  
  . هر ماتریس پوچ توان منفرد است) 1
  .هاي قطري صفر، پوچ توان است ماتریس بالا مثلثی با درایههر ) 2
nهر ماتریس پائین مثلثی ) 3 nهاي قطري صفر در رابطۀ با درایهnA oکند  صدق می .  
   .توانند  نیز پوچ میBA یا ABگاه  توان باشند، آن  میB و Aاگر )4
 19 ها نیست؟ ینه هم ارز سطري مقدماتی با یکدیگر گزینهکدام گز ـ  

1 (
 

  
  

1 3 2
1 3

1 2 1
  2(

 
   
   

1 3 2
5 1

1 2 2
   3(

 
 
 
 
  

1 3 2
5 1
2 2
1



 

   4 (
 
 
 
  

1 2
1

1


 
 

  

 20 اگر  ـA یک ماتریس 5 AXباشد، آنگاه دستگاه 7 o  
  .داراي بینهایت جواب است) 1
  .داراي تعداد متناهی جواب غیر بدیهی است) 2
  .کن است فقط جواب بدیهی داشته باشندم مAهاي  با توجه به درایه) 3
  . از تعداد معادلات است، پس فقط جواب بدیهی داردبیشترچون تعداد مجهولات ) 4
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