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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ،١ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ١٧ و ١۶ دوم و اول جلسه�های

دو g و f اگر باشد. [a, b] بسته�ی فاصله�ی روی ͳحقیق قطعه�ای پیوسته�ی توابع همه�ی مجموعه�ی pc(a, b) کنید فرض

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را g و f ͳداخل حاصل�ضرب باشند، [a, b] روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

(ͳحقیق عدد α) :ͳداخل ضرب خواص

(f, g) = (g, f) , (f, g + h) = (f, g) + (f, h) , (αf, g) = α(f, g).

از است عبارت f(x) تابع نُرم

||f || = (f, f)۱/۲ =

(∫ b

a

[f(x)]۲ dx

)۱/۲

.

g و f توابع است. یه تابع f

||f ||
آن�گاه ،||f || ̸= ۰ اگر ،f تابع هر ازای به کنید توجه .||f || = ۱ هرگاه گوییم یه را f تابع

هرگاه گوییم متعامد را

(f, g) = ۰.

ازای به ͳیعن باشند، عمود هم بر دوبه�دو آن اعضای هرگاه گوییم، متعامد را [a, b] روی قطعه�ای پیوسته�ی توابع از مجموعه Έی

.(f, g) = ۰ باشیم داشته مجموعه این در g و f متمایز تابع دو هر

صورت به را f(x) فوریه�ی سری باشد. pc(a, b) در متعامد مجموعه�ی Έی V = {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض
∞∑
n=۱

Cnφn(x)

آن در که م�ͳکنیم، تعریف

Cn =
(f, φn)

||φn||۲
.

صورت در یا نباشد، همΎرا f(x) فوریه�ی سری است ممن ͳکل حالت در م�ͳنامیم. f فوریه�ی سری ضرایب را Cn اعداد

م�ͳنویسیم f(x) تابع به همΎرایی) نه (و سری این بودن وابسته دادن نشان برای نباشد. همΎرا f(x) به همΎرایی

f ∼
∞∑
n=۱

Cnφn, Cn =
(f, φn)

||φn||۲
.

توابع دنباله�ی .١ مثال

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱={۱, cos x, cos۲x, cos۳x, . . . , sinx, sin۲x, sin۳x, . . .}

.||۱|| =
√

۲π و ||cosnx|| = ||sinnx|| =
√
π و است متعامد [−π, π] در

١
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ٢

فوریه سری نامیم. f تابع ͳمثلثات فوریه�ی سری را {۱, cosnx, sinnx} متعامد مجموعه�ی به نسبت f تابع فوریه سری

از است عبارت f ͳمثلثات

f(x) ∼ a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx),

آن در که

a۰ =
(f,۱)

||۱||۲
=

۱

۲π

∫ π

−π

f(x) dx و an =
(f(x), cosnx)

||cosnx||۲
=

۱

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx

bn =
(f(x), sinnx)

||sinnx||۲
=

۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx.

باشد، داشته وجود x در f راست و چپ مشتقات اگر باشد. ۲π تناوب دوره�ی با تناوبی تابع Έی f کنید فرض .٢ قضیه

ͳیعن است، همΎرا ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] به x در f ͳمثلثات فوریه�ی سری آن�گاه

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] = a۰ +

∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx).

ͳیعن است، همΎرا f(x) به x در f ͳمثلثات فوریه�ی سری باشد، پیوسته x در f اگر ویژه به

f(x) = a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx).

انتگرال که فرض این با .f =
∞∑
n=۱

Cnφn و باشد pc(a, b) در متعامد مجموعه�ی Έی V = {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض

م�ͳآوریم دست به باشد، انتگرال�ها مجموع برابر ͳنامتناه مجموع

(f, f) =

(
f,

∞∑
n=۱

Cnφn

)
=

∞∑
n=۱

Cn(f, φn) =
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲

نتیجه در و

||f ||۲ =
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲ .

از و است، همΎرا
∞∑
n=۱

C۲
n ||φn||۲ سری کــه م�ͳگیریم نتیجه پــارسوال تساوی از است. معروف پارسوال تساوی به بالا تساوی

. lim
n→+∞

Cn ||φn|| = ۰ م�ͳآید دست به بلافاصله آن

ͳمثلثات متعامد مجموعه�ی به نسبت f قطعه�ای پیوسته�ی تابع هر فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی .٣ قضیه

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱

ͳیعن است، برقرار [−π, π] فاصله�ی در

||f ||۲ = a۲
۰ ||۱||

۲ +
∞∑
n=۱

(a۲
n ||cosnx||

۲ + b۲n ||sinnx||
۲)

داریم ،||sinnx||۲ = ||cosnx||۲ = π و ||۱||۲ = ۲π چون
۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx = ۲a۲
۰ +

∞∑
n=۱

(a۲
n + b۲n)
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٣ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

گرفت: مشتق و انتگرال جمله به جمله م�ͳتوان فوریه سری از

ͳیعن ،f فوریه�ی سری از آن�گاه باشد. [−π, π] فاصله�ی در قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) کنید فرض .۴ قضیه

a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx),

داریم b و a هر ازای به ͳیعن گرفت، انتگرال جمله به جمله م�ͳتوان نباشد همΎرا چه و باشد همΎرا ∫چه b

a

f(x) dx =

∫ b

a

a۰ dx+
∞∑
n=۱

∫ b

a

(an cosnx+ bn sinnx) dx.

فوریه�ی سری از جمله به جمله مشتق�گیری با آن�گاه باشد، هموار تکه�ای و پیوسته تابع f(x) تناوبی توسیع اگر هم�چنین

f(x) = a۰ +
∞∑
n=۱

(an cosnx+ bn sinnx)

ͳیعن م�ͳآید، دست به f ′(x) فوریه�ی سری

f ′(x) ∼
∞∑
n=۱

(−nan sinnx+ nbn cosnx). �

[۰, π] در f(x) قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری .||sinnx||۲ =
π

۲
و است متعامد [۰, π] در {sinnx}∞n=۱ دنباله�ی

بنابراین م�ͳنامیم. f ͳسینوس فوریه�ی سری را مجموعه این به نسبت

f(x) ∼
∞∑
n=۱

bn sinnx; bn =
(f, sinnx)

||sinnx||۲
=

۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری .||cosnx||۲ =
π

۲
و ||۱||۲ = π و است متعامد [۰, π] در {cosnx}∞n=۰ دنباله�ی هم�چنین

بنابراین م�ͳنامیم. f ͳکسینوس فوریه�ی سری را مجموعه این به نسبت [۰, π] در f(x)

f(x) ∼ a۰ +
∞∑
n=۱

an cosnx,

a۰ =
(f,۱)

||۱||۲
=

۱

π

∫ π

۰

f(x) dx و an =
(f(x), cosnx)

||cosnx||۲
=

۲

π

∫ π

۰

f(x) cosnx dx.

است. همΎرا ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] به x در f ͳکسینوس فوریه�ی سری هم�چنین و ͳسینوس فوریه�ی سری

از است عبارت (۰, π) در ،{۱, cosnx}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی به نسبت f پارسوال تساوی

||f ||۲ = a۲
۰ ||۱||

۲ +
∞∑
n=۱

a۲
n ||cosnx||

۲ ,

است زیر صورت به f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی ͳیعن
۲

π

∫ π

۰

f(x) dx = ۲a۲
۰ +

∞∑
n=۱

a۲
n.

است. (۰, π) در ،{sinnx}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی به نسبت f پارسوال تساوی ،||f ||۲ =
∞∑
n=۱

b۲n ||sinnx||
۲ عبارت هم�چنین

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
۲

π

∫ π

۰

[f(x)]۲ dx =
∞∑
n=۱

b۲n.
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ۴

مثال چند

کدام هر نرم و است متعامد [−π, π] در {sinnx}∞n=۱ = {sinx, sin۲x, sin۳x, . . .} توابع دنباله�ی دهید نشان .۵ مثال

بیابید. را توابع از

ͳمثلثات رابطه�ی از استفاده با و است زوج تابع sinnx sinmx که نکته این به توجه با آن�گاه ،m ̸= n اگر حل
داریم ،sinnx sinmx =

۱

۲
[cos(n−m)x− cos(n+m)x]

(sinnx, sinmx) =

∫ π

−π

sinnx sinmxdx

= ۲
۱

۲

∫ π

۰

[cos(n−m)x− cos(n+m)x] dx

=

[
۱

n−m
sin(n−m)x− ۱

n+m
sin(n+m)x

]π
۰

= ۰.

چون م�ͳیابیم. را دنباله اعضای از کدام هر نرم اکنون است. متعامد شده داده دنباله�ی بنابراین

||sinnx||۲ =

∫ π

−π

sin۲ nx dx

=

∫ π

۰

(۱ − cos۲nx) dx

=

[
x− ۱

۲n
sin۲nx

]π
۰

= π

� .||sinnx|| =
√
π داشت خواهیم

هر نرم و است متعامد [−π, π] در {cosnx}∞n=۰ = {۱, cosx, cos۲x, cos۳x, . . .} توابع دنباله�ی دهید نشان .۶ مثال

بیابید. را توابع از کدام

ͳمثلثات رابطه�ی از استفاده با و است زوج تابع cosnx cosmx که نکته این به توجه با آن�گاه ،m ̸= n اگر حل
داریم ،cosnx cosmx =

۱

۲
[cos(n−m)x+ cos(n+m)x]

(cosnx, cosmx) =

∫ π

−π

cosnx cosmxdx

= ۲
۱

۲

∫ π

۰

[cos(n−m)x+ cos(n+m)x] dx

=

[
۱

n−m
sin(n−m)x+

۱

n+m
sin(n+m)x

]π
۰

= ۰.
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۵ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم n = ۰ حالت برای م�ͳیابیم. را دنباله اعضای از کدام هر نرم اکنون است. متعامد شده داده دنباله�ی بنابراین

||۱||۲ =

∫ π

−π

۱ dx = ۲π.

داریم n ̸= ۰ حالت برای .||۱|| =
√

۲π پس

||cosnx||۲ =

∫ π

−π

cos۲ nx dx

=

∫ π

۰

(۱ + cos۲nx) dx

=

[
x+

۱

۲n
sin۲nx

]π
۰

= π.

� .||cosnx|| =
√
π بنابراین

[۰, π] فاصله�ی بر ،[−π, π] فاصله�ی بر علاوه ،{cosnx}∞n=۰ و {sinnx}∞n=۱ دنباله�های که م�ͳدهند نشان بالا مثال دو

هستند. متعامد نیز

توابع دنباله�ی دهید نشان .٧ مثال

{۱, cosnx, sinnx}∞n=۱={۱, cos x, cos۲x, cos۳x, . . . , sinx, sin۲x, sin۳x, . . .}

بیابید. را توابع از کدام هر نرم و است متعامد [−π, π] در

،n ̸= m هر ازای به دیدیم ۶ و ۵ مثال�های در حل
(sinnx, sinmx) = ۰ و (cosnx, cosmx) = ۰.

.(sinnx, cosmx) = ۰ که کنیم ثابت باید تنها پس .||۱|| =
√

۲π و ||cosnx|| = ||sinnx|| =
√
π داریم آن بر علاوه

است، فرد ͳتابع sinnx cosmx زیرا است، واض نیز مطلب این

(sinnx, cosmx) =

∫ π

−π

sinnx cosmxdx = ۰.

� است. متعامد شده داده مجموعه�ی این�رو از

تابع فوریه سری .٨ مثال

f(x) =

 ۰ −π < x < ۰

۱ ۰ ≤ x < π,
f(x+ ۲π) = f(x)

کنید. مشخص آن�را همΎرایی و بیابید را

.
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
=
π

۴
دهید نشان (آ)

.
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
دهید نشان پارسوال تساوی از استفاده با (ب)

بیابید. را
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری مقدار (پ)
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ۶

از است عبارت a۰ م�ͳیابیم. را f(x) فوریه�ی سری ضرایب حل
a۰ =

۱

۲π

∫ π

−π

f(x) dx =
۱

۲π

∫ π

۰

dx =
۱

۲
.

م�ͳکنیم محاسبه را bn و an اکنون

an =
۱

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx =
۱

π

∫ π

۰

cosnx dx =
sinnx

nπ

]π
۰

= ۰

bn =
۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
۱

π

∫ π

۰

sinnx dx = −cosnx

nπ

]π
۰

=
۱ − (−۱)n

nπ
.

از است عبارت f فوریه�ی سری پس

f(x) ∼ ۱

۲
+

∞∑
n=۱

۱ − (−۱)n

πn
sinnx.

چون

۱ − (−۱)n =

 ۰ زوج n

۲ فرد n

داشت خواهیم

f(x) ∼ ۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

sin(۲n− ۱)x

۲n− ۱
.

داریم دیΎر طرف از

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۰ −π < x < ۰
۱

۲
x = ۰

۱ ۰ < x < π.

بنابراین

۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

sin(۲n− ۱)x

۲n− ۱
=


۰ −π < x < ۰
۱

۲
x = ۰

۱ ۰ < x < π.

داریم ،sin (۲n− ۱)π

۲
= (−۱)n+۱ چون ،x =

π

۲
دهیم قرار بالا عبارت در اگر (آ)

۱

۲
+

۲

π

∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
= ۱,

م�ͳدهد نتیجه که
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

۲n− ۱
=
π

۴
.

م�ͳیابیم: را پارسوال تساوی چپ سمت ابتدا م�ͳیابیم. را f(x) برای پارسوال تساوی (ب)
۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

۰

dx = ۱
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٧ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

از است عبارت f(x) برای پارسوال تساوی پس

۱ = ۲

(
۱

۲

)۲

+
∞∑
n=۱

(
۲

π(۲n− ۱)

)۲

=⇒
∞∑
n=۱

۴

π۲(۲n− ۱)۲
=

۱

۲

=⇒
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
.

نوشت م�ͳتوان
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری در فرد و زوج جملات کردن جدا با (پ)

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۲
.

داشت خواهیم (ب) از استفاده با این�رو از
۳

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=
π۲

۸
.

نتیجه در
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
. �

م�ͳیابیم. دیΎر تابع Έی از استفاده با را بالا مثال در شده یافته سری�های بعد مثال در

بیابید. را ،−π < x ≤ π ،f(x) = x تابع فوریه سری (آ) .٩ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

(−۱)n

۲n− ۱
سری مقدار (ب)

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۲
سری مقدار (پ)

داریم است فرد تابع Έی f(x) = x تابع که این به توجه با م�ͳیابیم. را f(x) = x فوریه�ی سری ضرایب ابتدا حل
a۰ =

۱

۲π

∫ π

−π

x dx = ۰ و an =
۱

π

∫ π

−π

x cosnx dx = ۰.

م�ͳکنیم محاسبه جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با را bn اکنون

bn =
۱

π

∫ π

−π

x sinnx dx

=
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx

=
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲

π

(
−π cosnπ

n

)
=

۲

π

−π(−۱)n

n

=
۲(−۱)n+۱

n
.
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ٨

نتیجه در

bn =
۲(−۱)n+۱

n

از است عبارت f(x) = x فوریه�ی سری و

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx, −π < x < π.

چون آن�گاه ،x =
π

۲
دهیم قرار اگر ویژه به (ب)

sin
nπ

۲
=

 ۰ n = ۲k

(−۱)k+۱ n = ۲k − ۱, k = ۱,۲, . . .

داریم

π

۲
=

∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinn

π

۲

=
∞∑
k=۱

۲(−۱)۲k−۱+۱

۲k − ۱
(−۱)k+۱.

نتیجه در
∞∑
k=۱

(−۱)k

۲k − ۱
= −π

۴
.

م�ͳکنیم محاسبه را زیر انتگرال ابتدا f(x) = x برای پارسوال تساوی یافتن برای (پ)

۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

−π

x۲ dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۲ dx

=
۲

π

[
x۳

۳

]π
۰

=
۲

۳
π۲.

از است عبارت f(x) = x برای پارسوال تساوی نتیجه در

۲

۳
π۲ =

∞∑
n=۱

(
۲(−۱)n+۱

n

)۲

=
∞∑
n=۱

۴

n۲
.

داریم: را آشنا نتیجه�ای این�رو از
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
. �
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٩ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

بیابید. را ،f(x+ ۲π) = f(x) ،−π < x < π ،f(x) = x۲ تابع فوریه سری (آ) .١٠ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲
سری مقدار (ب)

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۴
سری مقدار (پ)

داریم است زوج تابع Έی f(x) = x۲ تابع که این به توجه با م�ͳیابیم. را f(x) = x۲ فوریه�ی سری ضرایب ابتدا حل
bn =

۱

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx = ۰.

از است عبارت a۰

a۰ =
۱

۲π

∫ π

−π

x۲ dx =
۱

π

∫ π

۰

x۲ dx =
π۲

۳
.

م�ͳکنیم محاسبه جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با را an اکنون

an =
۱

π

∫ π

−π

x۲ cosnx dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۲ cosnx dx

=
۲

π

[
x۲ sinnx

n
+ ۲x

cosnx

n۲
− ۲

sinnx

n۳

]π
۰

=
۲

π

[
۲π

cosnπ

n۲

]
=

۴(−۱)n

n۲
.

نتیجه در

an =
۴(−۱)n

n۲

از است عبارت f(x) = x۲ فوریه�ی سری و

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx, −π ≤ x ≤ π.

داریم آن�گاه ،x = ۰ دهیم قرار اگر ویژه به (ب)

۰ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲

نتیجه در و
∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲
= − π۲

۱۲
.

آن�گاه ،x = π دهیم قرار اگر هم�چنین

π۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnπ

=
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴

n۲
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١٠

نتیجه در و
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶

دارد. مطابقت قبل مثال با که

م�ͳکنیم محاسبه را زیر انتگرال ابتدا f(x) = x۲ برای پارسوال تساوی یافتن برای (پ)

۱

π

∫ π

−π

[f(x)]۲ dx =
۱

π

∫ π

−π

x۴ dx

=
۲

π

∫ π

۰

x۴ dx

=
۲

۵
π۴.

از است عبارت f(x) = x۲ برای پارسوال تساوی نتیجه در

۲

۵
π۴ = ۲

(
π۲

۳

)۲

+
∞∑
n=۱

(
۴(−۱)n

n۲

)۲

=
۲π۴

۹
+

∞∑
n=۱

۱۶

n۴
.

این�رو از
∞∑
n=۱

۱

n۴
=
π۴

۹۰
. �

دیدیم ١٠ مثال در م�ͳگیریم. انتگرال و مشتق فوریه، سری دو از ۴ قضیه�ی آزمودن برای

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx.

داریم بΎیریم مشتق بالا رابطه�ی طرف دو از اگر

۲x =
∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
(−n sinnx)

=
∞∑
n=۱

۴(−۱)n+۱

n
sinnx.

نتیجه در

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx,

سری بΎیریم مشتق مشتق�پذیر f(x) تابع فوریه�ی سری از و باشد مشتق�پذیر f(x) تابع اگر پس دارد. مطابقت ٩ مثال با که

م�ͳآید. دست به f ′(x) فوریه

ͳیعن ،f(x) = x فوریه سری از اگر مثلا گرفت. انتگرال جمله به جمله تابع Έی فوریه�ی سری از م�ͳتوان هم�چنین

t =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnt,
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١١ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم بΎیریم انتگرال x تا −π ∫از x

−π

t dt =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n

∫ x

−π

sinnt dt.

این�رو از

t۲

۲

]x
−π

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n

[
− cosnt

n

]x
−π

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
(cosnx− cos(−nπ))

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx−

∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
(−۱)n

=
∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx− ۲

∞∑
n=۱

۱

n۲

م�ͳآوریم دست به ،
∞∑
n=۱

۱

n۲
=
π۲

۶
چون نتیجه، در و

x۲

۲
− π۲

۲
=

∞∑
n=۱

۲(−۱)n

n۲
cosnx− π۲

۳

نتیجه در و

x۲ = π۲ − ۲π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx.

پس

x۲ =
π۲

۳
+

∞∑
n=۱

۴(−۱)n

n۲
cosnx

دارد. مطابقت ١٠ مثال نتیجه با که

مجموع آن�ها از استفاده با و بیابید را ۰ < x < π ،f(x) = x تابع ͳکسینوس فوریه سری و ͳسینوس فوریه سری .١١ مثال

کنید. محاسبه را
∞∑
n=۱

۱

n۴
و ،

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
،

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
،

∞∑
n=۱

۱

n۲
� سری�های

ببینید) را ٩ (مثال داریم م�ͳیابیم. را f(x) = x ͳسینوس فوریه�ی سری ابتدا حل

bn =
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx

=
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲

π

π(−۱)n+۱

n

=
۲(−۱)n+۱

n
,
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١٢

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری نتیجه در و

x =
∞∑
n=۱

۲(−۱)n+۱

n
sinnx, ۰ < x < π.

م�ͳکنیم محاسبه ابتدا پارسوال تساوی یافتن برای
۲

π

∫ π

۰

[f(x)]۲ dx =
۲

π

∫ π

۰

x۲ dx =
۲

۳
π۲.

از است عبارت f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
۲

۳
π۲ =

∞∑
n=۱

(
۲(−۱)n+۱

n

)۲

نتیجه در و
π۲

۶
=

∞∑
n=۱

۱

n۲

کرد: عمل زیر صورت به م�ͳتوان
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
سری یافتن برای است. آشنا نتیجه�ای که

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۲

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
+

۱

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
.

بنابراین
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲
=

۳

۴

∞∑
n=۱

۱

n۲
=

۳

۴

π۲

۶
=
π۲

۸
.

م�ͳکنیم محاسبه را a۰ ابتدا م�ͳیابیم. را f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری اکنون

a۰ =
۱

π

∫ π

۰

x dx =
π

۲

م�ͳآوریم دست به جزء به جزء اتنتگرال�گیری روش از استفاده با را an سپس و

an =
۲

π

∫ π

۰

x cosnx dx

=
۲

π

[
x sinnx

n
+

cosnx

n۲

]π
۰

=
۲

πn۲
[cosnπ − ۱]

=
۲((−۱)n − ۱)

πn۲
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری نتیجه در

x =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnx, ۰ < x < π.
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١٣ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داشت خواهیم x = ۰ دهیم قرار f(x) = x ͳکسینوس فوریه سری در اگر

۰ =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲

م�ͳدهد نتیجه که

−π
۲

۴
=

∞∑
k=۱

−۲

(۲k − ۱)۲

م�ͳشود حاصل آوردیم، دست به نیز بالا در که زیر، نتیجه�ی بنابراین و
∞∑
k=۱

۱

(۲k − ۱)۲
=
π۲

۸
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی

۲

۳
π۲ = ۲(

π

۲
)۲ +

∞∑
n=۱

(
۲((−۱)n − ۱)

πn۲

)۲

=
π۲

۲
+

∞∑
n=۱

۸(۱ − (−۱)n)

π۲n۴
.

نتیجه در

۲

۳
π۲ − π۲

۲
=

∞∑
n=۱

۸(۱ − (−۱)n)

π۲n۴
=⇒ π۴

۴۸
=

∞∑
n=۱

۲

(۲n− ۱)۴

=⇒ π۴

۹۶
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
.

م�ͳنویسیم
∞∑
n=۱

۱

n۴
سری یافتن برای

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۴

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
+

۱

۱۶

∞∑
n=۱

۱

n۴
.

بنابراین
۱۵

۱۶

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴

داریم ،
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۴
=
π۴

۹۶
چون نتیجه، در و

∞∑
n=۱

۱

n۴
=

۱۶

۱۵

π۴

۹۶
=
π۴

۹۰
. �

g(x) = x۲ − πx ͳسینوس فوریه�ی سری ،۰ < x < π ،f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری از انتگرال�گیری با .١٢ مثال

بیابید. را
∞∑
n=۱

۱

n۶
سری مجموع آن� از استفاده با و کنید محاسبه را
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ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری ١۴

م�ͳنویسیم را آمد، دست به قبل مثال در که ،f(x) = x ͳکسینوس فوریه�ی سری حل

t =
π

۲
+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnt

داشت خواهیم صورت این در م�ͳگیریم. انتگرال آن از x تا صفر از ∫و x

۰

t dt =

∫ x

۰

π

۲
dt+

∞∑
n=۱

∫ x

۰

۲((−۱)n − ۱)

πn۲
cosnt dt

م�ͳدهد نتیحه که
x۲

۲
=
π

۲
x+

∞∑
n=۱

۲((−۱)n − ۱)

πn۳
sinnx.

بنابراین

x۲ − πx =
∞∑
n=۱

۴((−۱)n − ۱)

πn۳
sinnx.

فوریه سری برای را پارسوال تساوی حال یافتیم. را ۰ < x < π ،g(x) = x۲ − πx تابع ͳسینوس فوریه�ی سری این�رو از

م�ͳکنیم محاسبه ابتدا م�ͳیابیم. g(x) ͳسینوس
۲

π

∫ π

۰

[g(x)]۲ dx =
۲

π

∫ π

۰

(x۲ − πx)۲ dx =
π۴

۱۵
.

از است عبارت g(x) ͳسینوس فوریه�ی سری برای پارسوال تساوی پس
π۴

۱۵
=

∞∑
n=۱

(
۴((−۱)n − ۱)

πn۳

)۲

نتیجه در و
π۶

۱۵ × ۱۶ × ۲
=

∞∑
n=۱

۱ − (−۱)n

n۶

ͳیعن
π۶

۴۸۰
=

∞∑
n=۱

۲

(۲n− ۱)۶

داریم و
π۶

۹۶۰
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
.

م�ͳکنیم جدا آن فرد و زوج جملات
∞∑
n=۱

۱

n۶
سری مقدار محاسبه�ی برای اکنون

∞∑
n=۱

۱

n۶
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
+

∞∑
n=۱

۱

(۲n)۶

=
∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۶
+

۱

۶۴

∞∑
n=۱

۱

n۶
.

نتیجه )در
۱ − ۱

۶۴

) ∞∑
n=۱

۱

n۶
=

π۶

۹۶۰
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١۵ ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه سری ،ͳمثلثات فوریه سری

داریم و

∞∑
n=۱

۱

n۶
=

۶۴

۶۳

π۶

۹۶۰
=

π۶

۹۴۵
. �

بیابید. را ۰ < x < π ،f(x) = e۲x تابع ͳکسینوس فوریه سری و ͳسینوس فوریه سری .١٣ مثال

از عبارتند f(x) = e۲x ͳسینوس فوریه�ی سری ضرایب حل

bn =
۲

π

∫ π

۰

e۲x sinnx dx =
۲e۲x(−n cosnx+ ۲ sinnx)

π(n۲ + ۴)

]π
۰

=
۲n(e۲π(−۱)n+۱ + ۱)

π(n۲ + ۴)
,

داریم و

e۲x =
∞∑
n=۱

۲n(e۲π(−۱)n+۱ + ۱)

π(n۲ + ۴)
sinnx.

از عبارتند f(x) = e۲x ͳکسینوس فوریه�ی سری ضرایب هم�چنین

a۰ =
۱

π

∫ π

۰

e۲x =
۱

۲π
e۲x
]π

۰

=
e۲π − ۱

۲π
;

an =
۲

π

∫ π

۰

e۲x cosnx dx =
۲e۲x(۲ cosnx+ n sinnx)

π(n۲ + ۴)

]π
۰

=
۴(e۲π(−۱)n − ۱)

π(n۲ + ۴)

داریم و

e۲x =
e۲π − ۱

۲π
+

∞∑
n=۱

۴(e۲π(−۱)n − ۱)

π(n۲ + ۴)
cosnx. �
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آن کاربردهای و فوریه انتگرال ،٢ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢٢ سوم جلسه�

مطلقاً (−∞,+∞) در f(x) و باشد (−∞,+∞) فاصله�ی روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) که کنید فرض

ͳیعن باشد، ∫انتگرال�پذیر +∞

−∞
|f(x)| dx

از است عبارت f(x) تابع فوریه انتگرال باشد. داشته وجود

f(x) ∼
∫ +∞

۰

(Aα cosαx+Bα sinαx) dα,

آن در که

Aα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosαx dx و Bα =

۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx,

بالا انتگرال�های وجود از اطمینان برای f(x) انتگرال�پذیری مطلقاً شرط م�ͳنامیم. f فوریه�ی انتگرال ضرایب را Bα و Aα

است.

(−∞,+∞) بر f فرضکنید هم�چنین باشد. هموار تکه�ای و قطعه�ای پیوسته�ی (−∞,+∞) بر f تابع فرضکنید .١۴ قضیه

صورت این در باشد. انتگرال�پذپر مطلقاً
۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =

∫ +∞

۰

[A(α) cosαx+B(α) sinαx] dα.

ͳیعن است، همΎرا f(x) به x در f فوریه�ی انتگرال باشد، پیوسته x در f اگر ویژه به

f(x) =

∫ +∞

۰

(Aα cosαx+Bα sinαx) dα.

فوریه�ی انتگرال باشد. (۰,+∞) فاصله�ی روی انتگرال�پذیر مطلقاً و قطعه�ای پیوسته�ی تابع Έی f(x) که کنید فرض

از است عبارت f(x) تابع ͳسینوس

f(x) ∼
∫ +∞

۰

Bα sinαx dα,

آن در که

Bα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinαx dx,

از است عبارت f(x) تابع ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال

f(x) ∼
∫ +∞

۰

Aα cosαx dα,

آن در که

Aα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosαx dx,

است. همΎرا ۱
۲ [f(x

+) + f(x−)] به x در f(x) تابع ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال و ͳسینوس فوریه�ی انتگرال

١۶
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١٧ فوریه انتگرال

مثال چند

بیابید. را ،f(x) =

 ۱ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱
تابع فوریه انتگرال (آ) .١۵ مثال

کنید. محاسبه را
∫ +∞

۰

sinα

α
dα انتگرال مقدار (ب)

داریم است زوج تابع Έی f(x) چون حل

Bα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx = ۰

هم�چنین و

Aα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosαx dx =

۲

π

∫ ۱

۰

cosαx dx =
۲ sinα

πα
.

چون دیΎر طرف از

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۱ |x| < ۱

۰ |x| > ۱
۱

۲
|x| = ۱

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) فوریه�ی انتگرال

∫ +∞

۰

۲ sinα

πα
cosαx dα =


۱ |x| < ۱

۰ |x| > ۱
۱

۲
|x| = ۱.

داریم دهیم قرار x = ۰ بالا رابطه�ی در اگر ∫(ب) +∞

۰

۲ sinα

πα
dα = ۱

م�ͳدهد نتیجه ∫که +∞

۰

sinα

α
dα =

π

۲
. �

کنید. محاسبه را زیر انتگرال مقدار f(x) =

 ۱ − x۲ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱
تابع فوریه انتگرال از استفاده با .١۶ مثال

∫ +∞

۰

sinα− α cosα

α۳
dα

داریم است زوج f(x) چون حل

Bα =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinαx dx = ۰.
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فوریه انتگرال ١٨

م�ͳکنیم محاسبه را Aα جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با اکنون

Aα =
۱

π

∫ ۱

−۱

f(x) cosαx dx

=
۲

π

∫ ۱

۰

(۱ − x۲) cosαx dx

=
۲

π

[
(۱ − x۲)

sinαx

α
− ۲x

cosαx

α۲
+ ۲

sinαx

α۳

]۱

۰

=
۴(sinα− α cosα)

πα۳
.

نتیجه ∫در +∞

۰

۴(sinα− α cosα)

πα۳
cosαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =

 ۱ − x۲ |x| < ۱

۰ |x| ≥ ۱.

م�ͳآید دست به نظر مورد انتگرال مقدار x = ۰ فرض با ∫اکنون +∞

۰

sinα− α cosα

α۳
dα =

π

۴
. �

بیابید. را ،f(x) =

 cos x |x| < π

۰ |x| ≥ π
تابع فوریه انتگرال .١٧ مثال

م�ͳکنیم محاسبه را Aα اکنون .Bα = ۰ داریم است زوج تابع f(x) چون حل

Aα =
۱

π

∫ π

−π

f(x) cosαx dx

=
۲

π

∫ π

۰

cosx cosαx dx

=
۱

π

∫ π

۰

[cos(۱ + α)x+ cos(۱ − α)x] dx

=
۱

π

[
sin(۱ + α)x

۱ + α
+

sin(۱ − α)x

۱ − α

]π
۰

=
۱

π

(
sin(۱ + α)π

۱ + α
+

sin(۱ − α)π

۱ − α

)
=

۱

π

(
− sinαπ

۱ + α
+

sinαπ

۱ − α

)
=

۲α sinαπ

π(۱ − α۲)
.

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) فوریه سری این�رو از

∫ +∞

۰

۲α sinαπ

π(۱ − α۲)
cosαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


cos x |x| < π

۰ |x| > π

−۱

۲
|x| = π. �
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١٩ فوریه انتگرال

بیابید. را ،f(x) =

 ۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
تابع ͳکسینوس و ͳسینوس فوریه انتگرال (آ) .١٨ مثال

چون م�ͳیابیم. را f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ابتدا حل

Bα =
۲

π

∫ ∞

۰

f(x) sinαx dx =
۲

π

∫ ۱

۰

sinαx dx =
۲

πα
(۱ − cosα).

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال پس

∫ +∞

۰

۲

πα
(۱ − cosα) sinαx dα =

۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
۱

۲
x = ۱.

داریم م�ͳیابیم. را f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال اکنون

Aα =
۲

π

∫ ∞

۰

f(x) cosαx dx =
۲

π

∫ ۱

۰

cosαx dx =
۲ sinα

πα
.

از است عبارت f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال بنابراین

∫ +∞

۰

۲ sinα

πα
cosαx dα =


۱ ۰ < x < ۱

۰ ۱ < x < +∞
۱

۲
x = ۱. �

کنید ثابت را زیر روابط ͳدرست مناسب، فوریه�ی انتگرال از استفاده با .١٩ مثال

∫ +∞

۰

cos kα + kα sin kα− ۱

α۲
cosαx dα =


π

۲
x ۰ ≤ x < k

k
π

۴
x = k

۰ x > k

∫ +∞

۰

sin kα− kα cos kα

α۲
sinαx dα =


π

۲
x ۰ ≤ x < k

k
π

۴
x = k

۰ x > k

داریم م�ͳیابیم. آن�را ͳسینوس فوریه�ی انتگرال و f(x) =

 x ۰ < x < k

۰ x > k
م�ͳدهیم قرار حل

Bα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinαx dx =
۱

π

∫ k

۰

x sinαx dx

=
۲

π

−x cosαx
α

+
sinαx

α۲

]k
۰

=
۲

π

(
−k cosαk

α
+

sinαk

α۲

)
=

۲

π

sinαk − kα cosαk

α۲
.
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فوریه انتگرال ٢٠

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ۱

۲
[f(x+) + f(x−)] =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k

چون

∫ +∞

۰

۲

π

sinαk − kα cosαk

α۲
sinαx dx =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k.

نتیجه در

∫ +∞

۰

sinαk − kα cosαk

α۲
sinαx dx =


π

۲
x ۰ < x < k

۰ x > k
π

۴
k x = k.

داریم م�ͳیابیم. را f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال اکنون

Aα =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosαx dx =
۲

π

∫ k

۰

x cosαx dx

=
۲

π

x sinαx

α
+

cosαx

α۲

]k
۰

=
۲

π

(
k sinαk

α
+

cosαk

α۲
− ۱

α۲

)
=

۲

π

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲

از است عبارت آن همΎرایی و f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال بنابراین

∫ +∞

۰

۲

π

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲
cosαx dx =


x ۰ < x < k

۰ x > k
k

۲
x = k.

نتیجه در

∫ +∞

۰

kα sinαk + cosαk − ۱

α۲
cosαx dx =


π

۲
x ۰ < x < k

۰ x > k
π

۴
k x = k.
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اشتورم-لیوویل مسائل ،٣ فصل خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢٣ چهارم جلسه�

دوم مرتبه�ی ͳخط دیفرانسیل معادله
d

dx

[
r(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + σp(x)]y = ۰,

برای گوییم. اشتورم-لیوویل معادله�ی Έی را هستند، ͳحقیق توابع r(x) و ،q(x) ،p(x) توابع و است پارامتر Έی σ آن در که

،x ∈ [a, b] هر ازای به و پیوسته�اند [a, b] فاصله�ی در r′(x) و ،r(x) ،q(x) ،p(x) م�ͳکنیم فرض جواب وجود از اطمینان

دوم مرتبه�ی ͳخط دیفرانسیل معادله هر .r(x) ̸= ۰

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = ۰

تابع در کردن ضرب با م�ͳتوان را

µ(x) =
۱

P (x)
e

∫
Q(x)

P (x)
dx

کرد. تبدیل اشتورم-لیوویل معادله�ی به

صورت به را L عملΎر اگر

L =
d

dx

[
r
d

dx

]
+ qy

نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را اشتورم-لیوویل معادله�ی کنیم، تعریف

L [y] + σp(x)y = ۰.

اشتورم-لیوویل معادله�ی Έی

L[y] + σp(x)y = ۰ a < x < b

مرزی شرایط همراه به a۱y(a) + b۱y
′(a) = ۰

a۲y(b) + b۲y
′(b) = ۰

(١)

مسأله�ی Έی را نیستند؛ صفر هم با دو هر b۲ ،a۲ و b۱ ،a۱ آن بر علاوه هستند؛ ثابت ͳحقیق اعداد b۲ ،b۱ ،a۲ ،a۱ آن در که

مسأله مرزی شرایط هستند، همΎن و ͳخط که را، (١) مرزی شرایط گوییم. منظم مرزی) مقدار (مسأله�ی اشتورم-لیوویل

جواب را جواب این م�ͳکند. صدق مرزی شرایط در هم و دیفرانسیل معادله در هم y(x) = ۰ ثابت تابع که کنید توجه گوییم.

ͳنابدیه جواب آن�ها ازای به که σ مقادیر و مسأله ویژه�ی توابع وجود) صورت (در را مسأله ͳنابدیه جواب�های گوییم. ͳبدیه

ͳخط ترکیب هر که دید م�ͳتوان ͳسادگ به هستند، همΎن مرزی شرایط و معادله چون گوییم. مسأله ویژه�ی مقادیر را دارد وجود

ویژه تابع مجدداً ویژه، تابع Έی ضریب هر ویژه به است. σ با متناظر ویژه تابع مجدداً ،σ ویژه�ی مقدار متناظر ویژه�ی توابع از

است.

٢١
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢٢

،x ∈ [a, b] هر ازای به و باشند پیوسته [a, b] فاصله�ی در r′(x) و ،r(x) ،q(x) ،p(x) توابع کنید فرض .٢٠ قضیه

اشتورم-لیوویل مسأله ویژه�ی توابع φµ(x) و φλ(x) اگر .r(x) ̸= ۰
L[y] + σp(x)y = ۰, a < x < b

a۱y(a) + b۱y
′(a) = ۰

a۲y(b) + b۲y
′(b) = ۰.

ͳیعن هستند، متعامد p(x) وزن تابع به نسبت φµ(x) و φλ(x) آن�گاه باشند، µ و λ متمایز ویژه�ی مقادیر ∫متناظر b

a

p(x)φλ(x)φµ(x) dx = ۰.

دنباله�ی دیدیم باشد. متمایز ویژه�ی مقادیر متناظر اشتورم-لیوویل مسأله ویژه�ی توابع دنباله�ی {φn(x)}∞n=۱ کنید فرض

[a, b]فاصله�ی روی قطعه�ای پیوسته�ی تابع فوریه�ی سری م�ͳتوانیم این�رو از است. متعامد p(x) وزن تابع به نسبت {φn(x)}∞n=۱

در که باشد، متعامد مجموعه�ی این به نسبت f فوریه�ی سری
∞∑
n=۱

Cnφn(x) فرضکنید بیایم. متعامد مجموعه�ی این حسب بر را

.
∞∑
n=۱

C۲
n||φn||۲ = ||f ||۲ ͳیعن است، برقرار پارسوال تساوی داد نشان م�ͳتوان هستند. فوریه سری ضرایب ،Cn =

(f, φn)

||φn||۲
آن

f راست و چپ مشتقات که x ∈ (a, b) نقطه�ی هر در f فوریه�ی سری آن�گاه باشند، قطعه�ای پیوسته�ی f اگر آن بر علاوه

است. همΎرا ۱

۲
[f(x−) + f(x+)] به باشند، داشته وجود

مثال چند
دیفرانسیل معادله

x۲y′′ + xy′ + σy = ۰ , x > ۰

در معادله کردن ضرب با بΎیرید. نظر در را

µ =
۱

x۲
e

∫
x

x۲
dx

=
۱

x۲
elnx =

۱

x
.

داشت خواهیم

xy′′ + y′ +
σ

x
y = ۰.

از است عبارت متناظر اشتورم-لیوویل معادله�ی این�رو از
d

dx

[
x
dy

dx

]
+
σ

x
y = ۰.

ͳبخصوص اشتورم-لیوویل مساله�های ویژه�ی توابع دیده�ایم، قبلا̈ که ͳمثلثات متعامد مجموعه��های م�ͳدهند نشان بعد مهم مثال سه

هستند.

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢١ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y(۰) = ۰

y(L) = ۰.
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٢٣ اشتورم-لیوویل مسائل

از است عبارت م�ͳآید) دست به y(x) = erx فرض با (که y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله چون حل
برای مختلط حالت .σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ بΎیریم: نظر در حالت سه باید نتیجه در و ،r = ±

√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰

مقادیر هستند) برقرار معمولا˦ ͳبررس مورد مساله�های برای (که شرط Έی تحت که م�ͳشود ثابت زیرا نم�ͳگیریم، نظر در را σ

هستند. ͳحقیق منظم اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی

از است عبارت معادله ͳعموم جواب پس .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.

.y(x) = ۰ م�ͳدهد نتیجه که ،c۱L = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱xپس ،c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ = ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

c۲ = ۰ پس .c۲ sinhλL = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinhλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

از .y(x) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ باشیم داشته باید پس .sinhλL ̸= ۰ زیرا نم�ͳدهد، رخ اخیر حالت اما ،sinhλL = ۰ یا

نیست. ویژه مقدار هم σ < ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

یا c۲ = ۰ پس .c۲ sinλL = ۰ داریم ،y(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ =
nπ

L
اگر پس است. ͳطبیع عدد λL = nπ آن�گاه ،sinλL = ۰ اگر .sinλL = ۰

عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn =
nπ

L
متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر را c۲

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲ sin
nπ

L
x از

σn =
(nπ
L

)۲

, yn(x) = sin
nπ

L
x. �

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢٢ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < π

y′(۰) = ۰

y′(π) = ۰.

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢۴

پس م�ͳکند، صدق y′(π) = ۰ شرط در y(x) = c۲ تابع چون اکنون .y(x) = c۲ پس ،c۱ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

تابع Έی y۰(x) = ۱ و ویژه مقدار Έی σ۰ = ۰ این�رو از است. مسأله از ͳنابدیه جواب Έی ،c۲ ̸= ۰ برای ،y(x) = c۲

است. آن متناظر ویژه

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

پس .c۱λ sinhλπ = ۰ داریم ،y′(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱ coshλx پس ،c۲ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

نتیجه در و c۱ = ۰ باشیم داشته باید پس .sinhλπ ̸= ۰ زیرا نم�ͳدهد، رخ اخیر حالت اما ،sinhλ = ۰ یا c۱λπ = ۰

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

c۱ = ۰ پس .−c۱λ sinλπ = ۰ داریم ،y′(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱ cosλxپس ،c۲ = ۰ داریم ،y′(۰) = ۰ چون

c۱ م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ = n اگر پس است. ͳطبیع عدد λ = n آن�گاه ،sinλπ = ۰ اگر .sinλπ = ۰ یا

از عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn = n متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر را

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲ cosnx

σ۰ = ۰, y۰(x) = ۱, σn = n۲, yn(x) = cosnx. �

مساله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳدهد نشان بالا مثال کل�ͳتر طور به
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y′(۰) = ۰

y′(L) = ۰.

از عبارتند

σ۰ = ۰, y۰(x) = ۱, σn =
(nπ
L

)۲

, yn(x) = cos
nπ

L
x.

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢٣ مثال
y′′ + σy = ۰, −π < x < π

y(−π) = y(π)

y′(−π) = y′(π).

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.
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٢۵ اشتورم-لیوویل مسائل

تابع چون اکنون .y(x) = c۲ پس .c۱ = ۰ م�ͳدهد نتیجه که ،−c۱π + c۲ = c۱π + c۲ داریم ،y(−π) = y(π) چون

است. مسأله از ͳنابدیه جواب Έی ،c۲ ̸= ۰ برای ،y(x) = c۲ پس م�ͳکند، صدق y′(−π) = y′(π) شرط در y(x) = c۲

است. آن متناظر ویژه تابع Έی y۰(x) = ۱ و ویژه مقدار Έی σ۰ = ۰ این�رو از

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±λ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

داریم ،y(−π) = y(π) چون

c۱ coshλ(−π) + c۲ sinhλ(−π) = c۱ coshλπ + c۲ sinhλπ

نتیجه در و

c۱ coshλπ − c۲ sinhλπ = c۱ coshλπ + c۲ sinhλπ.

بنابراین .c۲ = ۰ داشت خواهیم sinhλπ ̸= ۰ چون و c۲ sinhλπ = ۰ م�ͳآوریم دست به اخیر رابطه�ی کردن ساده با

،y′(−π) = y′(π) چون اکنون .y(x) = c۱ coshλx

c۱λ sinhλ(−π) = c۱λ sinhλπ

دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ نتیجه در .c۱ = ۰ داریم و c۱λ sinhλπ = ۰ نتیجه در و

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس

عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = ±iλ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

داریم ،y′(−π) = y′(π) و y(−π) = y(π) چون c۱ cosλ(−π)− c۲ sinλ(−π) = c۱ cosλπ + c۲ sinλπ

λc۱ sinλ(−π) + λc۲ cosλ(−π) = −λc۱ sinhλπ + λc۲ cosλπ.

نتیجه در c۱ cosλπ − c۲ sinλπ = c۱ cosλπ + c۲ sinλπ

λc۱ sinλπ + λc۲ cosλπ = −λc۱ sinhλπ + λc۲ cosλπ.

که م�ͳگیریم نتیجه بالا معادلات از

c۱ sinλπ = ۰ و c۲ sinλπ = ۰.

مقادیر از ͳی برابر λ باید معادله از ͳنابدیه جواب داشتن برای

λn = n, n = ۱,۲,۳, . . .

این در پس یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�هاب و گرفت نظر در ناصفر م�ͳتوان را c۲ و c۱ مقادیر λای چنین ازای به باشد.

از عبارتند متناظر ویژه�ی توابع و مسأله ویژه�ی مقادیر حالت

σn = λ۲
n = n۲, yn = cosnx, sinnx, n = ۱,۲, . . . . �
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢۶

مساله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳدهد نشان بالا مثال کل�ͳتر طور به
y′′ + σy = ۰, −L < x < L

y(−L) = y(L)

y′(−L) = y′(L).

از عبارتند

σn = λ۲
n =

(nπ
L

)۲

, yn = cos
nπ

L
x, sin

nπ

L
x, n = ۱,۲, . . . .

است، ثابت عدد h > ۰ آن در که بیابید، را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢۴ مثال
y′′ + σy = ۰, ۰ < x < L

y(۰) = ۰

y(L) + hy′(L) = ۰.

قبل مثال مشابه و ،r = ±
√
−σ پس ،r۲ + σ = ۰ از است عبارت y′′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله حل

.σ > ۰ و ،σ < ۰ ،σ = ۰ م�ͳگیریم: نظر در حالت سه

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱x+ c۲.

نتیجه که ،c۱L + hc۱ = ۰ داریم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۱xپس ،c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ = ۰ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ م�ͳدهد

معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ − λ۲y = ۰ داریم حالت این در .λ =
√
−σ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ دوم: حالت

از است عبارت

y(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

داریم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinhλx نتیجه در و ،c۱ = ۰ داشت خواهیم ،y(۰) = ۰ چون

c۲ sinhλL+ hλc۲ coshλL = ۰.

داریم اخیر حالت در .sinhλL+ hλ coshλL = ۰ یا c۲ = ۰ پس

tanhλL = −hλ.

نوشت م�ͳتوان α = λLفرض با

tanhα =
−h
L
α.

این که م�ͳگیریم نتیجه م�ͳکنند، قط΄ را یدیΎر x = ۰ در فقط y = −h

L
x خط و y = tanh x ͳمنحن این�که به توجه با

ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ باشیم داشته باید پس نم�ͳدهد. رخ حالت

نیست. ویژه مقدار σ < ۰ پس دارد.

معادله ͳعموم جواب نتیجه در .y′′ + λ۲y = ۰ داریم حالت این در .λ =
√
σ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ سوم: حالت

از است عبارت

y(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.
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٢٧ اشتورم-لیوویل مسائل
y

x

دارد. جواب بی�نهایت tanx = −kx معادله�ی :١ شل

داشت خواهیم ،y(L) + hy′(L) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲ sinλxپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

c۲ sinλL+ hλc۲ cosλL = ۰.

داریم اخیر حالت در .sinλL+ hλ cosλL = ۰ یا c۲ = ۰ پس

tanλL = −hλ.

نوشت م�ͳتوان α = λLفرض با

tanα =
−h
L
α.

نقطه�ی بی�نهایت در y = −h

L
x خط و y = tan x ͳمنحن این�که به توجه با

α۱ < α۲ < α۳ < · · ·

مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .λn =
αn

L
بنابراین و αn = λnL داریم راببینید)، ١ (شل م�ͳکنند قط΄ را یدیΎر

از عبارتند

σn = λ۲
n =

(αn

L

)۲

, yn = sin
αn

L
x, , n = ۱,۲,۳, . . . . �

بیابید. را زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر .٢۵ مثال
y′′ + y′ + σy = ۰, ۰ < x < π

y(۰) = ۰

y(π) = ۰.

است عبارت م�ͳآید) دست به y(x) = erx فرض با (که y′′ + y′ + σy = ۰ دیفرانسیل معادله شاخص معادله چون حل
پس ،r۲ + r + σ = ۰ از

r =
−۱ ±

√
۱ − ۴σ

۲

.۱ − ۴σ > ۰ و ،۱ − ۴σ < ۰ ،۱ − ۴σ = ۰ بΎیریم: نظر در حالت سه باید نتیجه در و

از است عبارت معادله ͳعموم جواب نتیجه در .r = −۱

۲
داریم حالت این در :σ =

۱

۴
ͳیعن ،۱ − ۴σ = ۰ اول: حالت

y(x) = c۱e
−x/۲ + c۲xe

−x/۲.
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اشتورم-لیوویل مسائل ٢٨

م�ͳدهد نتیجه که ،c۲πe−π/۲ = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲xe
−x/۲ پس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ =
۱

۴
پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

نتیجه در .r۱, r۲ =
−۱

۲
± λ

۲
داریم حالت این در .σ =

۱ − λ۲

۲
و ،σ < ۱

۴ ͳیعن ،۱ − ۴σ = λ۲ > ۰ دوم: حالت

از است عبارت معادله ͳعموم جواب

y(x) = c۱e
r۱x + c۲e

r۲x.

نتیجه در و c۱ = c۲ = ۰ پس .c۱er۱π + c۲e
r۲π = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون و ،c۱ + c۲ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

نیست. ویژه مقدار σ < ۱
۴ پس دارد. ͳبدیه جواب فقط مسأله حالت این در این�رو از .y(x) = ۰

نتیجه در .r۱, r۲ =
−۱

۲
± iλ

۲
داریم حالت این در .σ =

۱ + λ۲

۲
و ،σ > ۱

۴ ͳیعن ،۱ − ۴σ = −λ۲ < ۰ دوم: حالت

از است عبارت معادله ͳعموم جواب

y(x) = c۱e
−x/۲ cos

λ

۲
x+ c۲e

−x/۲ sin
λ

۲
x.

پس .c۲e−π/۲ sin λ
۲π = ۰ داریم ،y(π) = ۰ چون اکنون .y(x) = c۲e

−x/۲ sin λ
۲xپس ،c۱ = ۰ داریم ،y(۰) = ۰ چون

را c۲ م�ͳتوان آن�گاه ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λ = ۲n اگر پس .λ = ۲n آن�گاه ،sin λ
۲π = ۰ اگر .sin λ

۲π = ۰ یا c۲ = ۰

از عبارتند ،n = ۱,۲,۳, . . . ،λn = ۲n متناظر جواب�های بنابراین یافت. را مسأله از ͳنابدیه جواب�های و گرفت ناصفر

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر این�رو از .c۲e−x/۲ sinnx

σn =
۱ + λ۲

n

۲
=

۱ + ۴n۲

۲
, yn(x) = e−x/۲ sinnx. �
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ͳمتناه حالت در همΎن ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های از ͳقسمت خلاصه

١٣٩٣ تیرماه ٢۴ پنجم جلسه�

مهم: جزیی مشتقات با (همΎن) معادلات ͳبرخ

uxx = a۲ut بعدی Έی گرمای معادله

uxx + uyy = a۲ut بعدی دو گرمای معادله

uxx = a۲utt بعدی Έی موج معادله

uxx + uyy = ۰ لاپلاس) (معادله زمان از مستقل بعدی دو گرمای معادله

فرض است. u = u(x, y) ،u = u(x, t) ،u = u(x, y, t) ،u = u(x, t) تابع ترتیب، به بالا، معادله�های در مجهول تابع

و a۱, c۱ = −∞ حالت�های ،c۱ < y < d۱ ،a۱ < x < b۱ است)، زمان نشان�دهنده�ی t (پارامتر t ≥ ۰ م�ͳکنیم

هرمتغیر برای شرط�ها تعداد داریم. نیاز شرط تعدادی به معادله از u تابع تعیین برای هستند. امان�پذیر نیز b۱, d۱ = +∞

داریم. x متناظر شرط دو و t متناظر شرط Έی بعدی Έی گرمای معادله��ی در مثلا̈ است. متغیر� هر به نسبت مشتق مرتبه�ی برابر

استفاده متغیرها جداسازی روش از معادله حل برای م�ͳنامیم. مرزی شرایط را x متناظر شرایط و اولیه شرایط را t متناظر شرایط

باشند. همΎن مرزی، شرایط و معادله که است لازم روش این از استفاده برای م�ͳکنیم.

گرفت. نظر در (r, θ) از ͳتابع عنوان به را u م�ͳتوان y = r sin θ و x = r cos θ دادن قرار با آن�گاه ،u = u(x, y) اگر

مختصات در لاپلاس معادله�ی بنابراین .uxx+uyy = urr+
۱
r
ur+

۱
r۲uθθ که داد نشان م�ͳتوان زنجیری قاعده�ی از استفاده با

از است عبارت قطبی

▽۲u = urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰.

مثال چند

م�ͳکنیم. تشریح را متغیر�ها جداسازی روش بعد مثال�های در

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله .٢۶ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (٢)

u(۰, t) = ۰ (٣)

u(π, t) = ۰ (۴)

u(x, ۰) = f(x) (۵)

u(x, t) = ۰ که است واض بیابیم. را م�ͳکند صدق (۴)-(٣) مرزی شرایط در که (٢) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
جواب�هایی ابتدا ͳنابدیه جواب�های یافتن برای گوییم. ͳبدیه جواب آن�را که م�ͳکند، صدق مرزی شرایط در هم و معادله در هم

م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به

u(x, t) = X(x)T (t).

٢٩
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(ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ٣٠

داریم

ut(x, t) = X(x)T ′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن راست طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(π)T (t) = ۰ داریم ،u(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X(π) = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X(۰) = ۰

X(π) = ۰

(۶)

جواب آن�ها ازای به که σ مقادیر و ͳبدیه غیر جواب�های باید است. مقدارمرزی) (مسأله�ی اشتورم-لیوویل مسأله�ی Έی که

مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر که دیدیم ٢١ مثال در بیابیم. را مسأله ویژه�ی مقادیر و توابع ͳیعن کنیم، تعیین را دارد وجود ͳنابدیه

از عبارتند (۶)

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

Tn(t) = داریم σ = λ۲ = n۲ ویژه�ی مقدار متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون

u(π, t) = و u(۰, t) = مرزی۰ شرایط در که ut(x, t) = a۲uxx(x, t)معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .e−a۲n۲t

از عبارتند م�ͳکند صدق ۰

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = e−a۲n۲t sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

همه�ی ͳخط ترکیب م�ͳکند، صدق (۴) و (٣) مرزی شرایط در که (٢) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

از است عبارت و است، صربی حاصل جواب�های

u(x, t) =
∞∑
n=۱

BnXn(x)Tn(t) =
∞∑
n=۱

Bne
−a۲n۲t sinnx.
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٣١ (ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را Bn مجهول ضرایب (۵) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

Bn sinnx

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب همان Bn نتیجه در و

Bn =
۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bn ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله .٢٧ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (٧)

ux(۰, t) = ۰ (٨)

ux(π, t) = ۰ (٩)

u(x, ۰) = f(x) (١٠)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٩)-(٨) مرزی شرایط در که (٧) معادله�ی جواب ابتدا حل
u(x, t) = X(x)T (t).

داریم

ut(x, t) = X(x)T ′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن راست طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(۰)T (t) = ۰ داریم ،ux(۰, t) = ۰ چون اکنون

X ′(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(π)T (t) = ۰ داریم ،ux(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X ′(π) = ۰.
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(ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ٣٢

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X ′(۰) = ۰

X ′(π) = ۰.

(١١)

از عبارتند (١١) مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که دیدیم ٢۵ مثال در

σ۰ = λ۰ = ۰, X۰(x) = ۱

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = cosnx, n = ۱,۲,۳, . . .

متناظر و T۰(t)؛ = ۱ داریم σ = ۰ متناظر ،T ′ = −a۲σT داریم چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون

مرزی شرایط در که ut = a۲uxx معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tn(t) = e−a۲n۲t داریم σ = λ۲ = n۲

از عبارتند م�ͳکند صدق ux(π, t) = ۰ و ux(۰, t) = ۰

u۰(x, t) = X۰(x)T۰(t) = ۱

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = e−a۲n۲t cosnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

و ux(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که ut(x, t) = a۲uxx(x, t) دیفرانسیل معادله (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

از است عبارت م�ͳکند صدق ux(π, t) = ۰

u(x, t) = A۰ +
∞∑
n=۱

AnXn(x)Tn(t)

= A۰ +
∞∑
n=۱

Ane
−a۲n۲t cosnx.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب u(x, ۰) = f(x) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) = A۰ +
∞∑
n=۱

An cosnx

بنابراین م�ͳآیند. دست به f(x) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با ضرایب نتیجه در و

A۰ =
۱

π

∫ π

۰

f(x) dx, An =
۲

π

∫ π

۰

f(x) cosnx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و An ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با موج معادله .٢٨ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰ (١٢)

u(۰, t) = ۰ (١٣)

u(π, t) = ۰ (١۴)

u(x, ۰) = f(x) (١۵)

ut(x, ۰) = g(x) (١۶)
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٣٣ (ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

یافتن برای بیابیم. را م�ͳکنند صدق (١۴) و (١٣) مرزی شرایط در که (١٢) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به جواب�هایی ابتدا ͳنابدیه جواب�های

u(x, t) = X(x)T (t).

داریم

utt(x, t) = X(t)T ′′(t), uxx(x, t) = X ′′(x)T (t)

نتیجه در و

X(x)T ′′(t) = a۲X ′′(x)T (t).

این�رو از
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
.

ͳیعن باشد، ثابت مقداری باید پس است، x حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و t حسب بر ͳتابع بالا رابطه�ی چپ سمت چون
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ.

م�ͳدهد نتیجه که

X ′′ + σX = ۰, T ′′ + a۲σT = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(π)T (t) = ۰ داریم ،u(π, t) = ۰ چون دیΎر طرف از

X(π) = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < π

X(۰) = ۰

X(π) = ۰

(١٧)

از عبارتند (١٧) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n = n۲, Xn(x) = sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .

داریم σ = λ۲ = n۲ متناظر ،T ′′ + a۲σT = ۰ داریم چون م�ͳآوریم. دست به را T (t) متناظر جواب�های اکنون

Tn(t) = An cos ant+Bn sin ant.

صدق u(π, t) = ۰ و u(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که utt(x, t) = a۲uxx(x, t) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

از عبارتند م�ͳکند

un(x, t) = Xn(x)Tn(t)

= (An cos ant+Bn sin ant) sinnx, n = ۱,۲,۳, . . . .
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(ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ٣۴

u=0 u=0

u=0

u= f

x

y

مستطیل Έی روی لاپلاس معادله�ی :٢ شل

از است عبارت م�ͳکند صدق (١۴) و (١٣) مرزی شرایط در که (١٢) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =
∞∑
n=۱

(An cos ant+Bn sin ant) sinnx.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (١۶) و (١۵) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

An sinnx.

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب An نتیجه در و

An =
۲

π

∫ π

۰

f(x) sinnx dx.

داریم چون آن بر علاوه

g(x) = ut(x, ۰) =
∞∑
n=۱

anBn sinnx.

ͳیعن است، g(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب anBn نتیجه در و

Bn =
۲

anπ

∫ π

۰

g(x) sinnx dx. �

ببینید.) را ٢ (شل کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .٢٩ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b (١٨)

u(۰, y) = ۰ (١٩)

u(a, y) = ۰ (٢٠)

u(x, ۰) = ۰ (٢١)

u(x, b) = f(x) (٢٢)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
داریم نیست، صفر با متحد Y (y) چون و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

X(a) = ۰, Y (۰) = ۰.
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٣۵ (ͳمتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = ۰.

این�رو از
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, Y ′′ − σY = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < a

X(۰) = ۰

X(a) = ۰

(٢٣)

از عبارتند (٢٣) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

, Xn(x) = sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت Y ′′ − σY = ۰ ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را Y (y) متناظر جواب�های اکنون

Y (y) = c۱ coshλy + c۲ sinhλy.

از است عبارت σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

متناظر جواب این�رو از .Y (y) = c۲ sinhλx داریم Y (۰) = ۰ چون

Yn(y) = sinhλny.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = sin
nπx

a
sinh

nπy

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (٢١)-(١٩) مرزی شرایط در که (١٨) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =
∞∑
n=۱

Bn sin
nπx

a
sinh

nπy

a
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٢٢) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, b) =
∞∑
n=۱

Bn sin
nπx

a
sinh

nπb

a

داریم ،f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

sinh
nπb

a
Bn =

۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bn ضرایب f(x) بودن مشخص با
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ͳنامتناه حالت در همΎن ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های از ͳقسمت

١٣٩٣ تیرماه ٢٩ ششم جلسه�

تابع بودن کراندار شرط شود گرفته نظر در باید که ͳنΎهم مرزی شرط باشد، ͳنامتناه ͳبررس مورد فاصله�ی که ͳحالت در

م�ͳکنیم. تشریح را مطلب این بعد مثال�های در است. u مجهول

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله (ͳنامتناه میله�ی برای گرما (معادله�ی .٣٠ مثال

ut = a۲uxx, −∞ < x < +∞ t > ۰ (٢۴)

x→ ±∞ ͳوقت کران�دار u(x, t) (٢۵)

u(x, ۰) = f(x) (٢۶)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
معادله در جای�گذاری با و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و ut(x, t) = X(t)T ′(t) صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t)

داشت خواهیم
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

داریم این�رو از است. ثابت مقدار σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

مقدار مسأله�ی Έی این�رو از است کران�دار X(x) ،x → ±∞ پس است، کران�دار u(x, t) ،x → ±∞ ͳوقت چون اکنون

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی X ′′ + σX = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)
(٢٧)

م�ͳگیریم نظر در σ برای حالت دو بالا مسأله ͳغیربدیه جواب�های یافتن برای

م�ͳآید در زیر صورت به (٢٧) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ اول: حالت X ′′ − λ۲X = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱e
λx + c۲e

−λx.

چون .X(x) = c۲e
−λx نتیجه در و c۱ = ۰ داریم است، کران�دار ،x → +∞ ͳوقت ، X(x) و lim

x→+∞
eλx = +∞ چون

فقط حالت این در و X(x) = ۰ این�رو از .c۲ = ۰ داریم است کران�دار ،x→ −∞ ͳوقت ، X(x) و lim
x→−∞

e−λx = +∞

داریم. ͳبدیه جواب

م�ͳآید در زیر صورت به (٢٧) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ دوم: حالت X ′′ + λ۲X = ۰, −∞ < x < +∞

x→ ±∞ ͳوقت ͳمتناهX(x)

٣۶
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٣٧ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

از است عبارت X ′′ + λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

به پس است، کران�دار x → ±∞ ͳوقت X(x) = c۱ cosλx + c۲ sinλx تایع ،| cosλx| ≤ ۱ و | sinλx| ≤ ۱ چون

جواب�های اکنون است. (٢٧) مسأله�ی از ͳبدیه غیر جواب Έی Xλ(x) = Aλ cosλx + Bλ sinλx جواب λ هر ازای

حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tλ(t) = e−a۲λ۲t داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t)

= e−a۲λ۲t(Aλ cosλx+Bλ sinλx), λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٢۵) مرزی شرایط در که (٢۴) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

e−a۲λ۲t(Aλ cosλx+Bλ sinλx) dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٢۶) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

(Aλ cosλx+Bλ sinλx) dλ

م�ͳیابیم: را ضرایب f(x) فوریه انتگرال از استفاده با نتیجه در و

Aλ =
۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) cosλx dx, Bλ =

۱

π

∫ +∞

−∞
f(x) sinλx dx.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bλ؛ و Aλ ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را زیر مرزی شرایط با معادله (ͳمتناه نیمه گرمای (معادله�ی .٣١ مثال

ut = a۲uxx, ۰ < x < +∞, t > ۰ (٢٨)

u(۰, t) = ۰ (٢٩)

x→ +∞ ͳوقت کران�دار u(x, t) (٣٠)

u(x, ۰) = f(x) (٣١)

م�ͳآوریم. دست را م�ͳکند صدق (٣٠)-(٢٩) مرزی شرایط در که (٢٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
با و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و ut(x, t) = X(t)T ′(t) داریم صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t) م�ͳدهیم قرار

داشت خواهیم معادله در جای�گذاری
T ′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

داریم این�رو از است. ثابت مقدار σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′ = −a۲σT.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X(۰)T (t) = ۰ داریم ،u(۰, t) = ۰ چون اکنون

X(۰) = ۰.
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مسأله�ی Έی این�رو از است کران�دار X(x) ،x → +∞ پس است، کران�دار u(x, t) ،x → +∞ ͳوقت چون دیΎر طرف از

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

(٣٢)

م�ͳگیریم نظر در σ برای حالت دو بالا مسأله ͳغیربدیه جواب�های یافتن برای

م�ͳآید در زیر صورت به (٣٢) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = −λ۲ اول: حالت
X ′′ − λ۲X = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

است، کران�دار ،x→ +∞ که �ͳوقت ،X(x) چون اکنون .X(x) = c۲ sinhλx نتیجه در و c۱ = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب فقط حالت این در و X(x) = ۰ این�رو از . lim
x→+∞

sinhλx = +∞ زیرا ،c۲ = ۰ داریم

م�ͳآید در زیر صورت به (٣٢) مسأله�ی حالت این در .λ > ۰ آن در که ،σ = λ۲ دوم: حالت
X ′′ + λ۲X = ۰, ۰ < x < +∞

X(۰) = ۰

x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه X(x)

از است عبارت X ′′ + λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب

X(x) = c۱ cosλx+ c۲ sinλx.

است، کران�دار x → +∞ ͳوقت X(x) چون اکنون .X(x) = c۲ sinλx داریم نتیجه در و c۱ = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

را T (t) متناظر جواب�های اکنون است. (٣٢) مسأله�ی از ͳبدیه غیر Xλ(x)یΈجواب = sinλxجواب λ هر ازای به پس

(٢٨) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Tλ(t) = e−a۲λ۲t داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′ = −a۲σT چون م�ͳیابیم.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٣٠) و (٢٩) مرزی شرایط در که

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t)

= e−a۲λ۲t sinλx, λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٣٠) و (٢٩) مرزی شرایط در که (٢٨) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

BλXλ(x)Tλ(t) dλ

=

∫ +∞

۰

Bλe
−a۲λ۲t sinλx dλ.
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٣٩ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را Bλ مجهول ضرایب (٣١) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Bλ sinλx dλ

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب Bλ نتیجه در و

Bλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) sinλx dx.

بنابراین

u(x, t) =
۲

π

∫ +∞

۰

[∫ +∞

۰

f(z)e−a۲λ۲t sinλz sinλx dz

]
dλ.

� م�ͳآید. دست به مسأله جواب نتیجه در و Bλ ضرایب f(x) بودن مشخص با

کنید حل را شده داده مرزی شرایط با ͳمتناه نیمه موج معادله .٣٢ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < +∞ t > ۰ (٣٣)

ux(۰, t) = ۰ (٣۴)

x→ +∞ که ͳوقت ͳمتناه u(x, t) (٣۵)

u(x, ۰) = f(x) (٣۶)

ut(x, ۰) = g(x) (٣٧)

یافتن برای بیابیم. را م�ͳکند صدق (٣۵)-(٣۴) مرزی شرایط در که را (٣٣) معادله�ی جواب م�ͳخواهیم ابتدا حل
م�ͳدهیم قرار ͳیعن م�ͳیابیم، را t و x حسب بر تابع دو حاصل�ضرب صورت به جواب�هایی ابتدا مسأله ͳنابدیه جواب�های

نتیجه در و uxx(x, t) = X ′′(x)T (t) و utt(x, t) = X(t)T ′′(t) داشت خواهیم صورت این در .u(x, t) = X(x)T (t)

این�رو از .X(x)T ′′(t) = a۲X ′′(x)T (t)
T ′′

a۲T
=
X ′′

X
= −σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, T ′′ + a۲σT = ۰.

داریم نیست، صفر با متحد T (t) چون و X ′(۰)T (t) = ۰ داریم ،ux(۰, t) = ۰ چون اکنون

X ′(۰) = ۰.

است. ͳمتناه X(x) تابع x→ +∞ ͳوقت است، ͳمتناه u(x, t) = X(x)T (t) تابع ،x→ +∞ ͳوقت چون دیΎر طرف از

داریم X(x) برای زیر صورت به مسأله Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < +∞

X ′(۰) = ۰

x→ +∞ که ͳوقت ͳمتناه X(x)

(٣٨)

داریم. را Xλ(x) = cosλx جواب λ > ۰ هر ازای به و σ = λ۲ که دید م�ͳتوان ͳنامتناه گرمای معادله�ی مثال�های مانند

Tλ(t) = Aλ cos aλt + داریم σ = λ۲ متناظر ،T ′′ + a۲λ۲T = ۰ چون م�ͳیابیم. را T (t) متناظر جواب�های اکنون
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و u(۰, t) = ۰ مرزی شرایط در که utt(x, t) = a۲uxx(x, t) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در .Bλ sin aλt

از عبارتند م�ͳکند صدق x→ +∞ ͳوقت ͳمتناه u(x, t)

uλ(x, t) = Xλ(x)Tλ(t) = (Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) cosλx, ∀λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (٣۵) و (٣۴) مرزی شرایط در که (٣٣) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, t) =

∫ +∞

۰

(Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) sinλx dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (٣٧) و (٣۶) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Aλ cosλx dx.

ͳیعن است، f(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب Aλ نتیجه در و

Aλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(x) cosλx dx.

داریم چون آن بر علاوه

g(x) = ut(x, ۰) =

∫ +∞

۰

aλBλ cosλx dx.

ͳیعن است، g(x) ͳکسینوس فوریه�ی انتگرال ضریب λBλ نتیجه در و

Bλ =
۲

aλπ

∫ +∞

۰

g(x) cosλx dλ. �

کنید حل را شده داده مرزی شرایط با ͳمتناه نیمه موج معادله .٣٣ مثال

utt = a۲uxx, ۰ < x < +∞, t > ۰ (٣٩)

u(۰, t) = ۰, t > ۰ (۴٠)

u(x, ۰) = f(x), ۰ < x < +∞ (۴١)

ut(x, ۰) = g(x), ۰ < x < +∞ (۴٢)

x→ +∞ ͳوقت کراندار u(x, t)

داشت خواهیم معمول مطابق معادله، در دادن قرار با .u(x, t) = X(x)T (t) م�ͳدهیم قرار حل
X ′′

X
=
T ′′

aT
= −σ,

نتیجه در و است، ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰ (۴٣)

T ′′ + a۲σT = ۰ (۴۴)

این�رو از .σ = λ۲ > ۰ بنابراین م�ͳشود. رد σ < ۰ حالت ،X(x) کرانداری و X(۰) = ۰ مرزی شرط به توجه با

X(x) = A cosλx+B sinλx.
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جواب Έی ،λ > ۰ هر ازای به پس .A = ۰ داریم X(۰) = ۰ چون

Xλ(x) = sinλx

از عبارتند (۴۴) جواب�های σ = λ۲ ازای به داریم. (۴٣) از

Tλ(t) = Aλ cos aλt+Bλ sin aλt, λ > ۰.

م�ͳیابیم را (۴٠)-(٣٩) مسأله�ی جواب حاصل�ضربی جواب�های از گرفتن انتگرال با هستند، پیوسته صورت به λ مقادیر چون

u(x, t) =

∫ +∞

۰

(Aλ cos aλt+Bλ sin aλt) sinλx dλ.

م�ͳیابیم را B(λ) و A(λ) ضرایب (۴٢) و (۴١) از استفاده با

f(x) = u(x, ۰) =

∫ +∞

۰

Aλ sinλx dλ

g(x) = ut(x, ۰) =

∫ ∞

۰

aλBλ sinλx dλ.

از عبارتند B(λ) و A(λ) ضرایب ،g و f ͳسینوس فوریه�ی انتگرال از استفاده با بنابراین

Aλ =
۲

π

∫ +∞

۰

f(z) sinλz dz

Bλ =
۲

πaλ

∫ +∞

۰

g(z) sinλz dz. �

کنید حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .٣۴ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b (۴۵)

u(۰, y) = f(y) (۴۶)

u(a, y) = g(y) (۴٧)

uy(x, ۰) = ۰ (۴٨)

uy(x, b) = ۰ (۴٩)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۴٩)-(۴٨) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
بنابراین و X(x)Y ′(۰) = ۰ داریم ،uy(x, ۰) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

Y ′(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

Y ′(b) = ۰.

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= σ,
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نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ − σX = ۰, Y ′′ + σY = ۰.

داریم Y (y) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
Y ′′ + σY = ۰, ۰ < y < b

Y ′(۰) = ۰

Y ′(b) = ۰

(۵٠)

از عبارتند (۵٠) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σ۰ = λ۰ = ۰, Y۰(y) = ۱

σn = λ۲
n =

(nπ
b

)۲

, Yn(y) = cos
nπy

b
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت X ′′ = ۰ ͳعموم جواب σ = ۰ برای م�ͳیابیم. را X(x) متناظر جواب�های اکنون

X۰(x) = A۰ +B۰x.

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ ͳعموم جواب σn = λ۲
n =

(nπ
b

)۲

برای

Xn(x) = An coshλnx+Bn sinhλnx.

از عبارتند م�ͳکند صدق (٢٢) و (٢١) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در

u۰(x, y) = X۰(x)Y۰(y) = A۰ +B۰x

un(x, y)=Xn(x)Yn(y)=(An coshλnx+Bn sinhλnx) cosλny, n = ۱,۲, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (۴٩) و (۴٨) مرزی شرایط در که (۴۵) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) = A۰ +B۰x+
∞∑
n=۱

(An coshλnx+Bn sinhλnx) cos
nπy

b
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۴٧) و (۴۶) اولیه�ی شرایط از استفاده با اکنون

f(y) = u(۰, y) = A۰ +
∞∑
n=۱

An cos
nπy

b
.

داریم f(y) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

A۰ =
۱

b

∫ b

۰

f(y) dy, An =
۲

b

∫ b

۰

f(y) cosλny dy.

داریم چون صورت همین به

g(y) = u(a, y) = A۰ +B۰a+
∞∑
n=۱

(An coshλna+Bn sinhλna) cosλny

م�ͳآوریم دست به g(y) ͳکسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

A۰ +B۰a =
۱

b

∫ b

۰

g(y) dy,

An coshλna+Bn sinhλna =
۲

b

∫ b

۰

g(y) cosλny dy
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۴٣ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

بنابراین و

B۰ = −۱

a
A۰ +

۱

ab

∫ b

۰

g(y) dy,

Bn = −An
coshλna

sinhλna
+

۲

b sinhλna

∫ b

۰

g(y) cosλny dy. �

کنید حل را شده داده شرایط با لاپلاس معادله .٣۵ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, y > ۰ (۵١)

u(۰, y) = ۰ (۵٢)

u(a, y) = ۰ (۵٣)

y → +∞ ͳوقت کران�دار u(x, y) (۵۴)

u(x, ۰) = f(x) (۵۵)

م�ͳدهیم قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۵۴)-(۵٢) شرایط در که (۵١) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
نتیجه در و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y)

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

X(a) = ۰, y −→ +∞ ͳوقت کران�دار Y (y).

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(x)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = ۰.

این�رو از
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −σ,

بنابراین است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ + σX = ۰, Y ′′ − σY = ۰.

داریم X(x) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
X ′′ + σX = ۰, ۰ < x < a

X(۰) = ۰

X(a) = ۰

(۵۶)

از عبارتند (۵۶) مسأله�ی ویژه توابع و مقادیر

σn = λ۲
n =

(nπ
a

)۲

, Xn(x) = sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت Y ′′ − λ۲Y = ۰ ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را Y (y) متناظر جواب�های اکنون

Y (y) = c۱e
λy + c۲e

−λy.
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(ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۴۴

در و Yn(y) = e−λny پس .Y (y) = c۲e
−λy داریم ، lim

y→+∞
eλy = +∞ و است ͳمتناه Y (y) ،y −→ ∞ ͳوقت چون

از عبارتند م�ͳکنند صدق (۵۴)-(۵٢) شرایط در که (۵١) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه

un(x, y) = Xn(x)Yn(y) = e−λny sin
nπx

a
, n = ۱,۲,۳, . . . .

از است عبارت م�ͳکند صدق (۵۴)-(۵٢) مرزی شرایط در که (۵١) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =
∞∑
n=۱

Ane
−λny sin

nπx

a
.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۵۵) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

An sin
nπx

a
.

داریم f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری از استفاده با

An =
۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx

بنابراین و

An =
۲

a

∫ a

۰

f(x) sin
nπx

a
dx. �

کنید حل را شده داده شرایط با لاپلاس معادله .٣۶ مثال

uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, y > ۰ (۵٧)

u(۰, y) = ۰ (۵٨)

u(a, y) = f(y) (۵٩)

u(x, ۰) = ۰ (۶٠)

y → +∞ ͳوقت کران�دار u(x, y) (۶١)

قرار م�ͳیابیم. را م�ͳکند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که (۵٧) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های ابتدا حل
نتیجه در و X(۰)Y (y) = ۰ داریم ،u(۰, y) = ۰ چون .u(x, y) = X(x)Y (y) م�ͳدهیم

X(۰) = ۰.

داریم صورت همین به

Y (۰) = ۰, y → +∞ ͳوقت کران�دار Y (y).

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با ،uyy(x, y) = X(y)Y ′′(y) و uxx(x, y) = X ′′(x)Y (y) چون اکنون
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= σ,

نتیجه در است. ثابت مقداری σ آن در که

X ′′ − σX = ۰, Y ′′ + σY = ۰.
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۴۵ (ͳنامتناه حالت (در همΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

داریم Y (y) برای زیر صورت به مرزی مقدار مسأله�ی Έی این�رو از
Y ′′ + σY = ۰, y > ۰

Y (۰) = ۰

y → +∞ ͳوقت کران�دار Y (y)

(۶٢)

ͳنابدیه جواب دارای (۶٢) مسأله�ی λ > ۰ هر ازای به دید م�ͳتوان ͳسادگ به

Yλ(y) = sinλy

از است عبارت X ′′ − λ۲X = ۰ معادله�ی ͳعموم جواب م�ͳیابیم. را X(x) متناظر جواب�های اکنون است.

X(x) = c۱ coshλx+ c۲ sinhλx.

(۵٧) معادله�ی حاصل�ضربی جواب�های نتیجه در Xλ(x)و = sinhλxپس .X(x) = c۲ sinhλx X(۰)داریم = ۰ چون

از عبارتند م�ͳکنند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که

uλ(x, y) = Xλ(x)Yλ(y) = sinhλx sinλy, λ > ۰.

از است عبارت م�ͳکند صدق (۶١) و (۶٠) ،(۵٨) شرایط در که (۵٧) معادله�ی (ͳعموم (جواب جواب کل�ͳترین این�رو از

u(x, y) =

∫ +∞

۰

Bλ sinhλx sinλy dλ.

داریم چون م�ͳکنیم. تعیین را مجهول ضرایب (۶١) اولیه�ی شرط از استفاده با اکنون

f(y) = u(a, y) =

∫ +∞

۰

Bλ sinhλa sinλy dλ.

داریم f(y) ͳسینوس فوریه�ی انتگرال از استفاده با

Bλ sinhλa =
۲

π

∫ +∞

۰

f(y) sinλy dy

بنابراین و

Bλ =
۲

π sinhλa

∫ +∞

۰

f(y) sinλy dy. �
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مختصاتقطبی لاپلاسدر معادله ،۴ فصل از ͳقسمت

١٣٩٣ تیرماه ٣٠ هفتم جلسه�

بیابید. را است f(θ) آن مرز روی دمای که a شعاع به شل دایره�ای صفحه�ی Έی زمان از مستقل دمای .٣٧ مثال

x

y

u= f HΘ L

دایره Έی روی لاپلاس معادله�ی :٣ شل

مسأله�ی باید حل
urr +

۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, r < a

u(a, θ) = f(θ), −π ≤ θ ≤ π

باشد، تابع u(r, θ) که این برای م�ͳکنند، مشخص را صفحه در نقطه Έی (r, θ+۲nπ) و (r, θ) زوج�های چون کنیم. حل را

باشیم داشته باید

u(r, θ) = u(r, θ + ۲nπ),

فرمول�های با م�ͳتوان را θ به نسبت u بودن تناوبی شرط باشد. تناوبی θ به نسبت باید u ͳیعن
u(r, π) = u(r,−π), ۰ < r < a

uθ(r, π) = uθ(r,−π), ۰ < r < a

م�ͳدهیم قرار متغیرها کردن جدا برای باشد. کران�دار تابع Έی u(r, θ) تابع باید r → ۰+ که ͳوقت آن بر علاوه کرد. بیان نیز

داریم معادله در جای�گذاری با .u(r, θ) = R(r)φ(θ)

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰.

بنابراین
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
.

برابر مثلا ثابت، مقداری باید پس است، r حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و θ حسب بر ͳتابع اخیر معادله�ی راست طرف چون

نتیجه در باشد. ،σ
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
= σ

۴۶
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۴٧ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

داریم و r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

φ′′ + σφ = ۰,

باشد، تناوبی θ به نسبت باید φ چون .φ(θ) = c۱ + c۲θ نتیجه در و φ′′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

این .r۲R′′ + rR′ = ۰ از است عبارت R حسب بر معادله ،σ = ۰ ازای به اکنون .φ(θ) = c۱ نتیجه در و c۲ = ۰ داریم

داریم باشد، ͳمتناه R(r) باید r → ۰+ ͳوقت چون .R(r) = a۱ +a۲ ln r داریم آن حل با و است اویلر معادله�ی Έی معادله

داریم σ = ۰ ازای به بنابراین .R(r) = a۱

φ۰(θ) = ۱, R۰(r) = ۱.

نتیجه در .φ′′ − λ۲φ = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ دوم: حالت

φ(θ) = c۱ coshλθ + c۲ sinhλθ

داریم. ͳبدیه جواب فقط حالت این در رو این از .c۱ = c۲ = ۰ داریم است، تناوبی θ به نسبت φ چون و

نتیجه در .φ′′ + λ۲φ = ۰ داریم حالت این در .σ = λ۲ سوم: حالت

φ(θ) = c۱ cosλθ + c۲ sinλθ

داریم است، تناوبی θ به نسبت φ چون و

λ = n , n = ۱,۲,۳, . . . .

بنابراین

φn(θ) = an cosnθ + bn sinnθ.

اشتورم-لیوویل مسأله�ی واق΄ در
φ′′ + σφ = ۰, −π < θ < π

φ(π) = φ(−π)

φ′(π) = φ′(−π)

r۲R′′ + rR′ − از است عبارت R حسب بر معادله ،σ = n۲ ازای به اکنون شد. ͳبررس نیز ٢٣ مثال در که کردیم، حل را

داریم آن حل با و است اویلر معادله�ی Έی معادله این .n۲R = ۰

R(r) = c۱r
n + c۲r

−n.

نتیجه در و R(r) = c۱r
n داریم باشد، ͳمتناه R(r) باید r → ۰+ ͳوقت چون

Rn(r) = rn.

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین

u۰(r, θ) = R۰(r)φ۰(θ) = ۱

un(r, θ) = (an cosnθ + bn sinnθ)dnr
n, n = ۱,۲ . . . .
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۴٨

x

y

u= f HΘ L

نیم�دایره Έی خارج لاپلاس معادله�ی :۴ شل

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب این�رو از

u(r, θ) = A۰ +
∞∑
n=۱

(An cosnθ +Bn sinnθ)r
n.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ)

= A۰ +
∞∑
n=۱

(An cosnθ +Bn sinnθ)a
n.

داریم f(θ) فوریه�ی سری از استفاده با بنابراین

A۰ =
۱

۲π

∫ π

−π

f(θ) dθ, An =
۱

anπ

∫ π

−π

f(θ) cosnθ dθ,

Bn =
۱

anπ

∫ π

−π

f(θ) sinnθ dθ. �

ببینید.) را ۴ (شل کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .٣٨ مثال

∂۲u

∂r۲
+

۱

r

∂u

∂r
+

۱

r۲

∂۲u

∂θ۲
= ۰, r > a, ۰ < θ < π

u(r, ۰) = ۰

u(r, π) = ۰

u(a, θ) = f(θ).

جای�گذاری با .u(r, θ) = R(r)φ(θ) م�ͳدهیم قرار است. کران�دار r > a برای u(r, θ) که فرضکنیم باید قبل مشابه حل
داریم سرراست محاسبات و معادله در

φR′′ +
۱

r
φR′ +

۱

r۲
φ′′R = ۰

نتیجه در و
r۲R′′ + rR′

R
=

−φ′′

φ
= σ.
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۴٩ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

این�رو از

r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

و
φ′′ + σφ = ۰

φ(۰) = ۰,

φ(π) = ۰

از عبارتند بالا مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر

σn = λ۲
n = n۲, φn(θ) = sinnθ, n = ۱,۲,۳, · · · .

اویلر معادله�ی σn = n۲ ازای به اکنون

r۲R′′ + rR′ − n۲R = ۰

م�ͳآید دست به آن حل از پس که داریم را

R(r) = c۱r
n + c۲r

−n.

نتیجه در .c۱ = ۰ باشیم داشته باید است، کران�دار u(r, θ) تابع r → +∞ ͳوقت چون

Rn(r) = r−n

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین و

un(r, θ) = r−n sinnθ, n = ۱,۲,۳, . . . .

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

Anr
−n sinnθ.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ) =
∞∑
n=۱

Ana
−n sinnθ.

است f(θ) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب Ana
−n بنابراین

An =
۲

a−nπ

∫ π

۰

f(θ) sinnθ dθ. �

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .٣٩ مثال

urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, ۰ < r < a, ۰ < θ < π

۲

uθ(r, ۰) = ۰, ۰ ≤ r ≤ a

u(r, π۲ ) = ۰, ۰ ≤ r ≤ a

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π
۲
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۵٠

با .u(r, θ) = R(r)φ(θ) م�ͳدهیم قرار متغیرها کردن جدا برای باشد. کران�دار u(r, θ) تابع r → ۰+ ͳوقت باید حل
داریم سرراست محاسبات و معادله در جای�گذاری

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰, φ′(۰) = ۰ ; φ

(π
۲

)
= ۰.

نتیجه در
r۲R′′ + rR′

R
= −φ

′′

φ
= σ

داریم و

r۲R′′ + rR′ − σR = ۰

هم�چنین و φ′′ + σφ = ۰

φ′(۰) = ۰, φ(π۲ ) = ۰.
(۵)

از عبارتند (۵) مسأله�ی ویژه�ی توابع و مقادیر که م�ͳشود دیده ͳسادگ به

σn = λ۲
n = (۲n− ۱)۲; φn(θ) = cosλnθ , n = ۱,۲,۳, . . .

داریم σn = (۲n− ۱)۲ ازای به اکنون

r۲R′′ + rR′ − (۲n− ۱)۲R = ۰.

داریم بالا اویلر معادله�ی حل از پس

R(r) = c۱r
۲n−۱ + c۲r

−(۲n−۱).

نتیجه در .c۲ = ۰ باشیم داشته باید است، کران�دار u(r, θ) تابع r → ۰+ ͳوقت چون

Rn(r) = r۲n−۱, n = ۱,۲,۳, . . .

از عبارتند مسأله حاصل�ضربی جواب�های بنابراین

un(r, θ) = r۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ, = ۱,۲,۳, . . .

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب و

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

Anr
۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ.

داریم u(a, θ) = f(θ) اولیه�ی شرط از استفاده با

f(θ) = u(a, θ) =
∞∑
n=۱

Ana
۲n−۱ cos(۲n− ۱)θ.

از عبارتند فوریه سری این ضرایب بیابیم. cos فرد مضارب به نسبت را f(θ) فوریه�ی سری باید بنابراین

An =
۲

a۲n−۱ π
۲

∫ π
۲

۰

f(θ) cos(۲n− ۱)θ dθ.
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۵١ قطبی مختصات در لاپلاس معادله

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله�ی .۴٠ مثال

urr +
۱

r
ur +

۱

r۲
uθθ = ۰, ۱ < r < e, ۰ < θ < π

u(۱, θ) = u(e, θ), ۰ < θ < π

u(r, ۰) = ۰, ۱ ≤ r ≤ e

u(r, π) = ۱, ۱ ≤ r ≤ e

و ،R(۱) = R(e) = ۰ از عبارتند همΎن مرزی شرایط که م�ͳکنیم ملاحظه u(r, θ) = R(r)φ(θ) دادن قرار با

داشت خواهیم معادله در دادن قرار با .φ(۰) = ۰

R′′φ+
۱

r
R′φ+

۱

r۲
Rφ′′ = ۰.

بنابراین

−r
۲R′′ + rR′

R
=
φ′′

φ
.

برابر مثلا ثابت، مقداری باید پس است، r حسب بر ͳتابع آن چپ طرف و θ حسب بر ͳتابع اخیر معادله�ی راست طرف چون

نتیجه در باشد. ،σ r۲R′′ + rR′ + σR = ۰

R(۱) = R(e) = ۰

 φ′′ − σφ = ۰

φ(۰) = ۰

µ =
۱

r۲
e

∫
۱

r
dr

=
۱

r
در R حسب بر معادله ضرب با است. R حسب بر اویلر معادله�ی اشتورم-لیوویل مسأله�ی این�جا در

م�ͳاید: دست به آن استاندارد صورت

rR′′ +R′ +
σ

r
R = ۰,

را ویژه توابع و مقادیر اکنون هستند. متعامد ۱

r
وزن تابع به نسبت مسأله ویژه�ی توابع بنابراین . (rR′)′ +

σ

r
= ۰ ͳیعن

است عبارت م�ͳآید) دست به R(r) = rα فرض با (که r۲R′′ + rR′ + σR = ۰ معادله�ی شاخص معادله�ی چون م�ͳیابیم.

بΎیریم: نظر در حالت سه باید پس ،α۲ + σ = ۰ از

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ = ۰ داریم حالت این در .σ = ۰ اول: حالت

R(r) = c۱ + c۲ ln r.

از .R(r) = ۰ نتیجه در و c۲ = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون .R(r) = c۲ ln r نتیجه در و c۱ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب حالت این در این�رو

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ − λ۲R = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ دوم: حالت

R(r) = c۱r
λ + c۲r

−λ.

این در پس .c۱ = c۲ = ۰ نتیجه در و c۱eλ + c۲e
−λ = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون و c۱ + c۲ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

داریم. ͳبدیه جواب نیز حالت
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قطبی مختصات در لاپلاس معادله ۵٢

نتیجه در .r۲R′′ + rR′ + λ۲R = ۰ داریم حالت این در .σ = −λ۲ سوم: حالت

R(r) = c۱ cos(λ ln r) + c۲ sin(λ ln r).

نتیجه در و c۲ sin(λ) = ۰ داریم ،R(e) = ۰ چون .R(r) = c۲ sin(λ ln r) نتیجه در و c۱ = ۰ داریم ،R(۱) = ۰ چون

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع و مقادیر بنابراین . n = ۱,۲, . . . ،λ = nπ باشیم داشته باید ͳنابدیه جواب داشتن برای

σn = λ۲
n = (nπ)۲, Rn(r) = sin(nπ ln r).

از است عبارت θ حسب بر مسأله حالت این در φ′′ − λ۲
nφ = ۰

φ(۰) = ۰,

از است عبارت آن جواب که

φn(θ) = sinh(λnθ).

از عبارتند م�ͳکنند، صدق همΎن مرزی شرایط در که معادله حاصل�ضربی جواب�های این�رو از

un(r, θ) = Rn(r)φn(θ) = sin(nπ ln r) sinh(nπθ).

است: حاصل�ضربی جواب�های ͳخط ترکیب مسأله جواب کل�ͳترین بنابراین

u(r, θ) =
∞∑
n=۱

An sin(nπ ln r) sinh(nπθ).

داریم u(r, π) = ۱ اولیه�ی شرط از استفاده با

۱ = u(r, π) =
∞∑
n=۱

An sin(nπ ln r) sinh(nπ
۲).

داریم ۱

r
وزن تابع به نسبت {sin(nπ ln r)}∞n=۱ متعامد مجموعه�ی حسب بر f(r) = ۱ فوریه�ی سری از استفاده با پس

An sinh(nπ
۲) =

(sin(nπ ln r),۱)

||sin( nπ ln r)||۲
=

∫ e

۱

sin(nπ ln r)
۱

r
dr∫ e

۱

sin۲( nπ ln r)
۱

r
dr

=

∫ π

۰

sin(nt) dt∫ π

۰

sin۲(nt) dt

, t = π ln r

=

۱ − (−۱)n

n
π

۲

=
۲ (۱ − (−۱)n)

nπ
.

بنابراین

An =
۲ (۱ − (−۱)n)

nπ sinh(nπ۲)
.
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(غیرهمΎن) -—ͳمشتقاتجزئ با معادلات ،۵ و ۴ فصل�های ادامه�ی

١٣٩٣ تیرماه ٣١ هشتم جلسه

ابتدا باشند. ناهمΎن است ممن مرزی شرایط هم و باشد ناهمΎن است ممن معادله هم و هم مرزی مقدار مسأله�ی Έی در

در را حالت این باشند. ثابت اعداد مرزی شرایط و x حسب بر ͳتابع معادله در همΎن غیر جمله�ی که م�ͳکنیم ͳبررس را ͳحالت

م�ͳکنیم ͳبررس بعد مثال

کنید. تبدیل همΎن مرزی شرایط با همΎن معادله�ای به را زیر معادله�ی .۴١ مثال

ut = a۲uxx + h(x), ۰ < x < L

u(۰, t) = A

u(L, t) = B

u(x, ۰) = f(x).

بر حاصل مسأله�ی که م�ͳیابیم طوری را ψ تابع آن در که م�ͳگیریم، نظر در u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) متغیر تغییر حل
داشت خواهیم معادله در دادن قرار با باشد. WهمΎن حسب

Wt = a۲(Wxx + ψ′′(x)) + h(x)

W (۰, t) + ψ(۰) = A

W (L, t) + ψ(L) = B

W (x, ۰) + ψ(x) = f(x).

مسأله�ی جواب ψ اگر بنابراین
a۲ψ′′(x) + h(x) = ۰

ψ(۰) = A

ψ(L) = B

داشت: Wخواهیم حسب بر همΎن معادله�ای آن�گاه باشد،

Wt = a۲Wxx

W (۰, t) = ۰

W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− ψ(x). �

شرایط و x حسب بر فقط غیرهمΎن جمله�ی که ای ساده بسیار حالت ابتدا م�ͳکنیم. ͳبررس را موج معادله�ی بخش این در

م�ͳکنیم. ͳبررس را باشند ثابت اعداد مرزی

۵٣
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۵۴

کنید تبدیل همΎن مرزی شرایط با همΎن مسأله�ای به را زیر ناهمΎن مسأله�ی .۴٢ مثال

utt = a۲uxx + h(x), ۰ < x < L

u(۰, t) = A

u(L, t) = B

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

W حسب بر همΎن معادله�ای م�ͳکنیم ͳسع ψ مناسب مناسب تعیین و u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) متغیر تغییر با حل
داشت خواهیم اولیه و مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با بیابیم.

Wtt = a۲(Wxx + ψ′′(x)) + h(x)

W (۰, t) + ψ(۰) = A

W (L, t) + ψ(L) = B

W (x, ۰) + ψ(x) = f(x)

Wt(x, ۰) = g(x).

مسأله�ی جواب ψ اگر بنابراین

a۲ψ′′(x) + h(x) = ۰

ψ(۰) = A

ψ(L) = B

بود: خواهد همΎن ،W حسب بر حاصل مسأله�ی آن�گاه باشد،

Wtt = a۲Wxx

W (۰, t) = W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− ψ(x)

Wt(x, ۰) = g(x).

مسأله�ی اگر مثلا

utt = a۲uxx + sinx, ۰ < x <
π

۲
, t > ۰

u(۰, t) = u
(π
۲
, t
)
= ۰

u(x, ۰) = ut(x, ۰) = ۰

Page 55

www.bjozve.ir


۵۵ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

که م�ͳکنیم تعیین طوری را ψ تابع قبل مثال به توجه با باشیم، داشته اختیار در را

a۲ψ′′(x) + sin x = ۰

ψ(۰) = ψ
(π
۲

)
= ۰.

داشت خواهیم بالا معادله�ی حل با

ψ(x) =
۱

a۲
sinx− ۲

πa۲
x.

از است Wعبارت حسب بر مسأله آن�گاه ،u(x, t) = W (x, t) + ψ(x) دهیم قرار اگر بنابراین

Wtt = a۲Wxx

W (۰, t) = W
(π
۲
, t
)
= ۰

W (x, ۰) = f(x)− ۱

a۲
sinx+

۲

πa۲
x

Wt(x, ۰) = g(x). �

است. ثابت عددی h کنید، تبدیل را همΎن مسأله�ی Έی به را زیر مسأله�ی .۴٣ مثال

utt = c۲uxx + h

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = ut(x, ۰) = ۰.

باشیم داشته باید v حسب بر حاصل معادله�ی شدن همΎن برای دیدیم u(x, t) = υ(x, t) + S(x) دادن قرار با حل

c۲S ′′(x) + h = ۰

S(۰) = ۰

S(L) = ۰.

داشت خواهیم اخیر مسأله�ی حل با

S(x) =
−h
۲c۲

x۲ +
hL

۲c۲
x.

م�ͳآید: دست به v حسب بر همΎن مرزی شرایط با همΎن مسأله�ی این�رو از

υtt = c۲υxx

υ(x, ۰) = ۰ −
(
−h
۲c۲

x۲ +
hL

۲c۲

)
υt(x, ۰) = ۰

υ(۰, t) = υ(L, t) = ۰. �
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۵۶

باشد t و x حسب بر م�ͳتواند معادله در غیرهمΎن جمله�ی حالت این در م�ͳگیریم. نظر در را مشل�تر) (و کل�ͳتر حالت اکنون

م�ͳتوان متغیر تغییر Έی با که م�ͳدهیم نشان ابتدا حالت این در باشند. t حسب بر است ممن مرزی شرایط آن بر علاوه و

ناهمΎن مسأله�ی کنید فرض مثال عنوان به کرد. همΎن را مرزی شرایط

ut = a۲uxx + g(x, t), ۰ < x < L (۶)

u(۰, t) = φ(t), t > ۰ (٧)

u(L, t) = ψ(t), t > ۰ (٨)

u(x, ۰) = f(x) (٩)

متغیر تغییر از استفاده با هستند. t حسب بر ͳتوابع و ناهمΎن مرزی شرایط این�جا در باشد. اختیار در

u(x, t) = W (x, t) + v(x, t) (١٠)

آن در که

v(x, t) = C۱x+ C۲ (١١)

(٨) و (٧) مرزی شرایط از استفاده با باشد. همΎن مرزی شرایط Wبا حسب بر حاصل معادله�ی که م�ͳکنیم تعیین طوری را

داریم

φ(t) = u(۰, t) = W (۰, t) + v(۰, t) = W (۰, t) + C۲

ψ(t) = u(L, t) = W (L, t) + v(L, t) = W (L, t) + C۱L+ C۲.

باشیم داشته باید ،W (۰, t) = W (L, t) = ۰ م�ͳخواهیم چون

C۲ = φ(t), C۱ =
۱

L
[ψ(t)− φ(t)].

انتخاب با بنابراین

v(x, t) = φ(t) +
x

L
[ψ(t)− φ(t)]

خواهیم (١٠) از مشتق�گیری با م�ͳیابیم. W حسب بر را مسأله اکنون است. همΎن شرایط با W حسب بر حاصل معادله�ی

داشت

ut = Wt + φ′(t) +
x

L
[ψ′(t)− φ′(t)]

uxx = Wxx

درم�ͳآید زیر صورت Wبه برای مسأله نتیجه در و

Wt = a۲Wxx + g(x, t)− φ′(t)− x

L
[ψ′(t)− φ′(t)]

W (۰, t) = W (L, t) = ۰

W (x, ۰) = f(x)− φ(۰)− x

L
[ψ(۰)− φ(۰)].
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۵٧ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

در همΎن را مرزی شرایط بعد مثال�های در پس کرد. همΎن را مرزی شرایط م�ͳتوان همواره مناسب متغیر تغییر با نتیجه در

گرمای مسأله�ی کنید فرض م�ͳگیریم. نظر

ut = a۲uxx + g(x, t), ۰ < x < L (١٢)

u(۰, t) = u(L, t) = ۰ (١٣)

u(x, ۰) = f(x) (١۴)

(١٢)-(١٣) مسأله�ی حل برای است. ناهمΎن دیفرانسیل معادله ͳول هستند همΎن مرزی شرایط مسأله این در باشد. اختیار در

ͳیعن آن، متناظر همΎن مسأله�ی ابتدا

ut = a۲uxx, ۰ < x < L

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = f(x).

از عبارتند بالا مسأله�ی ویژه�ی توابع م�ͳگیریم. نظر در را

sin
nπx

L
, n = ۱,۲,۳, . . . (١۵)

را u(x, t) جواب تابع فوریه سری واق΄ در بیابیم. همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را ناهمΎن مسأله�ی جواب م�ͳکنیم ͳسع

باشد زیر صورت به u(x, t) فوریه�ی سری م�ͳکنیم فرض کار این برای م�ͳآوریم. دست به همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sin
nπx

L
,

شرط از استفاده با بیابیم. را آن�ها مسأله شرایط از استفاده با باید و است u(x, t) تابع فوریه سری ضریب un(t) آن در که

داریم (١۴) اولیه�ی

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

un(۰) sin
nπx

L
.

ͳیعن است، f(x) ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب un(۰) نتیجه در

un(۰) =
۲

L

∫ L

۰

f(x) sin
nπx

L
dx. (١۶)

م�ͳیابیم (١۵) توابع ͳیعن مسأله، ویژه�ی توابع حسب بر را g(x, t) تابع فوریه�ی سری un(t) یافتن برای اکنون

g(x, t) =
∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
و gn(t) =

۲

L

∫ L

۰

g(x, t) sin
nπx

L
dx.

م�ͳآوریم دست به (١٢) معادله�ی در جای�گذاری با
∞∑
n=۱

u′n(t) sin
nπx

L
= a۲

∞∑
n=۱

un(t)

[
−
(nπ
L

)۲

sin
nπx

L

]
+

∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
.

داشت خواهیم جملات بندی دسته با
∞∑
n=۱

[
u′n(t) +

(anπ
L

)۲

un(t)

]
sin

nπx

L
=

∞∑
n=۱

gn(t) sin
nπx

L
.
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۵٨

داشت خواهیم بالا تساوی طرف دو دادن قرار متحد با

u′n(t) +
(anπ
L

)۲

un(t) = gn(t).

م�ͳآیند دست به زیر صورت به un(t) مجهول ضرایب بالا اول مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = e−(anπ
L

)۲tun(۰) +

∫ t

۰

e−(anπ/L)۲(t−z)gn(z) dz.

کنید حل را زیر غیرهمΎن مسأله�ی .۴۴ مثال

ut = a۲uxx + t(x۲ − πx), ۰ < x < π, t > ۰

u(۰, t) = ۰,

u(π, t) = ۰,

u(x, ۰) = x

ͳیعن متناظر، همΎن مسأله�ی ویژه�ی توابع حل
ut = a۲uxx, ۰ < x < π

u(۰, t) = u(π, t) = ۰

u(x, ۰) = x

از عبارتند

sinnx, n = ۱,۲,۳, . . .

u(x, t) فوریه�ی سری م�ͳکنیم فرض م�ͳآوریم. دست به همΎن مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را u(x, t) جواب تابع فوریه سری

باشد زیر صورت به

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sinnx,

داریم u(x, ۰) = x اولیه�ی شرط از استفاده با است. u(x, t) تابع فوریه سری ضریب un(t) آن در که

x = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

un(۰) sinnx.

ͳیعن است، x ͳسینوس فوریه�ی سری ضریب un(۰) نتیجه در

un(۰) =
۲

π

∫ π

۰

x sinnx dx =
۲

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx

n۲

]π
۰

=
۲(−۱)n+۱

n
.

بنابراین م�ͳیابیم. مسأله ویژه�ی توابع حسب بر را g(x, t) = t(x۲ − πx) تابع فوریه�ی سری un(t) یافتن برای اکنون

t(x۲ − πx) =
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx,

آن در که

bn(t) =
۲

π
t

∫ π

۰

(x۲ − πx) sinnx dx

=
۲

π
t

[
−(x۲ − πx)

cosnx

n
+ (۲x− π)

sinnx

n۲
+ ۲

cosnx

n۳

]π
۰

=
۴t((−۱)n − ۱)

πn۳
.
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۵٩ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

م�ͳآوریم دست به ut = a۲uxx + t(x۲ − πx) معادله�ی در بالا نتایج جای�گذاری با
∞∑
n=۱

u′n(t) sinnx = a۲
∞∑
n=۱

un(t)(−n۲) sinnx+
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx.

داشت خواهیم جملات بندی دسته با
∞∑
n=۱

(u′n(t) + a۲n۲un(t)) sinnx =
∞∑
n=۱

bn(t) sinnx.

م�ͳآوریم دست به بالا تساوی طرف دو دادن قرار متحد با

u′n(t) + a۲n۲un(t) = bn(t).

م�ͳآیند دست به زیر صورت به un(t) مجهول ضرایب بالا اول مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = e−a۲n۲tun(۰) +

∫ t

۰

e−(a۲n۲)(t−z)bn(z) dz.

م�ͳآوریم دست به un(۰) =
۲(−۱)n+۱

n
و bn(t) =

۴t((−۱)n − ۱)

πn۳
چون

un(t)=e
−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

∫ t

۰

ze−(a۲n۲)(t−z) dz

=e−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

[
−z e

−(a۲n۲)(t−z)

a۲n۲
+
e−(a۲n۲)(t−z)

a۴n۴

]t
۰

=e−a۲n۲t۲(−۱)n+۱

n
+

۴((−۱)n − ۱)

πn۳

[
۱ − a۲n۲t

a۴n۴
− e−a۲n۲t

a۴n۴

]

کنید حل را زیر غیرهمΎن مسأله�ی .۴۵ مثال

utt = c۲uxx + h(x, t), ۰ < x < L, t > ۰

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

م�ͳگیریم نظر در را نظیر همΎن مسأله�ی ابتدا حل
utt = c۲uxx

u(۰, t) = u(L, t) = ۰

از عبارتند مسأله ویژه�ی توابع که دید م�ͳتوان ͳسادگ }به
sin

nπx

L

}∞

n=۱
.

م�ͳنویسیم: ویژه توابع برحسب آن�را فوریه�ی بسط غیرهمΎن مسأله�ی جواب یافتن برای

u(x, t) =
∞∑
n=۱

un(t) sin
nπx

L
.
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۶٠

م�ͳنویسیم را h(x, t) ͳسینوس فوریه�ی بسط اکنون است. un(t) کردن پیدا ما هدف

h(x, t) =
∞∑
n=۱

hn(t) sin
nπx

L
, hn(t) =

۲

L

∫ L

۰

h(x, t) sin
nπx

L
dx.

داشت خواهیم u(x, t) فوریه�ی سری از مشتق�گیری با

utt =
∞∑
n=۱

u′′n(t) sin
nπx

L
uxx =

∞∑
n=۱

un(t)

(
−n

۲π۲

L۲
sin

nπx

L

)
.

داشت خواهیم معادله در بالا داده�های جای�گذاری با اکنون
∞∑
n=۱

u′′n(t) sin
nπx

L
= c۲

∞∑
n=۱

un(t)

(
−n۲π۲

L۲
sin

nπx

L

)
+

∞∑
n=۱

hn(t) sin
nπx

L
.

نتیجه در
∞∑
n=۱

[
u′′n(t) +

c۲n۲π۲

L۲
un(t)− hn(t)

]
sin

nπx

L
= ۰

داریم تساوی طرف دو دادن قرار متحد با و

u′′n(t) +
c۲n۲π۲

L۲
un(t) = hn(t).

م�ͳآوریم دست به بالا دوم مرتبه�ی ͳخط معادله�ی حل با

un(t) = an cosλnt+ bn sinλnt+
۱

λn

∫ t

۰

hn(η) sinλn(t− η) dη,

بنابراین .λn =
cnπ

L
آن در که

u(x, t)=
∞∑
n=۱

[
an cosµnt+ bn sinλnt+

۱

µn

∫ t

۰

hn(η) sinµn(t−η) dη
]
sin

nπx

L
.

داریم اولیه شرط از استفاده با

f(x) = u(x, ۰) =
∞∑
n=۱

an sin
nπx

L

است: f(x) ͳسینوس فوریه�ی ضریب an نتیجه در و

an =
۲

L

∫ L

۰

f(x) sin
nπx

L
dx.

دیΎر طرف از

g(x) = ut(x, ۰) =
∞∑
n=۱

bnλn sin
nπx

L

م�ͳآید دست به bn ،g(x) ͳسینوس فوریه�ی بسط از استفاده با بنابراین و

bn =
۲

λnL

∫ L

۰

g(x) sin
nπx

L
dx. �
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۶١ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

کنید تبدیل همΎن مرزی شرایط با مسأله�ای به را زیر ناهمΎن موج مسأله�ی .۴۶ مثال

utt = c۲uxx + h(x, t), ۰ < x < L

u(۰, t) = φ(t)

u(L, t) = ψ(t)

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

همΎن مرزی شرایط با مسأله�ای ،W مناسب تعیین با و م�ͳکنیم اعمال را u(x, t) = υ(x, t) +W (x, t) متغیر تغییر حل
داشت خواهیم اولیه و مرزی شرایط و معادله در جای�گذاری با م�ͳآوریم. دست به υ حسب بر

υtt +Wtt = c۲(υxx +Wxx) + h(x, t)

υ(x, ۰) = f(x)−W (x, ۰)

υ(x, ۰) = g(x)−Wt(x, ۰)

υ(۰, t) = φ(t)−W (۰, t)

υ(L, t) = ψ(t)−W (L, t).

دهیم قرار باید شوند همΎن مرزی شرایط این�که برای

W (۰, t) = φ(t)

W (L, t) = ψ(t).

اگر بنابراین

W (x, t) = φ(t) +
x

L
[ψ(t)− φ(t)],

داریم را زیر همΎن مرزی شرایط با مسأله آن�گاه

υtt = c۲υxx + h(x, t)−Wtt

υ(x, ۰) = f(x)−W (x, ۰)

υt(x, ۰) = g(x)−Wt(x, ۰)

υ(۰, t) = ۰

υ(L, t) = ۰. �

باشد زیر صورت به مسأله که کنید فرض
▽۲u = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b

u(x, a) = f۱(x), ۰ ≤ x ≤ a

u(x, b) = f۲(x), ۰ ≤ x ≤ a

u(۰, y) = g۱(y), ۰ ≤ y ≤ b

u(a, y) = g۱(y), ۰ ≤ y ≤ b.
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۶٢

u(x, y) = v(x, y)+w(x, y) کار این برای م�ͳکنیم. Έتفکی مسأله دو به را مسأله متغیرها، کردن جدا برای صورت این در

آن در که

▽۲v = ۰ ▽۲w = ۰

v(x, ۰) = f۱(x) w(x, ۰) = ۰

v(x, b) = f۲(x) w(x, b) = ۰

v(۰, y) = ۰ w(۰, y) = g۱(y)

v(a, y) = ۰ w(a, y) = g۲(y).

م�ͳآید. دست به ͳاصل مسأله�ی جواب بالا مسأله�ی دو حل با

کنید. حل را زیر مرزی شرایط با لاپلاس معادله .۴٧ مثال

uxx + uyy = sinx+ cos y

u(۰, y) = −۱

u(π, y) = ۱

u(x, ۰) = cosx

uy(x, π) = sinx

م�ͳکنیم Έتفکی مسأله دو به را مسأله حل

(۱)



uxx + uyy = sin x

u(۰, y) = u(π, y) = ۰

u(x, ۰) = cos x

uy(x, π) = ۰

(۲)



uxx + uyy = cos y

u(۰, y) = −۱

u(π, y) = ۱

u(x, ۰) = uy(x, π) = ۰

بر همΎن معادله�ای به را آن φ(x) مناسب تعیین و u(x, y) = W (x, y) + φ(x) متغیر تغییر با ابتدا (١) مسأله�ی حل برای

داریم مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با م�ͳکنیم. Wتبدیل حسب
Wxx + φ′′(x) +Wyy = sin x

W (۰, y) + φ(۰) = ۰

W (a, y) + φ(a) = ۰.

مسأله�ی در باید φ تابع نتبجه در
φ′′(x) = sinx

φ(۰) = ۰

φ(π) = ۰
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۶٣ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

است زیر همΎن صورت Wبه حسب بر حاصل مسأله�ی .φ(x) = sinx بنابراین کند. صدق

(۳)



Wxx +Wyy = ۰

W (۰, y) = W (π, y) = ۰

W (x, ۰) = cosx− sin x

Wy(x, π) = sinx.

بر همΎن معادله�ای به را آن φ(y) مناسب تعیین و u(x, y) = W (x, y) + φ(y) متغیر تغییر با ابتدا (٢) مسأله�ی حل برای

داریم مرزی شرایط و معادله در دادن قرار با م�ͳکنیم. Wتبدیل حسب Wxx +Wyy + φ′′(y) = cos y W (x, ۰) + φ(۰) = ۰

Wy(x, π) + φ′(π) = ۰.

مسأله�ی در باید φ تابع نتبجه در
φ′′(y) = cos y

φ(۰) = ۰

φ′(π) = ۰

است زیر همΎن صورت Wبه حسب بر حاصل مسأله�ی .φ(y) = ۱ − cos y بنابراین کند. صدق

(۴)



Wxx +Wyy = ۰

W (۰, y) = −۲ + cos y

W (π, y) = cos y

W (x, ۰) = ۰

Wy(x, π) = ۰.

کرد. حل م�ͳتوان ͳراحت به را (۴) و (٣) مسأله�های

مناسب متغیر Έی تغییر بر ͳمبتن روش این م�ͳکنیم. ͳبررس را موج معادله�ی حل برای دالامبر روش بخش این ادامه در

باشد: ͳنامتناه مرتعش سیم که م�ͳگیریم نظر در را ͳحالت ابتدا است.

utt = a۲uxx, −∞ < x < +∞, t > ۰

u(x, ۰) = f(x)

ut(x, ۰) = g(x).

متغیر تغییر

s = x+ at, r = x− at

مشتقات از x و t به نسبت uمشتقات جای به م�ͳخواهیم بود. خواهد s و r ͳتابع u بالا متغیرهای تغییر با م�ͳکنیم. اعمال را

توجه با م�ͳیابیم. x به نسبت را uمشتقات زنجیری قاعده�ی از استفاده با کنیم. استفاده دیفرانسیل معادله در s و r به نسبت u
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ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات ۶۴

داریم sx = ۱ و rx = ۱ این�که به

ux = ur · rx + us · sx = ur + us

uxx = (ur)x + (us)x = urr · rx + urssx + usrrx + usssx

نتیجه در

uxx = urr + urs + usr + uss

= urr + ۲urs + uss.

داشت خواهیم ،st = a و rt = −a این�که به توجه با مشابه، طریق به

ut = urrt + usst = −aur + aus

utt = −a(ur)t + a(us)t = −a[urr.rt + ursst] + a[usrrt + ussst]

= −a[−aurr + aurs] + a[−ausr + auss]

= a۲urr − a۲urs − a۲usr + a۲uss

= a۲urr − ۲a۲urs + a۲uss.

داریم utt = a۲uxx چون اکنون

urs = ۰

نتیجه در و
∂۲u

∂rσs
= ۰.

م�ͳآوریم دست به r به نسبت انتگرال�گیری با
∂u

∂s
= α(s)

داشت خواهیم s به نسبت انتگرال�گیری با اکنون است. دلخواه ͳتابع α(s) آن در که

u =

∫
α(s) ds+ ψ(r).

بنابراین

u = ϕ(s) + ψ(r)

نتیجه در و

u(x, t) = φ(x+ at) + ψ(x− at).

داریم u(x, ۰) = f(x) چون

u(x, ۰) = φ(x) + ψ(x) = f(x) (١٧)
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۶۵ ناهمΎن ͳجزئ مشتقات با معادلات

و ut(x, ۰) = g(x) چون آن بر علاوه

ut(x, y) = aφ′(x+ at)− aψ′(x− at)

ͳیعن ،ut(x, ۰) = aφ′(x)− aψ′(x) = g(x) داشت خواهیم

φ′(x)− ψ′(x) =
۱

a
g(x)

داریم انتگرال�گیری از استفاده با نتیجه در و

φ(x)− ψ(x) =
۱

a

∫ x

x۰

g(s) ds+ k, (١٨)

دستگاه (١٨) و (١٧) معادله�های از استفاده با است. ͳدلخواه عدد x۰ ∈ (−∞,+∞) و ثابت عدد Έی k آن در که
φ(x) + ψ(x) = f(x)

φ(x)− ψ(x) =
۱

a

∫ x

x۰

g(s) ds+ k

م�ͳآوریم دست به اخیر دستگاه حل با داریم. را

φ(x) =
۱

۲
f(x) +

۱

۲a

∫ x

x۰

g(s) ds+
k

۲

ψ(x) =
۱

۲
f(x)− ۱

۲a

∫ x

x۰

g(s) ds− k

۲
.

از است عبارت ͳنامتناه مرتعش تار مسأله�ی جواب این�رو از

u(x, t) = φ(s) + ψ(r)

= φ(x+ at) + ψ(x− at)

=
۱

۲
f(x+ at)+

۱

۲a

∫ x+at

x۰

g(s) ds+
۱

۲
f(x− at)− ۱

۲a

∫ x−at

x۰

g(s) ds

=
۱

۲
[f(x+ at) + f(x− at)] +

۱

۲a

∫ x+at

x−at

g(s) ds.

کنید حل را زیر ͳنامتناه مرتعش تار مسأله�ی دالامبر روش از استفاده با .۴٨ مثال

utt = a۲uxx, −∞ < x < +∞

u(x, ۰) = sin x

ut(x, ۰) = cosx

داریم دالامبر روش در آمده دست به فرمول به توجه با حل

u(x, t) =
۱

۲
[sin(x+ at) + sin(x− at)] +

۱

۲a

∫ x+at

x−at

cos z dz

= sin x cos at+
۱

۲a
[sin(x+ at)− sin(x− at)]

= sin x cos at+
۱

a
cos x sin at. �
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