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دیفرانسیل معادلات ترم میان امتحان
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کنید حل را زیر دیفرانسیل معادله .١

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx)

می یابیم را جداشدنی معادله ی عمومی جواب جملات مناسب دسته بندی با است: جداشدنی معادله اول، راه

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx) =⇒ x dx+ y dy = x۲y dy − xy۲ dx

=⇒ (x+ xy۲) dx = (x۲y − y) dy

=⇒ x(۱ + y۲) dx = y(x۲ − ۱) dy

=⇒ x

x۲ − ۱
dx =

y

۱ + y۲
dy

=⇒ ۱

۲
ln |x۲ − ۱| = ۱

۲
ln(۱ + y۲) + c۲ است) کافی اینجا (تا

=⇒ ln |x۲ − ۱| = ln(۱ + y۲) + c۱

=⇒ x۲ − ۱ = c(۱ + y۲).

می یابیم را برنولی معادله ی عمومی جواب جملات مناسب دسته بندی با است: برنولی معادله دوم، راه

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx)

=⇒ x dx+ y dy = x۲y dy − xy۲ dx

=⇒ (x+ xy۲) dx = (x۲y − y) dy

=⇒ (x+ xy۲) dx+ y(۱ − x۲) dy = ۰

=⇒ x+ xy۲ + y(۱ − x۲) y′ = ۰

=⇒ yy′ +
x

۱ − x۲
y۲ = − x

۱ − x۲
, z = y۲, z′ = ۲yy′

=⇒ z′ +
۲x

۱ − x۲
z = − ۲x

۱ − x۲
, µ = e

∫
۲x

۱ − x۲
dx

= e− ln(۱−x۲) =
۱

۱ − x۲

=⇒ z′ +
۲x

(۱ − x۲)۲
z = − ۲x

(۱ − x۲)۲

=⇒
(

۱

۱ − x۲
z

)′

= − ۲x

(۱ − x۲)۲

=⇒ ۱

۱ − x۲
z =

−۱

۱ − x۲
+ c

=⇒ y۲ = −۱ + c(۱ − x۲).

می کنیم مرتب را معادله ابتدا :x حسب بر انتگرال ساز عامل یافتن سوم، راه

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx) =⇒ x dx+ y dy = x۲y dy − xy۲ dx

=⇒ (x+ xy۲) dx+ (y − x۲y) dy = ۰.



بنابراین .N = y − x۲y و M = x+ xy۲ داریم اینجا در

My −Nx

N
=

۲xy − (−۲xy)

y − x۲y
=

۴xy

y(۱ − x۲)
=

۴x

۱ − x۲

این رو از است. x از تابعی

µ = e
∫

۴x
۱−x۲ dx

= e−۲ ln(۱−x۲) = eln(۱−x۲)−۲
= (۱ − x۲)−۲

می آید: دست به کامل معادله ی یک معادله در آن ضرب با است. معادله انتگرال ساز عامل یک

(x+ xy۲) dx+ (y − x۲y) dy = ۰

=⇒ (x+ xy۲)(۱ − x۲)−۲ dx+ (y − x۲y)(۱ − x۲)−۲ dy = ۰

=⇒x(۱ + y۲)(۱ − x۲)−۲ dx+ y(۱ − x۲)(۱ − x۲)−۲ dy = ۰

=⇒x(۱ + y۲)(۱ − x۲)−۲ dx+ y(۱ − x۲)−۱ dy = ۰

یعنی ،ψy = N و ψx =M که دارد وجود ψ(x, y) تابع است، کامل بالا معادله ی }چون
ψx = x(۱ + y۲)(۱ − x۲)−۲ = x(۱ − x۲)−۲ + xy۲(۱ − x۲)−۲

ψy = y(۱ − x۲)−۱

داریم بگیریم انتگرال  y به نسبت دوم رابطه ی از اگر

ψ(x, y) =
۱

۲
y۲(۱ − x۲)−۱ + h(x).

داشت خواهیم x به نسبت اخیر رابطه ی از مشتق گیری با

ψx = xy۲(۱ − x۲)−۱ + h′(x).

.h(x) = ۱
۲(۱−x۲)−۱ نتیجه در و h′(x) = x(۱−x۲)−۲ داریم اول رابطه ی و بالا رابطه ی مقایسه ی با

از است عبارت معادله عمومی جواب این رو از

۱

۲
y۲(۱ − x۲)−۱ +

۱

۲
(۱ − x۲)−۱ = c۱ یا y۲ + ۱ = c(۱ − x۲).

می کنیم مرتب را معادله ابتدا :y حسب بر انتگرال ساز عامل یافتن چهارم، راه

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx) =⇒ x dx+ y dy = x۲y dy − xy۲ dx

=⇒ (x+ xy۲) dx+ (y − x۲y) dy = ۰.

بنابراین .N = y − x۲y و M = x+ xy۲ داریم اینجا در

My −Nx

−M
=

۲xy − (−۲xy)

−(x+ xy۲)
=

۴xy

−x(۱ + y۲)
=

−۴y

۱ + y۲

این رو از است. y از تابعی

µ = e
∫ −۴y

۱+y۲ dy
= e−۲ ln(۱+y۲) = eln(۱+y۲)−۲

= (۱ + y۲)−۲



می آید: دست به کامل معادله ی یک معادله در آن ضرب با است. معادله انتگرال ساز عامل یک

(x+ xy۲) dx+ (y − x۲y) dy = ۰

=⇒ (x+ xy۲)(۱ + y۲)−۲ dx+ (y − x۲y)(۱ + y۲)−۲ dy = ۰

=⇒x(۱ + y۲)(۱ + y۲)−۲ dx+ y(۱ − x۲)(۱ + y۲)−۲ dy = ۰

=⇒x(۱ + y۲)−۱ dx+ y(۱ − x۲)(۱ + y۲)−۲ dy = ۰

یعنی ،ψy = N و ψx =M که دارد وجود ψ(x, y) تابع است، کامل بالا معادله ی }چون
ψx = x(۱ + y۲)−۱

ψy = y(۱ − x۲)(۱ + y۲)−۲ = y(۱ + y۲)−۲ − yx۲(۱ + y۲)−۲

داریم بگیریم انتگرال  x به نسبت اول رابطه ی از اگر

ψ(x, y) =
۱

۲
x۲(۱ + y۲)−۱ + h(y).

داشت خواهیم y به نسبت اخیر رابطه ی از مشتق گیری با

ψy = −x۲y(۱ + y۲)−۲ + h′(y).

.h(y) = −۱
۲(۱+y

۲)−۱ نتیجه در و h′(y) = y(۱+y۲)−۲ داریم دوم رابطه ی و بالا رابطه ی مقایسه ی با
از است عبارت معادله عمومی جواب این رو از

۱

۲
x۲(۱ + y۲)−۱ − ۱

۲
(۱ + y۲)−۱ = c۱ یا x۲ − ۱ = c(۱ + y۲).
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بیابید را زیر دیفرانسیل معادله عمومی جواب .٢

y′ =
۲xy۳

x۲y۲ − y۴ − ۴

می شود: تبدیل برنولی معادله ای به دیفرانسیل معادله وابسته، و مستقل متغیر نقش تعویض با اول: راه

dy

dx
=

۲xy۳

x۲y۲ − y۴ − ۴
=⇒ dx

dy
=
x۲y۲ − y۴ − ۴

۲xy۳
=⇒ dx

dy
− ۱

۲y
x = −y

۴ + ۴

۲y۳
x−۱

=⇒ x
dx

dy
− ۱

۲y
x۲ = −y

۴ + ۴

۲y۳
, z = x۲,

۱

۲

dz

dy
= x

dx

dy

=⇒ dz

dy
− ۱

y
z = −y

۴ + ۴

y۳
, µ = e

∫ −۱
y

dy =
۱

y

=⇒ d

dy
(
۱

y
z) = −y

۴ + ۴

y۴

=⇒ ۱

y
x۲ = −y + ۴

۳y۳
+ c.



y حسب بر انتگرال ساز عامل یافتن دوم، راه

dy

dx
=

۲xy۳

x۲y۲ − y۴ − ۴
=⇒ ۲xy۳ dx− (x۲y۲ − y۴ − ۴) dy = ۰

بنابراین .N = −x۲y۲ + y۴ + ۴ و M = ۲xy۳ داریم اینجا در

My −Nx

−M
=

۶xy۲ − (−۲xy۲)

−۲xy۳
=

۸xy۲

−۲xy۳
=

−۴

y

این رو از است. y از تابعی

µ = e
∫ −۴

y
dy = e−۴ ln y = eln y−۴

= y−۴

داریم معادله در آن ضرب با است. معادله انتگرال ساز عامل یک

۲xy۳ dx− (x۲y۲ − y۴ − ۴) dy = ۰

=⇒۲xy−۱ dx− (x۲y−۲ − ۱ − ۴y−۴) dy = ۰

=⇒۲xy−۱ dx− x۲y−۲ dy + dy − ۴y−۴ dy = ۰

=⇒d(x۲y−۱) + d(y) +
۴

۳
d(y−۳) = ۰

=⇒d

(
x۲y−۱ + y +

۴

۳
y−۳

)
= ۰

=⇒x۲y−۱ + y +
۴

۳
y−۳ = c.
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کنید حل را زیر غیرهمگن دیفرانسیل معادله .٣

y′′ − y =
۱

ex + ۱

از است عبارت نظیر همگن معادله ی خطی مستقل جواب های و شاخص معادله ی ریشه های

y = erx =⇒ r۲ − ۱ = ۰ =⇒ (r − ۱)(r + ۱) = ۰ =⇒ r۱ = ۱, r۲ = −۱

y۱ = ex, y۲ = e−x

می یابیم را معادله از yp = u۱y۱ + u۲y۲ خاص جواب یک پارامتر تغییر روش از استفاده با اکنون
u′۱y۱ + u′۲y۲ = ۰

u′۱y
′
۱ + u′۲y

′
۲ =

R(x)

P (x)

=⇒


u′۱e

x + u′۲e
−x = ۰

u′۱e
x − u′۲e

−x =
۱

ex + ۱

و ۲u′۲e
−x =

−۱

ex + ۱
داشت خواهیم کنیم جمع اول معادله ی با و کنیم ضرب −۱ در را دوم معادله ی اگر

معادله ی در u′۲ =
−ex

۲(ex + ۱)
دادن قرار با .u۲ =

−۱

۲
ln(ex+۱) پس .u′۲ =

−ex

۲(ex + ۱)
نتیجه در



می یابیم را u۱ اکنون .u′۱ = e−x

۲(ex+۱) نتیجه در و u′۱ex − ex

۲(ex+۱)e
−x = ۰ داریم اول

u۱ =

∫
e−x

۲(ex + ۱)
dx, u = e−x, du = −e−x dx, dx = −du

=

∫
−du

۲
(
۱ + ۱

u

) dx
= −۱

۲

∫
u

u+ ۱
du

= −۱

۲

∫
u+ ۱ − ۱

u+ ۱
du

= −۱

۲

∫ (
۱ − ۱

u+ ۱

)
du

= −۱

۲
(u− ln(u+ ۱))

= −۱

۲

(
e−x − ln(e−x + ۱)

)
بنابراین

yp = u۱y۱ + u۲y۲ = −۱

۲
ex

(
e−x − ln(e−x + ۱)

)
− ۱

۲
e−x ln(ex + ۱)

می یابیم را y۲ و y۱ رنسکین فرمول: از استفاده با yp یافتن برای دیگر راه

W (y۱, y۲) =

∣∣∣∣∣y۱ y۲

y′۱ y′۲

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣e

x e−x

ex −e−x

∣∣∣∣∣ = −۲

داریم فرمول از استفاده با اکنون

u′۱ =
−gy۲

W (y۱, y۲)
=

e−x

۲(ex + ۱)
و u′۲ =

gy۱

W (y۱, y۲)
=

−ex

۲(ex + ۱)
.

می یابیم را u۲ ابتدا

u۲ =

∫
−ex

۲(ex + ۱)
dx

=
−۱

۲
ln(ex + ۱)

می یابیم را u۱ اکنون

u۱ =

∫
e−x

۲(ex + ۱)
dx, u = ex, du = ex dx, dx =

۱

u
du

=

∫
du

۲u۲(u+ ۱)
dx

=
۱

۲

∫ (
−۱

u
+

۱

u۲
+

۱

u+ ۱

)
du

=
−۱

۲
lnu− ۱

۲u
+ ln(u+ ۱)

=
−x
۲

− e−x

۲
+

۱

۲
ln(ex + ۱)



است شده انجام زیر صورت به کسرها تجزیه ی از آن در که

۱

u۲(u+ ۱)
=
A

u
+
B

u۲
+

C

u+ ۱

می یابیم را C و B ،A کسرها صورت دادن قرار متحد و گرفتن مشترک مخرج با

Au(u+ ۱) +B(u+ ۱) +Cu۲ = ۱ =⇒


B = ۱

A+B = ۰

A+ C = ۰

=⇒ A = −۱, B = ۱, C = ۱

بنابراین

yp = u۱y۱ + u۲y۲ =
۱

۲
ex

(
−x− e−x + ln(ex + ۱)

)
− ۱

۲
e−x ln(ex + ۱)
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(تابع بیابید را معادله عمومی جواب باشد. x برابر زیر دیفرانسیل معادله  از جواب دو رنسکین کنید فرض .۴
است) پیوسته p(x)

y′′ + p(x)y′ +
۱

x۲
y = ۰, x > ۰

داریم قضیه از استفاده با

W ′ + p(x)W = ۰ =⇒ ۱ + p(x)x = ۰ =⇒ p(x) = −۱

x

داریم اویلر معادله ی یک معادله در جایگذاری با

y′′ + p(x)y′ +
۱

x۲
y = ۰ =⇒ y′′ − ۱

x
y′ +

۱

x۲
y = ۰

=⇒ x۲y′′ − xy′ + y = ۰

می آویم دست به آن را ریشه های و شاخص معادله ی y = xr دادن قرار با

r(r − ۱)− r + ۱ = ۰ ⇒ r۲ − ۲r + ۱ = ۰ ⇒ (r − ۱)۲ = ۰ ⇒ r۱ = r۲ = ۱

.y = c۱x+ c۲x lnx از است عبارت معادله عمومی جواب پس
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باشید موفق
دارد نمره ٢٠ سوال هر

دقیقه ١٠٠ وقت:


