
م  روري ه  اي ت  م  ری  ن

y′ +
√
xy =

۲

۳

√
x

y
.٢ y′ +

۱

x lnx
y = ۳x۲ .١

اس  ت: خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .١

y′ +
۱

x lnx
y = ۳x۲=⇒ (lnx)y′ +

۱

x
y = ۳x۲ lnx, µ = e

∫
۱

x ln x
dx = eln(lnx) = lnx

=⇒ (y lnx)′ = x۳ lnx− ۱

۳
x۳ + c

=⇒ (y lnx)′ = x۳ lnx− ۱

۳
x۳ + c.

اس  ت: ب  رن  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه .٢

y′ +
√
xy =

۲

۳

√
x

y
=⇒ y′ + x۱/۲y =

۲

۳
x۱/۲y−۱/۲

=⇒ y۱/۲y′ + x۱/۲y۳/۲ =
۲

۳
x۱/۲, z = y۳/۲, z′ =

۳

۲
y۱/۲y′

=⇒ ۲

۳
z′ + x۱/۲z =

۲

۳
x۱/۲

=⇒ z′ +
۳

۲
x۱/۲z = x۱/۲, µ = e

∫
۳
۲
x۱/۲ dx = ex

۳/۲

=⇒ ex
۳/۲
z′ +

۳

۲
x۱/۲ex

۳/۲
z = x۱/۲ex

۳/۲

=⇒ (ex
۳/۲
z)′ = x۱/۲ex

۳/۲
=⇒ ex

۳/۲
z =

۲

۳
ex

۳/۲
+ c

=⇒ ex
۳/۲
y۳/۲ =

۲

۳
ex

۳/۲
+ c.

y′ − y + xe−۲xy۳ = ۰ .۴ ۲yy′ + y۲ sinx− sinx = ۰ .٣

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه u = y۲ − ۱ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .٣

۲yy′ + y۲ sinx− sinx = ۰=⇒۲yy′ + (y۲ − ۱) sinx = ۰, u = y۲ − ۱, u′ = ۲yy′

=⇒ du

dx
+ u sinx = ۰ =⇒ du

u
+ sinx dx = ۰

=⇒ ln |u| − cosx = c

=⇒ ln |y۲ − ۱| − cosx = c



٢

اس  ت: ب  رن  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه .۴

y′ − y + xe−۲xy۳ = ۰ =⇒ y−۳y′ − y−۲ = −xe−۲x, u = y−۲, u′ = −۲y−۳y′

=⇒ −۱

۲
u′ − u = −xe−۲x

=⇒ u′ + ۲u = ۲xe−۲x, µ = e
∫

۲ dx = e۲x

=⇒ e۲xu′ + ۲e۲xu = ۲x =⇒ (e۲xu)′ = ۲x

=⇒ e۲xu = x۲ + c

=⇒ e۲xy−۲ = x۲ + c.

xyy′ = ۱ + x۲ + y۲ + x۲y۲ .۶ xy(۱ + x۲)y′ − (۱ + y۲) = ۰ .۵

اس  ت: ج  داش  دن  ی م  ع  ادل  ه ای ی  ک م  ع  ادل  ه .۵

xy(۱ + x۲)y′ − (۱ + y۲) = ۰ =⇒ x(۱ + x۲)
dy

dx
=

(۱ + y۲)

y

=⇒ y dy

۱ + y۲
=

dx

x(۱ + x۲)
, ک  س  ر) (ت  ج  زی  ه

=⇒ y dy

۱ + y۲
=

(
۱

x
− x

۱ + x۲

)
dx

=⇒ ۱

۲
ln(۱ + y۲) = ln |x| − ۱

۲
ln(۱ + x۲) + c۱

=⇒ (۱ + y۲)(۱ + x۲) = cx۲.

اس  ت: ج  داش  دن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه .۶

xyy′ = ۱ + x۲ + y۲ + x۲y۲ = ۰ =⇒ xy
dy

dx
= ۱ + x۲ + y۲(۱ + x۲)

=⇒ xy
dy

dx
= (۱ + x۲)(۱ + y۲)

=⇒ y dy

۱ + y۲
=

x dx

۱ + x۲

=⇒ ۱

۲
ln(۱ + y۲) =

۱

۲
ln(۱ + x۲) + c۱

=⇒ ۱ + y۲ = c(۱ + x۲).

(xy + y۲)dx+ (xy − x۲)dy = ۰ .٨ yy′ = ex+۲y sinx .٧

اس  ت: ج  داش  دن  ی م  ع  ادل  ه ای ی  ک م  ع  ادل  ه .٧

yy′ = ex+۲y sinx = ۰ =⇒ y
dy

dx
= exe۲y sinx =⇒ ye−۲y dy = ex sinx dx

=⇒ −۱

۲
ye−۲y +

۱

۴
e−۲y =

۱

۲
ex(sinx− cosx) + c.



٣

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه در را µ = xayb ع  ب  ارت .٨
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل

(xa+۱yb+۱ + xayb+۲)dx+ (xa+۱yb+۱ − xa+۲yb)dy = ۰.

داری  م N = xa+۱yb+۱ − xa+۲yb و M = xa+۱yb+۱ + xayb+۲ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = (b+ ۱)xa+۱yb + (b+ ۲)xayb+۱ و Nx = (a+ ۱)xayb+۱ − (a+ ۲)xa+۱yb.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

b+ ۱ = −(a+ ۲)

b+ ۲ = a+ ۱
=⇒

{
a+ b = −۳

a− b = ۱
=⇒ a = −۱, b = −۲.

داری  م م  ع  ادل  ه در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x−۱y−۲ ای  ن رو از

(y−۱ + x−۱)dx+ (y−۱ − xy−۲)dy = ۰ =⇒ d(xy−۱) + d(ln |x|) + d(ln |y|) = ۰

=⇒ xy−۱ + ln |x|+ ln |y| = c.

x dy = (x۲y۲(۱ + ex)− y)dx .١٠ y(x+ y)dx = (۲y + x+ ۱)dy .٩

ب  ن  اب  رای  ن .N = −۲y − x− ۱ و M = xy + y۲ داری  م ای  ن  ج  ا در .٩

My −Nx

N
=
x+ ۲y − (−۱)

−۲y − x− ۱
= −x+ ۲y + ۱

۲y + x+ ۱
= −۱

در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e−
∫

۱ dx = e−x ای  ن رو از اس  ت. x از ت  اب  ع  ی
داری  م را زی  ر ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ی م  ع  ادل  ه،

(xye−x + y۲e−x) dx− (۲ye−x + xe−x + e−x)dy = ۰.

ی  ع  ن  ی ،ψy = N و ψx =M ک  ه دارد وج  ود ψ(x, y) ت  اب  ع }پ  س
ψx = xye−x + y۲e−x

ψy = −۲ye−x − xe−x − e−x

داری  م ب  گ  ی  ری  م ان  ت  گ  رال  y ب  ه ن  س  ب  ت دوم راب  ط  ه ی از اگ  ر

ψ(x, y) = −y۲e−x − xye−x − ye−x + h(x).



۴

داش  ت خ  واھ ی  م x ب  ه ن  س  ب  ت اخ  ی  ر راب  ط  ه ی از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

ψx = y۲e−x − ye−x + xye−x + ye−x + h′(x).

ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن رو از .h(x) = ۰ ن  ت  ی  ج  ه در و h′(x) = ۰ داری  م اول راب  ط  ه ی و ب  الا راب  ط  ه ی م  ق  ای  س  ه ی ب  ا
از اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه

−y۲e−x − xye−x − ye−x = c.

ک  رد: ح  ل آن را م  ی ت  وان (xy)۲ ب  ر م  ع  ادل  ه ت  ق  س  ی  م و ج  م  لات م  ن  اس  ب دس  ت  ه ب  ن  دی ب  ا .١٠

x dy = (x۲y۲(۱ + ex)− y)dx =⇒ x dy = x۲y۲(۱ + ex) dx− y dx

=⇒ x dy + y dx = x۲y۲(۱ + ex) dx

=⇒ d(xy) = x۲y۲(۱ + ex) dx

=⇒ d(xy)

(xy)۲
= (۱ + ex) dx

=⇒ − ۱

xy
= x+ ex + c

xy′ = y −
√
x۲ + y۲ .١٢ (x۳ + xy۴) dx+ ۲y۳ dy = ۰ .١١

ب  ن  اب  رای  ن .N = ۲y۳ و M = x۳ + xy۴ داری  م ای  ن  ج  ا در .١١

My −Nx

N
=

۴xy۳ − ۰

۲y۳
= ۲x

در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e
∫

۲x dx = ex
۲ ای  ن رو از اس  ت. x از ت  اب  ع  ی

داری  م را زی  ر ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ی م  ع  ادل  ه،

(x۳ex
۲
+ xex

۲
y۴) dx+ ۲y۳ex

۲
dy = ۰.

ی  ع  ن  ی ،ψy = N و ψx =M ک  ه دارد وج  ود ψ(x, y) ت  اب  ع }پ  س
ψx = x۳ex

۲
+ xex

۲
y۴

ψy = ۲y۳ex
۲

داری  م ب  گ  ی  ری  م ان  ت  گ  رال  y ب  ه ن  س  ب  ت دوم راب  ط  ه ی از اگ  ر

ψ(x, y) =
۱

۲
ex

۲
y۴ + h(x).

داش  ت خ  واھ ی  م x ب  ه ن  س  ب  ت اخ  ی  ر راب  ط  ه ی از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

ψx = xex
۲
y۴ + h′(x).



۵

ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و h′(x) = x۳ex
۲ داری  م اول راب  ط  ه ی و ب  الا راب  ط  ه ی م  ق  ای  س  ه ی ب  ا

از اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن رو از .h(x) = ۱
۲e

x۲
(x۲ − ۱) داری  م ج  زء ب  ه

۱

۲
ex

۲
y۴ +

۱

۲
ex

۲
(x۲ − ۱) = c.

: dydx = z + x dz
dx ،z = y

x اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .١٢

xy′ = y −
√
x۲ + y۲ =⇒ y′ =

y

x
−

√
۱ +

(y
x

)۲

=⇒ z + xz′ = z −
√

۱ + z۲ =⇒ x
dz

dx
=

√
۱ + z۲

=⇒ dz√
۱ + z۲

=
dx

x
=⇒ ln |z +

√
۱ + z۲| = ln |x|+ c۱

=⇒ z +
√

۱ + z۲ = cx

=⇒ y

x
+

√
۱ + (x/y)۲ = cx.

(y۲ − x۲)y′ − xy = ۰ .١۴ x۲y′ + xy + ۲y۲ = ۰ .١٣

: dydx = z + x dz
dx ،z = y

x اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .١٣

x۲y′ + xy + ۲y۲ = ۰ =⇒ y′ +
y

x
+ ۲

(y
x

)۲
= ۰

=⇒ z + xz′ + z + ۲z۲ = ۰ =⇒ x
dz

dx
= −۲(z + z۲)

=⇒ dz

z(z + ۱)
= −۲

dx

x
=⇒

(
۱

z
− ۱

z + ۱

)
dz = −۲

dx

x

=⇒ ln |z| − ln |z + ۱| = −۲ ln |x|+ c۱

=⇒ zx۲ = c(z + ۱) =⇒ y

x
x۲ = c

(y
x
+ ۱

)
=⇒ yx۲ = c(y + x).

ب  ن  اب  رای  ن .N = y۲ − x۲ و M = −xy داری  م ای  ن  ج  ا در .١۴

My −Nx

−M
=

−x− (−۲x)

xy
=

۱

y

در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e
∫

۱
y
dy

= y ای  ن رو از اس  ت. y از ت  اب  ع  ی
داری  م م  ع  ادل  ه

(y۳ − x۲y) dy − xy۲ dx = ۰ =⇒ y۳ dy − x۲y dy − xy۲ dx = ۰

=⇒ ۱

۴
d(y۴)− ۱

۲
d(x۲y۲) = ۰

=⇒ ۱

۴
y۴ − ۱

۲
x۲y۲ = c.



۶

(x+ y۳) + ۶xy۲y′ = ۰ .١۶ y۲ + (x۲ − xy + y۲)y′ = ۰ .١۵

: dydx = z + x dz
dx ،z = y

x اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .١۵

y۲ + (x۲ − xy + y۲)y′ = ۰

=⇒y′ = − y۲

x۲ − xy + y۲
=⇒ y′ = − (y/x)۲

۱ − (y/x) + (y/x)۲

=⇒z + xz′ = − z۲

۱ − z + z۲
=⇒ xz′ =

−z۲

۱ − z + z۲
− z =⇒ xz′ = − z۳ + z

z۲ − z + ۱

=⇒−z
۲ − z + ۱

z(z۲ + ۱)
dz =

dx

x
=⇒

(
۱

z۲ + ۱
− ۱

z

)
dz =

dx

x

=⇒ tan−۱ z − ln |z| = ln |x|+ c

=⇒ tan−۱(y/x)− ln |y/x| = ln |x|+ c.

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را م  ع  ادل  ه u = y۳ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .١۶

(x+ y۳) + ۶xy۲y′ = ۰ =⇒ (x+ u) + ۲xu′ = ۰, u = y۳, u′ = ۳y۲y′

=⇒ (x+ u) + ۲xu′ = ۰ =⇒ ۲xu′ + u = −x

=⇒ u′ +
۱

۲x
u = −۱

۲
, µ = e

∫
۱
۲x

dx = x۱/۲

=⇒ x۱/۲u′ +
۱

۲
x−۱/۲u = −۱

۲
x۱/۲

=⇒ (x۱/۲u)′ = −۱

۲
x۱/۲ =⇒ x۱/۲u = −۱

۳
x۳/۲ + c

=⇒ x۱/۲y۳ = −۱

۳
x۳/۲ + c.

y′ = ۲(۳x+ y)۲ − ۱ .١٨ y dx+ (۲x− xy + ۲) dy = ۰ .١٧

ب  ن  اب  رای  ن .N = ۲x− xy + ۲ و M = y داری  م ای  ن  ج  ا در .١٧

My −Nx

−M
=

۱ − (۲ − y)

−y
=

−۱ + y

−y
=

۱

y
− ۱

ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e
∫
( ۱
y
−۱) dy

= ye−y ای  ن رو از اس  ت. y از ت  اب  ع  ی
داش  ت خ  واھ ی  م را زی  ر ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه، در آن

y۲e−y dx+ (۲xye−y − xy۲e−y + ۲ye−y) dy = ۰.

ی  ع  ن  ی ،ψy = N و ψx =M ک  ه دارد وج  ود ψ(x, y) ت  اب  ع }پ  س
ψx = y۲e−y

ψy = ۲xye−y − xy۲e−y + ۲ye−y



٧

داری  م ب  گ  ی  ری  م ان  ت  گ  رال  x ب  ه ن  س  ب  ت اول راب  ط  ه ی از اگ  ر

ψ(x, y) = xy۲e−y + h(y).

داش  ت خ  واھ ی  م y ب  ه ن  س  ب  ت اخ  ی  ر راب  ط  ه ی از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

ψx = ۲xye−y − xy۲e−y + h′(y).

ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و h′(y) = ۲ye−y داری  م دوم راب  ط  ه ی و ب  الا راب  ط  ه ی م  ق  ای  س  ه ی ب  ا
از اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن رو از .h(y) = −۲e−y(y + ۱) داری  م ج  زء ب  ه ج  زء

xy۲e−y − ۲e−y(y + ۱) = c.

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را م  ع  ادل  ه u = ۳x+ y م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .١٨

y′ = ۲(۳x+ y)۲ − ۱ =⇒ (x+ u) + ۲xu′ = ۰, u = ۳x+ y, u′ = ۳ + y′

=⇒ u′ − ۳ = ۲u۲ − ۱ =⇒ u′ = ۲u۲ + ۲

=⇒ du

u۲ + ۱
= ۲ dx =⇒ tan−۱ u = ۲x+ c

=⇒ tan−۱(۳x+ y) = ۲x+ c

(tanx+ ۱) dy + ۲y dx = ۰ .٢٠ yey = (y۳ + ۲xey)y′ .١٩

ب  ن  اب  رای  ن .N = −y۳ − ۲xey و M = yey داری  م ای  ن  ج  ا در .١٩

My −Nx

−M
=
ey + yey − (−۲ey)

−yey
= −۳ + y

y
= −۳

y
− ۱

ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e
−

∫
( ۳
y
+۱) dy

= y−۳e−y ای  ن رو از اس  ت. y از ت  اب  ع  ی
داری  م م  ع  ادل  ه در آن ض  رب

y−۲ dx = (e−y + ۲xy−۳) dy =⇒ d(xy−۲) + d(e−y) = ۰ =⇒ xy−۲ + e−y = c.

اس  ت: ج  داش  دن  ی م  ع  ادل  ه ای ی  ک م  ع  ادل  ه .٢٠

(tanx+ ۱) dy + ۲y dx = ۰=⇒ dy

y
= ۲

dx

tanx+ ۱

=⇒ ln |y| = ln | sinx+ cosx|+ x+ c.



٨

داری  م u = tanx م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ک  ن  ی  م. م  ی م  ح  اس  ب  ه زی  ر ص  ورت ب  ه را ب  الا ان  ت  گ  رال ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ن  ت  ی  ج  ه در و ،dx = du

۱+u۲ ی  ع  ن  ی ،du = (۱ + tan۲ x) dx∫
dx

tanx+ ۱
=

∫
du

(u+ ۱)(u۲ + ۱)

=
۱

۲

∫ (
۱

u+ ۱
+

۱

u۲ + ۱
− u

u۲ + ۱

)
du ک  س  ر) (ت  ج  زی  ه

=
۱

۲
ln |u+ ۱|+ ۱

۲
tan−۱ u− ۱

۴
ln(u۲ + ۱)

=
۱

۲
ln | tanx+ ۱|+ ۱

۲
tan−۱(tanx)− ۱

۴
ln(tan۲ x+ ۱)

=
۱

۲
ln | tanx+ ۱|+ ۱

۲
x− ۱

۴
ln(tan۲ x+ ۱)

=
۱

۲
ln |sinx+ cosx

cosx
|+ ۱

۲
x− ۱

۴
ln sec۲ x

=
۱

۲
ln | sinx+ cosx| − ۱

۲
ln | secx|+ ۱

۲
x+

۱

۴
ln sec۲ x

=
۱

۲
ln | sinx+ cosx|+ ۱

۲
x.

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx) .٢٢ ۶y۲ dx− x(۲x۳ + y) dy = ۰ .٢١

داش  ت: خ  واھ ی  م ب  رن  ول  ی م  ع  ادل  ه ای واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ن  ق  ش ت  ع  وی  ض ب  ا .٢١

۶y۲ dx− x(۲x۳ + y) dy = ۰

=⇒ dx

dy
=

۲x۴ + xy

۶y۲
=⇒ dx

dy
=

x۴

۳y۲
+

x

۶y
=⇒ dx

dy
− ۱

۶y
x =

x۴

۳y۲

=⇒ x−۴dx

dy
− ۱

۶y
x−۳ =

۱

۳y۲
, z = x−۳,

dz

dy
= −۳x−۴dx

dy

=⇒ −۱

۳

dz

dy
− ۱

۶y
z =

۱

۳y۲
=⇒ dz

dy
+

۱

۲y
z = − ۱

y۲
, µ = e

∫
۱
۲y

dy
= y۱/۲

=⇒ y۱/۲ dz

dy
+

۱

۲
y−۱/۲z = −y−۳/۲ =⇒ d

dy
(y۱/۲z) = −y−۳/۲

=⇒ y۱/۲z = −۲y−۱/۲ + c

=⇒ y۱/۲x−۳ = −۲y−۱/۲ + c.

اس  ت: ج  داش  دن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ب  ی  ن  ی  م ج  م  لات م  ن  اس  ب دس  ت  ه ب  ن  دی ب  ا .٢٢

x dx+ y dy = xy(x dy − y dx) =⇒ (x+ xy۲) dx+ (y − x۲y) dy = ۰

=⇒ x(۱ + y۲) dx+ y(۱ − x۲) dy = ۰

=⇒ x

۱ − x۲
dx+

y

۱ + y۲
dy



٩

=⇒ ۱

۲
ln |۱ − x۲|+ ۱

۲
ln(۱ + y۲) = c۱

=⇒ |۱ − x۲|(۱ + y۲) = c.

xy′ + y = y۲x۲ lnx .٢۴ (x− y۲x)y′ + y + x۲y = ۰ .٢٣

اس  ت: ج  داش  دن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه .٢٣

(x− y۲x)y′ + y + x۲y = ۰ =⇒ x(۱ − y۲)
dy

dx
+ y(۱ + x۲) = ۰

=⇒ ۱ − y۲

y
dy +

۱ + x۲

x
dx = ۰

=⇒
(

۱

y
− y

)
dy +

(
۱

x
+ x

)
dx = ۰

=⇒ ln |y| − ۱

۲
y۲ + ln |x|+ ۱

۲
x۲ = c۱

=⇒ x۲y۲ = cey
۲−x۲

.

اس  ت: ب  رن  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه .٢۴

xy′ + y = y۲x۲ lnx =⇒ y−۲y′ +
۱

x
y−۱ = x lnx

=⇒ y−۲y′ +
۱

x
y−۱ = x۲ lnx, u = y−۱, u′ = −y−۲y′

=⇒ u′ − ۱

x
u = −x lnx, µ = e−

∫
۱
x
dx = x−۱

=⇒ x−۱u′ − x−۲u = − lnx =⇒ (x−۱u)′ = − lnx

=⇒ x−۱u = −x lnx+ x+ c

=⇒ x−۱y−۱ = −x lnx+ x+ c.

xy′ − y(ln y − lnx+ ۱) = ۰ .٢۶ ۲xyy′ + (۱ + x)y۲ = ex .٢۵

م  ی ش  ود ت  ب  دی  ل خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه ت  غ  ی  ی  رم  ت  غ  ی  ر ب  ا .٢۵

۲xyy′ + (۱ + x)y۲ = ex =⇒ xu′ + (۱ + x)u = ex, u = y۲

=⇒ u′ +
۱ + x

x
u =

ex

x
, µ = e

∫ ۱+x
x

dx = xex

=⇒ xexu′ + (۱ + x)exu = e۲x

=⇒ (xexu)′ = e۲x =⇒ xexu =
۱

۲
e۲x + c

=⇒ xexy۲ =
۱

۲
e۲x + c.



١٠

:
dy

dx
= z + x

dz

dx
،z =

y

x
اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٢۶

xy′ − y(ln y − lnx+ ۱) = ۰ =⇒ y′ − y

x
(ln(y/x) + ۱) = ۰

=⇒ z + xz′ − z(ln z + ۱) = ۰

=⇒ x
dz

dx
= z ln z =⇒ dz

z ln z
=
dx

x
=⇒ ln | ln z| = ln |x|+ c۱

=⇒ ln(y/x) = cx.

xy′ sin
y

x
= y sin

y

x
+ x .٢٨

dy

dx
=
y − xy۲

x+ x۲y
.٢٧

در را µ = xayb و م  ی ن  وی  س  ی  م (−y + xy۲) dx + (x + x۲y) dy = ۰ ص  ورت ب  ه را م  ع  ادل  ه .٢٧
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه

(−xayb+۱ + xa+۱yb+۲) dx+ (xa+۱yb + xa+۲yb+۱) dy = ۰.

داری  م N = ۳xa+۱yb + ۴xa+۲yb+۱ و M = −xayb+۱ + xa+۱yb+۲ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = −(b+ ۱)xayb+(b+ ۲)xa+۱yb+۱ و Nx = (a+ ۱)xayb+(a+ ۲)xa+۱yb+۱.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

−(b+ ۱) = a+ ۱

b+ ۲ = a+ ۲
=⇒

{
a+ b = −۲

a− b = ۰
=⇒ a = −۱, b = −۱.

داری  م م  ع  ادل  ه در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x−۱y−۱ ای  ن رو از

(−x−۱ + y)dx+ (y−۱ + x)dy = ۰ =⇒ d(− ln |x|) + d(xy) + d(ln |y|) = ۰

=⇒ − ln |x|+ xy + ln |y| = c.

:
dy

dx
= z + x

dz

dx
،z =

y

x
اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٢٨

xy′ sin
y

x
= y sin

y

x
+ x =⇒ y′ sin

y

x
=
y

x
sin

y

x
+ ۱

=⇒ (z + xz′) sin z = z sin z + ۱ =⇒ x
dz

dx
sin z = ۱

=⇒ sin z dz =
dx

x
=⇒ − cos z = ln |x|+ c

=⇒ − cos(y/x) = ln |x|+ c.



١١

y′ =
y(۲x۳ − y۳)

x(۲y۳ − x۳)
.٣٠ y′ = − y(exy + y)

x(exy + ۲y)
.٢٩

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٢٩

y′ = − y(exy + y)

x(exy + ۲y)
=⇒ (yexy + y۲) dx+ (xexy + ۲xy) dy = ۰

=⇒ d(exy) + d(xy۲) = ۰

=⇒ exy + xy۲ = c.

در را µ = xayb و م  ی ن  وی  س  ی  م (۲x۳y − y۴) dx− (۲xy۳ − x۴) dy = ۰ ص  ورت ب  ه را م  ع  ادل  ه .٣٠
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه

(۲xa+۳yb+۱ − xayb+۴) dx+ (−۲xa+۱yb+۳ + xa+۴yb) dy = ۰.

داری  م N = −۲xa+۱yb+۳ + xa+۴yb و M = ۲xa+۳yb+۱ − xayb+۴ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = ۲(b+۱)xa+۳yb−(b+۴)xayb+۳ و Nx = −۲(a+۱)xayb+۳+(a+۴)xa+۳yb.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

۲(b+ ۱) = a+ ۴

−(b+ ۴) = −۲(a+ ۱)
=⇒

{
a− ۲b = −۲

۲a− b = ۳
=⇒ a =

۸

۳
, b =

۷

۳
.

داری  م م  ع  ادل  ه در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x۸/۳y۷/۳ ای  ن رو از

(۲x۱۷/۳y۱۰/۳ − x۸/۳y۱۹/۳) dx+ (−۲x۱۱/۳y۱۶/۳ + x۲۰/۳y۷/۳) dy = ۰

=⇒ d(
۱

۴
x۸y۴) + d(−۱

۵
x۵y۷) = ۰ =⇒ ۱

۴
x۸y۴ − ۱

۵
x۵y۷ = c.

dy

dx
= −y(tanx+ ln y)

tanx
.٣٢ y′ = − y + ۲

x+ y − ۱
.٣١

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣١

dy

dx
= − y + ۲

x+ y − ۱
=⇒ (y + ۲) dx+ (x+ y − ۱) dy = ۰

=⇒ y dx+ ۲ dx+ x dy + y dy − ۱ dy = ۰

=⇒ d

(
۱

۲
x۲y۲

)
+ d(۲x) + d

(
۱

۲
y۲ − y

)
= ۰

=⇒ ۱

۲
x۲y۲ + ۲x+

۱

۲
y۲ − y = c.
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م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه u = ln y م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .٣٢

dy

dx
= −y(tanx+ ln y)

tanx

=⇒ ۱

y

dy

dx
= −tanx+ ln y

tanx
=⇒ du

dx
= −tanx+ u

tanx

=⇒ du

dx
+

۱

tanx
u = −۱, µ = e

∫
۱

tan x
dx = e

∫
cos x
sin x

dx = sinx

=⇒ du

dx
sinx+ u cosx = − sinx =⇒ d

dx
(u sinx) = − sinx

=⇒ u sinx = cosx+ c

=⇒ ln y sinx = cosx+ c.

dy

dx
= −۲y + ۳xy۲

۳x+ ۴yx۲
.٣۴

dy

dx
=
x۳ − y + xy۲

x− x۲y + y۳
.٣٣

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣٣

dy

dx
=
x۳ − y + xy۲

x− x۲y + y۳
=⇒ (x۳ − y + xy۲) dx− (x− x۲y + y۳) dy = ۰

=⇒ x۳ dx− y dx+ xy۲ dx− x dy + x۲y dy − y۳ dy = ۰

=⇒ d

(
۱

۳
x۳

)
− d(xy) + d

(
۱

۲
x۲y۲

)
− d

(
۱

۴
y۴

)
= ۰

=⇒ ۱

۳
x۳ − xy +

۱

۲
x۲y۲ − ۱

۴
y۴ = c.

در را µ = xayb و م  ی ن  وی  س  ی  م (۲y + ۳xy۲)dx+ (۳x+ ۴yx۲)dy = ۰ ص  ورت ب  ه را م  ع  ادل  ه .٣۴
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه

(۲xayb+۱ + ۳xa+۱yb+۲) dx+ (۳xa+۱yb + ۴xa+۲yb+۱) dy = ۰.

داری  م N = ۳xa+۱yb + ۴xa+۲yb+۱ و M = ۲xayb+۱ + ۳xa+۱yb+۲ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = ۲(b+ ۱)xayb + ۳(b+ ۲)xa+۱yb+۱

Nx = ۳(a+ ۱)xayb + ۴(a+ ۲)xa+۱yb+۱.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

۲(b+ ۱) = ۳(a+ ۱)

۳(b+ ۲) = ۴(a+ ۲)
=⇒

{
۳a− ۲b = −۱

۴a− ۳b = −۲
=⇒ a = ۱, b = ۲.
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اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = xy۲ ای  ن رو از

(۲xy۳ + ۳x۲y۴)dx+ (۳x۲y۲ + ۴x۳y۳)dy = ۰ =⇒ d(x۲y۳) + d(x۳y۴) = ۰

=⇒ x۲y۳ + x۳y۴ = c.

(x۲ + ۱)y′ + ۳x۳y = ۶xe−۳x۲/۲ .٣۶ y′ − tan
y − ۲x

x+ ۱
=
y + ۲

x+ ۱
.٣۵

ن  ت  ی  ج  ه در و (x + ۱)z = y + ۲ داری  م م  ی گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را z =
y + ۲

x+ ۱
م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر .٣۵

ک  رد: ح  ل آن را م  ی ت  وان  م  ع  ادل  ه در دادن ب  اق  رار z + (x+ ۱)z′ = y′

y′ − tan
y − ۲x

x+ ۱
=
y + ۲

x+ ۱

=⇒y′ − tan
y + ۲ − ۲ − ۲x

x+ ۱
=
y + ۲

x+ ۱
=⇒ y′ − tan

(
y + ۲

x+ ۱
− ۱

)
=
y + ۲

x+ ۱

=⇒z + (x+ ۱)z′ − tan z = z + ۱ =⇒ (x+ ۱)
dz

dx
− tan z = ۱

=⇒ dz

۱ + tan z
=

dx

x+ ۱
(٢٠ م  س  ال  ه ی در ش  ده ح  ل ان  ت  گ  رال ب  ه ت  وج  ه (ب  ا

=⇒ ۱

۲
ln | sin z + cos z|+ ۱

۲
z = ln |x+ ۱|+ c۱

=⇒ ln

∣∣∣∣sin y + ۲

۲(x+ ۱)
+ cos

y + ۲

۲(x+ ۱)

∣∣∣∣+ y + ۲

۲(x+ ۱)
= ۲ ln |x+ ۱|+ c

اس  ت: خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣۶

(x۲ + ۱)y′ + ۳x۳y = ۶xe−۳x۲/۲

=⇒y′+
۳x۳

x۲ + ۱
y =

۶xe−۳x۲/۲

x۲ + ۱
, µ=e

∫
۳x۳

x۲+۱
dx
=e

۳x۲

۲
− ۳

۲
ln(x۲+۱)=(x۲+۱)−۳/۲e۳x

۲/۲

=⇒(x۲ + ۱)−۳/۲e۳x
۲/۲y′ + (x۲ + ۱)−۵/۲e۳x

۲/۲y = ۶x(x۲ + ۱)−۵/۲

=⇒((x۲ + ۱)−۳/۲e۳x
۲/۲y)′ = ۶x(x۲ + ۱)−۵/۲

=⇒(x۲ + ۱)−۳/۲e۳x
۲/۲y = −۲(x۲ + ۱)−۳/۲ + c.

(x+ tan−۱ y)dx+
x+ y

۱ + y۲
dy = ۰ .٣٨ y′ =

۲xy + ۲x

x۲ + ۱
.٣٧

اس  ت: ج  داش  دن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣٧

y′ =
۲xy + ۲x

x۲ + ۱
=⇒ dy

dx
=

۲x(y + ۱)

x۲ + ۱

=⇒ dy

y + ۱
=

۲x

x۲ + ۱
dx =⇒ ln |y + ۱| = ln(x۲ + ۱) + c۱

=⇒ y + ۱ = c(x۲ + ۱).



١۴

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣٨

(x+ tan−۱ y)dx+
x+ y

۱ + y۲
dy = ۰

=⇒ x dx+ tan−۱ y dx+
x

۱ + y۲
dy +

y

۱ + y۲
dy = ۰

=⇒ d

(
۱

۲
x۲

)
+ d(x tan−۱ y) + d

(
۱

۲
ln(۱ + y۲)

)
= ۰

=⇒ ۱

۲
x۲ + x tan−۱ y +

۱

۲
ln(۱ + y۲) = c.

xy′ + (۱ + x)y = e−x sin۲x .۴٠ (۲x+ ۱)y′ + y = (۲x+ ۱)
۲
۳ .٣٩

اس  ت: خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٣٩

(۲x+ ۱)y′ + y = (۲x+ ۱)
۲
۳

=⇒ y′ +
۱

۲x+ ۱
y = (۲x+ ۱)−

۱
۳ , µ = e

∫
۱

۲x+۱
dx = e

۱
۲
ln(۲x+۱) = (۲x+ ۱)۱/۲

=⇒ (۲x+ ۱)۱/۲y′ + (۲x+ ۱)−۱/۲y = (۲x+ ۱)
۱
۶

=⇒ ((۲x+ ۱)۱/۲y)′ = (۲x+ ۱)۱/۶

=⇒ (۲x+ ۱)۱/۲y =
۳

۷
(۲x+ ۱)۷/۶ + c.

اس  ت: خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۴٠

xy′ + (۱ + x)y = e−x sin۲x

=⇒ y′ +
۱ + x

x
y = e−x sin۲x

x
, µ = e

∫ ۱+x
x

dx = ex+lnx = xex

=⇒ xexy′ + (۱ + x)exy = sin۲x =⇒ (xexy)′ = sin۲x

=⇒ xexy = −۱

۲
cos۲x+ c.

xy′ + ۶y = ۳xy
۴
۳ .۴٢ y′ =

x+ y cos(y/x)

x cos(y/x)
.۴١

:
dy

dx
= z + x

dz

dx
،z =

y

x
اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۴١

y′ =
x+ y cos(y/x)

x cos(y/x)
=⇒ y′ = sec(y/x) +

y

x
=⇒ z + xz′ = sec z + z

=⇒ cos z dz =
dx

x
=⇒ sin z = ln |x|+ c

=⇒ sin(y/x) = ln |x|+ c.



١۵

اس  ت: ب  رن  ول  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۴٢

xy′ + ۶y = ۳xy
۴
۳ =⇒y−۴/۳y′ +

۶

x
y−۱/۳ = ۳, z = y−۱/۳, z′ = −۱

۳
y−۴/۳y′

=⇒−۳z′ +
۶

x
z = ۳ =⇒ z′ − ۲

x
z = −۱, µ = e−

∫
۲
x
dx = x−۲

=⇒x−۲z′ − ۲x−۳z = −x−۲ =⇒ (x−۲z)′ = −x−۲

=⇒x−۲z = x−۱ + c

=⇒x−۲y−۱/۳ = x−۱ + c.

۵y۴y′ = x۲y′ + ۲xy .۴۴ x۲y′ = xy + y۲ .۴٣

اس  ت: ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۴٣

x۲y′ = xy + y۲ =⇒ y′ =
y

x
+

(y
x

)۲
=⇒ z + xz′ = z + z۲ =⇒ x

dz

dx
= z۲

=⇒ dz

z۲
=
dx

x
=⇒ −۱

z
= ln |x|+ c

=⇒ −x
y
= ln |x|+ c.

داش  ت: خ  واھ ی  م ب  رن  ول  ی ای م  ع  ادل  ه واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ن  ق  ش ت  ع  وی  ض ب  ا .۴۴

۵y۴y′ = x۲y′ + ۲xy

=⇒ dy

dx
(۵y۴ − x۲) = ۲xy =⇒ dx

dy
=

۵y۴ − x۲

۲xy

=⇒ dx

dy
− ۱

۲y
x =

۵y۳

۲x
=⇒ x

dx

dy
− ۱

۲y
x۲ =

۵y۳

۲
, z = x۲,

dz

dy
= ۲x

dx

dy

=⇒ ۱

۲

dz

dy
− ۱

۲y
z =

۵y۳

۲
=⇒ dz

dy
− ۱

y
z = ۵y۳, µ = e

−
∫

۱
y
dy

= y−۱

=⇒ y−۱ dz

dy
− y−۲z = ۵y۲ =⇒ d

dy
(zy−۱) = ۵y۲ =⇒ zy−۱ =

۵

۳
y۳ + c

=⇒ x۲y−۱ =
۵

۳
y۳ + c.

(xy + x۳y۳)y′ = ۱ .۴۶ xyy′ = y۲ + x
√

۴y۲ + x۲ .۴۵



١۶

:
dy

dx
= z + x

dz

dx
،z =

y

x
اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۴۵

xyy′ = y۲ + x
√

۴y۲ + x۲

=⇒ y

x
y′ = (y/x)۲ +

۱

x

√
۴y۲ + x۲ =⇒ y

x
y′ = (y/x)۲ +

√
۴(y/x)۲ + ۱

=⇒ z(z + xz′) = z۲ +
√

۴z۲ + ۱ =⇒ x
dz

dx
=

√
۴z۲ + ۱

=⇒ dz√
۴z۲ + ۱

=
dx

x
=⇒ ۱

۲
ln(۲z +

√
۴z۲ + ۱) = ln |x|+ c۱

=⇒ ۲z +
√

۴z۲ + ۱ = cx۲

=⇒ ۲
y

x
+

√
۴(y/x)۲ + ۱ = cx۲.

داش  ت: خ  واھ ی  م ب  رن  ول  ی ای م  ع  ادل  ه واب  س  ت  ه و م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ن  ق  ش ت  ع  وی  ض ب  ا .۴۶

(xy + x۳y۳)y′ = ۱

=⇒ dy

dx
=

۱

xy + x۳y۳
=⇒ dx

dy
= xy + x۳y۳

=⇒x−۳dx

dy
− x−۲y = y۳, z = x−۲,

dz

dy
= −۲x−۳dx

dy

=⇒−۱

۲

dz

dy
− yz = y۳ =⇒ dz

dy
+ ۲yz = −۲y۳, e

∫
۲y dy = ey

۲

=⇒ey
۲ dz

dy
+ ۲yz = −۲y۳ey

۲
=⇒ (ey

۲
z)′ = −۲y۳ey

۲
=⇒ ey

۲
z = ey

۲ − ey
۲
y۲ + c

=⇒ey
۲
x−۲ = ey

۲ − ey
۲
y۲ + c.

y′ − y + ۲ = xex ۳
√
y − ۲ .۴٨ xy′ + y = ۲x۲y′ ln y .۴٧

م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه u = ln y م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م y ب  ر را م  ع  ادل  ه اب  ت  دا .۴٧
م  ی ش  ود ت  ب  دی  ل ب  رن  ول  ی

xy′ + y = ۲x۲y′ ln y

=⇒ (x− ۲x۲ ln y)
۱

y

dy

dx
= −۱ =⇒ (x− ۲x۲u)

du

dx
= −۱ =⇒ dx

du
= ۲x۲u− x

=⇒ x−۲dx

du
+ x−۱ = ۲u, z = x−۱,

dz

du
= −x−۲dx

du

=⇒ dz

du
− z = ۲u, µ = e−

∫
du = e−u

=⇒ e−u dz

du
− ze−u = ۲ue−u =⇒ d

du
(e−uz) = ۲ue−u

=⇒ e−uz = −۲ue−u − ۲e−u + c =⇒ x−۱ = −۲u− ۲ + ceu

=⇒ x−۱ = −۲ ln y − ۲ + cy.



١٧

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل ب  رن  ول  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه u = ۳
√
y − ۲ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .۴٨

y′ − y + ۲ = xex ۳
√
y − ۲

=⇒ u′ − u = xexu۱/۳ =⇒ u−۱/۳u′ − u۲/۳ = xex, z = u۲/۳, z′ =
۲

۳
u−۱/۳u′

=⇒ ۳

۲
z′ − z = xex =⇒ z′ − ۲

۳
z =

۲

۳
xex, µ = e−

∫
۲
۳
dx = e−۲x/۳

=⇒ e−۲x/۳z′ − ۲

۳
e−۲x/۳z =

۲

۳
xex/۳ =⇒ (e−۲x/۳z)′ =

۲

۳
xex/۳

=⇒ e−۲x/۳z = ۲ex/۳x− ۶ex/۳ + c

=⇒ e−۲x/۳(y − ۲)۴/۹ = ۲ex/۳x− ۶ex/۳ + c.

x۲y′ = xy + x۲ey/x .۵٠ dx− ۲x(e۳y + ۴ lnx) dy = ۰ .۴٩

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه t = lnx م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .۴٩

dx− ۲x(e۳y + ۴ lnx) dy = ۰

=⇒ dx

x
− ۲(e۳y + ۴ lnx) dy = ۰ =⇒ dt− ۲(e۳y + ۴t) dy = ۰

=⇒ dt

dy
− ۲e۳y − ۸t = ۰ =⇒ dt

dy
− ۸t = ۲e۳y, µ = e−

∫
۸ dy = e−۸y

=⇒ e−۸y dt

dy
− ۸e−۸yt = ۲e−۵y =⇒ d

dy
(e−۸yt) = ۲e−۵y

=⇒ e−۸yt = −۲

۵
e−۵y + c

=⇒ e−۸y lnx = −۲

۵
e−۵y + c.

اس  ت: ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۵٠

x۲y′ = xy + x۲ey/x =⇒ y′ =
y

x
+ ey/x =⇒ z + xz′ = z + ez

=⇒ x
dz

dx
= ez =⇒ e−z dz =

dx

x
=⇒ −e−z = ln |x|+ c

=⇒ −e−y/x = ln |x|+ c.

xy′′ + ۳y′ = ۲x۳ .۵٢ (x۲ + xy)dx− (xy + y۲)dy = ۰ .۵١



١٨

:
dy

dx
= z + x

dz

dx
،z =

y

x
اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۵١

(x۲ + xy)dx− (xy + y۲)dy = ۰

=⇒ ۱ +
y

x
−

(
y

x
+
(y
x

)۲
)
dy

dx
= ۰ =⇒ ۱ + z − (z + z۲)(z + xz′) = ۰

=⇒ z + xz′ =
۱ + z

z + z۲
=⇒ x

dz

dx
=

۱

z
− z

=⇒ z

۱ − z۲
dz =

dx

x

=⇒ −۱

۲
ln(۱ − z۲) = ln |x|+ c۱

=⇒ ln(۱ − (y/x)۲) = −۲ ln |x|+ c.

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ب  دی  ل اول م  رت  ب  ه ی خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه را م  ع  ادل  ه u = y′ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا .۵٢

xy′′ + ۳y′ = ۲x۳ =⇒ xu′ + ۳u = ۲x۳ =⇒ u′ +
۳

x
u = ۲x۲, µ = e

∫
۳
x
dx = x۳

=⇒ x۳u′ + ۳x۲u = ۲x۵ + c۱ =⇒ (x۳u)′ = ۲x۵ + c۱

=⇒ x۳u =
۲

۵
x۵ + c۱ =⇒ y′ =

۲

۵
x۲ + c۱x

−۳

=⇒ y =
۲

۱۵
x۳ − ۱

۲
c۱x

−۲ + c۲.

x(۲yy′+۲x) = xe(x
۲+y۲)/x+(x۲+y۲) .۵۴ ۲xyy′ + ۴x۲ + ۳y۲ = ۰ .۵٣

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه م  ع  ادل  ه u = y۲ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا .۵٣

۲xyy′ + ۴x۲ + ۳y۲ =⇒ xu′ + ۴x۲ + ۳u = ۰

=⇒ u′ +
۳

x
u = −۴x, µ = e

∫
۳
x
dx = x۳

=⇒ x۳u′ + ۳x۲u = −۴x۴ =⇒ (x۳u)′ = −۴x۴

=⇒ x۳u = −۴

۵
x۵ + c

=⇒ x۳y۲ = −۴

۵
x۵ + c.

ش  د: خ  واھ د ت  ب  دی  ل ھ م  گ  ن ای م  ع  ادل  ه ب  ه م  ع  ادل  ه u = x۲ + y۲ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا .۵۴

x(۲yy′ + ۲x) = xe(x
۲+y۲)/x + (x۲ + y۲)

=⇒ xu′ = xeu/x + u =⇒ u′ = eu/x +
u

x
=⇒ z + xz′ = ez + z

=⇒ x
dz

dx
= ez =⇒ e−z dz =

dx

x
=⇒ −e−z = ln |x|+ c

=⇒ −e−(x۲+y۲)/x = ln |x|+ c.



١٩

۶xy۳+۲y۴+(۹x۲y۲+۸xy۳)y′ = ۰ .۵۶ x۲y′′ + ۳xy′ = ۴ .۵۵

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ب  دی  ل اول م  رت  ب  ه ی خ  ط  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه را م  ع  ادل  ه u = y′ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا .۵۵

x۲y′′ + ۳xy′ = ۴=⇒x۲u′ + ۳xu = ۴ =⇒ u′ +
۳

x
u = ۴x−۲, µ = e

∫
۳
x
dx = x۳

=⇒x۳u′ + ۳x۲u = ۴x =⇒ (x۳u)′ = ۴x

=⇒x۳u = ۲x۲ + c۱ =⇒ y′ = ۲x−۱ + c۱x
−۳

=⇒y = ۲ ln |x| − ۱

۲
c۱x

−۲ + c۲.

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۵۶

۶xy۳ + ۲y۴ + (۹x۲y۲ + ۸xy۳)y′ = ۰

=⇒ (۶xy۳ + ۲y۴) dx+ (۹x۲y۲ + ۸xy۳) dy = ۰

=⇒ ۶xy۳ dx+ ۲y۴ dx+ ۹x۲y۲ dy + ۸xy۳ dy = ۰

=⇒ d(۳x۲y۳) + d(۲xy۴) = ۰

=⇒ ۳x۲y۳ + ۲xy۴ = c.

(
x

sin y
+ ۲

)
dx+

(x۲ + ۱) cos y

cos۲y − ۱
dy = ۰.۵٨ y′ ln

y + x

x+ ۳
=
y + x

x+ ۳
− ln

y + x

x+ ۳
.۵٧

ب  ا و z + (x+ ۳)z′ = y′ + ۱ داری  م ،(x+ ۳)z = y + x ی  ع  ن  ی ،z =
y + x

x+ ۳
م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا .۵٧

داش  ت: خ  واھ ی  م م  ع  ادل  ه در دادن ق  رار

y′ ln
y + x

x+ ۳
=
y + x

x+ ۳
− ln

y + x

x+ ۳
=⇒ (z + (x+ ۳)z′ − ۱) ln z = z − ln z

=⇒ z ln z + (x+ ۳)z′ ln z − ln z = z − ln z =⇒ z ln z + (x+ ۳)z′ ln z = z

=⇒ (x+ ۳)
dz

dx
ln z = z(۱ − ln z) =⇒ ln z dz

z(۱ − ln z)
=

dx

x+ ۳

=⇒ − ln z − ln(ln z − ۱) = ln |x+ ۳|+ c۱ =⇒ z(ln z − ۱)(x+ ۳) = c

=⇒ y + x

x+ ۳

(
ln
y + x

x+ ۳
− ۱

)
(x+ ۳) = c

=⇒ (y + x)

(
ln
y + x

x+ ۳
− ۱

)
= c.



٢٠

اس  ت: ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ی ی  ک م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ب  ی  ن  ی  م م  ث  ل  ث  ات  ی راب  ط  ه ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا .۵٨(
x

sin y
+ ۲

)
dx+

(x۲ + ۱) cos y

cos۲y − ۱
dy = ۰

=⇒ x csc y dx+ ۲dx+
(x۲ + ۱) cos y

−۲ sin۲ y
dy = ۰

=⇒ ۲x csc y dx+ ۴dx− (x۲ + ۱) cot y csc y dy = ۰

=⇒ ۲x csc y dx+ ۴dx− x۲ cot y csc y dy + cot y csc y dy = ۰

=⇒ d(x۲ csc y) + d(۴x) + d(csc y) = ۰

=⇒ x۲ csc y + ۴x csc y = c.

x۲(x dy + y dx) + y(x dy − y dx) = ۰ .۶٠ (x۴+y)dx+(xy۲+x lnx)dy = ۰ .۵٩

ب  ن  اب  رای  ن .N = x۴ + y و M = x۴ + y داری  م ای  ن  ج  ا در .۵٩

My −Nx

N
=

۱ − (y۲ + ۱ + lnx)

(xy۲ + x lnx
= −۱

x

آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e−
∫

۱
x
dx = x−۱ ای  ن رو از اس  ت. x از ت  اب  ع  ی

داری  م م  ع  ادل  ه در

x۳ dx+ yx−۱ dx+ y۲ dy + lnx dy = ۰=⇒d

(
۱

۴
x۴

)
+ d(x lnx) + d

(
۱

۳
y۳

)
= ۰

=⇒ ۱

۴
x۴ + x lnx+

۱

۳
y۳ = c.

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه در را µ = xayb ع  ب  ارت .۶٠
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل

(xa+۲yb+۱ − xayb+۲) dx+ (xa+۳yb + xa+۱yb+۱) dy = ۰.

داری  م N = xa+۳yb + xa+۱yb+۱ و M = xa+۲yb+۱ − xayb+۲ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = (b+ ۱)xa+۲yb − (b+ ۲)xayb+۱ و Nx = (a+ ۳)xa+۲yb + (a+ ۱)xayb+۱.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

b+ ۱ = a+ ۳

−(b+ ۲) = a+ ۱
=⇒

{
a− b = −۲

a+ b = −۳
=⇒ a = −۵

۲
, b = −۱

۲
.



٢١

اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x−۵/۲y−۱/۲ ای  ن رو از

(x−۱/۲y۱/۲ − x−۵/۲y۳/۲)dx+ (x۱/۲y−۱/۲ + x−۳/۲y۱/۲)dy = ۰

=⇒d(۲x۱/۲y۱/۲) + d

(
۲

۳
۲x−۳/۲y۳/۲

)
= ۰ =⇒ ۲x۱/۲y۱/۲ +

۲

۳
۲x−۳/۲y۳/۲ = c.

(۲x−y−۴) dy+(۲y−x+۵) dx = ۰ .۶٢ (xy − ۱) dx+ (x۲ − xy) dy = ۰ .۶١

ب  ن  اب  رای  ن .N = x۲ − xy و M = xy − ۱ داری  م ای  ن  ج  ا در .۶١

My −Nx

N
=
x− (۲x− y)

x۲ − xy
=

y − x

x(x− y)
= −۱

x

آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e−
∫

۱
x
dx = x−۱ ای  ن رو از اس  ت. x از ت  اب  ع  ی

داری  م را زی  ر ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ی م  ع  ادل  ه، در

(y − x−۱) dx+ (x− y) dy = ۰ =⇒ y dx− x−۱ dx+ x dy − y dy = ۰

=⇒ d(xy)− d(lnx)− ۱

۲
d(y۲) = ۰

=⇒ xy − lnx− ۱

۲
y۲ = c.

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۶٢

(۲x− y − ۴) dy + (۲y − x+ ۵) dx = ۰

=⇒ ۲x dy − y dy − ۴ dy + ۲y dx− x dx+ ۵ dx = ۰

=⇒ d(۲xy)− d

(
۱

۲
y۲ + ۴y

)
+ d

(
۱

۲
x۲ + ۵x

)
= ۰

=⇒ ۲xy − ۱

۲
y۲ − ۴y − ۱

۲
x۲ + ۵x = c.

۳y dx− ۲x dy +
x۲

y
(۱۰y dx− ۶x dy) = ۰ .۶٣

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه در را µ = xayb ع  ب  ارت .۶٣
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل

(۳xayb+۲ + ۱۰xa+۲yb+۱) dx+ (−۲xa+۱yb+۱ − ۶xa+۳yb) dy = ۰.

داری  م N = −۲xa+۱yb+۱ − ۶xa+۳yb و M = ۳xayb+۲ + ۱۰xa+۲yb+۱ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = ۳(b+ ۲)xayb+۱ + ۱۰(b+ ۱)xa+۲yb

Nx = −۲(a+ ۱)xayb+۱ − ۶(a+ ۳)xa+۲yb.



٢٢

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

۳(b+ ۲) = −۲(a+ ۱)

۱۰(b+ ۱) = −۶(a+ ۳)
=⇒

{
۲a+ ۳b = −۸

۳a+ ۵b = −۱۴
=⇒ a = ۲, b = −۴.

اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x۲y−۴ ای  ن رو از

(۳x۲y−۲ + ۱۰x۴y−۳) dx+ (−۲x۳y−۳ − ۶x۵y−۴) dy = ۰

=⇒ d(x۳y−۲) + d(۲x۵y−۳) = ۰ =⇒ x۳y−۲ + ۲x۵y−۳ = c.

(x۲y + xy − y) dx+ (x۲y − ۲x۲) dy = ۰ .۶۴

اس  ت: ش  دن  ی ج  دا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۶۴

(x۲y + xy − y) dx+ (x۲y − ۲x۲) dy = ۰

=⇒ x۲ + x− ۱

x۲
dx+

y − ۲

y
dy = ۰ =⇒

(
۱ +

۱

x
− ۱

x۲

)
dx+

(
۱ − ۲

y

)
dy = ۰

=⇒ x+ ln |x|+ ۱

x
+ y − ۲ ln |y| = c.

(۲xy + ۴x۳)dx+ (x۲ + x۲y + x۴)dy = ۰ .۶۵

ب  ن  اب  رای  ن .N = x۲ + x۲y + x۴ و M = ۲xy + ۴x۳ داری  م ای  ن  ج  ا در .۶۵

My −Nx

−M
=

۲x− (۲x+ ۲xy + ۴x۳)

−(۲xy + ۴x۳)
=

−(۲xy + ۴x۳)

−(۲xy + ۴x۳)
= ۱

در آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e
∫

dy = ey ای  ن رو از اس  ت. y از ت  اب  ع  ی
داری  م را زی  ر ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ی م  ع  ادل  ه،

(۲xyey + ۴x۳ey)dx+ (x۲ey + x۲yey + x۴ey)dy = ۰.

ی  ع  ن  ی ،ψy = N و ψx =M ک  ه دارد وج  ود ψ(x, y) ت  اب  ع }پ  س
ψx = ۲xyey + ۴x۳ey

ψy = x۲ey + x۲yey + x۴ey

داری  م ب  گ  ی  ری  م ان  ت  گ  رال  x ب  ه ن  س  ب  ت اول راب  ط  ه ی از اگ  ر

ψ(x, y) = x۲yey + x۴ey + h(y).



٢٣

داش  ت خ  واھ ی  م y ب  ه ن  س  ب  ت اخ  ی  ر راب  ط  ه ی از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

ψy = x۲ey + x۲yey + x۴ey + h′(y).

ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن رو از .h(y) = ۰ ن  ت  ی  ج  ه در و h′(y) = ۰ داری  م اول راب  ط  ه ی و ب  الا راب  ط  ه ی م  ق  ای  س  ه ی ب  ا
از اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه

x۲yey + x۴ey = c.

y(x۳y۳ + ۲x۲ − y) dx+ x۳(xy۳ − ۲) dy = ۰ .۶۶

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه در را µ = xayb ع  ب  ارت .۶۶
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل

(xa+۳yb+۴ + ۲xa+۲yb+۱ − yb+۲) dx+ (xa+۴yb+۳ − ۲xa+۳yb) dy = ۰.

داری  م N = xa+۴yb+۳ − ۲xa+۳yb و M = xa+۳yb+۴ + ۲xa+۲yb+۱ − yb+۲ ف  رض ب  ا

My = (b+ ۴)xa+۳yb+۳ + ۲(b+ ۱)xa+۲yb − (b+ ۲)yb+۱

Nx = (a+ ۴)xa+۳yb+۳ − ۲(a+ ۳)xa+۲yb.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل

b+ ۴ = a+ ۴

۲(b+ ۱) = −۲(a+ ۳)

−(b+ ۲) = ۰

=⇒


a = b

a+ b = −۴

b = −۲

=⇒ a = −۲, b = −۲.

اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x−۲y−۲ ای  ن رو از

(xy۲ + ۲y−۱ − x−۲) dx+ (x۲y − ۲xy−۲) dy = ۰

=⇒ d

(
۱

۲
x۲y۲

)
+ d(۲xy−۱) + d(x−۱) = ۰ =⇒ ۱

۲
x۲y۲ + ۲xy−۱ + x−۱ = c.

(x− sec y lnx)y′ + tan y − y

x
sec y = ۰ .۶٧

داش  ت: خ  واھ ی  م ک  ام  ل م  ع  ادل  ه ای cos y در م  ع  ادل  ه ض  رب ب  ا .۶٧

(x− sec y lnx)y′ + tan y − y

x
sec y = ۰

=⇒ (x cos y − lnx)
dy

dx
+ sin y − y

x
= ۰

=⇒ x cos y dy − lnx dy + sin y dx− y

x
dx = ۰ =⇒ d(x sin y)− d(y lnx) = ۰

=⇒ x sin y − y lnx = c.



٢۴(
y cosx+ sin y +

۱

x

)
dx+ (x cos y + sinx+ y) dy = ۰ .۶٨

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۶٨(
y cosx+ sin y +

۱

x

)
dx+ (x cos y + sinx+ y) dy = ۰

=⇒ y cosx dx+ sin y dx+
۱

x
dx+ x cos y dy + sinx dy + y dy = ۰

=⇒ d(y sinx) + d(x sin y) + d(ln |x|) + d

(
۱

۲
y۲

)
= ۰

=⇒ y sinx+ x sin y + ln |x|+ ۱

۲
y۲ = c.

x۳y۳(۲y dx+ x dy)− ۵y dx+ ۷x dy = ۰ .۶٩

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را b و a و م  ی ک  ن  ی  م ض  رب م  ع  ادل  ه در را µ = xayb ع  ب  ارت .۶٩
ش  ود ک  ام  ل ح  اص  ل

(۲xa+۳yb+۴ − ۵xayb+۱) dx+ (xa+۴yb+۳ + ۷xa+۱yb) dy = ۰.

داری  م N = xa+۴yb+۳ + ۷xa+۱yb و M = ۲xa+۳yb+۴ − ۵xayb+۱ دھ ی  م ق  رار اگ  ر

My = ۲(b+ ۴)xa+۳yb+۳ − ۵(b+ ۱)xayb

Nx = (a+ ۴)xa+۳yb+۳ + ۷(a+ ۱)xayb.

م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در .My = Nx ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ب  اش  د ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ه ای  ن ب  رای
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ف  وق) ع  ب  ارت دو دادن ق  رار م  ت  ح  د (ب  ا ب  اش  د ک  ام  ل }دی  ف  ران  س  ی  ل

۲(b+ ۴) = a+ ۴

−۵(b+ ۱) = ۷(a+ ۱)
=⇒

{
a− ۲b = ۴

۷a+ ۵b = −۱۲
=⇒ a = − ۴

۱۹
, b = − ۴۰

۱۹
.

اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  رای ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = x−۴/۱۹y−۴۰/۱۹ ای  ن رو از

(۲xa+۳yb+۴ − ۵xayb+۱) dx+ (xa+۴yb+۳ + ۷xa+۱yb) dy = ۰

=⇒ d

(
−۱۹

۳
x۱۵/۱۹y−۲۱/۱۹

)
+ d

(
۱۹

۳۶
x۷۲/۱۹y۳۶/۱۹

)
= ۰

=⇒ −۱۹

۳
x۱۵/۱۹y−۲۱/۱۹ +

۱۹

۳۶
x۷۲/۱۹y۳۶/۱۹ = c.

(۲x۲ + ۲y۲ − ۷)x dx+ (۲x۲ + ۲y۲ − ۸)y dy = ۰ .٧٠



٢۵

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧٠

(۲x۲ + ۲y۲ − ۷)x dx+ (۲x۲ + ۲y۲ − ۸)y dy = ۰

=⇒ (۲x۳ + ۲xy۲ − ۷x) dx+ (۲x۲y + ۲y۳ − ۸y) dy = ۰

=⇒ d

(
۱

۲
x۴ − ۷

۲
x۲

)
+ d

(
۱

۲
y۴ − ۴y۲

)
+ d(x۲y۲) = ۰

=⇒ ۱

۲
x۴ − ۷

۲
x۲ +

۱

۲
y۴ − ۴y۲ + x۲y۲ = c.

(۲ + ۲x۲y۱/۲)y dx+ (x۲y۱/۲ + ۲)x dy = ۰ .٧١

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧١

(۲ + ۲x۲y۱/۲)y dx+ (x۲y۱/۲ + ۲)x dy = ۰

=⇒ (۲y + ۲x۲y۳/۲) dx+ (x۳y۱/۲ + ۲x) dy = ۰

=⇒ d(۲xy) + d

(
۲

۳
x۳y۳/۲

)
+ d(۲xy) = ۰

=⇒ ۴xy +
۲

۳
x۳y۳/۲ = c.

y(x۳exy − y) dx+ x(y + x۳exy) dy = ۰ .٧٢

ب  ن  اب  رای  ن .N = xy + x۴exy و M = x۳yexy − y۲ داری  م ای  ن  ج  ا در .٧٢

My −Nx

N
=

x۳exy + x۴yexy − ۲y − (y + ۴x۳exy + x۴yexy)

x(y + x۳exy)

=
−۳y − ۳x۳exy

x(y + x۳exy)
= −۳

x

آن ض  رب ب  ا اس  ت. م  ع  ادل  ه ان  ت  گ  رال س  از ع  ام  ل ی  ک µ = e−
∫

۳
x
dx = x−۳ ای  ن رو از اس  ت. x از ت  اب  ع  ی

داری  م م  ع  ادل  ه در

(yexy − x−۳y۲) dx+ (x−۲y + xexy) dy = ۰ =⇒ d(exy) + d

(
۱

۲
x−۲y۲

)
= ۰

=⇒ exy +
۱

۲
x−۲y۲ = c.

(x− y ln y + y lnx) dx+ x(ln y − lnx) dy = ۰ .٧٣



٢۶

: dydx = z + x dz
dx ،z = y

x اس  ت، ھ م  گ  ن دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧٣

(x− y ln y + y lnx) dx+ x(ln y − lnx) dy = ۰

=⇒ (x− y(ln(y/x)) dx+ x ln(y/x) dy = ۰

=⇒ (۱ − y

x
(ln(y/x)) + ln(y/x)

dy

dx
= ۰ =⇒ ۱ − z ln z + (z + xz′) ln z = ۰

=⇒ x
dz

dx
ln z = −۱ =⇒ ln z dz = −dx

x
=⇒ z ln z − z = − ln |x|+ c

=⇒ y

x
ln(y/x)− y

x
= − ln |x|+ c.

(۲x sin y + y۳ex) dx+ (x۲ cos y + ۳y۲ex) dy = ۰ .٧۴

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧۴

(۲x sin y + y۳ex) dx+ (x۲ cos y + ۳y۲ex) dy = ۰

=⇒ ۲x sin y dx+ y۳ex dx+ x۲ cos y dy + ۳y۲ex dy = ۰

=⇒ d(x۲ sin y) + d(y۳ex) = ۰

=⇒ x۲ sin y + y۳ex = c.

(۲x cos y + ۳x۲y) dx+ (x۳ − x۲ sin y − y) dy = ۰ .٧۵

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧۵

(۲x cos y + ۳x۲y) dx+ (x۳ − x۲ sin y − y) dy = ۰

=⇒ ۲x cos y dx+ ۳x۲y dx+ x۳ dy − x۲ sin y dy − y dy = ۰

=⇒ d(x۲ cos y) + d(x۳y)− d

(
۱

۲
y۲

)
= ۰

=⇒ x۲ cos y + x۳y − ۱

۲
y۲ = c.

(y sec۲ x+ secx tanx) dx+ (tanx+ ۲y) dy = ۰ .٧۶

اس  ت: ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .٧۶

(y sec۲ x+ secx tanx) dx+ (tanx+ ۲y) dy = ۰

=⇒ y sec۲ x dx+ secx tanx dx+ tanx dy + ۲y dy = ۰

=⇒ d(y tanx) + d(y secx) + d(y۲) = ۰

=⇒ y tanx+ y secx+ y۲ = c.(
y

x
ln(ln y) +

۲

۳
xy۴

)
dx+

(
lnx

ln y
+ x۲y۳

)
dy = ۰ .٧٧



٢٧

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ب  دی  ل ک  ام  ل دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه آن را ۱
y در م  ع  ادل  ه ض  رب ب  ا .٧٧(

y

x
ln(ln y) +

۲

۳
xy۴

)
dx+

(
lnx

ln y
+ x۲y۳

)
dy = ۰

=⇒
(

۱

x
ln(ln y) +

۲

۳
xy۳

)
dx+

(
lnx

y ln y
+ x۲y۲

)
dy = ۰

=⇒ d((lnx)(ln(ln y)))) + d(
۱

۳
x۲y۳) = ۰


