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�� �� ����	
 �� ��
 ��	� ����� ������ ������ �� �� �� �� ��� ����  � !��"# $��� �� %� &

�� �	'.���)  ��"� $��� *+"�� ,� �� �	
  -.+� /+��� �0��) $������� ��"1 �� .23� &�) �+ 4 �'"� 
&��0%�� $��� ��"1 5���  	'�..  

% 6+� &�. ��7�
.+� ����� �� 4 ���� �89� :	;�� �+��� �� <�= !� /= �� &>��"
� 4 &"�+4� &�)
�� /+�?� /��@� ��� 7.��"= A� ��	B. CD�  $��� ��"1 /��@� &�"� $" 3� EF1 :	;��4 7.' ���� 

�� ���� ���"G �� :"% �� $��� ��"1 ����� ������ ��"
. /��' ������ 6+� ����� & �G �	�# )�I�& 
:"8( -����� & 4 ��"1 7,�.�� ����� &��� &K"��  . -��L�"��M� /��' $��� N����3�� ,� ���)��� -CD�

�� ���� ���4� 4 2!"O �	' . �����1 " 0��  &�)���"�/=% 6+� �� $��� -�"� E� "+P#���8	� ��	�   ��"Q
 � %"
���.  
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���G3) �� �R?� .��8 S�� 4� ��  "G+.�) �� T��� S�� �� U���B� &4"�� -.33� ��"1 �� V4"'

�� ��"1 �;8 WX! �� �	84 .+� . -$�Y� &�"���"Z �Z"1 &�"�6��, &4� "� &9��  �+4"�� � ?+�� -
[���B� &4"�� ,� " 0�� �Z �"Z ���4 9�� "��+�# 6��   9�� &�)��� 6��, 4 .����,  S�� &4� "� $��� ��

�� ��"1 .��8 � 4� �+ 4 .3��+ �� ��"1 "G+.�+ ��3� �� $��� & .33� - �;��0� \+�"' ��F+� 9��
�� �	' .:�?8� �Z"1�� �	) ��  ]��"��� �� "� ,� �Z"1���  6^4� 4 _� ��  .2+��,� �)�� ��0�   .)�

�0�' `	� �+ a	I� �� ���	 �� �4�� &� &� �� �� ��"1 ,� "�.3� ���?� -��� 7.' "# 6^4� �� �� 
��� _� .�� b��� " ��+"8 "��"� �� $��� ��4�I� W"�� �� ���� �	84 $��� ,� � �B�! �� .��  �+ 4 6 %�+

��	� $������  . -$��� ,� ��B�! 6+��89�c
 ���� 7.�� �	' .  

��  �	b3� 6 %�+����� �+� -:��� ��+"8 �� �89� &�"� &� ��B�% �� �@�B 4� 6�� �� �� $��� ,� &�  &L 
 /�' -.+"�G� "b���)ded.( ���f &4"�� �g��3O ���1 6+� �� )F (�@�B ��  6�� �� 4 �	' ���4 �+��� &

$�1-�@�B  7�G� ���f �3�+�# & �@�B -�	' � '��   "��"� 4 ���f ��"� �� �+��� &V��   � �	�# ��	B
�� �� �� ��"1 .+� .�+� �� T��� �� $���  7.�R?O �@�B �� �+��� &) "��3�h9M� :.� /B�i (�� 4 ���) 

�@�B ��"� �� ��"1 �+��� & �F� � �� 4 .3�-�+� �� ������ �'"� 23�   "��"� $��� &ττττ = F/A���  

 ��A��� $��� 4 �@�B 6�� T��� S��  . �� T��� �� $��� ��"� -$��� h9M� :.� /B� �� �8	���
�@�B ��� "�B �3�+ �3�+�# �@�B ��"� �� "��"� �3�+�# & .� 4 ��.+�# ��+"8 �� 4� 6�� $��� ��"� -:��

�� �@�B  4 "�B ��.I� 4� 6�� ��! ��	BV�� "��M�  .3� .+��"
 4 ��"� j+,	� -6+�"��3�� �� ��"
�� �� "+, ��	B  ����� .+�:  

( ) = =;
y du V

u y V
L dy L

 )ded(  

 �� �� ��y��B�%  �@�B ,� &�	�� & ��� �3�+�# & .7,�� �� &   ����, dt �@�B - � �+��� &�  ��"1
��I� 4 7.����  &N7,�.�� ��   &da = Vdt��I� �� �� 7�"� ��"1 �@�B ��. �� ��   &N′′′′��  .�� . -�P�

 \! ��. �� �� $��� ���lMN��   7,�.��  &dββββ��  .3!"O .�+4�, ����"��M� 2�"� �+ &� ����� MN  ,� 4
 �'"� 23� "f� �� 2�"� m"� �F��ττττ����� ,� - �� "+, & �� ��� .+�:  

da Vdt du d du
d tan( d ) dt

L L dy dt dy

ββββ
β ββ ββ ββ β≈ = = = =;  )dei(  

�����  &)dei (�� ��0� .)�2�"� m"� �� �'"�  ��"� ��+��"
 $���� -$��� ����� (du/dy)���  .
�� -74X� �� ��0� �)�G0+��,� ������� +"8 �� ����� &�"� �� .)� 2�"� m"� -:��� ��)+��"
 ��
���" (��   �'"� 23�ττττ��� ]��3 �  .��� -6+�"��3���  &)dei (�� B���� "+, ��	 .+�:  

d du

dt dy

ββββ
τ ττ ττ ττ τ∝ ∝;  )den(  

                                                                                                                                                    
ed Viscosity    ei  No-slip condition  
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 -��� ��! 2�"� m"� 4 �'"� 23� a�R��� �;�� �� �� �������3�	�� �����c �� 7.���� .�	' . _�A ��
 /��� 6+� �� :�� 6+���� $�� �� ��� 6��4� &�"� �+"b� 6+� �� dopq \�	� r�@�� 6�	��i
 ���� .+�" . " 0��

�� _	?@� �3�	�� ����� ,� 6^4� 4 /�+4,�
 -�	) -_� .3��� ����� .�	' .&�"���+"8   :��� &�)
�+  -�3�	�� ����� &.�������  &)den(��   "+, ��	B�� �� .+�:  

=
du

dy
τ µτ µτ µτ µ  )des(  

 �� �� ��µµµµ �89� �����3+�n  4+�� 7.���� �89� � �	'..1�4  �89�  �����3+�i
N.s/m )Pa.s(��� .   

����� �� t�	��� ���GO �� �����3+� �89� �R?� -���"1 $�I �� 4 ����� ������ �� �) ")�u 
�� �	' .R?� 6+� ��89� ����3����s �' 7.����� 7.�� 4 � �� "+, ��	B�� �� �	':  

=
µµµµ

υυυυ
ρρρρ

 )dev(  

 �� �� �Zρρρρ��GO ��� $��� � ..1�4 ������3�� �89�- /s
i

m��� .  
���� �G ?� ��� �� E) 4 ��0% �� E) $��� �89� .��� ��� ,� " �� ��0% �� �� �G ?��4 � R�� . ��

 .3 ?) ��0% ��"��M� ,� /I ?� 4� ") ������3�� �89� 4 �����3+� �89� -���+��) &�)��0% �� "G�
��+, ���! .(&�)��0% �� �����3+� �89� -�),�
 ��	� ���� ��0% ��"��M� ,� /I ?� \�	 � �� E�  -�

��M� ��0% �� ���GO ��3+� �� �8	��� ������3�� �89� 6����� " 3��� � ?��4 ��0% �� 7��	�) -.�.  
  
  

���(�)� * %+$	!), - %!. -	 %�&  
�?� /��@� &�"�+���� �	84 7�
.+� 4� ����� ������ �� / .��$	��	� ,� $��� ��3+� �� �8	�  &�)

�� ��"1 ���"� ����� -��� 7.' /��0� &���?� $	��	� �� 	84 �)����.� . ��.�� ,� -w	��� 
$	��	� ,� ���	 � �)�� 7��� �� .���� ��O	� ���?� EF1 ��  ��"
. EF1 6+�  ��7�l v�� 7.����  �	' -

&4"��Q �� �?+�I� ������� ��B�% �� �?+�I� �� ��� -��� �O	� ������ ��	�  �	��	� &�$���  x�9� 
���.$��� <�	! -�P� )  /�RQ ,�23�7"�^ 4 ���GO -��0% -(�� ��  �� <�	! ���� �� ��	�  �� ���l ��

�"� 6���� ���, �� �R?�.�� -"G+� �%"
 ,�   ��	���
4"��Q :��� �� $��� ���B	=! �� ����� & 

                                                                                                                                                    
ed  Newtonian fluids      ei  Issac Newton       en  Dynamic viscosity      es  Kinematic viscosity  ev  Particle 

�45 ��� $��� �� %�  

 4� 6�� :��� ��+"8��

�@�B ���G3) -&,�	� &  ��

�@�B  ��"� �� �+��� &

 ���fV.3� ��"1 .  

u = V 

y = u 

L 

da 

N N′′′′ 

M 

dββββ y 

x 

4"��  ( F ) 

 

 -��"� j+,	�( )
y

u y V
L

=  
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�� �� "��M� � �	�# ��	B  �� $��� 4 .3�7��� �+ ��	3� b��� � �	�# &�� � %"
 " �	' .�+�F�� ,�  �� 6+�
:��� �� :	;����� r��B $��� ��"1 ���"� ���	� �� 6��� ���, �+ �� - �� $��� <�	! ��	� �R?� 
���� ���Q	� ���� ��"� ����  .  

 ��&>��"
� 7�
.+�c�g�� .3��� -7.' �3'� �� �� �+9�% T�� �� ��   �� $��� ���l ]�I�� �� -.+�
 !��"# ��"1 $�1�� �  4 �	' ��"��M����l 6+� �� a�R��� �� $��� <�	! ���"� ���, �� �R?� 

�� �	' . ��7�
.+� &"�+4�i-&4"��Q *�B	� :	;�� ,� ����� �� 7��� ��  �	'. <�	! -7�
.+� 6+� �� 
.' .)�	! ���"� .���� ��"Q $��� &4"��Q �� �� �3��� a�I� �� $��� .-�I�I1 ���F3+� ��  <�	! 

�� ���la�I� ,� �� ���G3) $�*� A� ��  .��P
-��� ���"� /��Q .  
7�
.+� �� "
� ���� ��"� &"�+4� �+ 4 &>��"
� &�) ���� �+ 4 ���l & a�I� &�� 4"��Q & :	��� $��� 

� �� -.'���  ��	B&4"��Q ��"�n.' .)�	! :	��� $��� .&4"��Q  7�G �� �� $��� ��"� ��= A� 
6+9����s��   ��	B"+,��� �� � ��"
:  

( ) ( ) ( )= + +
�

ˆ ˆ ˆV u x, y ,z ,t i v x , y , z ,t j w x , y , z ,t k  )deo(  
 �� �� ��u  -v 4 w� �  ]��"����{� �;8 �� ��"� &�)  &�)x  -y 4 z.3 ?) .  

"��3�+"����� 7�l ��"� ����, m"� �� "��"� _� ' -* .-6+�"��3� &4"��Q _� 'v ��= A� 7�G �� �� 
6+9���� ��  ��	B"+,�� ����  ��"
:  

( ) ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

� � � �
�� d V dt V dx V dy V dz

a V
dt t dt x dt y dt z dt

 )deq(  

 "):"� ����� ���� ��� :��;O ��� :4�   &)deq( 4 ��"� ���L� | 0� /��' ���{�  & �� ��"� ��
�;8���  .����� -�P�  &)deq (�� �� "+, ��	B �� .+�:  

( ) ( )∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + + = + ⋅∇

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� � � � �
� � � �� d V V V V V

a V u v w V V
dt t x y z t

 )dep(  

�� �� ��∇
�

  ��+��"
 "G������7�G �� �� �� �� 6+9���� ��= A�  �� *+"�� "+, ��	B ��"
:  
( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

�
ˆ ˆ ˆi j k

x y z
 )de}(  

�����  &)dep (����� �+  �� ��� &���"� &���{� �� &�)) ax -ay 4 az( �� ��� "+, ��	B:  
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

x
u u u u

a u v w
t x y z

 )cedy(  
  

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
y

v v v v
a u v w

t x y z
 )cedd(  

  

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
z

w w w w
a u v w

t x y z
 )dedi(  

                                                                                                                                                    
ed  Lagrangain approach ei  Eulerain approach  en  Velocity field  es  Cartesian coordinates 

ev  Acceleration field 
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 ��>
���:  ��� 7.' 7��� "+, ��"� j+,	� �� ��+"8 ��.�� �+:  

( ) ( )2 2ˆ ˆV x y i xy j= + −
�

 

 �� _� ' ���"��� .+�4� ���.  
___________________________________________________________________ 

@A�B:   �3+9G+�8 ��{� ��� �� ��"� &�)����� �) &)dedy (4) dedi(-��"� �� _� ' � �� "+, ��	B  ���

��  .+�:  

∂
=

∂
x

u
a

t
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3 2

2 0
∂ ∂ ∂

+ + + = + − + =
∂ ∂ ∂

u u u
u v w x y xy xy x x y

x y z
  

y

v
a

t

∂
=

∂
( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 3

2 0
v v v

u v w x y y xy xy x y
x y z

∂ ∂ ∂
+ + + = − + − − + =

∂ ∂ ∂
  

( ) ( )3 2 2 3ˆ ˆa x y i x y j= +
�  

  

��/ �!#91 :;2  
7��� $��� �� ��"1 ����� �� �� ��� &� /��0� ���l 4 .3� 7.3)� �'"� &4"�� "f� �� $��� &- �� �R?� 

 E)��8�  �8�� .�	'.���� &�"� >+4 6 �
 $��� &�)�	��Q ,�  &�)Q "�b� ��+9�% �	�� &�)&�I�  7,�.�� -:"8 
�� &K"�� 4 ��"1 �"� 7��� �� ��	�E ?�� &�"� ��  ��� r��B $��� ."��3� -*+"�� E ?��c ��	�F�  &�

 �� 7��� ,� ���f ��.I�)���f $��� ���l �+ E�� ��.�� �� (�� �� ��� ��8 .��	�� �	' �8. �� ��"���� :	;�� 
� ��.��8 &�"� E ?��� �� ��	B � 1�� �"�
��4 -7,�.�� 4 /�'  & E ?�� �+ $��� "��M� ��� 6��� 

.'�� U"@ � E ?�� ��3+� �+ 4 .3� .��	�$	 )���l �+ ��0� /� 7.3)�  :�G3) �� .��8 E?8 �+ &
�� �R?� ��"1 E)���8  ���� �� ��4 -.���.� �+�8����8 6+�  �� ��	B �+�8 �"�
.  

 :	;�� ,� ����� �� .EF1 $" 3�i �� 7��� �� '�	 .$" 3� EF1) CV (���'��� ��% �� &��� !�  
 �Z �� ���f a�I� ,� &��.�� /��'��� $��� &4"��Q .��)  �B�! /�' _�A �� &�"� �B�! �	��Q ��	


�� _�A �� ���' ��� -���.� �	84 $" 3� EF1 ,�  /��@� �� �	'���?����� ��  .3� "�.  :�G3) $��� �	O
$" 3� EF1 ���4 ��"1��  4 ��"
�� ���! �� ,� �+   -�	' ��.I�>+4 �
 �� $" 3� EF1 �+   .��	�

.3� "��M� ���, �� �R?� ./��0� �	�� �7.3)  $" 3� EF1 �+ &�	�� $" 3�n )CS(�� 7.����  �	'.  
 /�' �� $" 3� EF1 V�	��)dei(\! ��  6�O��� 7.' 7��� ��0� &" ?��!  . /�' ��)deie*��( -

$" 3� EF1 ���fs )� &�"�-$�Y �9A� �+ �.'"#( 7.' 7��� ��0� ��� .$" 3� EF1 U"@ �v /�' �� 
)deie_(&�"� --$�Y� ��� ,�4"# $�1 �� &���#�	) �	�	� /��'  . �� &"u�� �� �R?� $" 3� EF1 6+�� "

7"� &4� ���� ��"Q 6��, &-�� �R?� ��� -��� U"@ � $" 3� EF1 �� jQ�4 "u��  ��� ���f ���#�	). 

                                                                                                                                                    
ed  System  ei   Control volume  en  Control surfaces  es  Fixed  ev  Moving 

 /+�?�ded

    �������d en 
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 �� /�')deie�(-$" 3Z EF1  /�' "+P#c �+ /��' �� "+����� 6�' $�1 �� �� "g3#�.'���  . ��
�� 2)�� "+�� ����� ���, �'P
 .��+�� E� �� EF1 4  �	'. -���	� ���� ��R��"� � r	% ���1 ,�  9��

�� /B�1 �	' .&�"��'�� "+�� -$�Y� ��"@ � 6.+"�G� "b��� �� ��� �.'"g3# $�1 �� ��  . EF1 "
�
"b��� "+�� �� $" 3� �� 2)�� �� EF1 ���, �4"� �� -E+"�G�  .��+)/�' $" 3� EF1 "+P# ( $�1 �� 4

�"1 �)U"@ � $" 3� EF1(��� .  
  

������	� �� !� 
�	!"#$	 %�&  
��������	�    % 
"#A�6B)�!� %���(  

 /B�&�I� :"8i+ �� 6���	Q ,� $��� �Z"1 �Z ��� &�"� $" 3Z EF1��   "+, ��	B�� ���� �	':   

( ) 0

CV CS

ˆd V n dA
t

ρ ρρ ρρ ρρ ρ
∂

∀ + ⋅ =
∂ ∫ ∫

�

����������� �������������

 )dedn(  

  

�����  &)dedn (����� &  �G �	�#n 4 ���f $" 3� EF1 &�"� �"��M� �4.'/� ���. ��0� ����� 6+� 
��  �� .)����, �� �R?� $" 3� �	�� ,� 7.��P
 :"8 ��"��M�-��"�  " ��"��M� $" 3� EF1 /!�� �� :"8

��� ���, �� �R?�. E��"� 4 ��.+�# ��+"8 "
�  -.'�� "+P#�������  &)dedn (��  ��	B�� 7��� "+, �	':  

out in A

Q Q Q udA

 
 = =
 
 

∑ ∑ ∫  )deds(  

 �� �� �ZQ -��F1 ��� u���{�   S�� "� �	�� ��"� &A���  . U"@ � $" 3� EF1 &�"�) �4.�
_� '( ��� ��� 7��� �� $��� �R?� ��"� ,� ��  �	'-�����   �G �	�# &�� �� "+, ��	B �� +�.:  

( ) 0r r cv

CV CS

ˆd V n dA V V V
t

ρ ρρ ρρ ρρ ρ
∂  ∀ + ⋅ = = + ∂ ∫ ∫

� � � �
 )dedv(  

�� �� �ZV
�

-|��� ��"� rV
�

4 �R?� ��"� cvV
�

��� $" 3Z EF1 ��"� .  

                                                                                                                                                    
ed  Deforming   ei  Conservation of mass   en  Continuity equation 

:"8 ���! ����, m"� $" 3� �	�� ,� 7.��P
 :"8"��M� ����, m"� $" 3� EF1 /!�� �� 

)*��( )_( )�( 

 �45���: *�� �$" 3� EF1 V�	��  (_ -���f $" 3� EF1 (� -U"@ � $" 3� EF1 (/�' $" 3� EF1 "+P#.  

,�
 �4"! �	) �4�4 

3� EF1$"  



 ���� � 
��
��
 ���	  7 

CV 

 ��>
���:     Z�7" &�� ��Q �� "mm syy = dd� �� �  
��"�  m/s i/y ��. �� �� ���I� �	�@�  ���	 �� �+  

 $�1���� a	I���  .�Q���	 �� "� �mm vyy =  id   
���. ��.I��	 � ��"� ��� \�
� $��?8 W�"� �� E  

 j�I�E�� \�4  7"�] j�I�)ded[(- V1-�� �.IO ��  
  

___________________________________________________________________ 

@A�B:   ���8 7"� W�"
� $��� -���	 �� /!�� �� 7"� a	I� "f� "� �� ��"1  ��� ��� �� 4 7.' �8 .3�. ,� 
["@ � $" 3� EF1 7"� ��"� ���) �� �� �� �� ��"1 6�+�# ��� .3��� 7��� �� - �	' .� EF1 �b@� ") �

" 3�E�� /��' $ �	� .)�	! 7"� 6�+�# 4 W�"
� $��� 4 7"� .-7"� W�"
� ,�  �R?� \�	 � ��"� �� $���rV
1

  ��
�� ��"1 ��� ��� .3� .�R?� \�	 � ��"� �� $" 3� EF1 6+� �� �R?� ��� -��� 6��� 7"� 6�+�# $��� �O"
�            

m/s i/y =rV
2

�� �� ��"1 ��� ��� .3� .�� $��� ��=A0� ��3+� �� �8	�)��"� /�RQ ,�( &"��M� ���, �� �R?� 

��� �.+�# ��+"8 -.3��E��"� 9�� $��� 4  ��� "+P#�� .�����  �G �	�# &]����� &) dedv [( $" 3� EF1 &�"�
 j�I� �R?� ��"� -U"@ �)d(-�� |��� ��"� �F�� ,� 4  � "+, ��	B��� .+�:  

1 2
=r rQ Q   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 500 0 400 0 2 0 500

    − =        1r
V . m . m . m s . m

4 4

π ππ ππ ππ π
 

1
0 56=rV . m s  

( )
11 10 56 0 2 0 36r CVV V V . m s . m s V . m s = + = + − =  ;  

  

��������	�    %�1!2 (E	�$	  

����� 6�	�� :4� �	��Q �� "� 7���4 &�)4"�� 4 :�?8� ��"1 &�;�� ���� ��  .3� .����� &��"1 7,�.��  
� EF1 &�"��� /�'"��M� �4.� 4 ���f $" 3 �	� .)�	! "+, ��	B:  

( )
CVCV CS

ˆV d V V n dA F
t

ρ ρρ ρρ ρρ ρ
∂

∀ + ⋅ =
∂ ∑∫ ∫

� � � �

���������������� �����������

 )dedo(  

 
  
  

����� &) dedo (����� ��! �Z"1 7,�.�� &c &�"�/L'"��M� �4.� 4 ���f $" 3Z EF1  ���.  &�"�
-��.+�# ��+"8�����  $" 3� EF1 &�"� ��"1 7,�.�� &["@ �  _� ' �4.� �� �� "+, ��	B �� .+�:  

( )r r

CVCS

ˆV V n dA Fρρρρ ⋅ =∑∫
� � �

 )dedq(  

                                                                                                                                                    
ed  Linear momentum equation 

 ��! ��"1 7,�.�� ���! ����, m"�

7.��P
$" 3� �	�� ,�  

 ��"1 7,�.�� ��"��M� ����, m"�

$" 3� EF1 /!�� �� ��! 

"� ���4 &�)4"��  

$" 3� EF1  

V1  V1  

m/s i/y  

dd 

id 

)d(  )d(  

CV 

rV
1

 rV
1

 

rV
2

 = i/y  m/s 
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 ��/F � F� G'         ��4� /�' |���� _� �8  �� 4�  
7,�.��� �� 4 7�	�� ��	!"� 7"�# �+ & °dpy�� "��?� "���M�  )��..   

 :	��� ��.I� �� "��"� 7"# ��"�u���  . ���I �� ��	� �� E���.� "
�  
 -���� �� �	�! E��+9��� 7"�# ������� �.�IO _� ��8 ��"��   

  
___________________________________________________________________ 

@A�B:   �� �� &"�
��� ����� & ) dedq ( /�R�	�� ��"1 &� ��� �� 4 _� �8 /��' ��" 3� EF1 &�"�
�'�� E�)�	!:  

( ) ( )
2

2x rx r x j j

CV CS

F V V n R A V uρ ρρ ρρ ρρ ρ= ⋅ = −∑ ∫ ;
� �  )d(  

 �� �� ��RxC�� &4"��  /���� �8 "�  -Vj ��"� |��� 4 &�4�4 j�I� �� _� �8 Aj��� �8 j�I� S��  .
�� 7"# �� ���I �� ��	� � "+, ��	B� �� ��� .+�: 

( )
2

2= = = −
� �

x j jP R.u R u A V u uρρρρ  
| 0� �� ����� ,� &"�
  ��.I� -r	% &Vj�� "Y��.1 ��	� &�,� ��  � "+, ��	B� �� ��� .+�: 

( )2 22 3 4 0 3= − + = =;j j j j
dP

A u V u V V u
du

ρρρρ   

  

����/�	� ��   %%H!$	  

����3+�	�"� $4� /B�c �+ /B� &�I�&K"�� i��� �� "G���� -&K"�� �� �� .��	� �� .3+�"% �+ ��   4 �	'
�� 6�� ,� �� �� /�'"��M� ���� -�4� .)�.  -/�'"��M� �4.� $" 3� EF1 &�"������  &K"�� &�� "+, ��	B 

�BX!��  �	':  

( )
2 2

2 2
net shaft
in net in

CV CS

V p V
ˆu gZ d u gZ V n dA Q W

t
ρ ρρ ρρ ρρ ρ

ρρρρ

   ∂
+ + ∀ + + + + ⋅ = +   

   ∂    
∫ ∫

�� � � �  )dedp(  

� �� �� �u
� &K"�� ��!��n -:"8 .1�4 �� Z -�3R� S�� ,� V����� p��0% -net inQ� ���! ����, m"� 

$�I �� ��"
s4 shaftW�  �0!"O �	@� ��	����. ����� & ) dedp (E ?�� &�"� �� �+ _� ' �4.� &�) 

_� '-��� r��B .�����   &)dedp ( -��.+�# ��+"8 &�"� -$��� ���B	=! ��	� �!�	3L+ N+ \I% �Z
�� -��� �	8	� �84"! ��+"8 N+ 4 &�4�4 ��+"8 �� "+, ��	B ��  .+�)����� &K"�� .) &:(  

2 2

2 2
+ + + = + + +in in out out

in shaft out L

p V p V
Z h Z h

g gγ γγ γγ γγ γ
 )ded}(  

 �� �� �Z= �shaft shafth W Qγγγγ -γγγγ 4 <	=A� �,4 hL"�� .) ����� ��� &K.  

                                                                                                                                                    
ed  First law of thermodynamics  ei  Conservation of energy   en  Internal energy 

es  Heat transfer 

Vj 

u 



 ���� � 
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 ���	  9 

 ��>
���:  ��	� �+ /!�� �� _� &�	�� &4 ��� ��+"8 ��  _� �8��	� &�; �� &��% ,�  ) j�I�B eB( 
�@�B �+ 4 ��	� 6�� �� &� �=@� �4.��� �	��� � B���	   

����' !�� ��� �	' . "
�� ��.I�) ������ . 6�� &K"j
�I�  
 A  4B  "��"�gi/ B

i
V i/y0% 4 ���� ����I� �� |� jA� "��� "  

kPa ddy� �� �� ��	� �� ��+"8 ��� ��.I� -.'� .+�4� ���.  
___________________________________________________________________ 

@A�B:   ��� �84"! j�I� �+ 4 &�4�4 j�I� �+ /��' ���A �� $" 3� EF1 .�����  &)ded} ( EF1 &�"�
,	� w"% �� -/�' �� 7.' 7��� ��0� $" 3Z�� �!�	3�+ j+ ���� "+, ��	B .+�: 

2 2

2 2
+ + = + + +A A B B

A B L
p V p V

Z Z h
g gγ γγ γγ γγ γ

 

�� 6 %"
 "b��� �� S)A A– (��  �� "��"� ���.�� �� "�?��� ��0% 4 �3R� S�� ��	3�Pa dydnyyE+��� :  
2 2 2 2 2

3 3

1 2110000 101300
0 0 12 0 2 0 767

2 2 2 29810 9810

A B B B AV V V . V VPa Pa
. . .

g g g gN m N m

−
+ + = + + + =; )d(  

����� �� $" 3� EF1 ���) &�"� 9�� �G �	�# & �� "+, ��	B �� .+�:  

= =A BQ V A V B  

( ) ( )( )2
0 2 2 0 15 0 012 0 36

4

 
 = =   

 
;    A B A BV . m V . m . m V . V

ππππ
ππππ  )�(  

����� ]��"� ��  &�))d ( 4)i(-  j�I� �� ��"�B �� ��+"8 ��� �F�� ,� 4 �� "+, ��	B �� ��� .+�:  

( )221 2 0 36
0 767 3 75

2

−
= =;    

B B
B

. V . V
. V . m s

g
 

( )( ) 33 75 2 0 15 0 012 0 042B BQ V A . . m . m Q . m sππππ = = =  ;   
  

��0 �I!2!667� - ��3�	 �45  

 ����� ������ �� ����� ") �8 ������ .3��� ��.� �+ 4 ��"1 V	� ��;O &����/�'"��M�c �� �� ��� 
 /�')den (��� 7.' 7��� ��0� .��;O 6+� V	�/�'"��M�  ,� .3���R� $�I ��� -2!"O� -/�'"��M� 

&�	@�� 4 /�'"��M� �'"�0 . �+ 4 ��"1 V	� ��;O ") $��� ����� �� ��� 6��� 7.�g�# ���	� ��
�� /�'"��M� .+� �	84 .$�1 �� $�����"1 t�	��� 4 ��� ��"1 "��M� 4  ]?1"� $��� ����� /�'

m"�o�� ���� ��  �	'. ��"� �� a�R��� �� �Y1�R� -2A� 6+� �� 6+�"��3� )$�I �� m"�( -��"� �+4�, &�� 
)2!"O m"�( 2�"� m"� -��	
 �'"� 2�"� m"� 4 �� ���� ��"
 . 4 ��"� ]?1"� m"� "+��I� 6+�

' .)�	! �+��� �� ��I 0�$	�"% �� �"+, -. &.3� &.�� &�) 6+� �� �� _� ��� �+���  -��"
 :"% 6+� 
��� "�.3��	�.   

                                                                                                                                                    
ec  Deformation  ei  Translation  en  Rotation          es  Linear deformation          ev  Shear deformation 

eo  Rate   eq  Angular velocity 

B 

B 

B 

B 

mm diy  

mm dvy  

mm iyy  

mm di  

A   

 /+�?�des

����    �d eid 
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��0�����#$	 J!$   

�� ��"1 ��?�+ ��"� �� $��� ����� a�I� :��� ���1 6+� �� 3�3.. ���"� ,� $�I �� m"� *�B	� &�"� 
�� �� 7��� �� &.�� �	' .-��� ��"� ���"� ���) $�I �� m"� ����� )deo .( /�' ��)des(�+ - ����� 

��� 7.' � %"
 "b��� &.��4� .��I�  &O��I� ") �+  �� ,� "G+� & �	@� �RY� �;8 �� $��� ���x �� 
���, �.� δδδδ     t7,�.�� ��  & uδδδδ     t���8   4 ��� 7.' �8u��� �RY�  .6+���  �	@� �RY� �;8 �� $��� ���y 

���, �.� �� δδδδ     t7,�.�� ��  & vδδδδ     t8 ���  4 ��� 7.' �8v��� �RY�  . �	@� �;8 �� ����� 6+�z��)   ��	

 �P� 4 ���.� � �"1y = w���   . ���, �.� �'P
 ,� C# ��I� 6+� .+.8 ���Q	�δδδδ    t��I�  & �O��� .   

��0��KL!M J!$   

�+4�, ��"� �+ 2!"O m"�  ��I� �+ &� �@�B ��"��"� E)"� �	�� ��! ����� 4� 2!"O m"� \�	 � 
���� ��I� �� ,� �� � ��P
 . /�' ��)dene_  (��I� �'	
 �� �� &� &.+"�G� "b��� 6�+�# �O ��� . 

�� �P
 E)"� �	�� ��! ����� 4� ��I� 6+� ,� .3� .��"I� WX! �;8 �� ��! ����� 4� 6+�  ���� &�)
7�"� 2!"O 4 .���+4�,   \! 4� 6+� 6�� &°}y�� �Q��  .���.  6+� 2!"O ��.I� -�P� -��! ����� 4�

���{� �� t�%"B 4 ��� ��?�+ �+4�, ��"� & ��� "��"� �@�B 6+� �� &�.  
���� 9�� $�I �� -2!"O "� 74X� $��� ����� -���	� "Y�� �� . /�' �� $��� �����)dev (�� 7�G �� 

.+"�G� "b��� �� 6+9���� ��= A� .�R��@� &�"� �+4�, ��"� m"� &  �	@� $	1 &�z����� 4� - ��! 
 E)"� �	��OA 4 OB$	
 ��   &�)δδδδ     x 4 δδδδ    y�@�B �� ��   &x-y��I� ,� �� .+"�G� "b���   &O 7�"� �	R� 

���.���{�  ��I� �� ��"� &�)  &O "��"� u 4 v���  . w"% -��� �O	� ���?� ����� ����� �	O
�� $��� ����� 6+� �� ��"� ��"��M� �� �	' �� ��� ��! ��	B .��� �� �� -�P��� �	��� \?� ,� 7  ��	�

�� ��"� �� ��� ��0� a�I� �� $�A 4 B��   "��"� ]��"�v+(∂v/∂x) δδδδ x  4u+(∂u/∂y) δδδδ     y ��� . ,� C#
 ���, �'P
δδδδ      ta�I� ��"� �4��� ��� �� 4 A 4 B��I� ��"� ��   &O-�� ����� 4� 6+�  "� &�+�4, �� ]��

δδδδ     αααα  4δδδδ     ββββ2!"O �� 4 7�"�  � a	�! ��	BOA 4 �OB ���� .3+�.�O	� �� �8	���  &�+�4, ��	� δδδδ     αααα  4
δδδδ     ββββ�+4�, ��"� -  ����� &�OA -ωωωωOA�� - �� "+, ��	B �� .+�:  

 
  
 

  
  
  

 �45���: ����� �+ $�I ��  .

.$���.  
v 

O 

O´ 

uδδδδ    t 

u 

vδδδδ    t 

 �45��/: *�� �$��� ����� /�'"��M� 4 ��"1 V�	��  (_ -$�I �� (� -2!"O (� -&�	@� /�'"��M� (�'"� /�'"��M�.   
)*��(  )_(  )�(  )�(  
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( )
0 0 0

OA OA
t t t

v x x t xtg v
lim lim lim

t t t xδ δ δδ δ δδ δ δδ δ δ

δ δ δδ δ δδ δ δδ δ δδα δαδα δαδα δαδα δα
ω ωω ωω ωω ω

δ δ δδ δ δδ δ δδ δ δ→ → →

 ∂ ∂ ∂ = = = =
∂

;   

��  ����� &�"� ���0� �'4�OB�'�� E�)�	! :   
( )

0 0
OB OB

t t

u y y t y u
lim lim

t t yδ δδ δδ δδ δ

δ δ δδ δ δδ δ δδ δ δδβδβδβδβ
ω ωω ωω ωω ω

δ δδ δδ δδ δ→ →

 ∂ ∂ ∂ = = =
∂

;   

�+4�, ��"� -�P� &� $	1 $��� �����  �	@�z��I� ,� ��   &O��   ��P
�� � "+, ��	B� �� ��� .+�:   
1

2
z

v u

x y
ωωωω

 ∂ ∂
= − 

∂ ∂ 
 )deiy(  

 ��.I�ωωωωOB �� �� 2!"O ��� �;8  ��"I� ��� 7.' � %"
 "b��� ��3� -���� &�).  ��+"8 �+ ��
��  -&.���� -.' � �
 ��� �� �g�� ���0� �'4� ��  ��	� $	1 $��� ����� 2!"O ��.I� &�)�	@�x 4 y  

�� �� ��4� ��� .�+4�, ��"� ���"� 6+9���� ��= A� 7�G �� �� &���  �� "+, ��	B �� ��� .+�:  

1 1 1

2 2 2
x y z

w v u w v uˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j k i j k
y z z x x y

ω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ω
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + = − + − + −     
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

�
 )deid(  

1 1 1

2 2 2

ˆ ˆ ˆi j k

curlV V
x y z

u v w

ωωωω

 
 

∂ ∂ ∂ = = ∇ × =
 ∂ ∂ ∂
 
 
 

� � ��
 )deii(  

�����  &)deii (�� ��0� $��� ����� �� .)����	B ��   .3���8 E?8 �+ .�� �	@� $	1 z!"O  2
��  .3��� ∂u/∂∂∂∂y = −∂v/∂x.'��  .6+� "�^��  2!"O -��	B&���� /�'"��M� �+4�, &�c  4��+"8 

�0!"Oi���  .���	B�� �� ∂u/∂y = ∂v/∂ x �	@� $	1 ����� 2!"O -.'�� z��� "�B  . V	� 6+�
 �� ��+"8��+"8 �0!"O"�^n��  3���..  

                                                                                                                                                    
ec  Angular deformation    e�  Rotational flow    e�  Irrotational flow 

 �45��0:  2!"O 

�� ����� �+ ��$�.  

δδδδ     ββββ 

δδδδ     αααα 

O 

  
A 

B 

A´ 

B´ 

δδδδ x 

δδδδ y 

u+(∂u/∂y)δδδδ    y 

(∂v/∂x)δδδδ    x δδδδ    t 

v+(∂v/∂x)δ δ δ δ x 

(∂u/∂y)δδδδ    y δδδδ    t 

v 

u 

x 

y 

z 
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 K$!1 J!$   

�E) ��"� ��.�� -2�"� V	� 6+� � ���1�� -��� ����� &� ���  2!"O �� �� "� �	�� ��"� ��.��
��� ����� .��� 7.' 7��'� �� �� S��=� ��4�I� �� �� ��� &�	@� 2�"� ��R' -2�"� V	� 6+� .

 ��! �����OA /�' �� )deo (��I� �� .+"�G� "b��� ��  &O ��"� &���� u���  . �	84 "f� ��
�l -��"� ��+��"
 �+ ��"� WX !��� ��4�� � ��"� &���� ��! ����� 6+� �� .3'�� . �� �8	���

 .3� �� �� �R����)devei (�� w"% -.' � �
 ��I� ��"� �� �	'  &A "��"� u+(∂u/∂x) δδδδ     x�� .' . C#
 ���, �'P
 ,�δδδδ     t- &� ��� �� ��! ����� x�� /�'"��M�   4 .)���I�  &O��I� ��  &O O���I� 4  & A ��� 

�I�� & �A �M��"��� ��� .)� .��� &�	@� 2�"� m"� -�P��� �� �� "+, ��	B �� .+�:  
( ) + + ∂ ∂ − −′ ′ − ∂   = = = 

∂ 
OA

x u u x x t u t xd O A OA u

dt OA x x

δ δ δ δ δδ δ δ δ δδ δ δ δ δδ δ δ δ δ
εεεε

δδδδ
 )de��(  

�� ���0� �'4� ��  �� �� ��� ��0� ��	��� ���1 -&.�� 2�"� m"� �� ��	@� ���� "+, ��	B .+�:  

xx yy zz
u v w

x y z
ε ε εε ε εε ε εε ε ε

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
; ;  )deis(  

 /�' �� ����3g�))dene�  (7��� ��0� �� ����� -�I%� &� ��� �� ����� &�	@� 2�"� �� -��� 7.' 
�� 7�"0% E+�Q �;8 �� 4 7.' 7.�0� � ��� 6+� �	' . �I%� &� ��� �� ����� &�	@� 2�"� m"� -�P�

��� ��3� &�	�� &� ��� �� 4 �RY� .E��"� $��� "
�  2�"� "f� �� $��� ����� EF1 -.'�� "+P#��
&�	@� �Q�� ���f �� .���. �� EF1 .1�4 �� $��� ����� EF1"��M� m"� ��F1 2�"� m"�c �+  a�?R�� m"�
��F1i��  .3��� .�� 6+9���� ��= A� 7�G �� �� ��F1 2�"� m"� �� "+, ��	B �� .+�:  

1 ∀ ∂ ∂ ∂
= = + + = + + = ∇ ⋅

∀ ∂ ∂ ∂

� �

xx yy zz
d u v w

V
dt x y z

ε ε ε εε ε ε εε ε ε εε ε ε ε  )deiv(  

 �� �� ��∀��� $��� ����� EF1  .E��"� $��� &�"� ��F1 2�"� m"� �� "�B "+P#���.  
��0��
5!� K$!1 J!$   

�'"� 2�"� m"� ��I� �+  �@�B ��"��"��+4�, 2)�� m"�  &�) �� ��� E)"� �	�� ��! ����� 4� 6�� 
�� ��I� �� ,� ��P
 . /�' �� �8	���)dev(��+��"
 - &�) ��"� ∂u/∂y  4∂v/∂x ����� 2!"O "� 74X� 

�� ��	�3.�+4�, /�'"��M� 5���   &� ' �F� � �� 4 .�	'�� w	� 9�� ����� /� �	' .7,�.�� 2)��  &�+�4, &
 ��! ����� 4� 6��OA 4 OB �. �� �� �� °}y ��� 7�	� )�'"� 2�"�(�� -  "+, ��	B�� ���� �	':  

δθ δα δβδθ δα δβδθ δα δβδθ δα δβ= +  )deio(  
 
 
 
 

                                                                                                                                                    
ec  Volumetric strain rate    ei  Bulk strain rate 

 �45��': @� 2�"Z  &�	

 �;8 �� ��! �����x..  
uδδδδ     t u

u x t
x

δ δδ δδ δδ δ
∂ 

+ 
∂ 

δ δ δ δ x 

∂
+

∂

u
u x

x
δδδδ  

u 
O A´ A O´ 
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  m"�δθδθδθδθ�+4�, /�'"��M� m"� �+ �'"� 2�"� m"� "��"�  &����  . &�+�4, ��.I� �� �8	���δδδδ     αααα 4 δδδδ     ββββ �� �� 
 .3�)devei (�� �� �'"� 2�"� m"� -.�� ��� �� "+, ��	B �� .+�:   

( )xy

d u v

dt y x
ε δθε δθε δθε δθ

∂ ∂
= = +

∂ ∂
 )deiq(  

2�"� ]��"� �� &�) -&�	@� 4 �'"� 2�"� m"� �	?���c��  � "+, ��	B� �� ��� .+�:  

xx xy xz

ij yx yy yz

zx zy zz

u u v u w

x y x z x

v u v v w

x y y z y

w u w v w

x z y z z

ε ε εε ε εε ε εε ε ε

ε ε ε εε ε ε εε ε ε εε ε ε ε

ε ε εε ε εε ε εε ε ε

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = = + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 )deip(  

�� C+"��� ���I� �� �8	�)deip(�+ - C+"��� &"�Q"�^ "B�3� �� �� �� ���� �	84 �	@� �+ \I% 4 
 "�B "��"���� ."G+� ���R� ��-�� WP1 �'"� 2�"� m"� ���1 6+� �� ��"
 . �� 6+� �)�	@�

��B� &�)�	@�i�� �� 2�"Z m"� �	?��� -���1 6+� �� �Z .3+	
 �� "+, ��	B �� .+�:  

1

2

3

0 0

0 0

0 0

 
 
 
 
 

εεεε

εεεε

εεεε

 )dei}(  

��0�0- ���#$	 P�	-� 
< !��
 �!� �45!667�   

�� ��"� ��+��"
 C+"���  C+"��� �� V	�F� ��	B 2!"O m"�)R( a�?R�� m"� -)E ( m"� 4
"��M� �'"� /�')D (�� ���� �	' ]d[. ��"� ��+��"
 ,� � �?Q 2!"O m"� �	?��� �� "F3� �� ��� 

�4.� ����� 2!"O EF1 4 /�' �� "��M�  ������"
] �����  &)deii([�� �Z   ���� "+, &�	?��� ��	B
�� �	':  

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

    ∂ ∂ ∂ ∂
− −    

∂ ∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂ ∂ ∂ = − −   

∂ ∂ ∂ ∂    
 

   ∂ ∂ ∂ ∂ − −    ∂ ∂ ∂ ∂    

v u w u

x y x z

u v w v
R

y x y z

u w v w

z x z y

 )deny(  

?R�� m"� �	?����4.� ����� EF1 "��M� �� "F3� a����4� /�' �� "��M� 4 2!"O �� ����� &�	'. �� 
 w"%��?�) �"
n��	� ����� -$���   &)deiv (�� �� �+��� "+, ��	B �	'] d[:  

                                                                                                                                                    
ec  Strain rate tensor    e�  Principle axes    e�  Isotropic 
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1
0 0

3

1
0 0

3

1
0 0

3

  ∂ ∂ ∂
+ +  

∂ ∂ ∂  
  ∂ ∂ ∂ = + + 

∂ ∂ ∂  
 

 ∂ ∂ ∂ + +  ∂ ∂ ∂  

u v w

x y z

u v w
E

x y z

u v w

x y z

 )dend(  

"��M� m"� �	?����'"� /�' �� ����� 2!"O �+ 4 EF1 ,� �'�� /L'"��M� �Z ��� /��'  ,� -�	'
����� /����  &) dend (����� ,� &) deip (�� �� "+, ��	B �� ��� .+�:  

1

3

1

3

1

3

u u v w u v u w

x x y z y x z x

v u v u v w v w
D

x y y x y z z y

w u w v w u v w

x z y z z x y z

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
− + + + +      

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + − + + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
 

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + − + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

 )deni(  

��0�' �	�-* - �#6<6��-  

� �?���4c )
�

ζζζζ(�� 4 ��� 2!"O m"� ���"� "��"� 4� �� ��� &���"�  "+, ��	B����  .+�:  

2
w v u w v uˆ ˆ ˆV i j k
y z z x x y

ζ ωζ ωζ ωζ ω
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = ∇× = − + − + −     
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

� � ��
 )denn(  

 ]+"� ,� �+�)� -� �?���4 *+"�� ���v/y�� 2!"O m"� �� �� ���  ��� 7.�� ��� .���{�  &�)

 �����  &)denn (�� �0!"O"�^ ��+"8 &�"� 7��� "+, ��	B��  �	':  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

; ;
w v u w v u

y z z x x y
 )dens(  

���) �	
.' 7.)�0� ��-��� 7.' 7��� �� $"� ,� � �?���4 *+"�� ��  . 

 &�	��CZ	 ��i�� ���� 6�3O  � ?� �3@3� N+ &4� ��"� ���"� $�"G �� �Z .3Z �Z ���4�n) Γ (
�� 7.���� -�	'�3@3� 7.�"�
"��� S�� &4� � �?���4 $�"G �� "��"� ��� � ?�  . ,� 7��� �� ������� &     

)denn( -C�	 �� &�	�� ��  "+, ��	B�� �� .+� /�' -)deq(:  

( ) ( )
A A

V.dr .n dA V dAζζζζΓ = = = ∇×∫ ∫∫ ∫∫
��� �� � ��

	  )denv(  

�� �Zdr
���

-� ?� \! &� ��� �� ��	
 ���"� n
��L+ ���"�  4 S�� &dA��� S�� ����� . 

  

                                                                                                                                                    
ec  Vorticity    ei  Stokes    en  Circulation    
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CV 

  

 
 
 
 
 
 
  

 
 ��>
��0:  ��"� ��.����	� /!�� ��  &� ��	B �� "+,7.' 7��� ��� :  

 ( )
2

1 0
y

u y K v w
h

  
 = − = = 

   

;  

 �� �� �ZK ��� ���f ]+"� .I����.� ���4� � " 

 &4�"�?����� ?�   /�'ABCD �� �� .+�4� ���.  
  
  

___________________________________________________________________
@A�B:   ����� &)denv (��  "+, ��	B�� �� .+�:  

0 0 0 0

BC CDAB DAL LL L

AB AB BC BC CD CD DA DAV.dr u dr v dr u dr v drΓ = = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫
���� � � � �

	  

( ) ( )
2 2

0 0

1 0 1 0

CDAB LL
y yˆ ˆ ˆ ˆK i . dxi K i . dxi
h h

            
   Γ = − + + − − +      

               
∫ ∫  

( )
2 2

0 0

1 1 0

CDAB LL

AB CD

y y
K dx dx K L L

h h

        
   Γ = − − = − − Γ =    

           
∫ ∫ ;  

y 

x 

c 

D 

B A 

C 

z 

 �45��Q:  ��Z &��' 

����� *�B	� CZ	 �� &.  

dr 

V 

dA 

n ;G�ζζζζ    

 /+�?�deii

    �����d ei} 
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��'� �<
   
 )���?� �� "
�  &�$��� �
>+4-��� 7.0� 7���  n

kg/m dyyy =_� ρρρρ 4 n
kg/m in/d =�	) ρρρρ�	' � %"
 "b��� (  

  

���   ��"� ��.���� �� ����� ��+"8 &.�� ��� 7.' 7��� "+, ��	B:  
2 2 26 15 3 2 3= + + = + + = +; ;u xt y z v xy t y w ty  

����� ��I� �� �� ��"� & ��= A� �� &� )n -i -s(m ���, �� s d = t��  .+�4� ��� . �� ��"� ��.I�
�.IO ��I� 6+�����   

  

���  �� ��"� ��.�� �� ����� ��+"8 &.�� ��� 7.' 7��� "+, ��	B:  
23= + +

�
ˆ ˆ ˆV yz i xzj yk  

�����  _� ' &�"� �+�) ���;8  &�)x   -y 4 z��  .+�4� ���. 

R	��:  z
�

y'+
/

xz/ ax =  +xy
/

yz/ ay =    az = xz 

  

��/  �� ��0� ��� 7.' :�F�� 7"� �+ &4� "� �� ��� /�	� �+ �� 2+��,� �+� �  ��.I� �� .)�
 ��"� �� ����.7"� �	@�  �� ������ �� )��I�  &M �� /�' (���� ,��  ���R� /+l & �� .3�:  

  

( )
0

3 3
01

= −
−

U
u

r x
 

 
 
 
 
  

 �� �� ��U0 -��� /�	� �� ��� ��"� r0V��'   4 7"�x��� 7"� 9�"� �� ��B�%  .�����  &�"� &� ��.I�
_� ' ��I� �� �	@� &� ��� �� �	) &���B�% ��  & x) M  (�� .+�4� ���.  

  

���  �@�B &4� ,� _� ��+"8  w"� �� &�m v/d�� �	R�  .3Z . �@�B 6+� &�. �� ��] j�I�)a-d([ -
��� /A�A � *Z . &�4�4 j�I� �� _� ��"�)a-b(:�G3) 4   /A�A � *Z ,� �	R�] j�I�)a-d( [

��� �!�	3L+ . j�I� �� ��"� j+,	�)c-d(��� "+, /L' �� :  
  
  

1 5

3 2
   

= −   
   

.
u y y

V δ δδ δδ δδ δ
  

  
  
  

  
 

  
 �� �� �Zm/s n = V 4 mm v/d = δδδδ���  . j�I� �� �� ��"8 ��� ��.I�bc��  .+�4� ���.  

R	��:  bcm kg s=� 1/42  

m i  

m/s n  

u 

mm/s i/y  

m/s n  b 

a 

c 

d 

mm v/d  /A�A � *�  

]�B *�  

r0 M U0 

x 
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 ��0F � FS GQ  &,�
 $��� ��	� 4� ,� /�' & /= � � ���! 4 ���4 7.' 7��� ��0� �9A� �
�� ��"
 .:�.� 7.' 7��� ��0� ���1 �� ���R� ,� �+ 1 �"���� ��	� �� "+, &�)&�"� $" 3� EF �	��Q 

 ��?�� S�@B �G �	�#)Nsys -E ?�� �� ��B�! ηηηη -:"8 .1�4 �� ��B�! v 4 ��"� ∀��0�  7.3)�  &
��� EF1(  

d(  y ≠ Nsys  i(  y = sysdN

dt
   

n(   y ≠ ∀∫
CV

d
d

dt
ρρρρ   s(  y =  ∑

��

CS

v .Aηρηρηρηρ  

  

��'   ��� �� _�s/n
m d/y /L�� 4 ) p/y = SG ( ��� ��

s/n
m n/y�� N+ ��   �)��ye �� a	�A� "G+.�) �� /L' .�	' .

����� �.�IO /�L�� 4 _� a	��A� �����GO \���	�� � ��.��I�  
R	�� :  /

kg/m G0T ρρρρm = 

  

 ��QF � UF /G   ��"� �� _�s/m p��	� ��  �� &� "�Q m n/y 
 $	
 4m i�� ���4  �	' .�	� &�; �� ,� _� ,� �0A�7.����Q�� 4 �  �� &

7��	+� &4� �	8	� P%�3� ,� �� ���! ��	� & �	' . ��"� ��3+� w"% ��
�� 7��	+� ,� _� �4"! ! ��	B���] (x/L)iUs/y = U[�M� �3� "��4 .  

 ����� 6+� ��iU�� �.IO 7��	+� ,� �84"! ��"8 ��� -.'�� ��	� &�; �� ,� �4"! ��"�  �.'��  
d(  p}����f "� :"
	���      i(  sqo����f "� :"
	���   
n(  vov����f "� :"
	���     s(  ovs����f "� :"
	���   
  

��G   ��"� �� _�m/s i/n��	� |+"
 ,�   &)d (���	 �� �9A� ���4  "�Q �� &�m oy/y��   �� 4 ��"

��"�  &�)m/s v/d 4 m/s p/d��  ��	� ,� ]��"�  &�))i ( 4)n (�� ���! ��"
 .��	�  &)s (��	� N+ & 

 "�Q �� �+	;�mm oy�9A� ���4 �+ 4 ���! �	) �� ,� �Z ��� ���  ��"
 .3� �� �9A� _�A �� �� EF1 ��	
 ��.I� -$" 3Zdh/dt�� ��   �� �� �Z .+�4� ���h��� �b@� ") �� �9A� �� _� V�����  . �	) ��+"8 "
�

��	� ,�  &)s (EZ�"� �� �	) \�	 � ��"� ��.I� -�	' w"% "+P#���	� 6+� �� �� � .+�4� ���. 

R	��:  mm/s �'/T  = dh/dt    Wm/s T�'/T V =4  

  
  
  
  

  

$" 3� EF1 

m/s v = iV 

im i/y = iA 

nkg/m i = iρρρρ 

m/s dy =dV 

im d/y = dA 

nkg/m n = dρρρρ 

)d( )i( 

 

 

 _� a	�A�

/L�� 4 

iU dU 

m i = L 

  

m oy/y  

)s( 

m/s p/d = nV 

mm ov = nD 

)n( 

mm vy = iD 

m/s v/d = iV 

)i( 

mm oy = dD 

 m/si/n = dV 
u+   
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��8   ��� �� _�s/n
m dp/y��	� ,�   &)d ( �9A� ���4A $	��
 ��  m v/d w"� 4 m v/d��  ��"��
.  

 ��� �� _� -CD�s/n
m dv/y,�  ��	�  &)i ( ���4

 �9A�B��  ��"
 ._� S�� "
� � �� �9AB��  
 ��"�mm/s oy��	� ��� ��.I� -.3� �%�  & )n (

���� ��.I� �O  �9A�B $	
 �� m v/i  w"� 4 

m v/d���  . V����� m"� ��.I�dh.�3Z �R��@� �� .  
  
  

 ���TF � �F QG   j�I� 4� ") �� �R?� ��0% .�3� w"%d 4 i �I%� �+	��, �+ �� "+, /�' ) ��
�@�B �+(��� ��?�+ - .� ��+"8� �?��� &���� �+	��, �� $�� ρρρρ-  

 ��� Q ��"� 4 V��  .'�� . ��	� j�I� S��A���  .&4"�� ��.I�  
�� ���4 7.���.;G� �) �;8 �G� 	��, &���+�	! /@� �� �  

� ���� :�.)/If &4"�� ,� W"B &K"�� �%� 4 .�3� "b�(  
d(  pA     i(  ρρρρQVi   n(  ρρρρQV+pAi   s(  ρρρρQVi+pAi   

R	��:  �9 �)  %)�(  
  

 ����F � SF QG  ��4� /�' �� 4�  "+, ,� _�
�g+��  &�3;# �� &�i$�1 �� " �  ��� �	R�.&4"��   ���4 �I%�

 "�g+����� ���� "���"�� �) n
m/kg dyyy = ρρρρ- i

s/m dy = g(:  
d(  N nyyyy     i(  N syyy   n(  N iyyyy   s(  N ioyyy  
  

 ����F � SF /G   "�Q �� $,�� �+ ,� _� ���	%mc iy"� ��  ��s/m ny�@�B �+ 9�"� ��  & 
�� ��	!"� E+�Q .3� . ���Q	% ��?Q �� �@�BA��� 7.' �	� /�' |����  .�� �@�B ��3+� &�"�  ���1

�Q+�G� E �� -�	' � '��� &4"FB���g+�� 6�+�# &�; �� "� ���4   
 .'�� .+�� 6�	��	��� .3O)n

m/kg dyyy = ρρρρ- i
s/m dy = g (.  

d( ip/o6��	��	���       i(  oi/p 6���	��	���   

n(  vo/di6�	��	���    s(  dn/iv6�	��	���   
R	��:  �9 �)  %)�(  

  

 ���/F � XF G�     /��I� ��	+� �� �8 ��+"8 �+ "+, /�' ��
�� ��	!"� .3� . j
�I� �� ��"� "
�d -i 4 n "f� ,� 4 7�	� &4�?� 

W"B /If _� '  -�	' "b�n d���� ��	3� �� � ,� �db 4 θθθθ� �� :�.� '����.  

D 

D 

D 

)d(  

)i(  

7.���.;G� �) 

ih 

s/nm dp/y= dQ 

s/nm dv/y = iQ 

=? nQ 
A B 

m v/d  m v/i  

dh 

m d  
m i  

m v/y  

m/s d = V 

cm 
iy  m/s iy = V 

FB 

h 

A 

B 

db 

nd 
id 

θθθθ    
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d(  )i/db( cosθθθθ = nd       
i(   ) cosθθθθed(db = nd  
n(   ) cosθθθθ+d(i/db = nd        s(   )cosθθθθied(i/db = nd  
  

 ����F � SF TG   �� _� �8 4�
 �8 �+ 4 7�	�� ��	!"� "G+.�+

�O��D�+  7.' 7��� ��=A0� |���� �� &�
�� ��F+� /�' �� .�33� .6+� ��  ��	B

B�1 �8 ��"�� .3O /m/s)�	! ��	�� .  
d(  pi/n    i(   i}/s    n(   qn/v    s(   id/q  

R	�� :  �9 �)  %)�( 
  

���0   �1�?� �� _� �8i
 mmqyy ��"� 4 m/s iy 

�@�B �� &&�	��   ��"� �� ��m/s v �8 &� ��� �� 9�� 
�� ��"1 .3� �� ��	!"� .3� . j
�I� �� _� ��� "
�)d ( 4

)i (�� ]��"�� R?� ��+ ��� �� ��� �� 4� 4 ����?I� �E  

 -�	'�� �� ���@�B "� ���4 �I%� &4"��� ���+�4� ��. .,�   
W"B _� 4 �	) U���B� �� ���f 9�� W�"@�� ,� C# �8 ��"� �� .�3� w"% 4 .�3� "b� .���.  

  

���'   ��"� �� _� �8m/s ny7"# ��   &
 ����3@���@�B �� �� & |%� ���� ��"Q  ��	!"�

�� .3� . ��"� �� 9�� 7"#m/s dv ��"1 �� 
��� .�+4�,  "��"� _� �8 �4"! &°oy���  .

 7"# ��	� ��.I� -.���� ���f �8 j�I� S�� "
�  
W"B _� 4 �	) U���B� ,� ���� �.IO _� �8 �84"! |��� ��"� 4 .�3� "b�.  

R	��:  W ��G� P =    m/s �' = �V 
  

���Q   ��"� �� _� �8m/s s�7"# ��   ����3@�� & �� ��
��@�B &Q |%� �"���� �� -!"���� ��	 3��. .#� ��"� �� 9�� 7"

m/s dv��� ��"1 ��  .�+4�,  & �84"! |��� ��"�8� �
 "��"� _�°dny�� �� .
�� " S�� ��.I� -.���� ���f �8 j�I�

�+4�, &   7"#��j�I� �84"!) �+4�,  &θθθθ /�' �� ��4� 4� ( ��
�� .+�4� ���. ) U���B� ,��W"B _� 4 �	 .�3� "b�.  

θθθθ    

°}y  

m/s s = dV 

m/s o = iV 

m di/y  m dy/y  

nV 

m/s v =   u 

°oy = θθθθ 

m/s iy =   Vj 

 

 

m/s ny = dV 

i
mm qyy  =dA 

m/s dv = u 

°oy  

m/s dv 
m/s sy 

°dny 

θθθθ     
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 ���GF � SF Q8   ,� _�
 �� /�' �� 7.' 7��� ��0� 6���	�

 ���s/n
m no/y��   �� ��0% 4 ��P


 a�I�A 4 B��   ]��"�kPa dvy 4 
kPa sy−��  .'�� .��	� "�Q  �� 9�� �)

0� /�'�' 7��� ����� 7.�� .I����.  
��	� ����4�.�) ��	�� �.IO ��4	��� ]?1"� 6�� '��.�) n

m/kN dys = _�γγγγ- i
s/m dy = g (.   

d(  ss     i(  oi  n(  qo          s( }d  
R	�� :  �9 �)  %)/(  

  

���8  �� �+ ��  7��� ��0� �)��
/�' �� 7.'��4�  4� -��	� �� _�  &

 7���')d( ��"� �� m/s v��0% 4   
kPa }sy���� ��+"8  . ��"� "+��I�

��	� �� ��0% 4  &�))i ( 4)n ( �� 9��
��� 7.' 7��� ��0� /�' .��	� ��.I� 

�� 6+� �� 7.' *��  �� �� �)��
�@�B IO -���� ��"Q |%� &��� �.���  

  

 ���TF � SF /G   �	��� �� ��+��
���� ��+"8 -/�' �� 7.' 7��� ��0� . ��

W"B  �� &K"�� �%� ��	
 ") ,� ��"� "b�
|��� ��0% -"�?���I� ��   &A��.� "��"�  ��

 "��"� /@� �� �	) ��0% ���� "+, "+��I� ,�pa 
# j+�� <	=A� �,4 4 $����γγγγ 6�	��  ") "�

���" ��� ] .3'�� .�� ���f �	��� "�Q��.  
d( pa–γγγγ    
i( γγγγ p/y    

n(  γγγγ qv/y – pa          s(  γγγγ p/y + pa  

R	�� :  �9 �)  %)�(  

m d  

6���	�  

mm nyy  

mm oyy  

A 

B 

)i(  

i
m ip/y = iA 

kPa ddsy = ip )d(  

i
m s/y = dA 

kPa }sy = dp 

m/s v = dV 

)n(  
i

m dp/y = nA 

kPa vqy = np 

m/s o = nV 

m qv/y  
A 

m y/d  

m p/y  
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 ����F � SF �G   "+, /�' �� "
�
*�� &K"�� "�b� V�����  j�I� �� 7.'A $���� 

gi/d
i

Vv $���� $,�� �� 4 gi/d
i

Vyv/y 

�� ����f "� " �� .3O E ?�� ��� -.'�� ��) ,�
�"%  &K" � �  �%��B ��W" ' "b ��7.(  

d(  i/nd    i(   }/io    n(   n/in  s(  s/dv  
  

����  ���{� &.��4� ��+"8 �+ �� ��"� &�)����� \�	� -��.+�#   &�)u = −ay 4 v = ax 7.' 7��� 
��� .O 2!"O m"� ��.I����� �.I  

R	��:  ωωωωz = a    
  

���/  .��4� ��+"8 ��"� �� �� &.�� ��� 7.' 7��� "+, ��	B:  

( ) ( )2 2
2 2 1ˆ ˆV x y x i xy y j= + + + +

�
 

�+4�, ��"� �+ 2!"O m"� ��I� �� �� $��� ����� �+ &�   ��= A� �� &�m v/y = x 4 m y/d = y ��"Q 

.�3� �R��@� �� ����.  
  

����  ��� 7.' 7��� "+, ��	B �� ����� ��"� ��.��:  

( )2 23 3 5ˆ ˆ ˆV x yi x z j z k= − − +
�

 
 2!"O m"���I� �� �� ��= A� �� &� )s -i− -d (m �� .+�4� ���.  

R	��:  ˆ ˆi kωωωω = − −
� 3 19

2 2
 

  

���0  ���{� &�)�� ��"�   �� ����� &.�� ��� 7.' 7��� "+, ��	B:  
2

2 2 2 2
3 4

2
= + + = + + = − − +; ;

z
u x y z v xy yz z w xz  

)Y�	(O ��F1 2�"� m"� I���� �.���  
)R( �� �� 2!"O m"� ���"�  ���.+�4�. 
  

���'  ���?� �� 7.' 7��� ��"� ��.�� &�"� �� 2�"� m"� �	?���  &)deis (�� 7��4� ���4  ��.I� 
��I� �� �� ��  ��= A� �� &�)s -d -i−( m .�3Z �R��@�.  

R	��:  ij
s

εεεε

 
 
 =
 
 
 −

8 13 0

1
13 0 3

0 3 20

    

m  p  
mm vy = iD

A   

mm dvy=  dD 
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���Q  ���{� �+ ��+"8 �+ �� ��"� &  "��"� &.��i
u = ay + by �� �� �� ��� a 4 b ���f 

.3 ?) .�� ���� �0!"O"�^ ��+"8 �+� �,��O &  ,� &"+��I�a 4 b�+4�, /�'"��M� m"�  ���� "�B &�  
  

���G  ���{�  ��"� &�) ���� ��+"8 �+  E��"� &.�� "+P#���� ��.+�# 4  B��� 7.' 7��� "+, ��	:  
2

2 2 2 2
3 4

2
= + + = + + = − − +; ;

z
u x y z v xy yz z w xz  

  

 �� �� � �?���4 ���"� ���.+�4�  .�+"8 �+����� �0!"O"�^ � 

R	��:  
5

2 2 2

y z y
z i j kζζζζ

 
= − + + − 

 

� � � �
  !6L  

  

���8   �@�B �� ��"� ��.��xy��� 7.' 7��� "+, ��	B �� :  

2 3 3 2u x y v x y= − = −;  
7"+�� $	1 ���4� ��.I� & C ������ ��  "+, &�� ��.+�4� ���.  

( ) ( )2 2
1 6 4C x y− + − =:  

 


