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 حل مسائل الاستیسیته: 4فصل 

بینی حرکت یک جسم جامد تحت نیروهای اعمال چه گفته شد، حل مسائل الاستیسیته یا برای پیشچنان

شده است و یا پیدا کردن تغییر شکل جسم جامد در حالت تعادل. نیروهای اعمالی یا نیروهای سطح هستند 

شوند. معادلات بدنی هستند که با فاصله اعمال میشوند و یا نیروهای که توسط تماس مستقیم اعمال می

 عمده به طور اختصار چنین است:

 معادلات تعادل )نوع اول(: (1

𝜎𝑖𝑗,𝑖 + 𝑓𝑗 = 𝑜  (= 𝜌𝑢̈𝑗) 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 

 رابطه تنش و کرنش)نوع دوم(: (2

2𝐺 𝜀𝑖𝑗 = (𝜎𝑖𝑗 −
𝜈

1 + 𝜈
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗) 

𝜎𝑖𝑗 = 2𝐺 (𝜀𝑖𝑗 +
𝜈

1 − 2𝜈
𝜀𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗) 

 رابطه کرنش و تغییرشکل )نوع سوم(: (3

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

 باشد:بنابراین تعداد معادلات و مجهولات در مسائل الاستیسیته چنین می

 تعداد معادلات

 معادله از نوع اول 3

 معادله از نوع دوم 6

 معادله از نوع سوم 6

15 

 عداد مجهولاتت

 𝜎𝑖𝑗مجهول  6

 𝜀𝑖𝑗مجهول  6

 𝑢𝑖مجهول  3

15 

دلیل وجود معادلات بنابراین به صورت نظری مسائل الاستیسیته باید از نظر ریاضی قابل حل باشند. به

 )حدی( برای حل مسائل نیاز است: 1دیفرانسیل، شرایط مرزی

𝑆𝑗
(𝑛)

= 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑖 

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖
𝑜 

 در بعضی از مواقع ممکن است شرایط اولیه نیز نیاز باشد.

                                                      
1 Boundary Condition 
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 به طور کلی دو روش کلی برای حل مسائل الاستیسیته وجود دارد.

آیند. جانمایی دست میها بهها به شکل تابعی از تغییرشکلبا استفاده از معادلات نوع دوم و سوم، تنش (1

دهد. این روش برای مواقعی ها را نتیجه میلی از تغییرشکلآنها در معادلات نوع اول، معادلات دیفرانسی

 صفر نیست، الزامی است. در این روش ممکن است شرایط مرزی لازم باشد. 𝑢̈که 

اند، ها داده شدهصفر است( و شرایط مرزی با تنش 𝑢̈هنگامی که عبارات اینرسی وجود ندارند )یعنی  (2

ها دست آورد. سپس با استفاده از معادلات نوع دوم کرنشبه توان از معادلات نوع اولها را میتنش

های واقعی که کرنشآیند. در این روش باید از روابط سازگاری برای مطمئن شدن ایندست میبه

 آیند.دست میها از معادلات نوع سوم بهاند، استفاده نمود. تغییر شکلدست آمدهبه

های غیرمستقیم و شبه معکوس مانند ه ایزوتراپیکی، از تعدادی از روشهای الاستیسیتحلبرای ساده کردن راه

های مقداری و شود، پتانسیلهایی که به تغییرشکل مربوط میشود. پتانسیلهای پتانسیلی استفاده میروش

دل های متعاتنش هایی که سیستمهستند. پتانسیل 2نیوبر-و توابع پاپکوییچ 1برداری مانند بردارهای گلرکین

 باشند.می 4موررا-و توابع تنش ماکسول 3آورند، تابع تنش ایریوجود میرا به

 :5معادلات ناویر

 ناویر معادلات تعادل را بر حسب تغییرشکل داده است

(𝜆 + 𝐺)𝑢𝑗,𝑗𝑖 + 𝐺𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑓𝑖 = 0 

(𝜆 + 𝐺)∇̅(∇̅. 𝑢̅) + 𝐺∇2𝑢 + 𝑓̅ = 0 

 دست آورید.که در تکالیف است و به

 ئوری هلمهولزت

 توان رابطه زیر را نوشتمی 𝑢̅(𝑥𝑖)برای هر میدان برداری 

𝑢̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ + 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝜓̅ 
𝑢𝑖 = 𝜙,𝑖 + 𝑒𝑖𝑗𝑘𝛿𝑗𝜓𝑘 

 باشند.میدان برداری می 𝑢̅پتانسیل برداری و  𝜓̅پتانسیل اسکالر و  ∅که در اینجا 

                                                      
1 Galerkin 
2 Papkovich-Neuber 
3 Airy Stress Function 
4 Maxwell-Morera 
5 Navier Equations 
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 پتانسیل کرنشی لایم

 صفر شود. 𝜓̅در تئوری هلمهولز، فرض کنید 

2𝐺𝑢̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙  2 ∇  یا𝜙 = 0  

2𝐺𝑢𝑖 = 𝜙,𝑖   

 شود.پتانسیل کرنشی لایم نامیده می 𝜙که در اینجا 

 بردار گلرکین

 در تئوری هلمهولز، اگر

𝜓𝑘 = −2(1 − 𝜈)𝑒𝑘𝑙𝑚𝐹𝑚,𝑙 

2𝐺𝑢𝑖 = 2(1 − 𝜈) 𝐹𝑖,𝑗𝑗 − 𝐹𝑗,𝑗𝑖 

2𝐺𝑢̅ = 2(1 − 𝜈) ∇ 2𝐹̅ − 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑑𝑖𝑣 𝐹̅) 

 شودهارمونیک میصفرباشد، یک تابع بای 𝑓𝑖بردار گلرکین است و اگر نیروی بدنی  𝐹𝑖که در اینجا 

∇ 2∇ 2 𝐹𝑖 =
−𝑓𝑖

(1 − 𝜈)
= 0 

 با هم برابر باشند. های یکسان را تعریف کنند، بایدجاییهنگامی که بردارهای گلرکین جابه

 تابع کرنش لاو )لاوی(

𝐹3هنگامی که بردار گلرکین فقط یک مؤلفه غیر صفر داشته باشد، مثلاً  = 𝐹.̅ 𝑒̅3 این مؤلفه تابع کرنش لاو ،

 شود.شود و چنین نشان داده مینامیده می

F3=Z 

 نیوبر-های پاپکویچپتانسیل

2𝐺𝑢̅ = 4(1 − 𝜈) 𝐹̅ − 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑟. 𝜙̅ + 𝜙̅0) 

2𝐺𝑢𝑖 = 4(1 − 𝜈) 𝜙𝑖 − 𝜕𝑖(𝑥𝑗𝜙𝑗 − 𝜙0) 

∇ 2 𝜙𝑖 = 0   ∇ 2 𝜙0 = 0 

 یگانه و منحصر به فرد نیست. 𝜙̅توجه داشته باشید که انتخاب ضرایب برای 
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 یادآوری

𝜕𝜙

𝜕𝑥
+

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+

𝜕𝜙

𝜕𝑧
 ∇𝜙 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙 = 𝜕𝑖𝜙 

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
 𝑑𝑖𝑣 𝑉̅ = ∇̅. 𝑉̅ = 𝜕𝑖𝑉𝑖 = 𝑉𝑖,𝑖 

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑦
 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉̅ = ∇̅ × 𝑉̅ = 𝑒𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑉𝑅 = 𝑒𝑖𝑗𝑘𝑉𝑘,𝑗 

 ∇2𝜙 = ∇̅. ∇̅𝜙 = 𝜕𝑖𝑖𝜙 = 𝜙,𝑖𝑖 

 های اساسی با استفاده از توابع هارمونیکلح

 Aالف( راه حل 

2𝐹∇) اگر تابع پتانسیل یک تابع هارمونیک باشد = دست آوردن صورت زیر از آن برای بهتوان به، می(0

 میدان تنش و کرنش استفاده نمود:

2𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
 ) 𝐹 

𝜀 = 𝛻̅. 𝑢̅ = 𝜕𝑖𝑢 = 0 

2𝐺𝑢𝑖 = 𝐹,𝑖 ⟹ 2𝐺𝑢̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹  اگر 

2𝐺𝑢𝑥 =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
 2𝐺𝑢𝑦 =

𝜕𝐹

𝜕𝑦
 2𝐺𝑢𝑧 =

𝜕𝐹

𝜕𝑧
 یعنی 

𝜀𝑥𝑥 =
1

2𝐺

𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
 𝜀𝑦𝑦 =

1

2𝐺

𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
 𝜀𝑧𝑧 =

1

2𝐺

𝜕2𝐹

𝜕𝑧2
 

میدان 

 نشکر

𝜀𝑥𝑦 =
1

2𝐺
[

1

2
(

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
)]  𝜀𝑥𝑧 =

1

2𝐺

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑧
 𝜀𝑦𝑧 =

1

2𝐺

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑧
  

𝜎𝑥𝑥 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
 𝜎𝑦𝑦 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
 𝜎𝑧𝑧 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑧2
 

میدان 

 تنش

𝜎𝑥𝑦 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑧
 𝜎𝑦𝑧 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑧
 𝜎𝑥𝑧 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑧
  

 

 )با استفاده از تابع کرنش لاو( Bب( راه حل 

2𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = 𝑧 (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑍 − [0,0, (3 − 4𝜈)𝑍] 
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𝐺𝜀 = −(1 − 2𝜈)
𝜕𝑍

𝜕𝑧
 ∇2𝑍 = 0 

2𝐺(𝑢𝑖) پس = 𝑧𝑍,𝑖 − (3 − 4𝜈)
𝜕𝑧

𝑥,𝑖
 

2𝐺𝑢̅ یا = 𝑧 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑍 − (3 − 4𝜈)𝑍 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑧 
,𝑥)در مختصات  𝑦, 𝑧): 

𝜎𝑥𝑥 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑥2
− 2𝜈

𝜕𝑍

𝜕𝑧
 

𝜎𝑦𝑦 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
− 2𝜈

𝜕𝑍

𝜕𝑧
 

𝜎𝑧𝑧 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑧2
− 2(1 − 𝜈)

𝜕𝑍

𝜕𝑧
 

𝜎𝑥𝑦 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝜎𝑦𝑧 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑧
− (1 − 2𝜈)

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 

𝜎𝑧𝑥 = 𝑧
𝜕2𝑍

𝜕𝑧𝜕𝑥
− (1 − 2𝜈)

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 

 

 :Cج( راه حل 

2𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = 𝑥 (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑋 − [(3 − 4𝜈)𝑋, 0,0] 

𝐺𝜀 = −(1 − 2𝜈)
𝜕𝑋

𝜕𝑥
 ∇2𝑋 = 0 

2𝐺(𝑢𝑖) پس = 𝑥𝑋,𝑖 − (3 − 4𝜈)𝑋𝑥,𝑖  

2𝐺𝑢̅ یا = 𝑥 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑋 − (3 − 4𝜈)𝑋 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑥 

 

 :Dد( راه حل 

2𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = 𝑦 (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑌 − [0, (3 − 4𝜈)𝑌, 0] 
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𝐺𝜀 = −(1 − 2𝜈)
𝜕𝑌

𝜕𝑦
 ∇2𝑌 = 0 

2𝐺(𝑢𝑖) پس = 𝑦𝑌,𝑖 − (3 − 4𝜈)𝑌𝑦,𝑖  

2𝐺𝑢̅ یا = 𝑦 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑌 − (3 − 4𝜈)𝑌 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑦 

 :Eد( راه حل 

𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = (
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
, 0) 

𝜀 = 0 ∇2𝜓 = 0 

𝐺(𝑢𝑖) پس = 𝑒𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝜓  

𝐺𝑢̅ یا = ∇̅𝜓 

,𝑥) در مختصات 𝑦, 𝑧): 

𝜎𝑦𝑧 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑧𝜕𝑥
 𝜎𝑥𝑥 = 2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝜎𝑦𝑥 =
𝜕2𝜓

𝜕𝑦𝜕𝑧
 𝜎𝑦𝑦 = −2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝜎𝑥𝑦 =
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
 𝜎𝑧𝑧 = 0 

 

,𝑟)در مختصات  𝜃, 𝑧): 

𝜎𝜃𝑧 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝜃𝜕𝑧
 𝜎𝑟𝑟 =

2

𝑟2
[𝑟

𝜕2𝜓

𝜕𝑟𝜕𝜃
−

𝜕𝜓

𝜕𝜃
] 

𝜎𝑟𝑧 =
1

𝑟

𝜕2𝜓

𝜕𝜃𝜕𝑧
 𝜎𝜃𝜃 = −𝜎𝑟𝑟 

𝜎𝑟𝜃 =
1

𝑟2
[
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
+ 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
− 𝑟2

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
] 𝜎𝑧𝑧 = 0 
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  1اصل سوپرپوزیسون

نیروهایی باشند که در یک نقطه اعمال  2Pو  1Pاگر 

جایی برابر با مجموع شوند، پس برایند جابهمی

جایی که ایجاد کرده و جابه 1Pجایی که نیروی جابه

توان ایجاد کرده خواهد بود. بنابراین می 2Pنیروی 

 نوشت که:

𝑢𝑖 = 𝑎𝑖𝑗𝑃𝑗    𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3  
که کدام نظر از ایناست، صرف 𝑃𝑗مستقل از  𝑎𝑖𝑗که 

𝑃𝑗 .اول اعمال شده است 

 

 
 

 2اصل سینت ونانت

میدان تنش و کرنش ایجاد شده توسط سیستم نیروهایی که استاتیکی برابر نیروی صفر و گشتاور صفر باشند، 

 ها قابل اغماض است.ای دور از محل اعمال آندر فاصله

 
 

 ها یکنواخت خواهد بود.ها و کرنششنظر از نحوه بارگذاری، در فاصله دور از محل بارگذاری تندر نتیجه صرف

 

 

                                                      
1 Principle of Superposition 
2 Saint Venant’s Principle 
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