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 تئوری الاستیسیته: 1فصل 

 در مسائل الاستیسیته با دو نوع نیرو سر و کار داریم

شوند که توسط تماس مستقیم اعمال می 1نیروهای سطح (1

      مانند فشار و...

شوند ای اعمال مییا حجمی که با فاصله 2نیروهای بدنی (2

      مانند وزن بر واحد حجم

 

 مسئله اصلی الاستیسیته

  3کت = الاستو سینماتیکپیش بینی حر (1

 4جایی )خیز( زمانی که جسم در تعادل است = الاستو استاتیکهپیش بینی جاب (2

 مدل ساده

 5یک محیط پیوسته (1

معادله دیفرانسیل  طور پیوسته در سرتاسر جسم پخش شده استماده به

 نسبی

 خیزهای کوچک: (2

توان د، خیز کوچک است و در نتیجه میاگر جسم بدنه خیلی نرم نباشمثال: 

 حل را بر اساس هندسه اولیه فرموله کرد.

 6مواد الاستیک خطی (3

 روابط بین تنش و کرنش خطی و مستقل از زمان هستند.

                                                      
1 Surface Forces 
2 Body Forces 
3 Elasto-Kinetic 
4 Elasto-Static 
5 A Continuum 
6 Linear Elastic Materials 

 جایی ممکن است معلوم باشدابهج
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 1ایزوتراپی (4

 .خواص مستقل از جهت است

 2همگونی (5

 ماده همان خواهد بود. صهر چقدر هم حجم بسیار کوچک ماده را در نظر بگیریم خوا

 نشت

 علامت گذاری

تانسور تنش، یک تانسور درجه دو است و لذا مقدار تنش 

ای ایندیس اول صفحهشود. با دو ایندیس مشخص می

دهد و ایندیس شود را نشان میکه تنش بر آن اعمال می

ها دهد. بنابراین اگر ایندیسدوم جهت تنش را نشان می

اشند یکسان باشند، تنش عمود بر صفحه و اگر یکسان نب

 شود.موازی صفحه اعمال می

1-  

 تعریف

 Fیک جسم ماده تحت بارگذاری اعمال شده، در تعادل و یا در حرکت را درنظر بگیرید. نیروهای داخلی 

 آیند.شوند به وجود میایجاد می n-nدر سطوح داخلی که توسط صفحه برش داده شده 

 

                                                      
1 Isotropy 
2 Homogeneity 
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در یک  مقدار ولی مخالف در جهت هستند.های داخلی همیروها و عکس العملبر اساس قانون سوم نیوتن ن

را تراکشن و یا  Pنزدیک نقطه داخلی  AΔروی مساحت داخلی  بر �̅�∆ی نهایت، نیروی داخلماده با ابعاد بی

 نامیم.بردار تنش می

( )
( ) lim

0

n
Fn

T
AA


  

  

عمودی  مؤلفهده است را به یک وارد ش AΔه بر روی مساحت ک �̅�(𝑛)∆توان کل نیروی مشخص است که می

 پس:  باشند. x, y, zبردارهای واحد در جهات  ،�̅�𝑧 و �̅�𝑥، �̅�𝑦 بردار واحد و 𝑛اگر  برشی تقسیم کرد. مؤلفه و دو

�̅� = �̅�𝑥. �̅�𝑥 + �̅�𝑦 . �̅�𝑦 + �̅�𝑧. �̅�𝑧 

 همچنین

( ) ( )n n
T T




  

 شود.هنگامی که تراکشن برروی سطوح بسته منجر به نیرو و ممان صفر شود، بردار تنش خودتعادل نامیده می

 1)کوشی( فرمول کاشی

nاگر یک صفحه در مقطع  n   که از نقطهP گذرد قطع شود، بردار تنش می( )n
T

 دست جدیدی به

 آید که بردار تنش به جهت صفحه بریده شده بستگی دارد.آید. به نظر میمی

 

 در نظر بگیرید. aو شتاب  mΔحالا یک تتراهدرون نشان داده شده در شکل با وزن 

                                                      
1 Cauchy Formula 
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𝐹̅̅̅̅∆ صورتنیروهای داخلی بر روی هر صفحه برش داده شده به (−𝑥) ،∆𝐹̅̅̅̅ (−𝑦) ،∆𝐹̅̅̅̅ (−𝑧)  و∆𝐹̅̅̅̅ (𝑛)  نشان داده

 :با به کارگیری قانون دوم نیوتن داریم صفحه برش است. رگر بردار عمود بنمای داخل پرانتز نمایان شده است.

( ) ( ) ( ) ( )n x y z f V maF F F F
          

  

f= 1نیروی بدنی 

m V     

1

3
V x y z h A       

 جا:که در این

AΔ ت سطح عمود بر بردار = مساحn .است 

h  فاصله عمود از نقطه =P  تا سطح عمود بر بردارn .است 

 دانیم کهور میطهمین

( ) ( )x xF F     

 پس

1( ) ( ) ( ) ( )

3

n x y z f V h AaF F F F         
  

 :داریم که

                                                      
1 Body Force   
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cos( , ) ( ). xA n x A n eA x     

cos( , ) ( ). yA n y A n eA y     

cos( , ) ( ). zA n z A n eA z     

0Aتقسیم کرده و در حد  AΔدو طرف معادله را بر   در نقطه ،P رابطه بین ،( )n
T  وn دست به

 آید.می

1 1
( )( ) ( )( ) ( . )( . ) ( . ) 3 3lim lim { }

0 0

y f Ah Ahax zn nen nF ye eF FF x z
A A AA A AA A x y z

 
      

       

 

0 , , , 0x y zA hA A A        

( )
( ) ( ) ( ) ( )lim ( . ) ( . ) ( . )

0

n
Fn x y zn n ne e ex y zT T T T

AA

    
 

  

( ) ( ) ( ) ( ).[ ]n x y zn e e eT T T Tx y z       Cauchy Formula 

 :های آن بنویسممؤلفهها را برحسب این رابطه به عنوان فرمول کاشی معروف است. اگر تراکشن

 

( )

( )

( )

x
e e eT xx xy xzx y z

y
e e eT yx yy yzx y z

z
e e eT zx zy zzx y z

  

  

  

  

  

  

  

( ) .{

}

n n e e e e e e e eT xx xy xz yxx x x y x z y x

e e e e e e e e e eyy yz zx zy zzy y y z z x z y z z

   

    

   

    
  

 جاینکه در ا

n n n ne e ex y zx y z     
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( ) .n nT     

 یا به این صورت

( )

( )

( )

n
n n nT x y zxx yx zxx

n
n n nT x y zxy yy zyy

n
n n nT x y zxz yz zzz

  

  

  

  

  

  

 ( )} n
T n jjii  

  

)در نتیجه اگر  )x
T

 ،( )y
T،

( )z
T  وn  ،معلوم باشند( )n

T آید. در هر نقطهدست میبه راحتی به P 

 شوند.مشخص می های سه صفحه عمود برهم کاملا ها توسط تنشتنش

 در مختصات کارتزین )مستطیلی(:

[ ]

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

  

   

  

 
 
 


 
 
 
 

  

 ای )قطبی(:در مختصات استوانه

[ ]

rr r rz

r z

zr z zz

  


   
  

  


 
 
 
 
 
 

 

 صات کروی:در مخت

[ ]

RR R R

R

R
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 خصوصیات حالت تنش

 تقارن (1

 

 

 

 

[( ) ] [( ) ]0M d d d d d dxy z y x yx x z yzi

xy yx

 

 

 



  

 همچنین

zxxz

zyyz

 

 




  

 دست آورد.یق بهرتوان بدین طرا می 1لیتانسور تنش، یک تانسور متقارن مرتبه دو است. مقدار و جهات اص

 = 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

  

   

   







 0 

 که معادله مشخصه آن:

3 2 0I II III          

,های که ریشه ,1 2 3   های اصلی هستند. در اینجا دست آمده همان تنشهب, ,I II III  
ضرایب  

  اند:ثابت تانسور تنش می باشند و بدین گونه داده شده

                                                      
1 Eigen Values & Eigen Vectors 
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11 22 33

2 2 2
1 2 2 3 1 3

2 2 2
1 2 32

xx yy zz

xx yy yy zz zz xx xy yz zx

xx yy zz xx yz yy zx zz xy xy yz zx

I

II

III





     

              

              

   

      

   

 

 .بدین صورت داده شده است شنسور تنات 1قسمت کروی

1 2 3

3 3

xx yy zz     


   
     

 .دهیمنشان می S را با  2ضرایب متغیر تانسور تنش

xx xx

yy yy

zz zz

xy xy

yz yz

zx zx

S

S

S

S

S

S













 

 

 







  

 .ها را تعیین کنیدهای اصلی و جهات آنمثال: مقادیر تنش

3 1 1

1 0 2

1 2 0

ij

 
     
  

  

2 2 2

2 2 2

3 2 3 2

1 2 3

3

6

2 8

3 6 8

4

0

1 2

0

xx yy zz

xx yy yy zz zz xx xy yz zx

xx yy zz xx yz yy zx zz xy xy yz zx

MPa MPa M

I

II

III

I I
P

II
a

II





  

  

        

           

    
  



 

 

     

  

    
  

  

1 برای 4MPa  

                                                      
1 Spherical Part 
2 Stress Deviator 
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1

1

1

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

  

  

  







=  

1 1 1

1 4 2 0

1 2 4

x

y

z

n

n

n

  
  
 
   

  

 
22 2 2 2 2

2

6

1

6

1

6

0

4 2 0

02 4

4 02

2 2

1 12

1

6

x y z

x y zx y z

x y z

y z y z

y z x y z

x y z y yy

y

x

y

z

n n n

n n nn n n

n n n

n n n n

n n n n n

n n n n nn

n

n

n

n

   
    


 

  

   

    

 

 
   
    
   
    

 

  

2 همچنین برای 1MPa  

1

3

1

3

1

3

x

y

z

n

n

n





 
   
   
   
    

 

 

3 ایو بر 2MPa  

0

1

2

1

2

x

y

z

n

n

n
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 (A-1-4انتقال تنش: )شکل  -5-2-1

 

 هم باشند، پس: های جهتی بین دو سیستم مختصات عمود برکوسینوس ijaاگر 

( ) ( )ij ip jq pqa ax x           i,j,p,q=1,2,3 

 یا

2 2 2
11 11 11 22 12 33 13 12 11 12 13 11 13 23 12 13

2 2 2
22 11 21 22 22 33 23 12 21 22 13 21 23 23 22 23

2 2 2
33 11 31 22 32 33 33 12 31 32 13 31 33 23 32 33

12 11 11 21 1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

(

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a

      

      

      

  

    

    

    

  2 31 13 21 12 11 22 12 32 13 22

13 11 23 12 33 13 23

23 11 21 21 22 31 23 31 12 21 22 22 32 23 32

13 21 23 22 33 23 33

13 11 11 21 12 31 13 31 12 11 22 12 32 13

() )

( )

( () )

( )

( () )

a a a a a a a

a a a a

a a a a a a a a

a a a a

a a a a a a a

   

  

      

  

      

   

  

     

  

      32

13 11 23 12 33 13 33( )

a

a a a a     

 ای:ات عمودی کارتزین و مختصات استوانهانتقال تنش بین مختص

z θ r 𝑎𝑖𝑗 
0 −𝑠𝑖𝑛 𝜃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 x 
0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 y 
1 0 0 z 
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 در نتیجه 
22

2

2

sin 2 sincos

sin 2 cos
2

sin 2sin cos 2

sincos

sin cos

( )

rr xx xy yy

r yy xx xy

xx xy yy

rz xz yz

z xz yz

zz zz

 

 

 



 

   

   

   

  

  

 



 

 



 



  

 و برعکس
22

22

sin 2sincos

cos sin 2sin

sin 2 cos 2
2

sincos

sin cos

( )

xx rr r

yy rr r

zz zz

xy rr r

zx zr z

zy zr z

  

   

  

 

  

   

   

 

   

  

  



 



 





  

 مودی:ضرایب انتقال بین مختصات کروی و ع

φ θ R 𝑎𝑖𝑗 
𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠 𝜃 x 
𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃 y 
−𝑠𝑖𝑛 𝜑 0 𝑐𝑜𝑠 𝜑 z 

 ایضرایب انتقال بین مختصات کروی و استوانه

φ θ R 𝑎𝑖𝑗 
𝑐𝑜𝑠 𝜑 0 𝑠𝑖𝑛 𝜑 r 
0 1 0 θ 

−𝑠𝑖𝑛𝜑 0 𝑐𝑜𝑠 𝜑 z 
 

 °45 تنش را به مختصات قطبی با زاویه رو است. اینهصورت روبماتریس تنش در مختصات دکارتی به مثال:

 صات تعیین کنید.تانتقال دهید. ثابت های تانسور تنش را در هر دو مخ
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4 1 2

1 6 0

2 0 8
ij

 
 
 
  

  
  

 

22

2

2

6sin 2 sincos

sin 2 1cos
2

4sin 2sin cos 2

2sincos

2sin cos

8

( )

MParr xx xy yy

MPar yy xx xy

MPaxx xy yy

MParz xz yz

MPaz xz yz

MPazz zz

 

 

 



 

   

   

   

  

  

 



 

  

  

 

  



  

6 1 2

1 4 2

2 2 8

ij

 
 

 
 

  

   
 

 در مختصات دکارتی:

2 2 2

2 2 2

2 2

4 6 8 18

4(6) 6(8) 8(4) 1 0 4 99

2

4(6 8) 6(2) 8(1) 160

xx yy zz

xx yy yy zz zz xx xy yz zx

xx yy zz xx yz yy zx zz xy xy yz zx

MPI

II

III

a

MPa

MPa





  

        

           

   

    

     

 

   



  

 در مختصات قطبی:

2 2 2

2 2 2

2

18

6(4) 4(8) 6(8) 1 2 2 99

2

6(4 8) 6(2) 4(2) 8(1) 2(1 2 2) 160

rr zz

rr zz zz rr r z zr

rr zz rr z zr zz r r z zr

I

II

I

MPa

MP

I

a

MPa

I
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 1تنش بیضوی لیم

 :توان نوشتراستا با جهات )مختصات( اصلی تانسور تنش باشند پس میهم I, II, IIIاگر صفحات 

2 2 2
( ) ( ) ( )

1I II III

I II II

n n n

I

T T T

  

     
       

          

  

 آید.دست میکشن بهاند که به وسیله نوک بردار ترکمیسطح یک حجم بیضوی را معرفی  ،که این رابطه

 

 معادلات تعادل

 قانون اول نیوتن:

xx

yy

zz

maF

maF

maF







  

 را درنظر بگیرید. xتعادل در جهت  (1

                                                      
1 Lame Stress Ellipsoid 
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  2نیروهای جسمی                                                        1روی شتابنی                       

 

( ) ( )

( )

yxxx dydz dxdzxx yxxx yx

zx dydxzx zx x x

dx dy
x y

f dxdydz dmadz
z

  

 



 

   
     

    

    
 

  

dmبا استفاده از  dxdydz  

 :و با ساده کردن معادله

yxxx zx
xxf a

x y z

  
    

  
  

 آیند.دست میمعادلات زیر به z و yبه همین ترتیب برای تعادل در جهات 

yy xy zy
y y

yzzz xz
z z

af
y x z

af
z x y

  


  

  
   

  

    
  

  

                                                      
1 Acceleration Force 
2 Body Forces 
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 معادله تعادل )فرم انتگرالی(:

dm dv 

fنیروی جسمی    

aشتاب    

( )( ) 0n

v s
f a dv T dA     

یا 

( )( ) 0n
i i iv s

f a dv T dA     

aجایی باشد پس هبردار جاب uاگر  u  وadv udv   و همچنین داریم که

( )n
i ji j

T n :پس می توان نوشت 

( ) jin
i j ji

j

T dA n dA dv
x





   


  

 و یا:

( ) 0
ji

i i

j

f u dv
x





   


 

 انتخاب شده و صفر نیست پس:طور دلخواه هب dvکه چون

0
ji

i i
j

f u
x









    

)برداری:   )f u     

 :i=1برای مثال اگر 

yxxx zx
x x

uf
x y z
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 شرط تعادل ممان:

0OM    

( )( ) 0n

v s
r f u dv r T dA        

 بردار مکان است. rجا که در این

( ) ( )

ijk j k

ijk j k

n n
ijk j k ijk j p pk

r f e x f

r u e x u

r T e x T e x n

 



 

 

  

  

12 21

23 32

13 31

[ ] [ ]

{ [ ] } 0

3

0 1

2

pk
ijk j p pk ijk pj pk ijk js v

p

pk
ijk j k k ijk jkv

p

ijk jk

e x n dA e e x dv
x

e x f u e dv
x

i

e i

i


  


 

 

  

 


  




    



 


    
  

  

 یا

123 23 132 32
10e e i     

گیریم که پس نتیجه می
ij ji

   یا متقارن است. 

جا که در این
ijk

e باشد.( می1سور جایگشت )گردشتان 

𝑒𝑖𝑗𝑘 =

{
 
 

 
 +1 𝑖𝑗𝑘 گردش زوج 1، 2 و 3 باشد

0 اگر هر ایندیسی تکرار شود

−1 𝑖𝑗𝑘 گردش فرد 1، 2 و 3 باشد

 

                                                      
1 Permutation 
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ijk pqk ip jq iq jp
e e        


𝑖𝑗
= {

1 𝑖 = 𝑗

0 𝑖 𝑗
 

 که
𝑖𝑗

 است. نسور ایزوتروپیک یا دلتای کرونیکلات 

2

6

ijk pjk ip

ijk ijk

e e

e e




  


