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توانمیمعین،اطمینانسطحیکگرفتننظردرباوآماریاستنباطمختلفهایروشازاستفـادهبا❑
.دادتعمیمجـامعهبهراتصـادفینمونهازبه‌دست‌آمدهنتایج

:شودمیزیرمواردشاملاستنباطیآمارهایروش❑

آماری،هایفرضیهآزمونازمنظور.(Hypothesis Testing)آماریهایفرضیهآزمون(الف✓
پارامترروش،ایندر.می‌شودمطرحجامعهپارامترمورددرکهاستفرضیه‌هایییاادعاهابررسی
.ودشمیپرداختهجامعهپارامترمقدارمورددرادعاهاییبررسیبهتنهابلکهشود؛نمیبرآوردجامعه

نمونه،ازبه‌دست‌آمدههایآمـارهکمکبهروش،ایندر.جـامعهمجهولپـارامتربرآورد(ب✓
دوبهبرآورداین.شودارائهجامعهمجهولپارامترواقعیمقدارازتخمینییابرآوردشودمیسعی

.شودمیانجامفاصله ایواینقطهصورت

مقدمه
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؛جـامعهمجهولپـارامتربرآوردروش های❑

آمارهمقدارتصادفی،نمونهدرشدهمشاهدهمقادیرکمکبهروش،ایندر:اینقطهبرآورد•

استواضح.شودمیارائه(θ)جامعهمجهولپارامترازتخمینیعنوانبه(෠θ)نمونهازبه‌دست‌آمده

حلبرای.دکرخواهندتغییرنیزبه‌دست‌آمدهاینقطهبرآوردهاییابد؛تغییرتصادفینمونهاگرکه

.نموداستفادهایفاصلهبرآوردازتوانمیقابل‌اطمینان‌تر،برآوردیکارائهومشکلاین

وصادفیتنمونهیکداشتنباتنهاتوانمیای،نمونههایتوزیعمفهومکمکبه:ایفاصلهبرآورد•

ارامترپبرایپایینوبالاحدودعنوانبهراایفاصلهمعین،اطمینانسطحیکگرفتننظردربا

.شودمیگفتهایفاصلهبرآوردروش،اینبه.نمودبرآورد،(میانگینمثلاً)جامعهمجهول

مقدمه
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.بیازماییمراآنمی‌خواهیمکهاستجامعهپارامترهاییاوجامعهتوزیعدربارهحدسییافرضیهآماری،فرضیه❑

رضیهفبودندرستگیری،نمونهازبه‌دست‌آمدهنتایجکمکبهشودمیتلاشآندرکهاستآزمونیفرضیه،آزمون❑

.گرددبررسیآماری

آیاکهیمدهپاسخسؤالاینبهتصادفی،گیرینمونهیکازبه‌دست‌آمدهشواهدازاستفادهباخواهیممیفرضیهآزموندر❑

دارد؟مطابقتجامعهپارامترواقعیمقداربافرضیهدرادعاموردمقدار

.استکیلـومتربرسـاعت95راه،یکازقطعه‌ایدرخودروهاترددسرعتمتوسطکهاستشدهادعاکنیدفرض؛1_مثال❑

ایندرخودروهاترددسرعتمتوسطآیابدانیمخواهیممی،قطعهایندرخودروهاسرعتازتصادفینمونهیککمکبه

خیر؟یادارد(کیلـومتربرسـاعت95)ادعاموردمقداربامعناداریتفاوتقطعه

oکهیمدهپاسخسؤالاینبهکنیممیتلاش(ادعاموردعددبانمونهمیانگینمقایسهو)جمع‌آوری‌شدههایدادهازاستفادهبا،درواقع

تصادفیازناشیتنها،(کیلومتربرساعت95)ادعاموردمقدارو(کیلومتربرساعت93.4مثلا)نمونهمیانگینمیانِشدهمشاهدهتفاوتآیا

؟داردمعناداریتفاوتادعاموردمقدارباواقعاقطعهایندرترددسرعتمیانگینکهاینیااست؛گیرینمونهبودن

فرضیهآزمون
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.بیازماییمراآنمی‌خواهیمکهاستجامعهپارامترهاییاوجامعهتوزیعدربارهحدسییافرضیهآماری،فرضیه❑

رضیهفبودندرستگیری،نمونهازبه‌دست‌آمدهنتایجکمکبهشودمیتلاشآندرکهاستآزمونیفرضیه،آزمون❑

.گرددبررسیآماری

آیاکهیمدهپاسخسؤالاینبهتصادفی،گیرینمونهیکازبه‌دست‌آمدهشواهدازاستفادهباخواهیممیفرضیهآزموندر❑

دارد؟مطابقتجامعهپارامترواقعیمقداربافرضیهدرادعاموردمقدار

کاهشکیلومتربرساعت80بهکیلـومتربرسـاعت90ازدوطرفه،جـادهیکدرترددمجازسرعتکنیدفرض؛2_مثال❑

اوتتفآیابدانیمخواهیممیشده،آوریجمعاقداماینازبعدوقبلدرکهتصادفینمونهدوکمکبه.استداده‌شده

خیر؟یااستدادهرخحالتدوایندرخودروهاترددسرعتمیانگینمیانمعناداری

o،دررددتسرعتمیانگیندرشدهمشاهدهتفاوتآیاکهدهیمپاسخسؤالاینبهتاکنیممیاستفادهجمع‌آوری‌شدههایدادهازدرواقع

معناداریتفاوتیکدیگرباحالت،دوایندرترددسرعتمیانگینکهاینیااست؛گیرینمونهبودنتصادفیازناشیتنهانمونه،دواین

؟(استگذاشتهمعناداریتأثیرخودروهاترددسرعتمیانگینرویبرمجازسرعتکاهش)دارند

فرضیهآزمون
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.پردازدمیفرضیهآنصحتمیزانبررسیبهگرتحلیلسپس،شود؛میمطرحادعایافرضیهیکابتدافرضیه،آزموندر
یهفرضهاینامبهرقیب،فرضیهدوباشد،نادرستیادرست(آماریجامعه)واقعیدنیایدراستممکنادعااینازآنجاکه

.می‌شودگرفتهنظردرموردمطالعهموضوعمورددر،(Ha)مقابلفرضیهو(H0)صفر

شود؛میتنظیمشدنردبرایکهاستفرضیه‌ایصفر،فرضیه

.گیردمیقرارصفرفرضیهمقابلدرکهاستفرضیه‌ایمقابل،فرضیه

.شودثابتآنخلافتاشود؛ردصفرفرضیهکهاستاینهدف‌فرضیهآزموندر•

.باشدصفرفرضیهشدنردعدمیاردتحلیل،نتیجهداردامکانموجود،داده‌هایاساسبرترتیب،بدین•

برایادعاموردمقدار»با«نمونهازبه‌دست‌آمدهمقدار»میانمشاهده‌شدهاختلافکهمی‌کندبیانصفرفرضیه•
آمارینظرازمشاهده‌شدهاختلافکندثابتکهمی‌کندسعیآنردباگرتحلیلواست؛تصادفازناشی،«پارامتر
.استمعنادار

موردرمقادیبهنسبتنمونهدرمشاهده‌شدهتفاوت‌هایکهمعناستبدینآماریازنظر«معنادار»اصطلاحبنابراین،•
.نیستگیرینمونهبودنتصادفیبابتازصرفاًادعا،

فرضیهآزمون
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ردبرایگیریتصمیمکهاینبهتوجهبادرعین‌حال،.شوداتخاذمحققتوسطتواندمیکهاستممکنیتصمیمدو H0ردعدمیارد

تصمیمدواینازیکهربنابراین،شود؛میانجامتصادفیگیرینمونهازبه‌دست‌آمدهنتایجاساسبرصفر،فرضیهردعدمیاکردن

.باشدخطادارایتواندمیونبودهقطعیهاگیرینتیجهاینازکدامهیچبه‌عبارت‌دیگر،.باشدهمراهخطاباتواندمی

 فرضیهآزمونیکبرایممکننتایجِ

.هستندموسومدومنوعخطایواولنوعخطایبهکهدهدرخخطانوعدواستممکنفرضیه،آزمونانجامحیندر

نشانαبارااولنوعخطایوقوعاحتمال.استشدهردبه‌اشتباهشود؛ردولیباشدصحیحصفرفرضیهاگر.اولنوعخطای•
-هباول،نوعخطایارتکاباحتمالتجربی،مطالعاتدرمعمولاً.نامندمیآزمونتشخیصسطحیامعناداریسطحراآنوداده

.شودمیتعیینمحققتوسطاختیاریصورت
α=‌P(صفر فرضیه باشد | رد درست صفر (فرضیه

βبااردومنوعخطایوقوعاحتمال.است‌شدهقبولبه‌اشتباهشود؛قبولوباشدنادرستصفرفرضیهاگر.دومنوعخطای•
.دهندمینشان

β=‌P(صفر فرضیه باشد | قبول نادرست صفر (فرضیه

فرضیهآزمون
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 فرضیه؛آزمونهایگام

.مقابلفرضیهوصفرفرضیهتعیین1.

.آزمونبرایقبولقابل(α)معناداریسطحتعیین2.

(صفرفرضیهبودنصحیحفرضبا)آزمون(برآوردگر)آمارهتعیین3.

.(می‌کندپیرویشدهشناختهتوزیعکدامازآزمونآماره)آزمونآمارهاینمونهتوزیعتعیین4.

،«(صفریهفرضردناحیه)بحرانیناحیه»ازمنظور.معناداریسطحومقابلفرضیهنوعآزمون،آمارهاساسبربحرانیناحیهتعیین5.
.ردکردراصفرفرضیهمعین،اطمینانسطحیکباتوانمیبگیرد،قرارناحیهآندرآزمونآمارهاگرکهاستمقادیرازایناحیه

قدارم،صفرفرضیهبودنصحیحفرضبااینجادردرواقع،.گیرینمونهازبه‌دست‌آمدههایهدادکمکبهآزمونآمـارهمحاسبه6.
.گرددمیمحاسبهآزمونآماره

ردبرایلیدلیصورت،اینغیردر.شودمیردصفرفرضیهآنگاهبگیرد؛قراربحرانیناحیهدرآزمونآمارهمقداراگر.نتایجتفسیر7.
.داشتنخواهیمصفرفرضیه

انجاممونآزارهـآماینمونهتوزیعدر(بحرانیناحیه)رـصفهـفرضیردناحیهاساسبر،رـصفهـفرضیردعدماـیردمورددرگیریتصمیم

نمود؟تعیینراآنبایستمیچگونهوچیست«صفرفرضیهردبرایبحرانیناحیه»اما.شودمی

فرضیهآزمون
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مقابل؛فرضیهنوعوصفرفرضیهردناحیهبراساس فرضیهآزموندسته بندی

یکازمونآزآماره«بودنِبیشتریاکمتر»آن،مقابلِفرضیهدرکهآزمونیبه:(طرفهیکα)طرفهیک فرضیهآزمون(الف

.شودمیگفتهطرفهیکآزمونباشد؛مطرح‌شدهادعاموردمقدار

درنقلیهلوسایسرعتمیانگینکهشودمطرحصورتاینبهاستممکنتحقیقفرضیهطرفه،یکآزمونیکدرمثال،برای

.(Ha:μ0<μA)است μ0مقدارازبیشتر Aبزرگراه

.گیردمیقرارآزمونآمارهاینمونهتوزیعازسمتیکدرهموارهبحرانیناحیهطرفه،یکهایآزموندر

است؛توزیعراستسمتدربحرانیناحیهباشد،زیرصورتبهآزمونکهحالتیبرای

H0:μ≤μ0 

Ha:μ>μ0

.داشتخواهدقرارتوزیعچپسمتدربحرانیناحیهباشد،زیرصورتبهفرضیهآزموناگر

H0: μ≥μ0 

Ha: μ<μ0

فرضیهآزمون
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مقابل؛فرضیهنوعوصفرفرضیهردناحیهبراساس فرضیهآزموندسته بندی

قدار‌مقدار‌آماره‌آزمون‌با‌یک‌م«‌عدم‌برابریِ»به‌آزمونی‌که‌در‌فرضیه‌مقابل‌آن،‌(: دوطرفهα)آزمون  فرضیه دوطرفه ( ب

.‌‌شودمورد‌ادعا‌مطرح‌شده‌باشد؛‌آزمون‌دوطرفه‌گفته‌می

نقلیه‌در‌شود‌که‌میانگین‌سرعت‌وسایلبرای‌مثال،‌در‌یک‌آزمون‌دوطرفه،‌فرضیه‌تحقیق‌ممکن‌است‌به‌این‌صورت‌مطرح‌

(.‌Ha: μA≠μ0)،‌تفاوت‌دارد‌μ0با‌مقدار‌Aبزرگراه‌

صورت‌های‌آماره‌آزمون‌قرار‌داشته‌و‌فرضیه‌صفر‌و‌فرضیه‌مقابل‌بدر‌این‌نوع‌آزمون،‌ناحیه‌بحرانی‌در‌دو‌انتهای‌توزیع‌نمونه

:شوندزیر‌بیان‌می

H0: μ=μ0 

Ha: μ≠μ0 

فرضیهآزمون
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،(µ0مانند)مفروضمقداریکبا(µ)جامعهمجهولمیانگینمقداربرابریمورددرفرضیهآزمونانجام

.کنیممیبرآورد(ഥX)نمونهمیانگینآمارهازاستفادهبارا(µ)جامعهمجهولمیانگینابتدا

کردنرددنبالبه،(μ0)جامعهمیانگینبرایمفروضمقداربهഥXنزدیکیمیزانبهتوجهباوفرضیهآزمونکمکبهسپس،

سطحباتوانمیباشند؛داشتههماززیادیفاصلهഥXو µ0اگرکهاستواضح.بودخواهیم(H0:‌μ=μ0)صفرفرضیه

.(می‌شودردH0)استمتفاوتمفروض،مقدارباجامعهمیانگینواقعیمقدارکهگفتمشخصیاطمینان

است؟زیادതXو µ0میانفاصلهبفهمیمکجاازکهاینجاستسؤالاما

مقدارکنیدتصورمثال،برای.داردبستگی(ഥXاستانداردخطاییعنی،) ഥXبرایانتظارموردپراکندگیبهفاصله،اینمیزان
گیرینمونهیکطیکنیدفرضهمچنین.باشد10000بابرابرBجامعهمیانگینمقدارو100بابرابر Aجامعهمیانگینِ
کهشودمیملاحظه.باشد‌آمدهدستبه‌10020بابرابرBجامعهبرایو120بابرابر Aجامعهبراینمونهمیانگینتصادفی،
و Bنمونهمیانگینمیانشدهمشاهدهاختلافنیزوجامعه؛میانگینو Aنمونهمیانگینمیانشدهمشاهدهواحدی20ِاختلافِ
.استنسبیمقداری،Bجامعهواقعیمیانگین

تغییرپذیریِزانمیازنسبیدرککهنیازمندیممفروض،مقداریکبهنمونهمیانگیننزدیکیمیزانتشخیصبرایبنابراین،

/σ)می‌شوداستفادهمیانگیناستانداردخطایازمنظور،اینبرای.باشیمداشتهنمونهمیانگین 𝑛).

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط

Standard Error (S.E.) of mean
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بابرابر(μ0)ادعاموردمیانگینو(ഥX)نمونهدرشدهمشاهدهمیانگینمیاناستانداردشدهتفاوتاندازه
ഥX−μ0
σ/ n

.بودخواهد 

‌اندازهبه nکهشرایطیدرهمومی‌کندپیروینرمالتوزیعیکازXهنگامی‌کههمഥXتوزیع

.می‌باشدنرمال،(≤30n)استبزرگکافی

آنگاه،است؛صحیحصفرفرضیهکنیمفرضوبگیریمنظردرزیرصورتبهراZاگربنابراین،

کند،میپیرویاستانداردنرمالتوزیعازZمتغیر

Z=
ഥX−μ0
σ/ n

 ~N(0 ,1)

Zاگراساس،اینبر
α/2

و Z
1−α/2

چپسمتانتهای/2αاحتمالبامتناظرصدکترتیببهرا‌

بگیریم؛نظردراستانداردنرمالتوزیعراستسمتانتهای/2αاحتمالبامتناظرصدکو

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط

Z)بازهدرZآمارهگرفتنقراراحتمالاستاندارد،نرمالتوزیعبهتوجهباآنگاه،
α/2

، Z
1−α/2

بود؛خواهدα-1بابرابر(

P (z
α/2

≤Z≤z
1−α/2

)=P ( Z ≤z
1−α/2

)=1−𝛼
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،αاطمینانسطحبا(H0: μ=μ0)جامعهیکمیانگینمورددردوطرفهفرضیهآزمونیکبرایبحرانیناحیهترتیب،بدین

Z>zصورتبهوداشتهقرارZاینمونهتوزیعانتهایدودر
1−α/2

Z<zو
α/2

.بودخواهد

باشد؛α=0.05اگرمثال،برای

P (z2.5%≤Z≤z97.5%)= P ( Z ≤1.96)= P (
ഥX−μ0
σ/ n

≤1.96)=0.95 

95%درنگاهآدهیم،انجامتصادفیگیرینمونهیکدرصورتی‌کهباشد؛صحیحصفرفرضیهاگرکهمی‌کندبیاناخیرمعادله

=z)جامعهمیانگینبرایادعاموردمقدارونمونهمیانگینمقدارمیانیشدهاستانداردفاصلهداریمانتظارمواقع
ഥx−μ0
σ/ n

)،

ارهآمانجام‌شده،گیرینمونهبهتوجهبااگرترتیب،بدین.باشدz97.5%=1.96بابرابرحداکثروz2.5%=−1.96بابرابرحداقل

Z احتمال)باشدبرابرادعاموردمقدارباواقعاًجامعه،واقعیمیانگینکهایناحتمالگفتمی‌تواننگرفت؛قراربازهایندر

رد)اندکیاحتمالالبته.کردردراصفرفرضیهمی‌توانبنابراین،.(0.05ازکمتر)استکمبسیار؛(صفرفرضیهبودنصحیح

وعنخطایوقوعاحتمال)باشیمکردهردراآنبه‌اشتباهماوباشدبودهصحیحواقعاًصفرفرضیهکهداردوجود(%5اینجا

.(اول

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مشاهدهمعناداریسطحیاواحتمـالمقدارِآزمون،آمارهمقداربرعلاوهآماری،هـایافزارنرمدرفرضیهآزمونانجامهنگام

.شودمیارائهنیزآزمونآمارهمقدار

.زمونآآمارهبرایشدهمشاهدهمقداربهتوجهباصفرفرضیهبودنصحیحاحتمالبااستبرابردرواقع(pvalue)احتمالمقدارِ

.شودمیردصفرفرضیهآن،ازایبهکهاست(α)معناداریسطحکمترین pvalueبه‌عبارت‌دیگر،

کندیمحمایتمقابلفرضیهصحتازوبودهصفرفرضیهبودنغلطازحاکیکهنمونهدرموجودشواهدمیزان،pvalueمقدار

.دهدمینشانرا

مطلقدرقمقدارباشد،داشتهوجودمقابلفرضیهبرابردرصفرفرضیهکردنردبرایبیشتریشواهدهرچهاساس،اینبر

 .شدخواهدترکوچکpvalueمقداروشدهبزرگ‌ترآزمونآماره

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

:شودمیاستفادههستند،یکدیگرمعادلکهزیرروشدواز،معناداریآزمونانجامبرای

بحرانیzمقداربارامحاسبه‌شده zآمارهمقدارمثالبرای.موردنظرآمارهبحرانیمقدارباآزمونآمارهمقدارمقایسه(الف

.کنیممیمقایسه(=z+1.96مثلاً)

بحرانیمقداربا،(pvalueیعنی)آزمونآمارهبرایشدهمشاهدهمقدارمبنایبرصفرفرضیهبودنصحیحاحتمالمقایسه(ب

αمثالبرای.موردنظرآمارهبحرانیمقداربامتناظرpvalueباراآزمونآمارهبامتناظرαآزمونآمارهبحرانیمقداربامتناظر

.کنیممیمقایسه(0/05مثلاً)

.(آمارینرم‌افزارهایخروجی)کنیممیطیرااولروشمعکوسمسیردوم،روشدردرواقع،

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Zآزمون)معلومواریانسبانرمالجامعهمیانگینمورددرفرضیهآزمون

=zصورتبهآنآزمونآمارهکهای‌فرضیهآزمون
(ഥX−μ0(

σ
n

.نامندمیzآزمونراباشد 

(2σ)امعهجواریانسودهیمانجاماستنباطنرمالجامعهیکمیانگینمورددربخواهیمکهاستقابل‌استفادهزمانیآمارهاین

.باشدمعلوم

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Zآزمون)معلومواریانسبانرمالجامعهمیانگینمورددرفرضیهآزمون

؛αبابرابراولنوعخطایاحتمالباzآزموننوعسه

که،می‌کندردراH0صورتیدرتنها،zآزمون،(است≠0µ Ha: µصورتبهمقابلفرضیهکهزمانی)دوطرفهآزموندر

Z=
ഥX−μ0
σ/ n

≥Z
1−α/2

P       یا
value

=2 × P Z≥z < α

را‌رد‌می‌کند‌که،H0،‌در‌صورتی‌zاست،‌آزمون‌0µ <Ha: µصورت‌طرفه،‌زمانی‌که‌فرضیه‌مقابل‌بهدر‌آزمون‌یک

Z=
(ഥX−μ0) 

σ/ n
≥Z1−α      یا‌‌ P

value
=P Z≥z < α 

را‌رد‌می‌کند‌که،H0،‌در‌صورتی‌zاست،‌آزمون‌0µ >Ha: µصورت‌طرفه،‌زمانی‌که‌فرضیه‌مقابل‌بهدر‌آزمون‌یک

Z=
(ഥX−μ0) 

σ/ n
≤Zα             یا‌ P

value
=P(Z≤z)< α

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثال؛

در.استkm/h65بابرابرشهرهایخیابانازیکیدرخودروهاسرعتمیانگینکهاندکردهادعاشهرداریمهندسینکنیدفرض

با.استبودهkm/h1/62برابرشدهمشاهدهمیانگینسرعت،(=43n)خیابانایندرنقلیهوسایلسرعتازگیرینمونهیک

است؛km/h6برابرخیابانایندرخودروهاسرعتواقعیمعیارانحرافکهاستآنازحاکیپیشینمطالعاتکهاینفرض

نمایید؟بررسیفرضیهآزمونروشباراادعاایندرستی

باتوانمیآیا)دارد؟(km/h65)ادعاموردمقداربامعناداریتفاوتآماریازنظرخیابانایندرخودروهاترددسرعتواقعیمیانگینآیا(الف

دوطرفهzآزمونازسؤال،اینبهپاسخبرای(باشد؟میkm/h65بابرابرخیابان،ایندرهاسرعتمیانگینکهکردادعااطمینان95%

.کنیممیاستفاده

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثال؛

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(tآزمون)مجهولواریانسبانرمالجامعهمیانگینمورددرفرضیهآزمون

=tصورتبهآنآزمونآمارهکهای‌فرضیهآزمون
(ഥX−μ0) 

S/ n
.نامندمیtآزمونراباشد

t=
(ഥX−μ0) 

S/ n
~ tn−1

.کردخواهدپیرویآزادیدرجهn-1باtتوزیعازtآمارهآنگاه،باشد؛0µبابرابرجامعه،میانگینوبودهصحیحصفرفرضیهاگر

.باشدنامعلوم(2σ)جامعهواریانسودهیمانجاماستنباطنرمالجامعهیکمیانگینمورددربخواهیمکهاستقابل‌استفادهزمانیآمارهاین

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(tآزمون)مجهولواریانسبانرمالجامعهمیانگینمورددرفرضیهآزمون

درtآمارهمقدارداریمانتظاردرصد(α1-)اطمینانبا،(دوطرفه tآزمون)است≠0µ Ha: µصورتبهمقابلفرضیههنگامی‌که

.گیردقرار(tn−1,α/2,  tn−1,1−α/2)بازه

که؛می‌کندردراصفرفرضیهصورتیدرتنها،tآزمونبنابراین،

t=
ഥX−μ0  

S/ n
≥t1−α/2, n−1

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط



25
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثال؛

شرحبهیگیرنمونهدرشدهثبتهایسرعتمقادیروبودهمجهولجامعهمعیارانحرافکهکنیدحلفرضاینباراقبلیمثال

باشد؛زیر

67 64 65 61 71 60 62 57 67 63 60

64 55 70

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط



26
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثال؛

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

محاسبهآمارهمقدارافزایشموجبنمونه،اندازهافزایشکهشودمیمشاهده،tوzهایآمارهبرایارائه‌شدهروابطبهتوجهبا

قابلارآزموننتایجوشدهبحرانیمقدارباشدهمحاسبهآمارهفاصلهافزایشباعثخود،نوبهبهموضوعاین.گرددمیشده

.کندمیاعتمادتر

معانیتواندمیوعموضاینبلکه.استصحیحصفرفرضیهکهنیستمعنااینبهلزوماًصفر،فرضیهردبرایکافیشواهدفقدان

:باشدداشتهنیزرازیر

.نیستشناساییقابلکهاستاندکقدرآن(ഥX−μ0)موجودتفاوت(الف•

.استکوچک،(ഥX−μ0)موردنظراختلافشناساییبراینمونهاندازه(ب•

.استزیادبسیار(ഥX−μ0)تفاوتمقداربهنسبتهادادهپراکندگی(ج•

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(اطمینانفاصله)فاصله‌ایبرآورد

آزمونوایهنقطبرآوردازترمناسبجامعه،پارامترمورددراستنباطانجامبرایاطمینانفاصلهروشازاستفادهزیر،دلایلبه

:استفرضیه

درشدهمشاهدهآمارهکهشدمطمئنتواننمیگیری،نمونهخطایعلتبهکهداردرااساسیعیباینای،نقطهبرآورد•

یکابکهاستمقـادیریازایدامنهاطمینان،فاصلهاما.داردمطابقتجامعهپارامترباقبولی،قابلاحتمالبانمونه،

.باشدمیجامعهپارامترشاملبـازهآنکهگفتتوانمیمعیناطمینـانسطح

خیریابلهشکلِ‌بهتنهاخیر؛یاشودردبایدصفرفرضیهآیاکهسؤالاینبهکهاستآن‌فرضیهآزمونمعایبازیکی•
روشماا.نمی‌کندارائهاست،قبولقابلµبرایمقادیر،ازایبازهچهکهایندر‌خصوصبیشتریاطلاعاتومی‌دهدپاسخ

.باشدمیدارارامزیتایناطمینانفاصله

.می‌شودانجامراحتیبهاطمینان،فواصلبهدستگاهگیریِاندازهخطایاِعمال•

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(اطمینانفاصله)فاصله‌ایبرآورد

یکباهکآیددستبهمقادیرازایبازهمیانگین،اینمونهتوزیعمورددرشدهمطرحمفاهیمازاستفادهبااستقراراینجادر

.استجامعهمیانگینشاملبازهآنگفتبتوانمعیناطمینانسطح

معیـارانحرافوμഥX=µمیـانگینبانرمـالتوزیعصورتبه،ത𝑋اینمونهتوزیعداریمانتظارمرکزی،حدقضیهطبق

σഥX= Τσ nمتغیـردرصورتی‌کهترتیب،بدین.بـاشدzصورتبهراz=
(ഥX−μ) 
σ/ n

zمقدار،%95احتمـالباکنیم؛تعریف

.گیردمیقرار(-1.96،+1.96)بـازهدر

ഥX×1.96±)بازهگفتتوانمیاطمینان%95بااساس،اینبر Τσ n برایبـازه،این.است(µ)جـامعهمیـانگینشامل(

:بودخواهدزیرصورتبهدرصد(α1-)اطمینـانسطح

P ഥX−Z1− Τα 2× Τσ n ‌ < μ < ഥX+Z1− Τα 2× Τσ n =1−α

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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(اطمینانفاصله)فاصله‌ایبرآورد

آید؛میدستبهزیررابطهازاطمینانفاصلهحالت،ایندر.باشدمعلوم(σ)جامعهمعیارانحرافاگر

ഥX±Z1− Τα 2( Τσ n )

آید؛میدستبهزیررابطهازاطمینانفاصلهحالت،ایندر.باشدمجهول(σ)جامعهمعیارانحرافاگر

ഥX±tn−1,1−α/2(S/ n)

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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مثال؛

آورید؟دستبهراقبلیهایمثالدرخودروهاسرعتمیانگیناطمینانفاصله

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط



32
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نمونهاندازه

.استگیرینمونهانجامازقبل،(n)نمونهاندازهتعیینآماری،مطالعههردرمهممراحلازیکی

)Z1−α/2)یعنی)زیررابطهدومجملهبه Τσ n Eباراآنوگویندمیجامعهمیانگینبرآوردبرایقبولقابلخطاییاتلُرانس،(((

.دهندمینشان

ഥX±Z1−α/2( Τσ n )

E=Z1−α/2( Τσ n )

بازهاینداریمانتظاردرصد،(α1-)اطمینـانباماکهاست؛(ഥX)نمونهمیـانگینازکمتریـابیشترمقـادیرِمحدودهبیانگر،Eمقـداردرواقع،

.باشدجامعهمیانگینشاملِ

n≥(
σ

E
×Z1−α/2)2

(جامعهیکمیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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زوجی– tآزمون

استفادهجـامعهدومیـانگین‌هایبرابریبررسیبرایزوجیtآزمونازباشد،داشتهوجودهمبستگیجامعهدوهایدادهبینهنگامی‌که

از‌توانمی(باشندیکسانجامعه،دوهردرشونده‌هامشاهدهدرصورتی‌که)می‌شوندانجام«بعدوقبل»مطالعـاتدرمثـال،برای.می‌شود

.بردبهرهآزموناین

.کرداستفادهنیزآماریمدلاعتبارسنجیبرایتوانمیزوجیtآزمونازعلاوه،به

tpaired=
(ഥX−ഥY)

൙σi=1
n Xi−Yi − ഥX−ഥY

2
/(n−1)

n

(جامعهدومیانگیندرمورد)آماریاستنباط

n،هانمونهازهریکاندازه

صحیح(H0: μ1−μ2=0)صفرفرضیهدرصورتی‌که

پیرویآزادیدرجه -1nباtتوزیعازآمارهاینآنگاه،باشد،

وکردخواهد

اینکهداشتانتظارتـوانمیدرصد(α1-)اطمینـانبـا

+,tα/2,n−1-]بـازهدرآماره tα/2,n−1]بگیردقرار.
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

آمیخته– tآزمون

بررسیبرایمنـاسبیروشآمیختهtآزمونآنگاه،باشند؛داشتهبرابریواریـانسوبودههمازمستقلموردنظر،جـامعهدودرصورتی‌که

مجزاطعتقادوبهخودروهارسیدنسرعتمیانگینبرابریبخواهیماستممکنمثال،برای.بودخواهدجامعهدواینهایمیانگینبرابری

.شودمیمحاسبهزیررابطهازآزموناینآماره.کنیمبررسیرا(دارندفاصلههمازکافیبه‌اندازهشدنشناختهمستقلبرایکه)

tpooled=
(ഥX−ഥY)

(n1−1)SX
2 ‌+‌(n2−1)SY

2

n1+‌n2−2
1

n1
‌+

1
n2

 

(جامعهدومیانگیندرمورد)آماریاستنباط

(H0: μ1−μ2=0)صفرفرضیهبودنصحیحصورتدر

پیرویآزادیدرجهn1+n2−2باtتوزیعازآمارهاینآنگاه،

داشتانتظـارتـوانمیدرصد(α1-)اطمینـانبـاوکردخواهد

بـازهدرآمـارهایـنکه

[-tα/2,  n1+n2−2 ، tα/2,  n1+n2−2]بگیردقرار.
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نابرابرواریانسبا– tآزمون

میانگین‌هایبرابریبررسیبراینابرابرواریانسباtآزمونازندارند،یکسانیواریانسوبودههمازمستقلموردمطالعه،جامعهدوهنگامی‌که

آیدمیدستبهزیررابطهازنابرابرواریانسباtآزمونآماره.می‌شوداستفادههاآن

tunequal variances=
(X − ഥY(

S
X
2

n1
 +

S
Y
2

n2

(جامعهدومیانگیندرمورد)آماریاستنباط

ازآزادیدرجهکهکرد؛خواهدپیرویآزادیدرجهdfباtتوزیعازآمارهاین،(H0: μ1−μ2=0)صفرفرضیهبودنصحیحصورتدر

=df.شودمیمحاسبهروبرورابطه
(

Sx
2

nx
+

Sy
2

ny
)2

( ൘(
Sx
2

nx
)2 nx+1)+( ൘(

Sy
2

ny
)2 ny+1)

− 2

، tα/2,df-]بـازهدرآمـارهاینکهداشتانتظـارتـوانمیدرصد(α1-)اطمینـانبـاباشد،صحیحصفرفرضیهدرصورتی‌که tα/2,df]

.بگیردقرار



36
محمدمهدی بشارتی: مدرس

جامعهدومیانگین‌هایتفاوتبرایاطمینانفاصله‌برآورد

tوآمیختهtزوجی،tحالتِسهازهریکدر(μX−μY)جامعهدوهایمیانگیناختلافِبرایدرصدی(α1-)اطمینانِفاصلهمحاسبهبرای

شود؛میاستفادهزیررابطهازنابرابر،واریانسبا

ഥX−ഥY±(tα/2,df×SE(ഥX−ഥY))

وجامعهدوهایمیانگینتفاوتاستانداردخطایSE(ഥX−ഥY)آن،درکه

df،هایآزموندرمورداستفادهآزادیدرجه‌هایهمانt است.

(جامعهدومیانگیندرمورد)آماریاستنباط
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.استزیرصورتبههاواریانسبرای‌فرضیهآزمونانواعازیکی

H0:‌σ2=σ0
2

Ha:‌σ2≠σ0
2

σ0)ادعاموردمقداربامعناداریتفاوت(2σ)جامعهواریانسکهکندمیبیانصفرفرضیهحالت،ایندر
میانشدهمشاهدهتفاوتوندارد(2

.استتصادفیجامعه،واریانسبرایادعاموردمقداربانمونهواریانس

معناداریآمارنظرازونبودهتصادفیادعاموردمقداربانمونهواریانسمیانشدهمشاهدهتفاوتکهکندمیبیانمقابلفرضیهدرحالی‌که

.است

:کنیممیتعریفزیرشکلبهصفر،فرضیهاساسبرراآزمونآمارهفرضیه،آزمونانجامبرای

χ2=
n−1 S2

σ0
2 =

σi=1
n Xi−ഥX

2

σ0
2

σ0بابرابرواقعاًجامعهواریانسوباشدصحیحصفرفرضیهاگر
.بودخواهدآزادیدرجهn-1بادوکایتوزیعدارای  χ2آمارهآنگاه،باشد؛2

(جامعهیکواریانسمورددر)آماریاستنباط
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.استزیرصورتبهجامعهیکواریانسبرایدوکایآزموندرصفرفرضیهشدنردشرطدوطرفه،آزمونحالتدرترتیب،بدین

χ2=
n−1 S2

σ0
2 > χα/2, n−1

2

یا

χ2=
n−1 S2

σ0
2 < χ1−α/2,n−1

2

ൗ𝑆2نسبترودمیانتظارباشد،صحیحصفرفرضیهاگربه‌عبارت‌دیگر، σ0
2 اربسییاکوچکبسیارنسبت،ایندرصورتی‌که.باشد1بهنزدیک 

است؛زیرصورتبه2σبرایمتناظردرصدی(α1-)اطمینانِفواصلهمچنین،.شودمیردصفرفرضیهباشد،بزرگ

n−1 S2

χ
α/2, n−1
2 ≤σ2≤

n−1 S2

χ1−α/2,n−1
2

(جامعهیکواریانسمورددر)آماریاستنباط
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مثال؛
یکدرخودروهاسرعتازگیرینمونهازپس

ربرابهاسرعتمیانگین،(=22n)معینخیابان

1/5بابرابرآنمعیارانحرافوkm/h6/63با

رافانحآیابدانیمخواهیممی.استبه‌دست‌آمده

خیابان،ایندرخودروهاسرعتواقعیمعیار

کیلومتربرساعت6مقداربامعناداریتفاوت

فاصلهاستمطلوباین،برعلاوهدارد؟

ایندرهاسرعتواریانسبرای%95اطمینان

.خیابان

(جامعهیکواریانسمورددر)آماریاستنباط
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.شودمیتعریفزیرصورتبهمقابل،وصفرفرضیهحالت،ایندر.استجامعهدوهایواریانستساویآزمون

H0:‌σ1
2 =‌σ2

2

Ha:σ1
2≠‌σ2

2

.شودصورت‌زیر‌تعریف‌میآماره‌این‌آزمون‌به.‌باشدمی Fآزمون‌معمول‌برای‌بررسی‌این‌فرضیه،‌آزمون‌

F=
σ2
2 ×S1

2

σ1
2 ×S2

2

بر‌این‌اساس،‌شروط‌رد‌.‌درجه‌آزادی‌خواهد‌بود2n=2df-2و‌1n=1df-1با‌Fدارای‌توزیع‌Fاگر‌فرضیه‌صفر‌صحیح‌باشد،‌آنگاه،‌آماره‌
؛صورت‌زیر‌خواهد‌بودفرضیه‌صفر‌به

F<F1− Τα 2, df1, df2 

یا

F>F Τα 2, df1, df2 

Fمخـرج‌و‌،‌درجه‌آزادی2df،‌درجه‌آزادی‌صورت،‌1dfکـه‌در‌آن،‌
Τα 2,df1,df2

−F1و‌ Τα 2,df1,df2
های‌متناظر‌با‌،‌به‌ترتیب،‌صدک

Τα −1و‌2 Τα .باشندمیدرجه‌آزادی‌ 2dfو‌ 1dfبا‌Fدر‌توزیع‌2

(جامعهدوواریانسمورددر)آماریاستنباط
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.شودمیدصفرفرضیهنگیرد،قرارزیربازهدرآزمونآمارهاگربه‌عبارت‌دیگر،

F1− Τα 2, df1, df2
<

σ2
2 ×S1

2

σ1
2 ×S2

2  < F Τα 2, df1, df2

.آیدمیدستبهزیررابطهازجامعهدوهایواریانسنسبتبرایدرصدی(α1-)اطمینـانفـاصلهبنابراین،

S1
2

S2
2

1
F

Τα 2, df1, df2
<

σ1
2

σ2
2  <

S1
2

S2
2

1
F1− Τα 2, df1, df2

ر‌در‌های‌دو‌جامعه،‌شامل‌عدد‌یک‌نبـاشد،‌آنگاه،‌فرضیه‌صفشده‌برای‌نسبت‌واریانسدرصدی‌ارائه(‌α1-)بر‌این‌اساس،‌اگر‌فاصله‌اطمینان‌
.‌‌شود،‌رد‌میαسطح‌اطمینـان‌

−F1توجه‌شود‌ازآنجاکه‌مقـادیر‌ Τα 2,   df1,   df2
درصدی‌برای‌نسبت‌(‌α1-)شود،‌فـاصله‌اطمینـان‌ارائه‌نمیFدر‌جداول‌توزیع‌

.صورت‌زیر‌نوشتتوان‌بههای‌دو‌جامعه‌را‌میواریانس

(
S1
2

S2
2

1
F Τα 2, df1, df2

<
σ1
2

σ2
2  <

S1
2

S2
2 F Τα 2, df2, df1

)

Fتوان‌تنها‌با‌داشتن‌به‌کمک‌این‌رابطه،‌می Τα 2,   df1,   df2
.،‌حدود‌بالا‌و‌پایین‌فاصله‌اطمینان‌را‌به‌دست‌آورد

(جامعهدوواریانسمورددر)آماریاستنباط
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مثال؛

سرعتواریانسکاهشبه‌منظور
جادهیکازایقطعهدرخودروها

وهندسیاصلاحاتشهری،برون
دودر.استشدهانجامترافیکی

سرعتاز(1n=2n=101)گیرینمونه
انجامازبعدوقبلدرخودروها
استانداردانحرافمذکور،اقدامات
3/9بابرابرترتیببهخودروهاسرعت

مده‌آ‌دستبهکیلومتربرساعت1/5و
تفاوتآیابدانیمخواهیممی.است

سرعتواریانسدرشدهمشاهده
مذکوراقداماتانجامازپسخودروها

معنادارآماریازنظرقطعه،ایندر
خیر؟یااست

(جامعهدوواریانسمورددر)آماریاستنباط
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