
روش‌های‌آماری‌و‌اقتصادسنجی

انبه نام خداوند بخشنده مهرب

محمد‌مهدی‌بشارتی

besharati@iut.ac.ir

در‌تحلیل‌و‌مدل‌سازی‌داده‌های‌حمل‌و‌نقلی



توزیع‌های‌نمونه‌ای
فصل‌
پنجم

Sampling distributions

مفاهیم کلی:‌بخش‌اول

توزیع های نمونه ای:بخش‌دوم

مقدمه



3
محمدمهدی بشارتی: مدرس

چیست؟درآماربااحتمالتفاوت:سوال❑

،احتمالدر❑

است«معلوم»جامعهپارامترتوزیع➢

خاصرویدادیکمشاهدهاحتمالمحاسبه:هدف➢

،آماردر❑

است«نامعلوم»(اغلب)جامعهپارامترهایتوزیعیامشخصات➢

نمونهداده‌هایبراساسجامعهمجهولپارامترازبرآوردیکارائه:هدف➢

مقدمه

.ی شوداحتمالاتی برای ارائه برآورد درمورد پارامترهای جامعه استفاده مهای منطقکه چطور از گیریم میآینده، یاد ل وفصاین فصل و در
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مقدمه

:احتمالازمثالیک❑

آنگاهکند،میپیروی،(0λ)پارامترباپواسونتوزیعیکازمعینزمانیبازهیکدرتصادفاتتعدادبدانیماگر➢
.آوردبدسترادلخواهزمانیبازهیکدرتصادفx0مشاهدهاحتمالتوانمی

:آمارازمثالیک❑

بهمبخواهیوباشیمکردهآوریجمعگیرینمونهبارابزرگراهیقطعهیکدر«خودروهاترددسرعت»داده‌های➢
.مکنیبرآوردرا(جامعهازمشخصیکیعنی)قطعهآندر«خودروهاترددسرعتواقعیمیانگین»آن،کمک

هایهگزارازبایستمیبنابرایناست؛تصادفیمتغیریکنمونه،در«خودروهاترددسرعت»مقادیرکهآنجااز
.کنیماستفادههاسرعتمیانگینمورددراستنباطبرایاحتمالاتی
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

.‌هر‌زیرمجموعه‌از‌جامعه،‌یک‌نمونه‌نامیده‌می‌شود. نمونه

درصورتیکه‌چند‌خودرو‌شناور‌را‌از‌این‌.‌در‌نظر‌بگیریم"Aنقلیه‌در‌کمان‌سفر‌وسایلزمان"مثلا‌اگر‌جامعه‌را‌بصورت‌
.سفر‌در‌این‌کمان‌را‌خوهیم‌داشتسفر‌آنها‌را‌ثبت‌نماییم؛‌آنگاه‌یک‌نمونه‌چندتایی‌از‌زمانکمان‌عبور‌داده‌و‌زمان

.‌مشخصه‌مجهول‌جامعه‌که‌قرار‌است‌در‌مورد‌آن‌استنباطی‌انجام‌شود. پارامتر

در‌نظر‌بگیریم؛‌آنگاه،‌یکی‌از‌پارامترهای‌جامعه‌می‌تواند‌"Aسفر‌خودرها‌در‌کمان‌زمان"مثلا‌اگر‌جامعه‌را‌بصورت‌
.‌باشد«‌خودروهای عبوری از کمان مورد  نظر( µ)میانگین زمان سفر»
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

؟‌پس‌برای‌شناخت‌جامعه،‌چکار‌باید‌کرد.‌اغلب،‌بدست‌آوردن‌مقدار‌دقیق‌پارامترهای‌جامعه‌ممکن‌نیست: سوال

.‌پارامتر‌جامعه‌استفاده‌می‌شودبرآوردبجای‌مقدار‌دقیق‌پارامتر‌جامعه،‌از‌✓

.‌‌دآیگیری‌بدست‌می،‌تخمینی‌از‌پارامتر‌مورد‌نظر‌است‌که‌به‌کمک‌نمونه«برآورد»(.‌Estimate()تخمین)برآورد‌

.‌سفر‌جامعه‌می‌باشدسفر‌نمونه‌یک‌برآورد‌از‌میانگین‌زماندر‌مثال‌قبل،‌میانگین‌زمان✓

.شودهر‌کمیتی‌که‌براساس‌نمونه‌محاسبه‌می‌شود،‌برآورد‌نامیده‌می✓
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

«تصادفینمونه»و«شدهمشاهدهنمونه»تفاوت

:«شدهمشاهدهنمونه»-1

.می آینددستبهنمونه گیریازپسکهاستاعدادیشاملفقطشدهمشاهدهنمونه

:«تصادفینمونه»-2

.کردهیمخوامشاهدهرامقادیریچهکهنیستمشخصومی شود،مربوطنمونه گیریازقبلمرحلهبهتصادفینمونهمفهوم

,X𝟏,X2)تصادفیمتغیرnازمجموعه ایتصادفینمونهپس، … ,Xn)هرتوزیعوبودههمازمستقلکهاست

.استیکسانآماری،جامعهدرXتوزیعباآن هاازیک

.داردرااصلیجامعهدرXتصادفیمتغیرویژگی هایهماندقیقاً(Xi)نمونهمتغیرهریعنی

کلیمفاهیم



9
محمدمهدی بشارتی: مدرس

«تصادفینمونه»و«شدهمشاهدهنمونه»تفاوت

کلی،حالتدر

,X𝟏,X2)تصادفیمتغیرهایازبرداری … ,Xn)تصادفیمتغیرباآن هامقادیرکهداریمرا(x𝟏,x2, … ,xn)نشان

با؛استبرابرتصادفینمونهاینمشترکاحتمالیامشترکتوزیعاکنون،.می شودداده

,x𝟏,x𝟐مقادیرتصادفی،نمونه گیریدردارداحتمالچقدرکهاستاینبیانگراحتمالاین … ,xnشودمشاهده.

با؛استبرابراحتمالاینهستند،همازمستقلمتغیرهااینکهآنجااز

P(X𝟏=x𝟏, X𝟐=x𝟐, … , X𝒏=𝒙𝒏)

P(X𝟏=x𝟏, X𝟐=x𝟐, … , X𝐧=𝐱𝐧) = P(X𝟏=x𝟏) P(X𝟐=x𝟐)… P(X𝒏=x𝒏) = ෑ

𝑖=1

𝑛

P(X𝒊=x𝒊)

کلیمفاهیم
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(تصادفیمتغیرهایازتابعی)برآوردگریاآماره‌

,X𝟏,X𝟐کهآنجااز … ,Xnستاتصادفیمتغیریکنیزمتغیرهااینازتابعیهرهستند،تصادفیمتغیرهای.

.استتصادفیمتغیریکنمونهمیانگینمثلا

.می گویند(برآوردگریا)آمارهتوابع،اینازیکهربه

.استآمارهیکتصادفینمونهمیانگینمثلا

.می آیددستبهنمونه گیریازبعدکهبرآوردگرتابعازآمدهدستبهمقدار:(تخمین)برآورد

ഥ𝑿 =
X𝟏 + X𝟐 + ⋯ + X𝒏

𝒏

کلیمفاهیم
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

.‌‌گردد؛‌برآوردگر‌نامیده‌می‌شودمیهر‌تابعی‌که‌به‌کمک‌آن،‌برآورد‌انجام(. Estimator()آماره)برآوردگر

.‌‌برای‌مثال،‌میانگین‌نمونه‌یک‌برآوردگر‌برای‌میانگین‌جامعه‌است✓

مجهولرپارامتکردنبرآوردبرایوشدهنامیدهبرآوردگرشدند؛مروراولفصلدرهاآنازبرخیکهتوابعیحقیقتدر
.می‌شوداستفاده(جامعهمیانگینمثلا)جامعه

.می آیددستبهنمونه گیریازبعدکهبرآوردگرتابعازآمدهدستبهمقدار:(تخمین)برآورد
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

بنابراین،‌

یك ویژگی جامعه است، « پارامتر»✓

.تابعی که بر روی نمونه تعریف می شود. باشدیك ویژگی نمونه می« (برآوردگر)آماره »✓

.مقدار به دست آمده از تابع برآوردگر که بعد از نمونه گیری به دست می آید« (تخمین)برآورد »✓



13
محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

:‌به‌دو‌صورت‌انجام‌می‌شودبرآوردبه‌طور‌کلی،‌

.‌‌ای‌به‌کمک‌آماره‌ی‌بدست‌آمده‌از‌نمونه‌محاسبه‌می‌شودبرآورد‌نقطه(. Point estimation)برآورد نقطه ای( الف

.بعنوان‌پارامتر‌جامعه‌معرفی‌می‌شودتنها یک عدد در‌برآورد‌نقطه‌ای،‌✓

مشاهده‌شود‌و‌براین‌اساس‌بگوییم‌که12برای‌مثال‌اگر‌در‌یک‌نمونه‌تصادفی‌از‌جامعه،‌میانگین‌نمونه‌برابر‌با‌✓

𝜇 = .ایمردهای‌از‌پارامتر‌میانگین‌جامعه‌بدست‌آواست؛‌در‌اینجا‌به‌کمک‌آماره‌میانگین‌نمونه،‌یک‌برآورد‌نقطه12

ای‌چیست؟‌نقص‌اساسی‌برآورد‌نقطه: سوال

رامتر‌گیری‌نمی‌توان‌مطمئن‌شد‌که‌آماره‌مشاهده‌شده‌در‌نمونه،‌با‌دقت‌قابل‌قبولی‌همان‌پابه‌علت‌خطای‌نمونه✓
.‌‌جامعه‌است
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

:‌به‌دو‌صورت‌انجام‌می‌شودبرآوردبه‌طور‌کلی،‌

.‌‌ای‌به‌کمک‌آماره‌ی‌بدست‌آمده‌از‌نمونه‌محاسبه‌می‌شودبرآورد‌نقطه(. Point estimation)برآورد نقطه ای( الف

.بعنوان‌پارامتر‌جامعه‌معرفی‌می‌شودتنها یک عدد در‌برآورد‌نقطه‌ای،‌✓

مشاهده‌شود‌و‌براین‌اساس‌بگوییم‌که12برای‌مثال‌اگر‌در‌یک‌نمونه‌تصادفی‌از‌جامعه،‌میانگین‌نمونه‌برابر‌با‌✓

𝜇 = .ایمردهای‌از‌پارامتر‌میانگین‌جامعه‌بدست‌آواست؛‌در‌اینجا‌به‌کمک‌آماره‌میانگین‌نمونه،‌یک‌برآورد‌نقطه12

(.  Interval estimation)برآورد فاصله ای( ب

.،‌بعنوان‌مقادیر‌محتمل‌برای‌پارامتر‌جامعه‌ارائه‌می‌شودیک بازه از مقادیردر‌برآورد‌فاصله‌ای،‌

یکی‌از‌ابزارهای‌اصلی‌برای‌انجام‌برآورد‌فاصله‌ای«‌(Confidence Interval (CI))فاصله‌اطمینان»✓
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

مثلا‌)ص‌یک‌دامنه‌از‌مقادیری‌است‌که‌با‌یک‌حد‌بالا‌و‌یک‌حد‌پایین‌و‌با‌یک‌سطح‌اطمینان‌مشخ. فاصله اطمینان

.گیردمی‌توان‌گفت‌که‌پارامتر‌جامعه‌در‌آن‌بازه‌قرار‌می%(‌95

...توضیح‌بیشتر‌در‌فصل‌بعد
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کلیمفاهیم

است؛ثابتمقداریکپارامتر✓

بهمونهنیکازآنمقدارو(استتصادفیمتغیرهایازتابعیچون)بودهتصادفیمتغیریک،(برآوردگر)آماره✓
.بودخواهدمتفاوتدیگرنمونه

.باشدداشتهبرآوردگرچنداستممکنپارامتریک✓

.کردمعرفیرامتعددیبرآوردگرهایمی‌توانپارامتریکبرآوردبراییعنی✓

.کرددبرآورتصادفیمتغیرآنمدیامیانگینمیانه،بامی‌توانراتصادفیمتغیریکمیانگینمقدارمثلا✓

؛شودمیمطرحسوال2اینجا

؟(داردخواصیچهخوببرآوردگریک)است(مناسب تر)بهترکدامیکپارامتر،یکبرآوردگرهایمیاناز-1

دارد؟وجودباشند،مناسبیخواصدارایکهبرآوردگرهاییآوردندستبهبرایروش هاییچه-2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مناسببرآوردگریکخواص

؟(داردخواصیچهخوببرآوردگریک)استبهترکدامیکپارامتر،یکبرآوردگرهایمیاناز-1

:داراسترازیرویژگیچهارخوب،برآوردگریک

.(Unbiasedness)نااریبی(الف

.(Efficiency)کارایی(ب

.(Consistency)سازگاری(ج

.(Sufficiency)بسندگی(د
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

اببرآوردگر،اینامیدریاضیهرگاهنامند؛مینااریببرآوردگریكθبرایراመ𝜃برآوردگر.(Unbiasedness)نااریبی(الف

)𝐸.باشدبرابرجامعهپارامترمقدار መ𝜃) = 𝜃یا𝐸 መ𝜃 − 𝜃 =0

)𝐸.استجامعه(µ)میانگینبراینااریببرآوردگریك(ത𝑋)نمونهمیانگینمثال،برای✓ ത𝑋) = 𝜇

.داردگرایشموردنظرپارامتربه«متوسططوربه»برآوردگرآنیعنیبرآوردگریكنااریبی

نااریبدگربرآور»می کند،میلصفربهویافتهکاهشآناریبمقدارنمونه،حجمافزایشباکهبرآوردگریبهدیگرطرفاز
.می گویند«(مجانبی)حدی

𝐸.است(2σ)جامعهواریانسبرایمجانبینااریببرآوردگریك(S2)نمونهواریانسمثال،برای✓ 𝑆2 = 𝜎2 −
𝜎2

𝑛

اندازهبهراσ2مقدارمتوسططوربهS2یعنی✓
σ2

n
.می کندبرآورد«واقعیمقدار»ازکمتر

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.نامندمی«(bias)تورش/اریب/انحراف»راجامعهپارامترازبرآوردگرسیستماتیكانحرافهرگونه

چیست؟سیستماتیكانحرافازمنظور:سوال

.داردسیستماتیكانحرافگوییممیباشد،داشتهجامعهپارامترازبیشترمقادیریهموارهآماره،یكاگرمثلا

میانگینکهتمعناسبدیناست؛جامعهمیانگینازنااریبیبرآوردگرنمونه،میانگینشودمیگفتهکههنگامیمثال،برای

رایبآمدهبدستمقادیرنیزاوقاتبرخیوگیردمیخودبهراجامعهواقعیمیانگینازکمترمقادیراوقاتگاهینمونه،

.بیشتراستجامعهمیانگینازنمونه،میانگین

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.(Efficiency)(واریانسحداقل)کارایی(ب

آنگیرینمونهتوزیعکههرکدام،...وመ𝜃2وመ𝜃1نااریببرآوردگرچندینمیانازکهمعنابدین.استنسبیویژگییكکارایی

.داشتخواهدبیشتریکاراییباشد؛کمتریواریانسدارای

رمال،نتوزیعباجامعهیكبرایکردثابتتوانمی✓

بانااریببرآوردگریك(ത𝑋)نمونهمیانگین

تاس(µ)جامعهمیانگینبرایواریانسکمترین

بابرابر)
𝜎2

𝑛
).

موجودنااریببرآوردگرچندیادوکههنگامی✓

شاخصازبرتر،برآوردگرانتخاببرایباشد،

.شودمیاستفاده«کارایی»

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Mean Squared Error (MSE))خطامجذورمیانگین

میانگین»بااستبرابرکهاستخطامجذورمیانگینمی رود،کاربهبرآوردگرهامقایسهوارزیابیبرایکهمعیارهاییازدیگریکی
«𝛉از෡𝛉انحرافدومِتوان

𝑀𝑆𝐸 ෠𝜃 = 𝐸( ෠𝜃 − 𝜃)2= 𝑣𝑎𝑟 ෠𝜃 + 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃
2

.استاریبمجذوربابرابردومجمله

.می کندمنعکسرااریبو(واریانس)کاراییازترکیبیخطا،مجذورمیانگینبنابراین،

داده؛ nبامجموعهیكازخطاهادومتوانمیانگینبرای

𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

(𝑌𝑖 − ෠𝑌𝑖  )2

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مقداربهبرآوردگرمقدارشدننزدیكاحتمالنمونه،اندازهافزایشبا،መ𝜃برآوردگربرایاگر.(Consistency)سازگاری(ج

.است«سازگاری»ویژگیدارایبرآوردگراینگوییممیآنگاهیابد؛افزایش(θ)جامعهپارامترواقعی

.شدخواهدنزدیكθبهکاملاመ𝜃مقداریابد،افزایشنمونهحجموقتییعنی

برآوردگریكመ𝜃،(کندمیلصفربهθازመ𝜃انحرافیعنی)کندمیلصفرسمتبهመ𝜃واریانسنمونهاندازهافزایشبااگر

.استسازگار

.استسازگارامااریببرآوردگریك(S2)نمونهواریانسمثلا،.باشدسازگارامانباشد،نااریباستممکنبرآوردگریك✓

جامعهمیانگینبرای∗𝑋فرضیبرآوردگررفتار:تصویر
نمونهاندازهافزایشبا

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.(Sufficiency)کفایتیابسندگی(د

نآگویندمیآنگاهباشد،گنجاندهخوددرونراموردنظرپارامتردرموردهادادهدرونموجوداطلاعاتتمامبرآوردیكاگر

.دارد«بسندگی»برآوردگر،

.کنداستفادهاستθبرآوردبهمربوطکهنمونهاطلاعاتتمامازመ𝜃یعنی

.کندارائهθبرآوردعنوانبهمقداریكنهایتاًوکنداستفادهرانمونهدرموجوددادهnتمامیعنی

،موردنظرنمونهبرایtبرآوردمقدارداشتنیاو(نمونهمجموع)tبرآوردگرمحاسبهبرایتاییnنمونهیكداشتنمثال؛

کنیم؟حسابمی توانستیمنمونهمقادیرداشتنباکهمی کندارائهرامقداریهماندقیقاtبرآوردآیا

.(داردبسندگی)استکافیبرآوردگریکtپسبله؛اگر

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.(Sufficiency)کفایتیابسندگی(د

𝑓یعنی)መ𝜃شرطبه(نمونهاطلاعات)ها𝑋𝑖مشترکتوزیعدیگر،عبارتبه 𝑥1, … 𝑥𝑛
መ𝜃)ازمستقلθدریعنی)باشد

𝑓تابع 𝑥1, … 𝑥𝑛
መ𝜃پارامترθباشدنداشتهوجود).

.داردθبهبستگیخاصنمونهیكمشاهدهآنگاهباشد،داشتهبستگیθبهونباشدθازمستقلاحتمالایناگر

,𝑥1)مانندخاصینمونهآنگاهباشد،θازمستقلاحتمالایناگر … 𝑥𝑛)برآوردبهمنجرکهθ،ازمقدارهربرایمی شودθ

.داردنمونه هاسایربایکسانیاحتمال

ത𝑋برایبسندهبرآوردگریكµ،2معلومواریانسبانرمالجامعهمیانگینσاست.

مناسببرآوردگریکخواص
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های

دارد؟وجودباشند،مناسبیخواصدارایکهبرآوردگرهاییآوردندستبهبرایروش هاییچه-2

.هستندویژگی هاییدارایهریککهداردوجودروش هاییموردنظر،پارامترهایبرآوردبرای

روش ها؛مهمترینازمورددو

معمولیمربعاتحداقلروش(الف

درستنماییحداکثرروش(ب

برایرا(برآوردهابهترینبالتبع،و)برآوردگرهامناسب ترینکهمی کنندکمکمابهروش هااینواقعدر

.کنیمپیدامجهولپارامترهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Ordinary Least Squares (OLS))معمولیمربعاتحداقلروش

شدهشناختهروشغالبترینوپرکاربردترینعنوانبه(باشندبرقرارروشاینفروضکههنگامیالبته)داردکهمطلوبیخواصدلیلبه

.است

.می شوددادهنسبتآلماننامیریاضیدانگوس،فردریكکارلبهروشاین

رایبرگرسیونیخطبهترینکهمی کندتلاش(باقیمانده هایااخلال،جملات)انحرافاتمربعاتمجموعکردنحداقلطریقاز

.نمایدبرازشراداده ها

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

.دارد(𝜃)پارامتریكفقطکهباشدمعینیتوزیعدارایXکنیدفرض

X:𝑃(𝑥,𝜃)توزیعتابع

.می آیددستبه𝑥𝑛و...،𝑥1،𝑥2مقادیردهیم،انجامرانمونه گیریوقتی

است؟چقدرنمونهاینشدنِمشاهدهاحتمال

P X1 = 𝑥1, … , X𝑛 = 𝑥𝑛 = P X1 = 𝑥1 … P X𝑛 = 𝑥𝑛 = P 𝑥1, 𝜃 … P 𝑥𝑛, 𝜃

,X1تصادفیمتغیرهایمقادیر)داردبستگی𝜃مقداربهاحتمالاینمقدار … ,X𝑛شده اندمشخص.).

.می دهیمنمایش𝐿(𝜃)باراآن.است𝜃ازتابعیاحتمال،اینمقداربنابراین،

𝐿(𝜃):توزیع(های)پارامترازتابعیصورتبهموردنظرنمونهشدنِمشاهدهاحتمال:درستنماییتابع.

.شودحاصلشدهمشاهدهنتایجپارامترها،برایمعینمقادیریازایبهآنکهاحتمالبااستبرابردرست نماییتابع

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

.استمشترکتوزیعتابعهماندرستنماییتابع

𝐿(𝜃) = 𝑓 𝑥1, 𝜃 … f 𝑥𝑛, 𝜃 = ෑ

𝑖−=1

𝑛

f 𝑥𝑖 , 𝜃

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های



29
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

شدند؟مشاهده𝑥𝑛و...،𝑥1،𝑥2مقادیرچراشوند،نمایانمی توانستندکهمقادیریتمامبیناز:سوال

.داشته اندشدننمایانبرایراشانسیااحتمالبیشترینمشاهدات،اینچون:پاسخ

.باشداحتمالحداکثربیانگرباید𝐿(𝜃)پس

.نمایدحداکثررا(𝐿(𝜃))مذکوراحتمالکهباشدگونه ایبهبایدمی شود،تعییننمونهمشاهداتبرحسبکه𝜃مقداربنابراین،

.می آیددستبه(𝜃ضرایب)مجهولپارامترهایبهنسبتدرستنماییتابعشدنِحداکثرطریقازدرستنماییحداکثربرآوردگرپس

:می بریمکاربهرازیرشرط𝐿(𝜃)شدنداکثرحبرای

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 →  መ𝜃𝑀𝐿 = 𝑔(𝑥1, … 𝑥𝑛)

መ𝜃𝑀𝐿:می شودنامیدهدرستنماییحداکثربرآوردگر.

.بگیریممشتق𝜃بهنسبتسپسوگرفتهلگاریتم𝐿(𝜃)ازابتدااستبهترمعمولاً:نکته

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

کنید؟برآورددرستنماییحداکثرروشباراتوزیعاینpپارامتر.استبرنولیتوزیعدارایXکنیدفرض:سوال

𝑃 𝑥 = 𝑝𝑥(1 − 𝑝)1−𝑥

:پاسخ

داریم؛شود،انتخابجامعهاینازتاییnنمونهیكاگر

𝐿 𝑝 = 𝑃 𝑥1, 𝑝 … 𝑃 𝑥𝑛, 𝑝 = 𝑝𝑥1 1 − 𝑝 1−𝑥1 … 𝑝𝑥𝑛 1 − 𝑝 1−𝑥𝑛 = 𝑝σ 𝑥𝑖 1 − 𝑝 𝑛−σ 𝑥𝑖

ln 𝐿 𝑝 = σ 𝑥𝑖 ln 𝑝 + (𝑛 − σ 𝑥𝑖) ln(1 − 𝑝) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝑝
= σ 𝑥𝑖

1

𝑝
+ 𝑛 − σ 𝑥𝑖

−1

1−𝑝
 = 0 →  Ƹ𝑝𝑀𝐿 =

σ 𝑥𝑖

𝑛
= ҧ𝑥 

Ƹ𝑝بابرابرpپارامترکههنگامیبنابراین، =
σ 𝑥𝑖

𝑛
= ҧ𝑥 ،تابعباشد𝐿 𝑝 .می شودحداکثر 

:pبرآوردگر حداکثر درستنمایی پارامتر 

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

کنید؟برآورددرستنماییحداکثرروشباراتوزیعاین 𝜎2و𝜇پارامترهای.استنرمالتوزیعدارایXکنیدفرض:سوال

𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2

:پاسخ

؛درستنماییتابع

𝐿 𝜇, 𝜎2 = 𝑓 𝑥1, 𝜇, 𝜎2 … 𝑓 𝑥𝑛, 𝜇, 𝜎2 =
1

( 2𝜋)𝑛𝜎𝑛
𝑒

−
σ𝑖=1

𝑛 (𝑥𝑖−𝜇)2

2𝜎2

ln 𝐿 𝜇, 𝜎2 = −𝑛 ln 2𝜋 −
𝑛

2
ln 𝜎2 −

σ𝑖=1
𝑛 (𝑥𝑖 − 𝜇)2

2𝜎2

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

کنید؟برآورددرستنماییحداکثرروشباراتوزیعاین 𝜎2و𝜇پارامترهای.استنرمالتوزیعدارایXکنیدفرض:سوال

𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2

:پاسخ

؛مترهااپاربهنسبتمشق گیری

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝜇
= 0 ,

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝜎2
= 0

آورده ایم؛دستبهدرستنماییحداکثرروشبهراتصادفیمتغیراینپارامترهایبرآوردگرهایبالا،معادلاتحلبا

ො𝜇𝑀𝐿 =
σ 𝑥𝑖

𝑛
= ҧ𝑥                            , ො𝜎2

𝑀𝐿 =
σ𝑖=1

𝑛 (𝑥𝑖− ҧ𝑥 )2

𝑛
   

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Maximum Likelihood Estimation (MLE))درستنماییحداکثرروش

:نکتهدو

oمقادیرشدنمشخصازبعددرستنماییتابع𝑥𝑖ضرایبازتابعیفقط𝜃است.

oارامترهاپهمهبهنسبتاستلازموپارامترهاستهمهازتابعیدرستنمایی،تابعباشد،کهمیزانهربهپارامترهاتعداد

.آورددستبهراپارامترهاآنازهرکدامبرآوردگروگرفتهجزئیمشتق

oکردلحراجزئیمشتقمعادلاتنمی توانشرایطایندر.نباشد«بستهفرم»یكدارایدرستنماییتابعاستممکن.

مناسببرآوردگریکدست آوردنبهروش های



توزیع‌های‌نمونه‌ای
فصل‌
پنجم

Sampling distributions

مفاهیم کلی:‌بخش‌اول

توزیع های نمونه ای:بخش‌دوم

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

.استمتفاوتیکدیگربامختلفهاینمونه‌گیریدربرآوردگریکبرایآمدهدسته‌بمقادیر✓

.استتصادفیمتغیریکخودبرآوردگر،هربنابراین،✓

.نامندمیبرآوردگرآناینمونهتوزیعراباشدداشتهتواندمیبرآوردگریكکهمقـادیریاحتمالتوزیع✓

.آمارهیکبرایشدهمشاهدهمقادیرفراوانینمودار:(گیرینمونهتوزیعیا)اینمونهتوزیـع ✓

.آمارهیکبرایموردانتظارمقادیراحتمالتوزیع:(گیرینمونهتوزیعیا)اینمونهتوزیـع ✓

.شودمیفتهگ«میانگیناینمونهتوزیع»آن،اینمونهتوزیعبهواستپرکاربردبرآوردگرهایازیکینمونهمیانگین✓

.استمتفاوتدیگر،نمونهبهنمونهیكازنمونه،میانگینمقدارکهاستواضح✓

-نمونهزیعتوکنیم؛ترسیمنموداریكدرراجـامعهیكازشدهاستخراجمختلفهـاینمونهمیـانگینمقادیرتوزیعاگر✓

.آوردخواهیمدستبهراجامعهآنمیانگینای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

؛مثال

میانگینمقادیر.بگیریدنظردرراخودرو5ازبه دست آمدهسرعتداده5شاملمتناهیوکوچکجامعهیک

(μ)واریانسو(2σ)جامعهاین

((نماییممحاسبهراجامعهواریانسومیانگینتوانستیمایم،کردهبرداشتراجامعهاعضایتمامبهمربوطهایدادهچون))
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

؛مثال

.کنیمبرداشتجامعهاز(جایگذاریبدون)دوتاییهاینمونهتوانیممیتنهاجامعه،کلهایدادهبرداشتجایبهکنیدفرض

.کردبرداشتجامعهاینازتایی2هایینمونهتوانمیمختلفشکل10بهاساس،اینبر

:نمونههربامتناظرمیانگینهمراهبهشدهبرداشتهاینمونه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

؛مثال

توزیعتوانمی؛(است0.1بابرابرمثالایندرکه)هرکدامبامتناظرهایاحتمالنیزو«هانمونهمیانگین»بهمربوطهایدادهداشتنبا

.کردارائهزیرجدولصورتبهرا(ത𝑋)میانگیناینمونه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

:کهگرفتنتیجهتوانمی തXاینمونهتوزیعواریانسومیانگینباجامعه،واریانسومیانگینمقادیرمقایسهبا

.نیستبرابر(μ)جامعهمیانگینبالزوماًو(استتصادفیمتغیریك)استمتغیردیگر،نمونهبهاینمونهازഥXمقدار.1

.استبرابرجامعهمیانگینبا،(داده شدهنمایشμഥXصورتبهکه)ഥXاینمونهتوزیعریاضیامید.2

σഥXصورتبهکه)ഥXاینمونهتوزیعواریانس.3
.استجامعهواریانسازکمتر،(داده شدهنمایش2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

Nوجامعهاندازهnباشدمینمونهاندازه.

)ضریب
N−n
N−1 .شودمیشناختهمتنـاهیجامعهتصحیحضریبعنوانتحت(

)کهمیهنگامثلاً)باشد؛نمونهاندازهازبزرگ تربسیـار(N)جـامعهاندازهکهشرایطیدر
n
N ضریبتوانمی(باشد%10یا%5ازکمتر (

.گرفتنظردر1بابرابررامتناهیجامعهتصحیح

بنابراین،باشد؛می2بابرابرهانمونهاندازهو5بابرابرجامعهاندازهمثال،ایندر

(
N−n

N−1
)=(

2−5

1−5
)=0.75

:ست آوردای میانگین را به دتوان میانگین و واریانس توزیع نمونهبا توجه به روابط قبلی، با داشتن میانگین و واریانس جامعه، می
μഥX=μ=59.6

σഥX
2 =

σ2

n
×(

N−n

N−1
)=

16.24
2

×(0.75)=6.09

μX=μ
نامتناهیجامعهیكبرای

σഥX
2=

σ2

n

باشدمتناهیجامعهکهحالتیدر

σഥX
2=

σ2

n
(

N−n

N−1
)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

:میانگیناینمونهتوزیعمهمویژگیدو

حسابراهنمونمیانگینوکردهآوریجمعتصادفینمونهیكدرصورتی کهاست؛شکلچهبهجامعهتوزیعکهاینازفارغ-1
.شدخواهنـدمتمرکزجامعهمیانگینحولهانمونهمیانگینمقادیرآنگاه،کنیم؛تکرارراکاراینونماییم

کاهشضریببـا)داشتخواهـدجـامعهواریـانسازکمترمقداریഥXواریـانسهمچنین،
σ2
n

نامتناهیجامعهبرای

و
σ2
n

(
N−n
N−1)متناهیجامعهبرای).

.بودخواهدکمتراینمونهتوزیعدرشدهمشاهدهتغییراتباشد،بزرگ تر(n)هانمونهاندازههرچه-2

ازکهیانگینیمبهنسبتباشد،به دست آمدهبزرگ تراندازهبانمونهیكاساسبرکهاینمونهمیانگینمقداربه عبارت دیگر،
.استترنزدیكجامعهواقعیمیانگینبهباشد،به دست آمدهترکوچكاندازهبانمونهیك

یكود؛شترنزدیكآنواقعیمقداربهموردنظر،پارامترازبه دست آمدهبرآوردنمونه،اندازهافزایشباداریمانتظارکهاین
.آیدمیحساببهتصادفیگیرینمونهبرایخوبویژگی
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

:زیررابطهمورددرمهمنکتهدو

σഥX
2=

σ2

n

تایی،100نمونهیكبهنسبتتایی،10تصادفینمونهیكاستممکناوقاتگاهی.نیستصحیحهموارهرابطهاین1.

امعهجپارامتربهبرآوردکدامکهاینفهمیدنبرایراهیهیچاما.کندارائهجامعهمیانگینبرایترینزدیكبرآورد

.(رفتیمنمیگیرینمونـهسراغبهدانستیممیراجـامعهپـارامترمقدارمااگرزیرا)نداردوجوداستترنزدیك

رآوردبکهایناحتمالترتیب،اینبهو)یابدمیکاهشاینمونهتوزیعواریانسنمونه،اندازهافزایشبادرحالی که2.

عبارتهب.داردکاهشینرخافزایش،ایناما؛(یابدمیافزایشباشد،ترنزدیكمیانگینواقعیمقداربهبه دست آمده،

10بخواهیمکهاستزمانیازبیشترقبلی،مشاهده10بهجدیدمشاهده10نمودناضافهایِحاشیهسودتر،ساده

.کنیماضافهقبلیمشاهده100بهرامشاهده
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

.کنیممیبرداشتجامعهاز(تاییnنمونهچندیننهو)nاندازهباتصادفینمونهیكتنهاماعملی،مسائلدر

.رفتگخواهدقرارمورداستفادهجامعهمجهولمیانگینازبرآوردیعنوانبهشده،برداشتنمونهمیانگینترتیب،بدین

است؟نزدیکجامعهواقعیمیانگینبهچقدرنمونه،ازبه دست آمدهمیانگین:سؤال

گزارهیكبقالدررانزدیکیاینمیزانتوانمیجامعه،مجهولمیانگینبهنمونهمیانگیننزدیکیمیزانکردنکمّیبرای

واقعیمیانگیناز±Eبازهیكدرnاندازهبا(ഥX)نمونهیكمیانگینمقدارکهایناحتمالمثال،برای.کردبیاناحتمالاتی

.(می باشدقابل قبولخطایهمانE)است؟چقدرباشد،داشتهقرارجامعه

سؤالاینبهتوانمیآنگاه،(شددادهنشانقبلمثالدرآنچهمانند)بدانیمرا(ഥX)میانگیناینمونهتوزیعدرصورتی که

.دادپاسخ

.استغیرعملینمونه ایتوزیعساختنِ،می بـاشدبزرگبسیاریانامتناهیمعمولاً(N)جـامعهاندازهازآنجاکه

کندمیکمكمابهکهداردوجود(ഥXنمونهمیانگینمثلاً)معروفآمارهچنداینمونهتوزیعمورددرقواعدیوهانظریه

.آوریمدستبهراهاآنمختلفمقادیربامتناظرهایاحتمالها،آمارهآناحتمالاتیتوزیعساختنبدون
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

:داردوجودزیرحالت3به طورکلی

اندازهازنظرصرفآنگاه،باشد؛2σواریانسوμمیانگینبانرمالجامعهیکازتاییnتصادفینمونهیكمیانگینഥXاگر(الف
.کردخواهدپیرویزیرصورتبهنرمالتوزیعازنیز(ഥX)میانگین هانمونه ایتوزیعنمونه،

ഥX~ N(μ , Τσ2 n )

کندمیپیرویاستـانداردنرمـالتوزیعازاستـانداردشده،ഥXاینمونهتوزیعبه عبـارت دیگر،یا

Z=
ഥX− μ

Τσ n
 ~ N(0 , 1)

ارمعیانحرافجایگزینرانمونهمعیارانحرافمشکل،اینحلبرای.استمجهولجامعهواریانسعملی،مسائلازبسیاریدر
.کنندمیبالارابطهدرجامعه

بیشتریندگیپراکاستاندارد،نرمالتوزیعبهنسبتحاصله،توزیعکهشودمیموجبجایگذاریاینکهدادهنشانپیشینمطالعات
:کندمیپیرویآزادیدرجه-1nباtتوزیعاززیر،آمارهاینمونهتوزیعحالت،ایندر.باشدداشته

T=
(ഥX− μ)

( ΤS n)
 ~ tn−1
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

:داردوجودزیرحالت3به طورکلی

مرکزیحدقضیهنامبهآمارعلمدرمشهورقضیهیكازحالتایندر.باشدبزرگکافیبه قدر(n)نمونهاندازههنگامی که(ب

:کهکندمیبیانجامعهبرحاکمتوزیعازفارغഥXاینمونهتوزیعمورددرقضیهاین.شودمیاستفاده

افـزایشباآنگاه،باشد؛استخراج شده(2σ)واریانسو(μ)میانگینباایجامعهازکهباشدnاندازهباتصادفینمونهیكمیانگینഥXاگر

σഥxواریانسوμഥx=µمیـانگینبانرمـالتوزیعیكبهഥXتوزیـع،(n)نمونـهاندازه
2=σ2/n می کندمیل.

ഥX~ N(μ , Τσ2 n )

)استانداردشدهഥXاینمونهتوزیعبه عبارت دیگر،
ഥX− μ

Τσ n)،کندمیپیرویاستانداردنرمالتوزیعاز.

Z=
ഥX− μ

Τσ n
 ~ N(0 , 1)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

:داردوجودزیرحالت3به طورکلی

-میآنگاهباشد،بزرگکافیاندازهبهnنمونهاندازهدرصورتی کهگفتتوانمیمرکزی،حدقضیهازاستفادهباترتیب،بدین

امعهجتوزیعکهحالتیدر)گزارهاینگفت،توانمیبه طورکلی.زدتقریبنرمالتوزیعیكباراഥXاینمونهتوزیعتوان

.استقابل قبول ≤30nبرای(باشدنداشتهشدیدیچولگی

قضیهگفتبتوانتااستموردنیاز30ازبزرگ تربه مراتباندازهبااینمونهجامعه،توزیعدرشدیدچولگیوجودصورتدر

.استبرقرارمرکزیحد
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

:داردوجودزیرحالت3به طورکلی

.  که توزیع جامعه غیر نرمال بوده و اندازه نمونه نیز کوچک استهنگامی( ج

.  را توضیح داد، وجود نداردഥXای برای این حالت، یك قضیه کلی که بتوان به کمك آن، توزیع نمونه

ده، راحتی در مورد کیفیت برآورد انجام شتوان بهدر این شرایط، نمی. به توزیع جامعه بستگی داردഥXای زیرا در این حالت، توزیع نمونه

. اظهارنظر کرد

.استفاده می شودروش های ناپارامتری برای حل این مشکل، از 
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

استفادهوگیرینمونهمرتبهیكانجامباتنهاتوانمیچگونهکهدیدخواهیماجمالیصورتبهمثال،یكقالبدروادامهدر

.کرداظهارنظرجامعهواقعیمیانگینتقریبیمقدارمورددرای،نمونهتوزیعمفهوماز

الفحالت).باشد2σمعلومواریانسو µمجهولمیانگینبانرمالتوزیعیكجامعه،یكمیانگیناینمونهتوزیعکنیدفرض

(قبلقسمتدرشدهتشریححالتسهاز

شود؛തxبرابرنمونهمیانگینوکنیمگیرینمونهباریكتنهااگر

Τσصورتبه)میانگیناستانداردخطایداشتنباآنگاه n)،جامعهمجهولمیانگینمورددرتوانمیشکلدوبه(µ)

.دادانجاماستنباط
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

.جامعهمیانگینواقعیمقداربهمفروضمقدارِیکنزدیکیِمیزانمورددراظهارنظر.اولحالت

شدهبرداشتجامعهازതxمیانگینباتصادفینمونهیكاگرآنگاه،باشد؛صحیحجامعه،میانگینبرایمفروضمقداراگربگوییمتوانیممی

=zآمارهمقدارداریمانتظاراوقات%95درباشد؛
ഥx−μ0

Τσ nبازهدر(Z2.5% , Z97.5%)بگیردقرار.

انتخاب µای با میانگین ای تصادفی از جامعهبه عبارت دیگر، اگر نمونه
ابتدا یا انتهای 2.5%که میانگین نمونه مذکور در قسمت شود؛ احتمال این

.است0.05ای قرار بگیرد، توزیع نمونه

که؛ پس اگر مقدار آماره موردنظر، در این بازه قرار نگرفت؛ بدین معناست

و ( 0.05در این حالت، با احتمال )یا یك رویداد نادر اتفاق افتاده ( 1

، با مقدار (0µیعنی )که مقدار فرض شده برای میانگین جامعه یا این( 2

.تفاوت دارد( µ)واقعی میانگین جامعه 
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

.استجامعهمیانگینشاملمشخص،اطمیناندرصدیکباکهمقادیرازایبازهارائه.دومحالت

.استتصادفیمتغیریكنمونه هامیانگینکهدانیممی

شاملص،مشخاطمیناندرصدیكباکهمقادیرازایبازهتوانیممیباشیم،داشتهراهانمونهمیانگیناینمونهتوزیعاگر

.کنیمارائهرااستجامعهمیانگین
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

میانگیناینمونهتوزیع

.استجامعهمیانگینشاملمشخص،اطمیناندرصدیکباکهمقادیرازایبازهارائه.دومحالت
Τσ2واریانسوµمیانگینبانرمالتوزیعدارایها،نمونهمیانگینمقادیرتوزیعاگرمثلا، nباریكازبه دست آمدهمیانگینآنگاه،باشد؛

یكاگربه عبارت دیگر،یا.گرفتخواهدقرارمیانگین،اینمونهتوزیعاز(ഥX%97.5 ،ഥX%2.5)بازهدر%95احتمالباتصادفی،گیرینمونه

آمارهمقدارداریمانتظاراوقات%95در،(آیددستبه തxبابرابرآنمیانگینو)شودبرداشتجامعهازتصادفینمونه
ഥx−µ

Τσ n  بازهدر

(Z%97.5،Z%2.5)بگیردقرار.

مقادیرازیكکدامتصادفی،نمونهازبه دست آمدهمیانگینمقدارکهاینازگرتحلیل
ഥX1،ഥX2،ഥX%2.5،ഥX%99ندارداطلاعیباشد؛می...یاو.

زیرصورتهبایبازهمحتمل،مقداربیشترینوکمترینگرفتننظردربابنابراین،
ت؛اسجامعهواقعیمیانگینشاملبازهاینگوییممیاطمینان%95باوکردهارائه

Z%2.5 <
തx−µ

Τσ n
 < Z%97.5

തx−|Z%2.5|× Τσ n  < µ < തx+|Z%97.5|× Τσ n
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

نمونهیکواریانسنمونه‌ایتوزیع

(2S)نمونهواریانساست؛مجهول(σ2)جامعهواریانسوهستندجامعهازتصادفینمونهیكعنوانبهداده هاکههنگامی

.گیردقرارمورداستفاده،(σ2)جامعهواریانسازبرآوردیارائهبرایتواندمی

.باشدداشتهمتفاوتیمقادیرتواندمیمختلفهاینمونهبرایآن،میانگینمانندنیزنمونهواریانساما

.شودمیهگفتواریانسنمونه ایتوزیعآن،مقادیرتوزیعبهواستتصادفیمتغیریكنیز(2S)هانمونهواریانسبنابراین،

پیرویآزادیدرجه-1nبادوکایتوزیعازکهزیرنسبتآن،جایبه.دارداندکیکاربردآماردر2Sاینمونهتوزیعاما

.آیدمیحساببهپرکاربردتصادفیمتغیریكمی کند؛

آنگاه،باشد؛2σواریـانسبانرمـالجـامعهیكازشدهانتخـابتاییnِتصـادفینمونهیكازبه دست آمدهواریانس،2Sاگر

کرد؛خواهدپیرویآزادیدرجهn-1بادوکایتوزیعاززیرآماره

χ2=
(n−1)s2

σ2 =
σi=1

n Xi−ഥX
2

σ2  ~ χn−1
2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

نمونهیکدرنسبتنمونه‌ایتوزیع

.کردبرآوردراجامعهازهایینسبتمی توانباشند،ایطبقهنوعازداده هااگر

-بهراXفیتصادمتغیروگرفتهنظردرراکنندمیاستفادهتهرانمتروازکهمسافرینیتمامشاملجامعهیكمثال،برای

:کنیممیتعریف،«می کنداستفادهحمل ونقلیشیوهاینازکهمسافریجنسیت»صورت

Xi=ቐ
باشدمذکرمسافراگر 0

1 باشدمؤنثمسافراگر

برابرpپارامتر،بنابراینهستند؟مؤنثمی کنند،استفادهمتروازکهمسافرینیازنسبتیچهبدانیممی خواهیمکنیدفرض

.کنندمیاستفادهمتروازکهافرادیکلازهازننسبتبابودخواهد

.می باشدمتفاوتدیگرنمونهبهاینمونهازنیز(ොp)نمونهیكدرنسبتیكمقدارنمونه،واریانسومیانگینهمانند

.باشدقابل استفادهنیزොpبرآوردگربراینمونه ای،توزیعمفهوممی شودسببتغییرپذیریاین
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

نمونهیکدرنسبتنمونه‌ایتوزیع

.استشدهآوریجمعpمقدارکردنبرآوردبرای(1X،2X،...،Xn)صورتبهnاندازهباتصادفینمونهیكکنیدفرض

.کردمدلایدوجملهتوزیعباتوانمیرابرنولیآزمایشnدرهاموفقیتتعداد

:کندمیپیرویزیرصورتبهایدوجملهتوزیعیكازمسـافران،ازتاییnتصـادفینمونهدرشدهمشـاهدههایزنتعدادبنـابراین،

෍
i=1

n
Xi  ~ B(n,p)

آیدمیدستبهزیرشکلبه(n)نمونهاندازهبرنمونه،درونزنمسافرینتعدادکردنتقسیمازොpنمونهنسبتعلاوه،به

ොp=
σi=1

n Xi
n

.فتگرنظردرنمونهمیانگینبامشابهمی توانرانمونهیكدرموفقیتنسبترابطهشکلمی شود،مشاهدهکهطورهمان

بااستبرابر ොpاینمونهتوزیعواریانسومیانگینکهکردثابتتوانمی

E(ොp)=μ෡p=p

σ෡p
2=Var ොp =

p(1−p)

n
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نمونه ایتوزیع های

نمونهیکدرنسبتنمونه‌ایتوزیع

:دهدرخاستممکنزیرحالتسهازیکی،ොpاینمونهتوزیعباارتباطدربه طورکلی،

.می کندپیرویهندسیفوقتوزیعاز،ොpنمونه ایتوزیعباشند؛ شدهبرداشتمتناهیایجامعهازهانمونهاگر(الف

.می کندپیرویایدوجملهتوزیعاز،ොpنمونه ایتوزیعباشند؛شدهبرداشتمتناهیناایجامعهازهانمونهاگر(ب

بارا ොpآمارهاینمونه توزیعمی توانآنگاه؛باشدبرقرارn(1−ොp)≥5وnොp≥5شرطدواگرکلی،قاعدهیكعنوانبه(ج

σ෡pواریانسوμ෡pمیانگینبانرمالتوزیعیك
.زدتقریب2

؛بودخواهدبرقرارොpگیرینمونهتوزیعبرایمرکزیحدقضیهبنابراین،

کردخواهدپیرویاستانداردنرمالتوزیعازآمارهاینآنگاه،کنیم،تعریفزیرصورتبهراZآمارهدرصورتی کهعلاوه،به
(Z~N(0 ,1)).

ොp ~ N (p ,
p(1−p)

n
)

Z=
ොp−p

p(1−p)
n

~ N(0 ,1)
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