
روش‌های‌آماری‌و‌اقتصادسنجی

انبه نام خداوند بخشنده مهرب

محمد‌مهدی‌بشارتی

besharati@iut.ac.ir

در‌تحلیل‌و‌مدل‌سازی‌داده‌های‌حمل‌و‌نقلی



توزیع‌های‌احتمالاتی
فصل‌
چهارم

Probability distributions

هتوابع جرم احتمال و توزیع های گسست:‌بخش‌اول

وستهتوابع چگالی احتمال و توزیع های پی:بخش‌دوم

مقدمه

محمدمهدی بشارتی: مدرس



مقدمه3

ردبرآوچگونهراتصادفیمتغیریکبرایممکنمقادیرازهریک(مشاهدهیا)وقوعاحتمال❑
کنیم؟

.می‌شوداستفادهاحتمالتئوریازتصادفیمتغیرهایاینمقادیرمدل‌کردنبرای❑

مالاتیاحتتوزیعیکدارایبگیرد،خودبهمی‌تواندتصادفیمتغیریککهمقادیریمجموعه❑
.است

راادفیمتغیرتصیکبرایممکنمقادیرازهریکوقوعاحتمالکهنموداری‌است،احتمالتوزیع❑
.می‌دهدنمایش

تابعدهد؛نشانمربوطههایاحتمالهمراهبهرا(X)متغیرتصادفیمقادیرتمامکهایرابطه❑
.نامندمی f(x)احتمال

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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باشند؛صحیحاعدادبه‌صورت(پیشامدهایاشدهمشاهدههایدادههمانیا)ممکنمقادیراگر❑
:مثلا.استگسستهمتغیرنظر،موردمتغیر

تصادفاتادتعدعابرین‌پیاده،تعدادساعت،یکدرتقاطعیکبهواردشدهوسایل‌نقلیهتعداد✓
.وغیرهاستانیکدرسالانه

احتمالبرآوردبرای،«(Probability Mass Function (PMF))احتمالجرمتابع»از❑
.می‌شوداستفادهگسستهمتغیرهایمقادیرمشاهده

سونپواتوزیعومنفیایدوجملهتوزیع،ایدوجملهتوزیع:گسستههایتوزیعازبرخی❑

محمدمهدی بشارتی: مدرس
مقدمه
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تغیرمباشند،حقیقیاعدادبصورت(پیشامدهایاشدهمشاهدههایدادههمانیا)ممکنمقادیراگر❑
:مثلا.استپیوستهمتغیرنظر،مورد
یکدرسفرزمانپارکینگ،یکبهمتوالیخودرودوورودمیانشدهسپریزمانمدت✓

.وغیرهشهریبرونجادهیکازمقطعدرخودروهاترددسرعتبزرگراهی،قطعه

برآوردبرای،«(Probability Density Function (PDF))احتمالچگالیتابع»از❑
.می‌شوداستفادهپیوستهمتغیرهایمقادیرمشاهدهاحتمال

دوکایوگاما،نمایی،لگ‌نرمال،نرمالتوزیع‌های:پیوستههایتوزیعازبرخی❑

محمدمهدی بشارتی: مدرس
مقدمه
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تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع7

تابع جرم احتمال

رخنی،معیاحتمالبامقادیر،اینازهرکدامکهاستمعینیمقادیردارای،گسستهمتغیریک✓
.می‌دهد

«نیفراواجدول»نامبههاییجدولدررامقادیراینازهریکبامتناظراحتمالاتاوقات،گاهی✓
.کنندمیارائه

xx1x2x3…xnمقادیر محتمل

f(x)f(x1)f(x2)f(x3)...f(xn)احتمال مشاهده هر مقدار

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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تابع جرم احتمال

دهندنمایشفرمولیباراXمتغیرتصادفییکبهمربوطاحتمالاتتمامکهاستآسان‌تراغلب✓
.گویندمیاحتمالتابعآن،بهو(f(x))بودهXمقادیرازتابعیکه

.می‌دهدنشانراxمشخصپیشامدِدادنرخاحتمال،X= xازایبهتابعاینمقدار✓

.امندنمیاحتمالجرمتابعرااحتمالتابعباشد،گسستهتصادفیمتغیرکهدرحالتی✓

:می‌شودتعریفزیربه‌صورتXبرددرxهرمقدارازایبه،Xاحتمالجرمتابع✓

𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑋 = 𝑥

σ𝑖همواره✓ 𝑓(𝑥𝑖) = 1

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



9

۰.۰

۰.۱

۰.۲

۰.3

۰.4

۰.5

۰.۶

ال
تم

اح

شدت تصادف

توزیع احتمال گسسته 

یکدرآنبرددرموجودهایxتمامازایبهرا(f(x))تصادفیمتغیریکاحتمالتابعمقادیراگر
.می‌آیدبه‌دستاحتمالتوزیعنمودارکنیم؛رسم((𝒙𝒊)،(𝒇(𝒙𝒊)))هایزوجبه‌صورتنمودار

oتوزیعارنمودمتغیر،مقادیربودنگسستهبه‌دلیل
مودارنیکبه‌صورتگسستهمتغیریکاحتمال

.باشدمیمستطیلییاوایمیله

oبینفاصلهکههنگامیxازباشدمساویها
رنموداازدرغیراینصورتومستطیلینمودار

.شودمیاستفادهایمیله

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱۰

گسسته ( تابع توزیع تجمعی)تابع توزیع

چقدرباشدمساوییاکوچکترx0حقیقیعددازXگسستهمتغیرتصادفیمقدارکهایناحتمال
است؟

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = ෍

z≤x

n

𝑓 𝑧

قالبدرمعروفآماریهایتوزیعبرایتوزیعتابعمقـادیرآماری،فزارهاینرمتوسعهازپیش➢
.می‌شوداستفادهکامپیوتریافزارهاینرمازامروزهاما .شدمیارائهآمادهجداول

ازایبه(F(x))تصادفیمتغیریکتجمعیتوزیعتابعمقادیر:احتمالتجمعیتوزیعنمودار➢
.آنبرددرموجودهایxتمام

بودخواهدایپلهنموداربه‌صورتگسستهمتغیرهایبرایتجمعیتوزیعنمودار➢

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱۱

آزمایش برنولی 

آزمایش‌برنولی‌چیست؟‌مثال‌از‌حوزه‌حمل‌ونقل‌و‌ترافیک؟:‌سوال

موفقیتارناسازگنتایجازیکیبهآن،انجامهربارکهآزمایشی‌استبرنولی،(مشاهدهیا)آزمایش➢
.می‌انجامدشکستیا

:مثلا➢

(زن-مرد)شودمیBRTایستگاهواردلحظههردرکهمسافریهرجنسیت▪

(سوادبی-باسواد)ترمینالیکاتوبوس‌هایازیکهررانندهبودندارسواد▪

...و▪

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱۲

توزیع دو جمله ای

؛‌(p)و‌احتمال‌موفقیت‌در‌هر‌آزمایش،‌ثابت‌باشد‌(‌n)مرتبه‌به‌طور‌مستقل‌از‌هم‌تکرار‌کنیم‌nاگر‌یک‌آزمایش‌برنولی‌را‌
.ای‌می‌گوینداین‌نوع‌آزمایش‌را‌آزمایش‌دوجمله

ن‌به‌تعریف‌کنیم،‌تابع‌جرم‌احتمال‌آ«‌آزمایش‌مستقل‌برنولیnتعداد‌موفقیت‌ها‌در‌»را‌به‌صورت‌ Xاگر‌متغیر‌تصادفی‌
شود؛نشان‌داده‌میBin (n, p)ای‌خواهد‌بود‌که‌با‌نماد‌شرح‌زیر‌بوده‌و‌دارای‌توزیع‌دوجمله

𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑛
𝑥

𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥  ، x=0,1,2, ... , n

X:(متغیرتصادفی)درموفقیت‌هاتعدادnبرنولیمستقلآزمایش
n:برنولیآزمایش‌هایانجامدفعاتتعداد
p‌:احتمال‌موفقیت‌در‌هر‌آزمایش‌برنولی‌

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

:چهار شرط کلاسیک توزیع دوجمله ای

(.مشخصn)تعداد آزمایش ها ثابت است 1.

(.عدم موفقیت/موفقیت)هر آزمایش فقط دو نتیجه دارد 2.

.آزمایش ها مستقل اند3.

.استpاحتمال موفقیت در همه آزمایش ها برابر 4.



۱3

توزیع دو جمله ای

:مثال
مرتبه‌تکرار‌10را‌0/45یک‌آزمایش‌برنولی‌با‌احتمال‌موفقیت‌

.‌ایمکرده

پیروزی‌در‌10،‌...‌،‌0‌،1‌،2مطلوبست‌محاسبه‌احتمال‌مشاهده‌
ای؟این‌آزمایش‌دوجمله

𝑓 4 = 𝑃 𝑋 = 4 =
10

4
0.454(1 − 0.45)6

=
10!

4! 6!
× 0.041 × 0.0277 = 0.2384

  

x P(X=x)

1 0.0207

2 0.0763

3 0.1665

4 0.2384

5 0.2340

…

10 0.0003

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱4

توزیع دو جمله ای

را‌به‌صورت‌نمودار‌رسم‌xدر‌مثال‌قبل،‌اگر‌توزیع‌مقادیر‌احتمال‌به‌دست‌آمده‌برای‌مقادیر‌مختلف‌
.کنیم،‌یک‌نمودار‌توزیع‌دوجمله‌ای‌خواهیم‌داشت

x P(X=x)

1 0.0207

2 0.0763

3 0.1665

4 0.2384

5 0.2340

…

10 0.0003

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱5

توزیع دو جمله ای

:امیدریاضی‌و‌واریانس‌توزیع‌دوجمله‌ای

𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝

Var(X)=npq

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱۶

توزیع دو جمله ای منفی

.می‌دهیمانجامpثابتموفقیتاحتمالبامستقلبرنولیآزمایش‌هایکنیدفرض

(دوجمله‌ایمدل)داریم؟موفقیتچندآزمایش n در:بپرسیماینکهبه‌جای•

.استمنفیدوجمله‌ایمدلدقیقاًاینبرسیم؟موفقیت r بهتااستلازمآزمایشچند:می‌پرسیم•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱7

توزیع دو جمله ای منفی

آزمایشموفقیت،امین-rمشاهدهازپسوآوریمبه‌دستموفقیتrتادهیمادامهآنقدررابرنولیآزمایشاگر
.نامیممیمنفیایدوجملهآزمایشراآزمایشیچنینشود؛متوقف

؛(X~ 𝑁𝐵(𝑟,𝑝))استزیربه صورتمنفیدوجمله ایتصادفیمتغیراحتمالجرمتابعاولفرم

f x =P X=x =
x−1
r−1  pr(1−p)x−r   ، x=r, r+1, r+2, ...

r:موفقیتتعداد
X:بهرسیدنتاآزمایشانجامدفعاتتعدادr-موفقیتامین
p‌:احتمال‌موفقیت‌در‌هر‌آزمایش‌برنولی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۱8

توزیع دو جمله ای منفی

حادثهدواینکهاحتمالبااستبرابرواقعدرآزمایش،امین-xدرموفقیتامین-rمشاهدهاحتمال
دهد؛رخزیر

1-(r-1)درموفقیت(x-1)(دوجمله‌ایاحتمال)دهدرخآزمایش،

2-(r)درموفقیتامین(x)آزمایشنتیحهاینکهاحتمال)دهدرخآزمایشامینX-،موفقیتام
،(باشد

f x =P X=x =
x−1
r−1  pr(1−p)x−r   ، x=r, r+1, r+2, ...

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

𝐸 𝑋 =
𝑟

𝑝 𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝑟(1 − 𝑝)

𝑝2



۱9

توزیع دو جمله ای منفی

آزمایشموفقیت،امین-rمشاهدهازپسوآوریمبه‌دستموفقیتrتادهیمادامهآنقدررابرنولیآزمایشاگر
.نامیممیمنفیایدوجملهآزمایشراآزمایشیچنینشود؛متوقف

؛(Y~ 𝑁𝐵(𝑟,𝑝))استزیربه صورتمنفیدوجمله ایتصادفیمتغیراحتمالجرمتابعدومفرم

f y =P Y=y =
y+r−1

r−1
 pr(1−p)𝑦   ، y=0, 1, 2, ...

r:موفقیتتعداد
Y:بهرسیدنازقبلتاشکست‌هاتعدادr-موفقیتامین
p‌:احتمال‌موفقیت‌در‌هر‌آزمایش‌برنولی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

𝐸 𝑌 =
𝑟(1 − 𝑝)

𝑝
𝑉𝑎𝑟 𝑋 =

𝑟(1 − 𝑝)

𝑝2



۲۰

توزیع دو جمله ای منفی

نکته؛چند

.می‌شوداستفادهدومفرمایدهاز(12پاورپوینت)منفیدوجمله‌ایرگرسیونمدلسازیدر✓

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

X=Y+r

(رایج‌در‌کتب‌تئوری‌احتمال)فرم‌اول‌کل‌آزمایش‌ها‌را‌شمارش‌می‌کند‌
(.ندگیرایج‌برای‌مدلسازی‌داده‌های‌شمارشی‌و‌لحاظ‌نمودن‌بیش‌پراک)فرم‌دوم‌فقط‌شکست‌ها‌را‌شمارش‌می‌کند‌



۲۱

توزیع دو جمله ای منفی

مثال❖

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۲۲

توزیع هندسی

به؛مدهیادامه(شکست)موفقیتاولینبهرسیدنتاراآزمایش‌هاتعدادمنفی،دوجمله‌ایآزمایشدراگر
است؛زیرصورتبههندسیتوزیعتابع.شودمیگفتههندسیآزمایشآزمایشی،چنین

r=1وقتیاستمنفیدوجمله ایازخاصیحالتهندسیتوزیعپس✓

هندسی؟توزیعدارایرویدادهایازمثال هایی

.شودمشاهدهخرابمحصولاولینتامی‌یابدادامهزمانیتاکارخانهمحصولاتازبازرسی•

.شودمشاهدهخرابچپیاولینکهزمانیتاشودبازدیدگاردریل‌هاپیچ‌های•

؟....•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

X:(شکست)موفقیتاولینمشاهدهتاآزمایشانجامدفعاتتعداد
p‌:در‌هر‌آزمایش‌برنولی(شکست)احتمال‌موفقیت‌

f x =P X=x =p(1 − 𝑝)x−1، x=1, 2, 3, ...



۲3

توزیع پواسون

شودتعریف«معینمکانیفاصلهیازمانیبازهیکدررخدادیکوقوعدفعاتتعداد»بصورتXتصادفیمتغیراگر
.کندمیپیرویپواسونتوزیعازXمتغیرگفتتوانمیآنگاه،(باشدبرقرارپواسونفرآیندشرایطشمارشایندرو)

:مثالبرای

oتقاطع،یکدرسالانهترافیکیتصادفاتتعداد

oمعینزمانیبازهیکدرتقاطعیکبهورودینقلیهوسایلتعداد

oمی‌رسندتقاطعیکبهساعتیکدرکهپیادهعابرینتعداد

oو....

.کردمدلپواسونتوزیعکمکبهرامعینزمانیبازهیکدرموردنظررویدادوقوعفراوانیتوانمیبالا،موارددر

نرخبادثحواایناینکهشرطبهمی دهد؛شرحرادهدرخثابتیمکانییازمانیفاصلهدرمشخصیتعدادبهحادثهیکاینکهاحتمال
.دهندرخحادثهآخرینزمانازمستقلو(ثابت)مشخصوقوع

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۲4

توزیع پواسون

:استزیرخصوصیاتدارایلزوماًپواسون،آزمایشیک
.استمعلوموثابت،(وقوعنرخ)شدهمشخصمکانییازمانیبازهدرهاموفقیتتعدادمیانگین•

اهدهمشهایموفقیتتعدادازمستقلمعین،(مکانی)زمانیبازهیکدرشدهمشاهدههایموفقیتتعداد•
.استدیگرمشخص(مکانی)زمانیبازهیکدرشده

.باشدقابل‌اغماض،‌(ناحیه‌مکانی‌کوچک)در‌یک‌بازه‌زمانی‌کوتاه‌بیش‌از‌یک‌موفقیت‌احتمال‌وقوع‌•
ه‌تعداد‌بوده‌و‌ب(‌مکانی)،‌متناسب‌با‌آن‌فاصله‌زمانی‌(ناحیه‌مکانی)احتمال‌موفقیت‌در‌هر‌بازه‌زمانی‌•

.دهد،‌بستگی‌نداشته‌باشدرخ‌می(‌مکانی)هایی‌که‌در‌خارج‌از‌آن‌فاصله‌زمانی‌موفقیت

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۲5

توزیع پواسون

استزیرصورتبهپواسونتوزیعاحتمالجرمتابع

𝑓 𝑋 = 𝑃 𝑋 = 𝑥 =
𝑒−𝜆 𝜆𝑥

𝑥!
,       x=0,1,2, ...

X:معین(مکانی)زمانیفاصلهدرموردنظررخدادوقوعدفعاتتعداد
𝜆:معین(مکانی)زمانیفاصلهدرموردنظررخدادوقوعدفعاتتعدادمیانگین

.باشدمی𝛌مساویوبودهبرابرهمباتوزیعاینواریانسومیانگینکهآنستپواسونتوزیعهایویژگیازیکی

وهستندادزیبسیاربالقوهوقایعتعداددارایکهشودبردهبکاررویدادهایسازیمدلبرایمی‌تواندپواسونتوزیع✓
.استکمبسیارواقعههروقوعاحتمال

.باشدمیتصادفاتفراوانیمدلسازیونقل،حملمهندسیدرتوزیعاینکاربردهایترینمهمازیکی
𝑃مقادیر 𝑋 ≤ 𝑟برای‌توزیع‌پواسون‌به‌ازای‌مقادیر‌مختلف‌𝜆در‌جداول‌آماری‌ارائه‌می‌شود.

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

𝐸 𝑋 = 𝜆 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝜆



۲۶

توزیع پواسون

:مثال
استقادربندراینهایزیرساخت.استفروند10شوند،میبندریکواردروزانهکههاییکشتیتعدادمیانگین
بندرنایمعین،روزیکدراینکهاحتمالمحاسبهمطلوبست.دهدسرویسروزدرکشتیفروند15بهحداکثر

گیرند؟میپهلوآندرکهباشدهاییکشتیتعدادپاسخگوینتواند

 Xمسئله،ایندرگفتتوانمیبگیریم؛درنظرXتصادفیمتغیربعنوانرابندربهشدهواردهایکشتیتعداداگر

ترتیب،بدین.کندمیپیرویλ=10باپواسونتوزیعاز

𝑃 𝑋 > 15 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 15 = 1 − ෍
𝑥=0

15

𝑝 𝑥; 10 = 1 − 0.9513 =  0.0487

σ𝑥=0پواسون،توزیعجدولبهتوجهبا
15 𝑝 𝑥; 10 = .باشدمی0.9513

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۲7

توزیع پواسون

:نکته
تعدادآنگاه،کند،پیرویλپارامترباپواسونتوزیعاززمانواحددرموردنظررخدادوقوعدفعاتتعداداگر

ایندردرواقع،.کردخواهدپیرویλ.tپارامترباپواسونتوزیعاززمانیواحدtدرموردنظررخدادوقوعدفعات

.بودخواهدواحدزمانیtدرموردنظررخدادوقوعدفعاتتعداد،Xحالت،

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



۲8

تقریب توزیع دوجمله ای با توزیع پواسون

ستند؛‌اما‌شود‌که‌دارای‌تعداد‌وقایع‌بالقوه‌بسیار‌زیاد‌هسازی‌رویدادهایی‌استفاده‌میاز‌توزیع‌پواسون‌اغلب‌برای‌مدل
.‌‌احتمال‌وقوع‌هر‌واقعه‌بسیار‌کم‌است

سمت‌صفر‌میل‌کند،‌آنـگاه‌می‌توان‌فرض‌کرد‌که‌میانگین‌به‌pبه‌سمت‌بینهـایت‌و‌nای،‌هرگـاه‌در‌توزیع‌دوجمله
توزیعرا‌با‌ای‌توزیع‌دوجملههای‌متناظر‌با‌توان‌احتمالدر‌این‌حالت‌می.‌استλثابت‌بوده‌و‌برابر‌با‌(‌n.p)ها‌موفقیت
تقریب‌زدپواسون‌

𝑋𝑛~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 (𝑛, 𝑝)

:به‌گونه‌ای‌که.‌سمت‌صفر‌میل‌کندبه‌pبه‌سمت‌بینهـایت‌و‌nو‌

Bin(𝑛,𝑝) ≈ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆 = 𝑛𝑝)

.می‌توان‌از‌این‌تقریب‌استفاده‌کرد(‌0.05کوچکتر‌از‌)های‌کوچک‌pو‌(‌20بزرگتر‌از‌)های‌بزرگ‌nبرای‌✓

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

𝑛𝑝 → 𝜆



۲9

تقریب توزیع دوجمله ای با توزیع پواسون

:مثال
ریلبهگاردریلپایهموارد،%1درمتوسطبه‌طورکهشدهمشخصاستان،یکهایجادهرویبرگذشتهمطالعاتبراساس
بدونپایه‌یهیچاستان،اینهایراهدرگاردریلپایه200تصادفیبررسیبااینکهاحتمالمطلوبست.استنشدهمتصل
نشود؟مشاهدهگاردریلبهاتصال

احتمالانیمدمیقبلازکهبودهبرنولیآزمایشیکمنزلهبهگاردریل،بهپایههراتصالعدمیااتصالبررسی:پاسخ
راXتصادفیمتغیراگر.است0/01بابرابر(گاردریلبهپایهاتصالعدممشاهدهیعنی)هاآزمایشاینازهریکدرموفقیت
ازمسئلهایندرXگفتتوانمیآنگاهبگیریم؛درنظرشدهمشاهدهپایه200میاندراتصالبدونهایپایهتعدادبصورت
بنابراین.کندمیپیرویایدوجملهتوزیع

𝑃 𝑋 = 0 =
200

0
0.010(0.99)200−0= 0.134

توانمیدیگر،عبارتبه.(λ=1)داردوجوداتصالبدونپایهیکپایه،100هراز.پواسونتوزیعتقریبازاستفادهباحل
بنابراین.باشداتصالبدونعدد2پایه،200هرازایبهمتوسط،بطوررودمیانتظارگفت

𝑃 𝑋 = 0 ≅
𝑒−2. 20

0!
= 0.1353

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع



3۰

توزیع فوق هندسی

.هستندویژگیاینفاقدبقیه،وویژگییکدارایآنعضو K کهبگیریدنظردررامتناهیعضو Nازمجموعه ای

.باشندمعیوببقیهوسالمآنتای300کهجعبهیکدرموجودلامپ500مانند

.کنیمانتخاب(جایگذاریبدون)تصادفیصورتبهعضو nمجموعه،اینازخواهیممیکنیدفرضحال

دارای Xآنگاههستند،موردنظرویژگیدارایکهباشدبرداشت nدرعناصریتعداد Xتصادفیمتغیراگرصورتدراین

.مثبت اندوصحیحاعدادnو K,N.استهندسیفوقتوزیع

N:مجموعهاعضایتعداد

K:هستندخاصویژگیدارایکهجامعهاعضایتعداد.

n:مجموعهدرونازشدهانتخاباعضایتعداد

k:هستندخاصویژگیدارایکهنمونهاعضایتعداد

شدهانتخابعضوnمیانازخاصویژگیدارایاعضایتعداد:X تصادفیمتغیر

فوق هندسیتوزیعجرم احتمالتابع

𝑝 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 =

𝐾
𝑘

𝑁−𝐾
𝑛−𝑘

𝑁
𝑛

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

.می کندمحاسبهجایگذاریبارامشاهدهnدرموفقیتkاحتمالدوجمله ایتوزیع:توجه



3۱

تقریب توزیع فوق هندسی با توزیع دوجمله ای

فاوتتجایگذاریبدوننمونه گیریآنگاهباشد؛بزرگترخیلیnنمونهاندازهبهنسبتNجامعهاندازهکههنگامی

.داشتنخواهدجایگذاریبانمونه گیریباچندانی

.کرداستفادههندسیفوقتوزیعجایبهدوجمله ایتوزیعازمی توانشرایطایندر

یزنوجامعهاندازهدانستنبهنیازوداردکمتریپارامترهایدوجمله ایتوزیعکهاستآنموضوعایناهمیت

.باشیمداشتهراآن هانسبتکهکافیستصرفاًونیست؛جامعهدرخاصویژگیدارایاعضایتعداد

بهnو،N،Kپارامترهایباهندسیفوقتوزیعثابت،nیکبرایبینهایت،سمتبهNافزایشباکلیطوربه

.(است(موفقیتاحتمال)NبهKنسبتهمانp)می کندمیلpوnپارامترهایبادوجمله ایتوزیعسمت

محمدمهدی بشارتی: مدرس
تهگسسهایتوزیعواحتمالجرمتوابع

𝑝 =
𝐾

𝑁 Bin(𝑛, 𝑝) ≈ 𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑔𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐(𝑁, 𝐾, 𝑛)



توزیع‌های‌احتمالاتی
فصل‌
چهارم

Probability distributions

هتوابع جرم احتمال و توزیع های گسست:‌بخش‌اول

وستهتوابع چگالی احتمال و توزیع های پی:بخش‌دوم

مقدمه

محمدمهدی بشارتی: مدرس



وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع33

تابع چگالی احتمال، 

.(f(x))نامندمیاحتمالچگالیتابعرااحتمالتابعباشد،پیوستهتصادفیمتغیرکههنگامی✓

دقیقامذکور،فیمتغیرتصاداینکهاحتمالاست،مقداربینهایتدارایپیوستهمتغیریککهآنجااز✓
.استصفربامساویشود،برابرمقدار،بینهایتاینازیکیبا

ارائهجدولقالبدرراپیوستهمتغیرتصادفییکاحتمالچگالیتابعتواننمیدلیل،به‌همین✓
.می‌شوندبیانفرمولبه‌صورتتنهاتوابعی،چنینبلکهداد؛

کرد؟ارائهجدولصورتبهمی‌توانراتوزیعتابع:سوال✓

محمدمهدی بشارتی: مدرس



34

تابع چگالی احتمال، 

bوaبینمقداری،Xمتغیراینکهاحتمالبااستبرابر،(f(x))احتمالچگالیتابعانتگرالمقدار✓
باشدداشته

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = න
𝑎

𝑏

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

پیشامداینکهاحتمالحالت،ایندر✓
زیرسطحبابرابردهد،رخx0به خصوص

همینبه.بودخواهداحتمالتوزیعمنحنی
پیشامدهاازایبازهبه صورترخدادهادلیل

.می شونددادهنمایش

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



35

تابع چگالی احتمال، 

؛بگیریمدرنظرکمانیکدرنقلیهوسایلسرعتبه‌صورتراXتصادفیاگرمتغیرمثال،برای✓
منحنیزیرسطحبابرابرکند،تجاوزx0مجازسرعتازنقلیهوسیلهیکاینکهاحتمالآنگاه،
شود؛میمحاسبهزیربصورتمقداراین.بودخواهد x> x0مقادیرتمامیبرایاحتمالتوزیع

𝑃 𝑋 > 𝑥0 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥0

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑥0

𝑃 𝑋 ≤ 𝑥0



3۶

تابع چگالی احتمال، 

خواهدچقدرباشد،ساعتبرکیلومتر70سرعتبادقیقاخودرویکسرعتاینکهاحتمال:سوال
بود؟
:پاسخ
ودبنخواهدمحاسبهقابلباشدساعتبرکیلومتر70سرعتبادقیقاخودرویکسرعتاینکهاحتمال

.آیدمیبدستصفربابرابراحتمالاینو
70حدوداسرعتباخودرویکاینکهاحتمالتوانمیاحتمال،اینمحاسبهبه‌جایهرچند

.آوردبه‌دستراکندحرکتکیلومتربرساعت
𝑃(69)نمودمحاسبهراباشد71و69بینxاینکهاحتمالتوانمیمنظوراینبرای < 𝑋 < 71)).

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



37

تابع توزیع احتمال، 

دراحتمالادیرمقکهبودخواهدپیوستهمنحنییکبه‌صورتاحتمالتوزیعپیوسته،متغیریکبرای

.گیردمیقرارافقیمحوردرتصادفیمتغیرمقادیروقائممحور
کهنایاحتمالکندمیتلاشگرتحلیلآنهادرکهدارندوجودزیادیمسائلگسسته،حالتهمچون
ا،راستایندر.نمایدتعیینراباشدمساوییاکوچکترx0حقیقیعددازپیوستهمتغیرتصادفیمقدار
:می‌کنیمتعریفزیربه‌صورترا(تجمعیتوزیعتابعیا)توزیعتابعمفهوم

آنگاهباشد،f(z)بابرابرzبه‌ازایآناحتمالچگالیمقدارکهباشدایپیوستهمتغیرتصادفیXاگر
.می‌گرددتعریفزیربه‌صورتتجمعیاحتمالتوزیعتابع

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



38

تابع توزیع احتمال، 

.شودمیارائهآمادهجداولدرتوزیعتابعمقدارآماری،معروفهایتوزیعازبسیاریبرای

.گیرندمیقراراستفادهموردکمترآمادهجداولاینآماری،افزارهاینرمتوسعهباهرچند

احتمال،چگالیتوابعمیاناز

oفیزیکیرویدادهایمدل سازیبرایغالبا(نمایینرمال،لگمانند)برخی،

oدیگربرخی(توزیعمانندt،توزیعF،دوکایتوزیع)آماریهایآزمونبرایغالبا

o(بتاگاما،نرمال،توزیع)منظورهردوبراینیزبعضی

.گیرندمیقراراستفادهمورد

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



39

توزیع‌یکنواخت،‌

.باشدهای‌پیوسته‌میترین‌نوع‌از‌توزیعساده

دارای‌توزیع‌یکنواخت‌است؛ [a,b]با‌تابع‌چگالی‌زیر،‌در‌بازه‌Xمتغیر‌

𝑓 𝑥 = ൞

1

𝑏 − 𝑎
 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

نقاط 0  سایر در
 

دروندرنقطهنآگرفتنقراروبودهبازهآنطولبامتناسببازه،اینازقسمتیدرنقطهیکگرفتنقراراحتمالهرگاه
.استشدهتوزیعیکنواختبه‌طور [a,b]بازهدرXتصادفیمتغیرگوییممیآنگاهباشد،حتمیپیشامدیکبازه،آن

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



4۰

توزیع‌یکنواخت،‌

:مثال

اولیاگرمثلا)کنندمیحرکتیکدیگرازدقیقه20فاصلهبههااتوبوسمعین،اتوبوسایستگاهیکدر
،ایستگاهاینبهمسافریکورودزماناگر.(...ودقیقه20و6ساعتبعدیکند،میحرکت6ساعت

کهایناحتمالمحاسبهمطلوبستباشد،8تا7:20ساعتبینیکنواختتوزیعباوتصادفیصورتبه

مسافر؛این

.باشدماندهاتوبوسحرکتمنتظردقیقه10ازکمتر(الف

 .باشدماندهاتوبوسحرکتمنتظردقیقه15ازبیشتر(ب

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



4۱

توزیع‌یکنواخت،‌

:مثال

است،یکنواختتوزیعدارایXچونبگیریم،درنظرمسافراینورودزمانبابرابرراXمتغیراگر
:بودخواهدزیربصورتمسافراینانتظارزماناحتمالچگالیتابعبنابراین،

𝑓 𝑥 =
1

8 − 7: 20
=

1

40

باشد،ماندهاتوبوسحرکتمنتظردقیقه10ازکمترمسافرایناینکهبرایکافیولازمشرط(الف
ایستگاهوارد8تا7:50یاو7:40تا7:30زمانیهایبازهدرمسافرایناینکهاحتمالبااستبرابر
.باشدشده

𝑃 7: 30 < 𝑥 < 7: 40 + 𝑃 7: 50 < 𝑥 < 8 = 30׬

40 1

40
𝑑𝑥 + 50׬

60 1

40
𝑑𝑥 = 0.5 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



4۲

توزیع‌یکنواخت،‌

:مثال

مجبورباشد؛شدهایستگاهوارد7:45تا7:40یاو7:25تا7:20زمانیهایبازهدرمسافرایناگر(ب
.بمانداتوبوسحرکتمنتظردقیقه15ازبیشاست

𝑃 7: 20 < 𝑥 < 7: 25 + 𝑃 7: 40 < 𝑥 < 7: 45 = න
20

25 1

40
𝑑𝑥 + න

40

45 1

40
𝑑𝑥 = 0.25

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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توزیع‌نرمال،‌

حمل‌ونقلمهندسیدرپیوستهتوزیعپرکاربردترین➢

ایزنگولهنمودارگاوسی،توزیع:دیگرهاینام➢

چگالیتابعاگراست؛نرمالتوزیعدارای𝜎2واریانسو𝜇امیدریاضیباتصادفیمتغیریک➢
باشد؛زیرشرحبهآناحتمال

𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

−∞ ≤ 𝑥 ≤ +∞
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توزیع‌نرمال،‌

.شودمیدادهنمایش𝑁(𝜇,𝜎2)صورتبهنرمالتوزیععموماً➢

ستندهمنطبقهمبرآنمیانگینومدمیانه،وبودهمتقارنمیانگینبهنسبتنرمالمنحنی➢

داشتنباو(bتاaمثلا)xازمعینبازهیکازایبهنرمال،توزیعچگالیتابعازانتگرال‌گیریبا➢
.آوردبه‌دستراموردنظربازهمشاهدهاحتمالمقادیرمی‌توانتوزیع،واریانسومیانگینمقادیر

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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تابع‌چگالی‌نرمال‌استاندارد

.بودخواهدمتفاوتنرمالتوزیعشکل،ومختلفمقادیرازایبه

زیرصورتبهراzتصادفیمتغیرآن،درکهاستنرمالتوزیعازخاصیحالتاستاندارد،نرمالتوزیع
می‌کنیم؛تعریف

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
احتمالچگالیتابعازگیریانتگرالبا

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−

1
2𝑧2

.آوردبدسترامقادیراینمشاهدهبامتناظراحتمالاتتوانمی،zمختلفهایبازهازایبه✓

𝑃(𝑍مقادیر✓ < 𝑧)مختلفمقادیرازایبهzشودمیارائهآماده،هایجدولدروشدهمحاسبه.

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



4۶

(توزیع‌تجمعی)تابع‌توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

𝑷(𝒁مقادیر‌ < 𝒛)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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(توزیع‌چگالی)توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

𝜇بانرمالتوزیع = 𝜎و0 = N(0,1)نمادباوشدهشناختهاستانداردنرمالتوزیععنوانبه1

.شودمیدادهنمایش

توزیع‌نرمال‌استانداردتوزیع‌نرمال

𝒛 =
𝒙 − 𝝁

𝝈

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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(توزیع‌چگالی)توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

:مثال

تصادفیمتغیراینکهاحتمال.باشد4واریانسو100میانگینبانرمالتوزیعدارایXتصادفیمتغیرکنیدفرض
Xاست؟چقدرباشد،102/7ازکمتر

می‌کنیم؛استفادهآمادهجداولازسپسوکردهتبدیلZتصادفیمتغیربهراXتصادفیمتغیرابتدا

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎 𝑧 =
𝑥 − 100

2

𝑧 =
102.7 − 100

2
= 1.35 𝑃 𝑍 ≤ 1.35 = 0.9115
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(توزیع‌چگالی)توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

آنازرکمتمقداریها،دادهازمعینیدرصدکهاستعددیتعیینآماری،هایتوزیعکاربردهایازیکی
.باشندداشته

اینکهبهتوجهبا

𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎
 𝑥 = 𝜇 + 𝑍 ∗ 𝜎

معادلهردنظرموردمقادیردادنقرارواستانداردنرمالتوزیعبهمربوطهایصدکمقادیرداشتنبا
𝑥 = 𝜇 + 𝑍 ∗ 𝜎آوردبه‌دسترادیگرینرمالتوزیعهربهمربوطهایصدکمقادیرتوانمی.

ردمووشدهتهیهآماده،جداولدرآنهابامتناظراحتمالمقادیرواستانداردنرمالتوزیعهایصدک
.گیردمیقرارگرانتحلیلاستفاده

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



5۰

(توزیع‌چگالی)توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

ردمووشدهتهیهآماده،جداولدرآنهابامتناظراحتمالمقادیرواستانداردنرمالتوزیعهایصدک
.گیردمیقرارگرانتحلیلاستفاده

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



5۱

(توزیع‌چگالی)توزیع‌نرمال‌استاندارد‌

برابرحدودااستانداردنرمالتوزیعدرداده‌هادرصدامین97.5مقدارشودمیگفتهکهزمانیمثال،برای
ازσ1.96±بینبازهدرداده‌ها(مقادیر)از%95نرمالی،توزیعهردرکهمعناستبدیناست1.96با

مثال،برای.گیردمیقرارمیانگین،

𝜇از‌مشاهدات‌در‌بازه‌% 68.3• ± 1 ∗ 𝜎،

𝜇از‌مشاهدات‌در‌بازه‌95%• ± 1.96 ∗ 𝜎،

𝜇از‌مشاهدات‌در‌بازه‌99.7%• ± 3 ∗ 𝜎 

اهده‌احتمال‌اینکه‌مش.‌توان‌به‌شکل‌دیگری‌نیز‌تفسیر‌نموداین‌موضوع‌را‌می.‌قرار‌خواهد‌داشت
𝜇)بعدی‌در‌بازه‌ ± 𝑍 × 𝜎‌)باشد،‌چقدر‌خواهد‌بود.

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



5۲

نرمال‌استانداردوتوزیع‌نرمال‌

𝜇)احتمال‌اینکه‌مشاهده‌بعدی‌در‌بازه‌ ± 𝑍 × 𝜎‌)باشد،‌چقدر‌خواهد‌بود.

مرکزی توزیع نرمال استاندارد% 95بازه ( بمرکزی یک توزیع نرمال% 95بازه ( الف

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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نرمال‌استانداردوتوزیع‌نرمال‌

:مثال

:مطلوبستباشد،σاستانداردانحرافوµمیانگینبانرمالتوزیعدارایXتصادفیمتغیراگر

𝑃(𝜇 − 1 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 1 × 𝜎)

𝑃(𝜇 − 2 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 2 × 𝜎)

𝑃(𝜇 − 3 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 3 × 𝜎)

.پاسخ

𝑃 𝜇 − 1 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 1 × 𝜎 = 𝑃 −1 < 𝑍 < +1 = 0.8413 − 0.1587 = 0.6828

𝑃(𝜇 − 2 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 2 × 𝜎) = 𝑃 −2 < 𝑍 < +2 = 0.9772 − 0.0228 = 0.9544

𝑃(𝜇 − 3 × 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 3 × 𝜎) = 𝑃 −3 < 𝑍 < +3 = 0.9987 − 0.0013 = 0.9974

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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نرمال‌استانداردوتوزیع‌نرمال‌

:مثال

%2.5کهایبازهتعیینمطلوبست.باشدمی3معیارانحرافو55میانگینبانرمالتوزیعدارایxمتغیر

؟(میانی%95)باشندبیشتروکمترآنازهادادهاز

.پاسخ

55+3×(-1.96) = 55-3×(1.96) = 49.12:بااستبرابرتوزیعاینبرایصدکامین2.5

55+3×(1.96=)60.88:بااستبرابرصدکامین97.5

.دارند60.88و 49.12ها، مقداری بین مرکزی داده% 95توان گفت که ترتیب، میبدین

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝝁از مشاهدات در بازه %95در هر توزیع نرمال،  ± 𝟏.𝟗𝟔 ∗ 𝝈است.
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ای‌با‌توزیع‌نرمالتقریب‌توزیع‌دوجمله

nکههنگامیباشد،σ2=n.p.qواریانسوn.pµ=میانگینباایدوجملهتصادفیمتغیریکXاگر

𝑧تصادفیمتغیرتوزیعکند،میلبینهایتسمتبه =
𝑥−𝑛𝑝

𝑛𝑝𝑞
.می کندمیلاستانداردنرمالتوزیعبه

.استخوببسیارباشد،نزدیک0.5بهpوبزرگnکههنگامیتقریب،این

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



5۶

ای‌با‌توزیع‌پواسون‌و‌نرمالتقریب‌توزیع‌دوجمله

ایدوجملهوزیعتتقریببرایپواسونتوزیعیانرمالتوزیعازتوانمیموقعچهاینکهتشخیصبرای
:اگرسپسوکردهمحاسبهراnqوnpمقادیرابتداسرانگشتی،قاعدهیکبه‌عنوانکرد،استفاده

✓nوبزرگpنتیجهدروباشدنزدیک0.5بهnpوnq،توانمیآنگاهباشند،5ازبزرگتردوهر
.زدتقریبنرمالتوزیعباراایدوجملهتوزیعخوبیتقریببا

✓nبزرگ‌و‌pبه‌صفر‌نزدیک‌باشد؛‌بطوریکه‌که‌رابطه‌np≤10توان‌با‌برقرار‌باشد؛‌آنگاه‌می
.تقریب‌زدتوزیع‌پواسون‌ای‌را‌با‌تقریب‌خوبی‌توزیع‌دوجمله

((.باشدای میهای دوجملهباشد، توزیع پواسون، تقریب خوبی برای احتمال ˂0.05pو ≤n 20به طورکلی، وقتی ))

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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نرماللگتوزیع

توزیعدارایاصلیداده‌هایباشد،داشتهنرمالتوزیعداده‌هاطبیعیلگاریتمتبدیلکههنگامی•

lognormalبودخواهند.

است؛زیرصورتبهنامنفیyبراینرماللگاحتمالچگالیتابع•

𝑓 𝑦; 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎𝑦
𝑒

−
(𝑙𝑛(𝑦)−𝜇)2

2𝜎2  𝑦 ≥ 0 

𝑋~𝑁 𝜇, 𝜎2

𝑌 = 𝑒𝑋 ln(𝑌) = 𝑋

𝑌~𝐿𝑁(𝜇, 𝜎2) اگر

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

.شوندمیناختهشمقیاسوشکلپارامترهایعنوانتحتبلکهنیستند؛توزیعاینواریانسومیانگیننرمال،لگتوزیعپارامترهای:توجه
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نرماللگتوزیع

1و5بابرابرترتیببهمقیاسوشکلپارامترهایبانرماللگتوزیعیکاحتمالِتوزیع•

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0 10 20 30 40

f(x)

X

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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نرماللگتوزیع

می شودعثباکهاستآن(راستبهچوله)کشیدهدنبالهوبودننامنفیتوزیع،اینمزایایازیکی•

.باشدداشتهارجحیتنرمالتوزیعبهنسبتفیزیکیپدیده هایمدلسازیدر

.داردکمیپرتنقاطهمچنینوکندمیاختیارنیزمقادیرمنفینرمالتوزیعزیرا•

ودنبرؤیتقابلمیزانبررسیبهمربوطحمل ونقلیمطالعاتدرنرماللگتوزیعازمثال،برای•

.استشدهاستفاده(بارندگیزماندرمثلا)روسازیسطحرویعلائموتابلوها

.دباشمشاهدهقابلرانندهتوسطروسازیرویعلائمکهایفاصلهدورترین:تصادفیمتغیر•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



۶۱

(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

ایشنمبرایمناسبیمدلنماییتوزیعآنگاهنماید،ارضارازیرفرض‌هایرخداد،یکوقوعفراوانیاگر

.بودخواهدمتوالیرخدادهایوقوعمیانزمانیهایبازه

𝜆پارامترباپواسون فرآیندصورتبهرامعینزمانیبازهیکدرموردنظرپدیدهوقوعفراوانیبتوان1.

کردمدلکند،میپیروی

(𝑓 𝑁 𝑡 = 𝑋 = 𝑃 𝑋 = 𝑥 = (
𝑒𝜆𝑡 𝜆𝑡𝑥

𝑥!
)‌)

.دهندرخ𝜆ثابتنرخباوقایعونکردهتغییرزمانطولدرپواسونمدلمیانگین1.

همزمانوقوعامکان)باشد1برابرحداکثربسیارکوتاه،زمانیبازهیکدرموردنظرپدیدهوقوعفراوانی2.

.(باشدنداشتهوجود

.وقوع‌پدیده‌موردنظر‌در‌دوره‌های‌زمانی‌مختلف،‌مستقل‌از‌هم‌باشد3.

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



۶۲

(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

وباشدمعینزمانیبازهیکدررخدادتعدادنمایانگرXمتغیراگرپواسون،فرآیندیکدردیگر،به‌عبارت
کنیم؛تعریفرخداداولینمشاهدهبرایلازمزمانبه‌صورتراtمتغیر

.باشدزمانواحددررخدادتعدادمیانگیننمایانگر𝜆کنیدفرض

.بودخواهدtبازههردردرµ= λtمیانگیندارایمتناظرپواسونتوزیعپس

با؛استبرابر(x=0)ندهدرخرخدادیهیچtتا 0زمانطیاینکهاحتمال

می‌کنیمتعریفزیرصورتبهراتصادفیمتغیراکنون

T:رخداداولینمشاهدهتاشدهسپریزمانمدت

(tتا0ازیعنی)tزمانتارخدادوقوععدماحتمالبااستبرابر،tزمانازبعدرخدادمشاهدهاحتمال

𝑃 𝑋 = 0 =  𝑒−𝜆𝑡 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑃 𝑋 = 𝑥 = (
𝑒𝜆𝑡 𝜆𝑡𝑥

𝑥!
)

𝑃 𝑇 > 𝑡 = 𝑃 𝑋 = 0 = 𝑒−𝜆𝑡



۶3

(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

(tتا0ازیعنی)tزمانتارخدادوقوععدماحتمالبااستبرابر،tزمانازبعدرخدادمشاهدهاحتمال

𝑇 ≤ 𝑡 نوشت؛زیرصورتبهراآنمی‌توانکهاستتوزیعتابعتعریفهمان 

آورد؛دستبهنیزراچگالیتابعمی‌توانتوزیع،تابعاینازمشتق‌گیریبا

.(بردکاربهمی‌توانراXماننددیگریمتغیرهر،Tمتغیرجایبه)استنماییتوزیعبهمعروفچگالیتابعاین

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑃 𝑇 > 𝑡 = 𝑃 𝑋 = 0 = 𝑒−𝜆𝑡
مکمل

𝑇 ≤ 𝑡

𝑇 > 𝑡
𝑃 𝑇 ≤ 𝑡 = 1 − 𝑃 𝑇 > 𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑡

𝐹 𝑡 = ቊ
 0 𝑡 < 0
1 − 𝑒−𝜆𝑡 𝑡 ≥ 0

f 𝑡 = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 , 𝑡 > 0



۶4

(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

𝑡متغیربراینماییتوزیعاحتمالچگالیتابعترتیب،بدین ≥ روبروستشکلبه0

λ:زمانواحددرموردنظررخدادوقوعتعدادمیانگین

𝛽 =
1

𝜆
متوالیرخداددومیانانتظارزمانمیانگین:

𝑡:شدهسپریزمانمدتتصادفیمتغیر

𝐸𝑋𝑃صورتبهمعمولاًنماییتوزیع 𝜆یا𝐸𝑋𝑃(
1

𝜆
.می شوددادهنمایش𝐸𝑋𝑃(𝛽)یا، (

𝑓 𝑡 =  𝜆𝑒−𝜆𝑡 

𝑓 𝑡 =
1

𝛽
𝑒

−
𝑡
𝛽 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



۶5

(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

oقاطننرمال،توزیعدارایداده هایبهنسبتمعمولاًوبودهکشیدهدنبالهداراینماییتوزیعمنحنی

.داردبیشتریپرت

oدرعابرینونقلیهوسایلرسیدنزمانمدلسازیبرایاغلبونقل،حملحوزهدرنماییتوزیعاز

.شودمیاستفادهنظرموردنقاطسایروتقاطعات

ردنماییتوزیعازمتوالی،پیروزیدومیانزمانیاپیروزی،اولینمشاهدهزمانمحاسبهبرعلاوه❖

،مثالبرای.شودمیاستفادهایگستردهبه طورنیزاطمینانقابلیتتئوریوصفتئوری

ورودودمیانزمانگفتتوانمیباشد،پواسونفرآیندطبقهامشتریورودصف،سیستمیکدراگر❖

.برعکسوکندمیپیروینماییتوزیعازمتوالی

.ستندهضروریایستگاه هامکانیابیوهمگانینقلوحملایستگاه هایطراحیبرایاطلاعاتنوعاین❖

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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رمپیکازبزرگراهیکبهورودیخودروهایآماربرداری
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ی
وان

فرا

X

دقیقه ای۱تعداد خودروهای ورودی در بازه های 

مدت زمان سپری شده میان 
ورود هر دو خودرو متوالی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

:مثال

باپواسونعتوزیدارایشوند،میپارکینگیکواردکههاییاتومبیلتعدادکهاستدادهنشانتجربه
مطلوبستشود،بازصبح6ساعتپارکینگاگر.(λ=20)استساعتیکدردستگاه20نرخ

:اینکهاحتمالمحاسبه
.کندمراجعهپارکینگبهاتومبیلاولینتابکشدطولدقیقه5حداقل(الف
.شودپارکینگوارداتومبیلاولینصبح،6:10ساعتتا(ب
اتومبیلی‌7:05صبح‌اتومبیلی‌وارد‌پارکینگ‌نشده‌باشد،‌احتمال‌اینکه‌تا‌ساعت‌7اگر‌تا‌ساعت‌(‌ج

وارد‌پارکینگ‌شود‌چقدر‌است؟

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

:مثال

:کنیممیحسابرادقیقهدرموفقیتتعدادابتدا
20

60
=

1

3
زمانمدتدهندهنشانtمتغیراگر،

پارامتربانماییتوزیعدارایtباشد،پارکینگبهاتومبیلوروداولینبرایانتظار
1

3
.بودخواهد 

𝑓 𝑡 = 𝑃(𝑇 = 𝑡) =
1

3
𝑒−

1
3𝑡

.کندمراجعهپارکینگبهاتومبیلاولینتابکشدطولدقیقه5حداقلاینکهاحتمال(الف

𝑓 𝑇 > 5 = 5׬

∞ 1

3
𝑒−

1

3
𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−

5

3 
.شودپارکینگوارداتومبیلاولینصبح،6:10ساعتتااینکهاحتمال(ب

𝑓 𝑇 < 10 = 0׬

10 1

3
𝑒−

1

3
𝑡𝑑𝑡 =

1

3
(1 − 𝑒−

10

3 ) 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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(𝑬𝒙𝒑)نماییتوزیع

:مثال

ایندرهکمعنابدین.استتوزیعاینبودنحافظهبدوننمایی،توزیعهایویژگیترینمهمازیکی(ج
.تگرفدرنظرمحاسباتمبدابعنوانرازمانیهرگذشته،اتفاقاتگرفتندرنظربدونتوانمیتوزیع،

مثلاعینی،ملحظهتارویدادایناگرباشدنماییتوزیعباتصادفیمتغیررویداد،یکوقوعزمانکنیدفرض
t1لحظهاینبهرازمانمبداوکردنظرصرفزماناینازتوانمیباشد،ندادهرخ(لحظهt1 صفربجای)

تااینکهاحتمالبااستبرابربدهد،رخموردنظررخداد t2+t1زمانتااینکهاحتمالترتیب،بدین.دادانتقال
:دهدرخموردنظررخدادt2زمان

𝑃 𝑇 > 𝑡1 + 𝑡2 | 𝑇 > 𝑡1 = 𝑃( 𝑇 > 𝑡2)

ا هیچ اتومبیلی وارد پارکینگ نشده باشد، احتمال اینکه ت7توان گفت در حالیکه تا ساعت براین اساس، می
دقیقه اول آغاز به کار، یک اتومبیل 5اتومبیلی وارد پارکینگ شود، با احتمال اینکه در همان 7:05ساعت 

.وارد پارکینگ شود برابر است

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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گاماتوزیع

تاری شدهسپزمان"دنبالبهگاماتوزیعدرکهتفاوتاینبا.استنماییتوزیعمشابهگاماتوزیعتابعساختفرآیند

.هستیم"رویداداُمینαمشاهده

کرده ایم؛تعریفزیرصورتبهرا Xتصادفیمتغیرکنیدفرض

X :بینشدهسپریزمانαمتوالیرخدادمرتبه(مشاهدهتاانتظارزمانαرویداداُمین)
𝑋برایآناحتمالچگالیتابعوبودهβوαپارامترهایباگاماتوزیعدارای Xتصادفیمتغیر ≥ استزیرصورتبه0

:(رویداداُمینαمشاهدهبرایسپری شدهزمان)

𝑓 𝑥;  𝛼, 𝛽 =
𝛽𝛼

𝛤 𝛼  
𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥

αتعداد رویدادهای مشاهده شده ،

.(زمانواحددرموردنظررخدادوقوعفراوانی)کرداستفادهλازمی توانβجایبه
؛(Gamma Distribution – Rate Parameterization)گاماتوزیعچگالیتابعازدیگریفرمترتیب،بدین

𝑓 𝑥;  𝛼, λ =
λe−λx(λx)α−1

Γ α

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



7۱

گاماتوزیع

؛(Gamma Distribution – Scale Parameterization)می گرددتعریفزیرصورتبهگاماتوزیعچگالیتابعازدیگریفرم

(رویداداُمینαمشاهدهتاسپری شدهزمان)متوالیرخدادمرتبهαبینشدهسپریزمان

𝑋برایآناحتمالچگالیتابعوبودهβوαپارامترهایباگاماتوزیعدارای Xتصادفیمتغیر ≥ استزیرصورتبه0

:(رویداداُمینαمشاهدهبرایسپری شدهزمان)

𝑓 𝑥; 𝑘, 𝜃 =
𝑥𝛼−1𝑒

−𝑥
𝜃

𝛤 𝛼  𝜃𝛼

αتعداد رویدادهای مشاهده شده ،

𝜃 معکوس ،λه مثلا رسیدن خودرو بعدی ب)است که باید سپری شود تا رخداد بعدی یعنی متوسط مدت زمانی. است

(.زمان مورد انتظار بین دو رخداد متوالی)مشاهده شود ( تقاطع

:توجه

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

α پارامتر شکل ،(Shape parameter)

λ پارامتر نرخ ،(Rate parameter  )

𝜃 پارامتر مقیاس ،(Scale parameter  )



7۲

گاماتوزیع

همگی به فرآیند پواسون از منظرهای مختلف نگاه می کنند؛(اِرلانگ)گاما ، و نمایی، پواسونتوزیع های ✓

oتعداد رویدادها در یک بازه زمانی معین: پواسون

oزمان مشاهده اولین رویداد : نمایی(𝛼 = 1)

oزمان مشاهده : گاما𝛼-رویدادامین

نقلیهلوسایبین(زمانحسببر)مکانییازمانیسرفاصلهمدلسازیبرایگاماتوزیعازنقلحمل‌ومهندسین✓
.می‌کننداستفاده

:می‌کندپیرویα , λگاماتوزیعازکهXتصادفیمتغیریکبرای•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝐸 𝑋 =
𝛼

𝜆

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝛼

𝜆2
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ارِلانگتوزیع

.باشدمثبتحقیقیعددیکمی تواندαگاما،توزیعدر✓

Γمقداراست،صحیحعددیکαکههنگامی✓ αبابرابر(α−1)! بودخواهد.

X ~ Er)در این شرایط، به توزیع گاما، توزیع اِرلانگ ✓ α , λ )گویند می( یعنی شرایطی کهαیک عدد صحیح است  .)

(:پواسون است؟ CDFمکمل )λو αتابع توزیع تجمعی توزیع ارلانگ با پارامترهای ✓

𝐹𝑋 𝑥; 𝛼, 𝜆 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = 1 − ෍

𝑖=0

𝛼−1
𝑒−𝜆𝑥(𝜆𝑥)𝑖

𝑖!

(.  رخدادαزمان انتظار برای : 𝑋)کند گیری میرا اندازه« رخ دهدxام، قبل از زمان -αرخداد »که این تابع، احتمال این

تابع چگالی احتمال این توزیع به صورت های زیر قابل تعریف است؛

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑓 𝑥;  𝛼, 𝛽 =
𝛽𝛼

𝛼 − 1 !
𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥 𝑓 𝑥;  𝛼, 𝜆 =

𝜆𝛼

𝛼 − 1 !
𝑥𝛼−1𝑒−𝜆𝑥

𝑓 𝑥; 𝑘, 𝜃 =
𝑥𝛼−1𝑒

−𝑥
𝜃

𝛼 − 1 ! 𝜃𝛼
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ارِلانگتوزیع

𝑇𝑖تصادفیمتغیرهایاگردیگر،عبارتبه باشند؛𝜆پارامتربانماییمشابهومستقلتوزیع هایدارای 

𝑇𝑖~ 𝐸𝑋𝑃(𝜆)

پیروی کند؛𝛼و 𝜆از توزیع اِرلانگ با پارامترهای ( 𝜆متغیر نمایی مستقل با نرخ 𝛼مجموع )𝑌آنگاه؛ متغیر 

𝑌 = ෍

𝑖=1

𝛼

𝑇𝑖 ~ 𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔 𝛼, 𝜆 = 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝛼, 𝜆)

-یپیروی کند؛ آنگاه، مدت زمانی که طول مλاگر فراوانی وقوع رخداد موردنظر در واحد زمان، از توزیع پواسون با پارامتر 
و λاز توزیع ارلانگ با پارامتر ( رخداد متوالیn+1فاصله زمانی میان وقوع )مورد از رخداد موردنظر اتفاق بیفتد nکشد تا 

α=nپیروی خواهد کرد.

αه برای حالتی ک)است ( هر یک دارای توزیع نمایی)متغیر تصادفی مستقل و هم توزیع nپس توزیع ارلانگ، توزیع مجموع 
(. به صورت یک عدد صحیح باشد

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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خلاصه

(ارلانگ)گامانمایی،پواسون،توزیع‌هایارتباطنحوه

اگر

o رویدادها براساس یک فرآیند پواسون با نرخλ اتفاق بیفتند𝑿~ 𝑷𝒐𝒊𝒔𝒔𝒐𝒏(𝝀)

o از توزیع نمایی پیروی کند ( زمان انتظار)مدت زمان میان هر دو روخداد متوالی𝑻𝒊~ 𝑬𝑿𝑷(𝝀)

آنگاه؛

o مجموعn زمان انتظار از توزیع گاما با پارامترهایn وλ پیروی می کند𝒀 = σ𝒊=𝟏
𝒏 𝑻𝒊 = 𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂(𝒏,𝝀)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



7۶

ارلانگتوزیع

پواسونتوزیعدارایکنند،میمراجعهعمومیپارکینگیکبهکهخودروهاییتعدادکنیدفرض:مثال
مأمورکار،بهشروعلحظهازکهایناحتمالاستمطلوب.باشدمیساعتدرخودرو30میانگینبا

؟شودپارکینگواردخودرودومینتابماندمنتظردقیقه5حداقلپارکینگ

.پاسخ

انتظارمانزمسئله،تصادفیمتغیراماشده،بیانساعتواحددرپارکینگبهورودیخودروتعدادمتوسطمسئله،صورتدر

)اباستبرابرشوندمیپارکینگوارددقیقهدرکهخودروهاییتعدادمتوسطبنابراین،.باشدمیدقیقهحسببر
30

60
=

1

2
).

=λو=2αپارامترهایبا(ارلانگ)گاماتوزیعدارایXتصادفیمتغیرترتیب،بدین
1

2
پارکینگمأمورکهایناحتمالبنابراین.باشدمی

بااستبرابرشودپارکینگوارداتومبیلدومینتابماندمنتظردقیقه5حداقل

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑃 𝑋 > 5 = 1 − 𝐹𝑋 𝑥;  𝛼, 𝜆 = ෍

𝑖=0

𝛼−1
𝑒−𝜆𝑥(𝜆𝑥)𝑖

𝑖!
=

e
− 5

2×(
5
2)0

0!
+

e
− 5

2×(
5
2)1

1!
=

7
2

e
−5

2
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(𝜷)بتاتوزیع

.استزیرصورتبهآناحتمالچگالیتابعکند؛پیروی(𝛽و𝛼)پارامترهایبابتاتوزیعازXمتغیراگر

𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 =
𝛤 𝛽+𝛼

𝛤 𝛼 𝛤 𝛽
𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1 0 < 𝑥 < 1 

.می‌کنندتولیدرابتاتوزیعبرایاحتمالچگالیتوابعازمختلفیاشکال𝛽و𝛼مختلفمقادیر•

𝛤باشند،طبیعیاعدا𝛽و𝛼اگر• 𝛼و𝛤 𝛽وشتنساده‌تریشکلبهرابالاتابعونوشتفاکتوریلصورتبهمی‌توانرا.

𝛼اگر،مثلا• = 𝑚 + 𝛽و1 = 𝑛 − 𝑚 + .می‌آیددرزیرصورتبهبتاتوزیعبگیریم؛نظردر1

𝑓 𝑥 = (𝑛 + 1)
𝑛!

𝑚! 𝑛 − 𝑚 !
𝑥𝑚(1 − 𝑥)𝑛−𝑚

.استدوجمله‌ایمزدوجبتایتوزیعهماناین•

.می‌گردداستفادهدوجمله‌ایتوزیعیکدر(p)موفقیتاحتمالبرایمدلیکعنوانبهبتاتوزیعواقع،در•
.استدوجمله‌ایتوزیعدرpپارامتربامشابه،Xتصادفیمتغیراینجا،دریعنی•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



78

(𝜷)بتاتوزیع

.استدوجمله ایتوزیعدر pپارامتربرای(conjugate prior)مزدوجپیشینتوزیعبتا•

.کردادهاستفموفقیتاحتمالپارامتربیزیبرآوردبرایجمله ایدوتوزیعپیشینِتوزیعیکعنوانبهمی توانبتاتوزیع از•

𝑋~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 (𝑛,𝑝)اگر•

𝑝~𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝛼,𝛽):ازعبارتست𝑝برایپیشینتوزیعآنگاه•

.بودخواهدبتانیزپسینتوزیعترتیب،بدینو•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



79

(صحیحاعدادبرای)گاماتابع

𝛤 𝑥 = 𝑥 − 1 !

𝛤
1

2
= 𝜋

𝛤 1 = 1

𝛤 2 = 1

گامابرحسببتاتابع

𝐵 (𝑥, 𝑦) =
𝛤 𝑥 𝛤 𝑦

𝛤 𝑥 + 𝑦

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



8۰

(Chi-2)دوکایتوزیع

باشند؛(N(0,1))استانداردنرمالمستقلتصادفیمتغیرهایX1, X2, …, Xnاگر•

Xتصادفیمتغیرآنگاه• = σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖

𝛼باگاماتوزیعدارای 2 =
𝑛

2
𝜃و = 𝑋 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 (𝛼)بودخواهد 2 =

𝑛

2
 ,𝜃 = 2)).

𝑋 ~ 𝜒2 (𝑑𝑓)می کندپیرویآزادیدرجهnباکای دوتوزیعازتصادفیمتغیراینهمچنین،• = 𝑛)).

.می شودنامیدهدرجه آزادیnبادوکایتوزیعتوزیع،اینبنابراین،•

𝑋 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 (𝛼)استگاماتوزیعازخاصیحالتدوکایتوزیع• =
𝑛

2
 ,𝜃 = 2)).

:استزیرصورتبهدرجه آزادی dfبادوکایتوزیعبهمربوطاحتمالچگالیتابع•

𝑓 𝑥 =
(𝑥)

𝑑𝑓
2 −1(𝑒)

−𝑥
2

𝛤
𝑑𝑓
2

 (2)
𝑑𝑓
2

 , 𝑥 > 0

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝐸 𝑋 = 𝑛

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 2𝑛
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(Chi-2)دوکایتوزیع

موردآماریآزمون‌برایعمدتادوکایتوزیع•
.می‌گیردقراراستفاده

کاربردها؛سایر•
oمی‌شوداستفادهنیزبیزیمدل‌هایدر.
oمی‌شودظاهرهمتعمیم‌یافتهخطیمدل‌هایدر.
oبردکارنیزتصادفیفرآیندهایواحتمالنظریهدر

.دارد

درجه آزادی5با chi-squareتوزیع 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑋 − 𝑛

2𝑛
→ 𝑁(0,1)

اما؛.است«راستبهچوله»دوکایتوزیع•
.دکنمیمیلنرمالتوزیعبهوشدهترمتقارن،(n)آنآزادیدرجاتافزایشبا•
.زدتقریب2nواریانسوnمیانگینبانرمالتوزیعباراآنمی‌توانبنابراین•
ستانداردانرمالتوزیعازروبروصورتبهشدهتعریفمتغیردیگر،عبارتبه•

می‌کند؛پیروی
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(Chi-2)دوکایتوزیع

زیعتودارایداده هایازشدهبرآوردواریانستوزیعسازیمدلبرایتوزیعرایج تریندوکایتوزیع•

.استنرمال

نسبتباشند،𝜎2واریانسوµمیانگینبانرمالتوزیعدارایمستقل(𝑋𝑖)متغیرهایاگردیگر،عبارتبه•

𝑛بادوکایتوزیعدارایزیر − .استدرجه آزادی 1

(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2
=

σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖 − ത𝑋)2

𝜎2
 ~ 𝜒2 (𝑑𝑓 = 𝑛 − 1)

اطاستنبجامعهواریانسدرموردتوزیع،اینازاستفادهباچگونهکهدیدخواهیمآیندههایفصلدر•

.می شود

.استقلالآزمون هایوبرازش،نیکوییآزمون های:نتیجهاینکاربردهایسایر•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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tتوزیع

وبودهمستقلتصادفیمتغیردوYوZاگر•

•Zواستانداردنرمالتوزیعدارای

•Y بادوکایتوزیعدارایdf باشند؛آزادیدرجه

بود؛خواهدآزادیدرجهdfباtتوزیعدارایمی شود؛تعریفزیرصورتبهکهTتصادفیمتغیرآنگاه•

𝑇 =
Z

ΤY df
 ~ 𝑡𝑑𝑓

؛(استحقیقیاعدادکلرویدامنه)استزیرصورتبهتصادفیمتغیرایناحتمالِچگالیتابع

fdf x =
Γ(

(df+1)
2 )

Γ(
df
2 ) π.df

(1+
x2

df
)−(df+1)/2

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝐸 𝑋 = 0

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝑑𝑓

𝑑𝑓 − 2
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tتوزیع

.استزنگولهشکلبهوبودهمتقارن µ=0بهنسبتاستانداردنرمالتوزیعهمانندtتوزیع•

.باشدمیاستانداردنرمالتوزیعهایلهدنباازترکشیدهتوزیعایندنباله‌های•

.گیردمیقراراستفادهموردآماریهایآزمونانجامبرایتوزیعاین•

،(پرتداده‌هایوجود)باشندسنگیندنباله‌هایدارایداده‌هایاباشدنامعلومجامعهواریانسکهشرایطیدر•
.استنرمالازمناسب‌تر tتوزیعبرمبتنیمدلازاستفاده

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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tتوزیع

درجاتازایبهمی توانراtتوزیعنمودارهای•

.آورددستبهمختلفآزادی

توزیعبهtتوزیعآزادی،درجاتافزایشبا•

.شودمینزدیکاستانداردنرمال

𝑑𝑓باtتوزیع• = توزیعبرآزادیدرجه ∞

.شودمیمنطبقاستانداردنرمال

  ،(df > 30مثلاً )بزرگآزادیدرجاتبرای•

.می شودناچیزنرمالباآنتفاوت

و zتوزیع‌
(آزادیدرجه10000و‌3‌،30ازای‌به)tتوزیع‌

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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tتوزیع

وμمیانگینبانرمالجامعهیکازتایی nتصادفینمونهیکواریانسومیانگینترتیب،به2Sو ഥXاگر•

-1df=nباtتوزیعدارایشود؛میتعریفزیرصورتبهکهTتصـادفیمتغیرآنگاهبـاشند؛2σواریـانس

:بودخواهدآزادیدرجه

T=
(ഥX− μ)

( ΤS n)
 ~ tn−1

جداولقالبدرαوdfمختلفمقادیرازایبه،tتوزیعپرکاربردهایصدکازبرخیبامتناظراحتمالمقادیر

.شودمیارائهآماریکتبدرآماده

یکدرآنازبیشترمقداریمشاهدهاحتمالکهاستtتصادفیمتغیرازمقداریtα,dfها،جدولایندر

.استαبابرابرآزادی،درجه dfباtتوزیع

.رگرسیونضرایبمعناداریآزمونجامعه،دویایکمیانگینآماریآزمون:tتوزیعکاربردموارد✓

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 − ഥX)2
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(F)فیشرتوزیع

ابریبرآزمونورگرسیونواریانس،تحلیلجملهازآماریفرضیهآزمون هایازبسیاریدرفیشرتوزیع•

.می گیردقراراستفادهموردواریانس

آزادیایدرجه هتعدادبرهرکدامکه)کای دومستقلتصادفیمتغیردونسبتتوزیعازفیشرتوزیع•

.می شودحاصل(شده استتقسیمخود

دارایزیرآمارهباشند،درجه آزادی df2وdf1باترتیببه،کای دومستقلتصادفیمتغیردوYوXاگر•

.استدرجه آزادی df2وdf1بافیشرتوزیع

𝐹 =
(

𝑋

𝑑𝑓1
)

(
𝑌

𝑑𝑓2
)
 ~ 𝐹 (𝑑𝑓1, 𝑑𝑓2) 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

𝑌 ~𝜒2(𝑑𝑓2)𝑋 ~ 𝜒2 (𝑑𝑓1)

ازشدهمقیاسومستقلبرآورد2نسبتفیشرتوزیع:تفسیر•

.می کندارائهراواریانس

(ANOVA)می شوداستفادهواریانس هامقایسهبرای•
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(F)فیشرتوزیع

:استزیرهایویژگیدارایتوزیعاین
(درجه‌آزادی‌صورت‌و‌مخرج)گردد‌شکل‌توزیع‌فیشر،‌با‌دو‌عدد‌مثبت‌مشخص‌می•
.استراستبهچولهونامتقارن•
.باشدمینامنفیفیشر،توزیعمتغیرتصادفیمقادیر•

df1=5 , df2=2

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع

:فیشرتوزیعکاربردهای•

واریانس هاتساویآزمون•

(ANOVA)واریانس هاتحلیلآزمون•

رگرسیونمدلکلیمعناداریآزمون•



89

(F)فیشرتوزیع

راینبنابهستند؛گاماازخاصیحالتخودآن هاکهمی شودساختهکای دومتغیردونسبتاز Fتوزیع
.داردبتا/گامادرریشه

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



9۰

(F)فیشرتوزیع

آزادیدرجاتترتیبکهشودتوجه.شودمیدادهنمایش F(df1 , df2)به صورتغالبافیشرتوزیع

.نمودجابجاراآننمی توانوداشتهاهمیتفیشر،توزیعبرای

df1=5 , df2=2df1=2 , df2=5

محمدمهدی بشارتی: مدرس
وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع



9۱
محمدمهدی بشارتی: مدرس

وستهپیهایتوزیعواحتمالچگالیتوابع
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متغیرهدوتوزیع‌های

.بودیک متغیرهتوزیع هایشد،بررسیاینجاتاکهمواردی

.می پردازیممتغیر۲همزمانبررسیبهدو متغیرهتوزیع هایدر

YمتغیروXمتغیراحتمالتوزیعهمزمانبررسیمثلا

یاهپیوست)می نامندتصادفیمتغیرهایمشترکتوزیعرا متغیره(چند)دوتوزیع های

.(ناپیوسته

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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متغیرهدوتوزیع‌های

Y

X
𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑚

سطریجمع 
(𝑝𝑖.)

𝑥1 𝑝11 𝑝12 … 𝑝1𝑚 𝑝1.

𝑥2 𝑝21 𝑝22 … 𝑝2𝑚 𝑝2.
...

...
...

...
...

...

𝑥𝑛 𝑝𝑛1 𝑝𝑛1 … 𝑝𝑛𝑚 𝑝𝑛.

جمع ستونی
(𝑝.𝑗)

𝑝.1 𝑝.2 … 𝑝.𝑚 1

(به صورت جدول)نمایش توزیع مشترک دو متغیر تصادفی ناپیوسته 

𝑝𝑖𝑗 :،احتمال اینکه به طور همزمان

𝑋 = 𝑥𝑖 و𝑌 = 𝑦𝑗

باشد، برابر است با؛

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖  , 𝑌 = 𝑦𝑗)

𝑝𝑖. = ෍

𝑗=1

𝑚

𝑝𝑖𝑗 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑝.𝑗 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑝𝑖𝑗

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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متغیرهدوتوزیع‌های

Y

X
𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑚

توزیع 
حاشیه ای 

(X)

𝑥1 𝑝11 𝑝12 … 𝑝1𝑚 𝑝1.

𝑥2 𝑝21 𝑝22 … 𝑝2𝑚 𝑝2.
...

...
...

...
...

...

𝑥𝑛 𝑝𝑛1 𝑝𝑛1 … 𝑝𝑛𝑚 𝑝𝑛.

جمع ستونی
(𝑝.𝑗)

𝑝.1 𝑝.2 … 𝑝.𝑚 1

(به صورت جدول)نمایش توزیع مشترک دو متغیر تصادفی ناپیوسته 

𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖.
Xتوزیع حاشیه ای 

Xتوزیع تک متغیره 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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متغیرهدوتوزیع‌های

Y

X
𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑚

سطریجمع 
(𝑝𝑖.)

𝑥1 𝑝11 𝑝12 … 𝑝1𝑚 𝑝1.

𝑥2 𝑝21 𝑝22 … 𝑝2𝑚 𝑝2.
...

...
...

...
...

...

𝑥𝑛 𝑝𝑛1 𝑝𝑛1 … 𝑝𝑛𝑚 𝑝𝑛.

توزیع 
(Y)حاشیه ای 

𝑝.1 𝑝.2 … 𝑝.𝑚 1

(به صورت جدول)نمایش توزیع مشترک دو متغیر تصادفی ناپیوسته 

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑗 = 𝑝.𝑗

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های

Yتوزیع حاشیه ای 

Yتوزیع تک متغیره 



9۶

متغیرهدوتوزیع‌های

شرطیاحتمال های

Xاحتمال شرطی توزیع های 

𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 𝑌 = 𝑦𝑗 =
𝑃(𝑋 = 𝑥𝑗 , 𝑌 = 𝑦𝑗)

𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗)
=

𝑝𝑖𝑗

𝑝.𝑗

X 𝑃 𝑋 𝑌 = 𝑦𝑗

𝑥1

𝑝1𝑗

𝑝.𝑗

𝑥2

𝑝2𝑗

𝑝.𝑗...
...

𝑥𝑛

𝑝𝑛𝑗

𝑝.𝑗

Y 𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑚

𝑃 𝑌 𝑋 = 𝑥𝑖

𝑝𝑖1

𝑝𝑖.

𝑝𝑖2

𝑝𝑖.

𝑝𝑖𝑚

𝑝𝑖.

𝑋به شرط Yاحتمال شرطی توزیع های  = 𝑥𝑖

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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پیوستهمتغیرهدوتوزیع‌های

.به صورت تابع چگالی مشترک بیان می شودYو Xدرحالت پیوسته، توزیع مشترک دو متغیر تصادفی 

𝑓به صورت Yو Xتابع چگالی مشترک دو متغیر تصادفی  𝑥,𝑦بیان می شود .

ن تابع، شرط نرمال بودن به صورت زیر باید برقرار باشد تا مطمئن شویم که ای)است 1مجموع احتمالات برابر با 
(:یک تابع چگالی احتمال معتبر است

න
𝑦

න
𝑥

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1

X𝑓(𝑥)تابع چگالی حاشیه ای  = න
𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

Y𝑓(𝑦)تابع چگالی حاشیه ای  = න
𝑥

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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پیوستهمتغیرهدوتوزیع‌های

𝑓به صورت Yو Xتابع چگالی مشترک دو متغیر تصادفی  𝑥,𝑦

X𝑓تابع توزیع شرطی  𝑥 𝑦 =
𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓 𝑦

𝑓 𝑦 𝑥 =
𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓 𝑥
Yتابع توزیع شرطی 

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های
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پیوستهمتغیرهدوتوزیع‌های

مثال

.  به صورت زیر درنظر بگیریدYو Xتابع چگالی مشترک 

؟Yو Xمطلوبست توابع چگالی حاشیه ای و شرطی 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
3

5
𝑥(𝑦 + 𝑥)    ; 0<x<1  , 0<y<2

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های



۱۰۰

پیوستهمتغیرهدوتوزیع‌های

مثال

Xتابع چگالی حاشیه ای 

𝑓(𝑥) = න
0

2 3

5
𝑥 𝑦 + 𝑥 𝑑𝑦 =

3

5
𝑥

𝑦2

2
+ 𝑥𝑦 =

6

5
𝑥 1 + 𝑥

Yتابع چگالی حاشیه ای 

𝑓(𝑦) = න
0

1 3

5
𝑥 𝑦 + 𝑥 𝑑𝑥 =

3

5

𝑦

2
+

1

3

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های



۱۰۱

پیوستهمتغیرهدوتوزیع‌های

Xتابع توزیع شرطی 

𝑓 𝑦 𝑥 =
𝑦 + 𝑥

2 1 + 𝑥 Yتابع توزیع شرطی 

𝑓 𝑥 𝑦 =

3
5

𝑥 𝑦 + 𝑥

3
5

𝑦
2

+
1
3

=
6𝑥 𝑦 + 𝑥

2 + 3𝑦

مثال

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های



۱۰۲

Yو Xمتغیردوهمبستگی

معمولاً از کوواریانس استفاده می شود؛Yو Xهمبستگی دو متغیر  برای بررسی

در حالت پیوسته؛

𝐸 𝑋 : با استفاده از تابع چگالی حاشیه ایXمحاسبه می شود  :

𝐸 𝑌 : با استفاده از تابع چگالی حاشیه ایYمحاسبه می شود:

cov 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 . 𝐸(𝑌)

𝐸(𝑋) = න𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐸(𝑌) = න𝑦𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝐸(𝑋𝑌) = න
𝑦

න
𝑥

𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های



۱۰3

Yو Xمتغیردوشرطیریاضیامید

.یکی از معیارهای مهم برای ارزیابی رابطه دو متغیر تصادفی، امید ریاضی شرطی است

امید ریاضی شرطی را می توان با استفاده از توابع چگالی شرطی به دست آورد؛

.گی دارنداگر امید ریاضی شرطی برای یک متغیر تابعی از متغیر دیگر باشد، آنگاه این دو متغیر همبست

در این صورت، . مستقل از هم هستندYو Xنباشد، آنگاه Xتابعی از Yاز طرف دیگر، اگر امیدریاضی شرطی 

:امیدریاضی شرطی و غیرشرطی با هم برابرند

𝐸 𝑋 𝑦 = න
𝑥

𝑥𝑓 𝑥 𝑦 𝑑𝑥 = ℎ(𝑦)

E 𝑌 𝑥 = 𝑦׬
𝑦𝑓 𝑦 𝑥 𝑑𝑦 = 𝑔(𝑥)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
متغیرهدوتوزیع های

E 𝑌 𝑥 = 𝐸(𝑌)
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