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احتمالات
فصل‌
سوم

مفاهیم احتمال:‌بخش‌اول

یمتغیر تصادف:بخش‌دوم

محمدمهدی بشارتی: مدرس



احتمالاولیهمفاهیم3

مختلفهایبخشنگهداریواجراساخت،طراحی،برنامه ریزی،:ونقلحملمهندسی✓
ونقلیحملسیستم های

تقاضاست؛وعرضهازعمیقیدرکمستلزمکار،این✓
oوراهنماییچراغ  های تنظیماتراه آهن،خطوططولجاده ها،طولمثلا)سیستمعرضه

و(غیره

oنند،کاستفادهبزرگراهیکازمی خواهندکهنقلیه ایوسایلتعدادمثلا)سیستمتقاضای
(غیرهوبندریکدرکشتی هاتعدادآهن،راهمسیریکازعبوریقطارهایتعداد

هاآنماهیتکهاستمتغیرهاییدربردارندهوپیچیدهبسیارفرآیندیکامراین✓
.استاحتمالاتیوتصادفی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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باهموارهمهندسی،رشته هایسایرهمچونونقلحملمهندسیندیگر،عبارتبه✓
.هستندروبروغیرقطعیمسائل

درونبودهپیش بینیقابلآنهانتیجهوقوع،ازقبلکهاستپدیده هاییغیرقطعی،مسائلازمنظور
گونهینابه.باشندداشتهدنبالبهرامختلفینتایجمی توانندیکسان،شرایطدررخ دادنبارهر

.شودمیگفتهتصادفیهایآزمایشها،پدیده

عضایاازیکیبهمنجرتکرار،بارهردرثابت،شرایطدرکهعملیازعبارتستتصادفیآزمایش

.شودمی(S)نمونهفضای

چیست؟غیرقطعیمسائلازمنظور:سوال

احتمالاولیهمفاهیم
محمدمهدی بشارتی: مدرس
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oدمی‌کننعبوربزرگراهیمقطعیکازصبح،ترافیکاوجساعتدرکهخودروهاییتعداد.

oمتروسامانهمقصد-مبداهردرمونثمسافرینبهمذکرمسافرینتعدادروزانهنسبت

oشهریکازناحیهیکدرشدهتولیدروزانهسفرهایتعداد

oمعینتقاطعیکدرسالانهتصادفاتتعداد

oو....

؟تصادفیآزمایش هایازمثال هایی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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:کهداشتتوجهبایدالبته

سادهیهایمدلبهرااحتمالاتیوغیرقطعیمسائلایندهندمیترجیحاغلبمهندسین
فرمباولفرمیکظاهر،درکهمهندسیفرمول‌هایازبسیاری.کنندمطالعهوکردهتبدیل
.می‌شونداحتمالاتیمفاهیماینشاملدرواقع،می‌رسند؛به‌نظربسته

اینمونه‌هواحتمالاتیقضیه‌هایبه‌وسیله،طراحیآیین‌نامه‌هایمثال،برای✓
راطروابایناستفاده،درسهولتبرایدرنهایتاما.می‌شوندداده‌توسعهآماری

.ندمی‌کنارائهمهندسیناستفادهبرای"احتمالاتی"نهو"جبری"به‌صورت

از‌گردد،میاستفادهمهندسیروابطازبسیاریدرکهاطمینانیضریببه‌علاوه،✓

.می‌گیردسرچشمهمفهومهمین

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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وکردمعینراآنبرایموردانتظارنتایجازفهرستیمی توانگیرد،صورتآزمایشیهراینکهازقبل
.دادنشانمجموعهیكدرراآزمایشنتایجتمامی

وآزمایششرایطبهتوجهباکهممکنینتایجتمامازمتشکلاستایمجموعه،(S)نمونهفضای
.استتصورقابل(تصادفیآزمایشیامشاهدهیكبرای)موردنظرموضوعبرحسب

یا)شمارشقابلاستممکنمجموعهاین.استمجموعهیکنمونه،فضایهرکهشودتوجه
.باشد(پیوستهیا)شمارشغیرقابلیاو(گسسته

:مثال

گیرانندگواهینامهمتقاضیافرادتحصیلیمدرکنمونهفضای:(گسستهنمونهفضای)•

مثلاخیابان،یكدرخودروهاسرعتنمونهفضای:(پیوستهنمونهفضای)•

   𝑆 = 𝑋 0 ≤ 𝑥 ≤ 250

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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.گویندبرآمدیكنمونه،فضایازعضوهربه:(رخداد)برآمد

.شودمیگفته(E)پیشامدیكنمونه،فضایازاندازه گیریقابلزیرمجموعههربه:(E)پیشامد
بزنید؟مثالراپیشامدچندزیر،نمونهفضایدوبرای:سوال

گیرانندگواهینامهمتقاضیافرادتحصیلیمدرکنمونهفضای:(گسستهنمونهفضای)•

   خیابانیكدرخودروهاسرعتنمونهفضای:(پیوستهنمونهفضای)•

• 𝑆 = 𝑋 0 ≤ 𝑥 ≤ 150

باشدکیلومتربرساعت60خیابان،یكدرترددمجازسرعتاگرمثلا

𝐴باشدغیرمجازسرعتازبیشترخودروییسرعتاینکهپیشامد• = 𝑋 𝑥 > 60

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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.شودمیگفته(E)پیشامدیكنمونه،فضایازاندازه گیریقابلزیرمجموعههربه:(E)پیشامد

.دهدمینشانراAپیشامدوقوعامکانکهعددیاندازهیك:Aپیشامداحتمالِ

است1و0بینعددی،Aپیشامداحتمالِ

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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:ازعبارتندپیشامدهابرحاکمروابطترینمهمازبرخی

0:استبرقرارروبررابطه،Aمانندپیشامدهربرای-1 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1

2-𝑃 ∅ = 0 ،𝑃 𝑆 = .استتهیپیشامد∅آن،درکه، 1

3-𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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:ازعبارتندپیشامدهابرحاکمروابطترینمهمازبرخی

𝐴:یعنی)باشندناسازگاردودوبهپیشامددوBوAاگر-4 ∩ 𝐵 = :آنگاه؛(∅
𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃(𝐵)

𝑃:باشدAپیشامدمتممˊ𝐴اگر-5 𝐴ˊ = 1 − 𝑃 𝐴

:آنگاهباشند،همازمستقلپیشامددو،Bو Aدرصورتیکه-6
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 × 𝑃(𝐵)

چیست؟"استقلال"و"ناسازگاری"ویژگیدوتفاوت:سوال

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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چیست؟"استقلال"و‌"ناسازگاری"تفاوت‌دو‌ویژگی:‌سوال

بهباشند،نداشتههمبااشتراکیهیچهرگاهگوییمناسازگارراBو Aپیشامددو•

.دهندرخهمزماننتوانندپیشامددودیگرعبارت

وAپیشامددو.ایمجموعهنهواستعددیرابطهیكپیشامد،دواستقلالویژگی•

Bدندهتغییررادیگریوقوعاحتمالآنها،ازیکیوقوعهرگاههستند،مستقل.

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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احتمال شرطی 

امدهای‌تواند‌در‌محاسبه‌احتمال‌وقوع‌پیشگاهی‌اوقات،‌آگاهی‌از‌وقوع‌یک‌پیشامد،‌می•
.دیگر‌موثر‌باشد

باشد‌را‌احتمال‌شرطیاتفاق‌افتادهAپیشامد‌(‌بدانیم)هنگامی‌که‌Bاحتمال‌وقوع‌پیشامد‌•
.‌‌نامندمی

.آیداز‌رابطه‌زیر‌بدست‌میAبه‌شرط‌وقوع‌Bاحتمال‌وقوع‌•

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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قضیه بیز
شکل‌روبرو؛ باتوجه‌به

ای از مجموعه{ Ai , i=1,2,…, n}کنید فرض

ا است که فضای نمونه ردو ناسازگاری دوبهپیشامدهای 

i ،𝑃(𝐴𝑖)کنند که به ازای هر ای تقسیم میگونهبه

. غیرصفر باشد

𝑃(𝐵)کهباشدنمونهفضایازپیشامدیBاگر  ≠ 0،

داشت؛خواهیمk=1,2,…, nازایبهآنگاه

𝑃 𝐴𝑘 𝐵 =
)𝑃(𝐴𝑘 ∩ 𝐵

𝑃 𝐴1 ∩ 𝐵 + 𝑃 𝐴2 ∩ 𝐵 + ⋯ + 𝑃 𝐴𝑛 ∩ 𝐵
=

)𝑃(𝐵|𝐴𝑘) . 𝑃(𝐴𝑘

)𝑃(𝐵

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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قضیه بیز

:‌‌ترین‌کاربردهای‌قضیه‌بیز،‌عبارتند‌ازدو‌مورد‌از‌مهم

محاسبه‌احتمالات‌شرطی(‌1

عاتی‌تر‌برای‌پارامترهای‌جامعه‌با‌ترکیب‌منابع‌مختلف‌اطلاارائه‌برآوردهای‌دقیق(‌2
(.سازی بیزینرویکرد مدل)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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:مثال
اوازوکردهمتوقفمجازسرعتازتخطئجرمبهراایرانندهراه،یکازایقطعهدرراهورپلیس
بدانیمواهیمخمیزیرمفرضاتبهتوجهباباشد،بودهمثبتتستنتیجهاگر.گیردمیالکلتست

آزمایشنتیجهاهاشتببهدستگاهاینکهاحتمالکنیدفرضاست؟چقدر،بودهمستواقعااواینکهاحتمال
.باشدمی%10دهدنشانمنفیراآزمایشنتیجهاشتباهبهاینکهاحتمالو%5دهدنشانمثبترا

کنندمیعبورقطعهاینازکهرانندگانیاز%8متوسطبه‌طورکهدانیممیقبلازکنیدفرضهمچنین،
.هستندمست

:گیریممیدرنظررازیرپیشامدهای
A1:مستیدرحالرانندگی
A2:سلامتدرحالرانندگی
B:آزمایشنتیجهبودنمثبت

𝑃 𝐴2 = 1 − 0/08 = 0/92𝑃 𝐴1 = 0/08 

𝑃 𝐵 𝐴2 = 0/05𝑃 𝐵 𝐴1 = 0/90

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم
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:مثال

داشت؛خواهیمبیزقضیهبراساسترتیب،بدین

𝑃 𝐴1 𝐵 =
𝑝(𝐴1 ∩ 𝐵)

𝑃 𝐴1 ∩ 𝐵 + 𝑃 𝐴2 ∩ 𝐵
=

𝑃 𝐵 𝐴1 . 𝑃(𝐴1)

𝑃(𝐵)

=
0/90 ∗ 0/08

0/90 ∗ 0/08 + 0/05 ∗ 0/92
≃ 0/61 

0/61باشد،‌ای‌که‌نتیجه‌تست‌الکل‌او‌مثبت‌بوده،‌واقعا‌درحال‌مستیبنابراین،‌احتمال‌اینکه‌راننده

.‌باشدمی
جامعه‌توجه‌شود‌که‌مقدار‌احتمال‌شناسایی‌صحیح‌راننده‌مست،‌به‌درصد‌رانندگان‌مست‌در‌میان

رآورد‌بیزین‌های‌اصلی‌در‌استفاده‌از‌این‌قضیه‌برای‌باین‌موضوع‌یکی‌از‌ایده.‌موردنظر‌بستگی‌دارد
.‌باشدمی

محمدمهدی بشارتی: مدرس
احتمالاولیهمفاهیم



احتمالات
فصل‌
سوم

مفاهیم احتمال:‌بخش‌اول

یمتغیر تصادف:بخش‌دوم

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر19

oمتغیر‌تصادفی،‌یکی‌از‌مفاهیم‌مهم‌در‌آمارواحتمالات‌است.

oاعدادی‌را‌اختصاص‌می‌دهداعضای‌فضای‌نمونهمتغیر‌تصادفی،‌تابعی‌است‌که‌به‌‌،‌.

oلاتینحروف‌بزرگ‌متغیرهای‌تصادفی‌را‌معمولا‌با‌:‌‌مرسوم‌است‌که(مانند‌X‌)نمایش‌داده‌و‌هر‌
.نمایش‌می‌دهند(‌x)حروف‌کوچک‌مقدار‌معین‌از‌یک‌متغیر‌تصادفی‌را‌با‌

oدو‌نوع‌متغیر‌تصادفی‌در‌متون‌مهندسی‌رایج‌هستند‌‌:

تعدادندسمهیککنیدفرضمثال،عنوانبه.می‌گیرندگسستهمقادیرتنهاکهمتغیرهایی➢
حیحصاعدادنظر،موردمقادیرکهاستواضح.داردنظردرراتقاطعیکسالانهتصادفات
.هستندنامنفی

متغیرهایهبونماینداختیارمشخصیبازهدرراحقیقیمقادیرتماممی‌توانندکهمتغیرهایی➢
واقعیمقدارهرمی‌تواندنقلیهوسایلسرعتمثال،عنوانبه.هستندموسومپیوستهتصادفی

.نمایداختیاررا(نقلیهوسایلسرعتحداکثروصفربین)

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر20

احتمال‌یکی‌از‌مهم‌ترین‌چالش‌هایی‌که‌در‌برخورد‌با‌یک‌متغیرتصادفی‌با‌آن‌مواجه‌هستیم،‌برآورد✓
.‌‌آن‌متغیر‌تصادفی‌است(‌یا‌همان‌پیشامدهای)هریک‌از‌مقادیر‌ممکن‌(‌یا‌مشاهده)وقوع

(.موضوع‌فصل‌بعد)استفاده‌می‌شود‌"توزیع‌های‌احتمالاتی"برای‌این‌منظور‌از‌✓

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر21

احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

ریاضیامید-1

متغیرقدارهرمحاصلضربمجموعبابرابراستتصادفیمتغیریکانتظارموردمقداریاریاضیامید
.مقدارآنبامتناظراحتمالدرتصادفی

بابرابراستمقادیرازهریکوزنآن،درکهاستXمتغیروزنیمیانگینXامیدریاضیدیگر،عبارتبه
.موردنظرمقدارمشاهدهاحتمال

.باشدمیاحتمالتابعتمرکزمیزانازشاخصیامیدریاضی،

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر22

احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

ریاضیامید-1

موردانتظارمقدارآنگاهباشد، xمشاهدهبامتناظراحتمالمقدارf(x)وگسستهمتغیرتصادفییکXاگر
Xبااستبرابر

𝐸 𝑋 = ෍

𝑥

𝑥. 𝑓 𝑥

شودمیاستفادهگیریانتگرالازجمع،عملجایبهباشد؛پیوستهمتغیرتصادفیXکهدرحالتی

𝐸 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر23

احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

ریاضیامید-1

هایویژگیترینمهمآنگاه،باشند،ثابتمقدارaiوتصادفیمتغیرهای Y نیزو X1،X2،...،Xnاگر

:ازعبارتندامیدریاضی

𝐸 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ = 𝑎0 + 𝑎1𝐸 𝑋 + 𝑎2𝐸(𝑋2) 1)

𝐸 𝑋 + 𝑌 = 𝐸 𝑋 + 𝐸(𝑌) 2)

𝐸 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 = 𝑎1𝐸 𝑋1 + 𝑎𝟐𝐸 𝑋𝟐 + 𝑎𝑛𝐸(𝑋𝑛) 3)

𝐸 𝑋. 𝑌 = 𝐸 𝑋 . 𝐸(𝑌) :متغیرهای تصادفی مستقل باشند Yو نیز   Xاگر (4

𝐸 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯

𝐸 𝑎0 = 𝑎0

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر24

احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

کوواریانسوواریانس-2

تصادفیمتغیرمقادیرپراکندگیمیزانازهاییشاخصکوواریانس،وواریانس✓

واریانسمقدارآنگاهباشد، xمشاهدهبامتناظراحتمالمقدارf(x)وگسستهمتغیرتصادفییکXاگر
Xبااستبرابر

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋2 − (𝐸 𝑋 )2

.شودیماستفادهگیریانتگرالازجمع،عملجایبهباشد؛پیوستهمتغیرتصادفیXکهدرحالتی

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥 − 𝐸 𝑋 2. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر25

احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

کوواریانسوواریانس-2

تصادفیمتغیرمقادیرپراکندگیمیزانازهاییشاخصکوواریانس،وواریانس✓

آید؛میدستبهزیررابطهازYوXتصادفیمتغیرهایکوواریانس

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 (𝑋 − 𝐸(𝑋))(𝑌 − 𝐸(𝑌)) = 𝐸 𝑋. 𝑌 − 𝐸 𝑋 . 𝐸(𝑌)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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احتمالاتیهایتوزیعاصلیمشخصه‌های❖

کوواریانسوواریانس-2

𝑽𝒂𝒓 𝒂 + 𝒃𝑿 = 𝒃𝟐𝑽𝒂𝒓 𝑿 1)

𝑽𝒂𝒓 𝒂𝑿 + 𝒃𝒀 = 𝒂𝟐𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝒃𝟐𝑽𝒂𝒓 𝒀 + 𝟐𝒂𝒃𝑪𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) 2)

Cov(aX,bY)= abCov(X,Y) 3)

𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎 مستقل باشند، YوXاگر ( 4

Cov(X+a, Y+b)= Cov(X,Y) 5)

:های‌واریانس‌و‌کوواریانس‌عبارتند‌ازترین‌ویژگیبرخی‌از‌مهم

محمدمهدی بشارتی: مدرس



تصادفیمتغیر27

تصادفیمتغیرهایجمع

زیعتومبحثازاستفادهبرای)تصادفیمتغیرnازخطیترکیبیواریانسومیانگیندرموردهاییرابطه
(آماریاستنباطوگیرینمونه

𝑌وباشندمستقلتصادفیمتغیرهایX1،X2،...،Xnاگر = σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖𝑋𝑖 

آید؛میبدستزیرروابطازYواریانسوامیدریاضیآنگاههستند؛ثابتمقادیرهاaiدرآنکه

𝐸 𝑌 = 𝜇𝑌 = σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 . 𝐸(𝑋𝑖)   𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝜎𝑌

2 = σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖

2. 𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑖)

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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مثال
.تاسشدهتشکیلبخشسهازکارمحلبهخانهازشخصیکروزانهسفرکنیدفرض

دارداستانانحرافومیانگیندارایوبودهمتغیرمدها،ازیکهرباسفرزمانمدتکهمی‌شودمشاهده
سفر؟کلزمانمدت«واریانس»و«انتظارموردمیانگین»محاسبهمطلوبست.باشدمیمعینی

(دقیقه)انحراف استاندارد(دقیقه)میانگین 

103خودروشخصی. 1

407مترو. 2

72رویپیاده. 3

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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مثال
X1،X2)دیگرتصادفیمتغیرسهازکهاست؛تصادفیمتغیریک،(Y)کلسفرزمانکهگفتتوانمی

بصورتکلسفرزمانواریانسومیانگینشده،ارائهروابططبقبنابراین،.استشدهتشکیل(X3و
آید؛میبدستزیر

𝜇𝑌 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 . 𝐸(𝑋𝑖) = 10 + 40 + 7 = 57

𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝜎𝑌
2 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖
2. 𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 12 × 32 + 12 × 72 + 12 × 22 = 62

محمدمهدی بشارتی: مدرس



Closed-form expression-پیوست30

باراآنبتوانکهاستعبارتی(Closed-form expression)بستهفرمعبارتریاضیات،در
شاملمی توانندبستهفرمعبارت های.کردمحاسبهعملیات هاازمتناهیمجموعه ایازاستفاده
توان،عدد،ریشهمثل،)ریاضیتوابعو,(÷×−+مثل،)«آشنا»عملیات هایبرخیمتغیرها،ثابت ها،
بهازینیآن هامحاسبهبرایمعمولاًولیباشند،(هذلولویوارونتابعومثلثاتی،توابعلگاریتم،
.نیستحدازاستفاده

,(ریاضی)جمعبامی توانراباشدمختلطعددضریب هایشانکهدودرجهمعادله هایهمهجواب های
به عبارت.مقدماتی اندتوابعموراداینهمه.کردمحاسبهدومریشهوتقسیم،,(ریاضی)ضربتفریق،
دودرجهمعادلهدیگر،

:کردمحاسبهزیر(Closed-form solution)بستهفرمعبارتبامی توان

محمدمهدی بشارتی: مدرس
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