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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛گسستهمتغیرهایازخاصیانواع❑

o(انتخابیدو)1و0مقادیر

o(0،1،2،3:گروه4مثلا)محدودمقادیر

oکردیمبررسیپروبیتولوجیترگرسیونمدل هایفصلدررابالاموارد.

oشمارشی؛تصادفیمتغیرهای

.باشدداشته...،0،1،2قادیرمکهاستمواردیشاملگسستهمتغیرهایعمومی ترنوع▪

.هستند(زمانیبازهیکدر)رویدادیکوقوعفراوانیبیانگرمعمولاًمتغیرهانوعاین▪

.کرداستفادهتوزیعبودننرمالفرضازنمی توانداده ها،بودنگسستهدلیلبه▪

.کرداستفادهگسستهتوزیع هایازبایدباشد،…,Y=0,1,2وقتی▪

.بردبهرهOLSروشازنمی توانبنابراین،▪

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛شمارشیتصادفیمتغیرهای❑

oتوصیفبرایشرایط،ایندرYدوجمله ای،پواسون،دوجمله ایمانندگسستهاحتمالتوزیع هایاز
.می شوداستفادهغیرهوهندسی،منفی

oهستندپرکاربردترمنفیدوجمله ای،پواسونتوزیعدو.

o(رموردنظرویدادوقوع)موفقیتاحتمالکهمی رودکاربهحوادثیتوصیفبرایپواسونتوزیع
.باشدکمنسبتاً

oمی رودکاربهنیزنادرحوادثتوصیفبرایپواسونتوزیعمبنا،اینبر.

مقدمه
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مقدمه

oاستبرابرهمباواریانسومیانگینپواسونتوزیعدر.

oمی شودنقضویژگیاینواقعی،دنیایازمواردبسیاریدر.

oمی کنیماستفاده(منفیدوجمله ایخصوصبه)توزیع هاسایرازمواردایندر.

oیمدل هااز،استزیادبسیارصفرهاتعدادنمونه،مشاهداتبیندرکهمواردازدیگربرخیدر
.می بریمبهرهانباشته_صفر
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کنید؛فرض❖

می دهند؛رخزمانطولدرتصادفیصورتبهموردنظررویدادهای▪

.(𝝀)استمعلوم،(ماهیکمثلا)موردنظرزمانیفاصلهطیآنهاوقوعتعدادمتوسطو▪

پواسونمدل
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یادآوری؛❖

اسونپوتوزیعآنگاه،باشد،کمموردنظررویدادوقوعاحتمالویابد،افزایشنمونهاندازهکههنگامی▪
.استدوجمله ایتوزیعبرایمناسبیتقریب

((استموردنظررویدادبودنِنادرمعنایبهوقوعاحتمالبودنکم))

زیررابطه نیز(رویداددووقوعبینانتظارزمانمدت)_Duration_دیرشوشمارشیداده هایبین▪
دارد؛وجود

هربرایt > 0𝟎زمانیفاصلهدروقوعفراوانی,𝒕میانگینباپواسونتوزیعاز𝝀𝒕می کندپیروی.

مشاهدهمقدارازمستقلiحالتدر𝑌𝑖شدهمشاهدهمقدارکهاستاینبرفرضپواسونتوزیعبرای▪
.استjحالتدرشده

.استبرابرهمباواریانسومیانگینکهاستآنپواسونتوزیعویژگیمهمترینهمچنین،▪

پواسونمدل
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oپواسون،توزیعاحتمالجرمتابع

oپارامتربهوابستهکاملاپواسونتوزیع𝜆𝑖است.

oازایبهکهبه گونه ای𝜆𝑖باولیاست؛شدیدچولگیدارایکوچک،های
.می شودتبدیلقرینهتوزیعیکبه𝜆𝑖بزرگ شدن

oهستند؛برابرهمباواریانسوامیدریاضیپواسونتوزیعدر

oافزایشباکههنگامیکهمعنااینبهXمقدارYمی یابد،افزیش
.یابندافزایشبایدنیزآنواریانسومیانگین

پواسوناحتمالتوزیع-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝑒−𝜆𝑖  𝜆𝑖

𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝑣𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖
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oامیدریاضی𝑌𝑖بابرابر𝜆𝑖داردقرارمختلفیعواملتاثیرتحتکهاست(𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖).

o،برایمی توانبنابراین𝜆𝑖صورتبهرگرسیونمعادلهیک𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖نمودتعریف.

oچون𝜆𝑖واست،غیرمنفی𝑌𝑖تعریفنماییصورتبهراآنبنابراین،هستند،غیرمنفینیزها
می کنند؛

oاز؛عبارتستمعادلهاینلگاریتم

oپواسونمدلدرستنماییتابع:

پواسونرگرسیون-پواسونمدل

𝐿 = ෑ

𝑖=1

𝑛
𝑒−𝜆𝑖  𝜆𝑖

𝑌𝑖

𝑌𝑖  !

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃 = 𝑒

β1+β2X2i+…+βkXki

ln 𝜆𝑖 = 𝐱𝒊
′𝛃 = β1+β2X2i+…+βkXki
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oنهاییاثرX𝑘برYبا؛استبرابرپواسونمدلدر

o،است؛برقرارروبروتقریبیرابطهبنابراین

oاگرکهمعنااینبه𝑋𝑘آنگاهکند،تغییرواحدیک𝐸 𝑌 𝐱𝑖100اندازهبه × 𝛽𝑘کردخواهدتغییردرصد.

oاگرمثلا𝛽𝑘 = .کردخواهدتغییر%3حدوددرYامیدریاضی،𝑋𝑘درتغییرواحدیکازایبهآنگاهباشد،0.03

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

𝜕 ln 𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
= 𝛽𝑘

𝜕 ln 𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
=

1

𝐸 𝑌 𝐱𝑖
= 𝛽𝑘

Δ𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝐸 𝑌 𝐱𝑖
≅ 𝛽𝑘 Δ𝑋𝑘
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oنسبیریسک(رویدادوقوعنرخIncident Rate Ratio (IRR))

oوقوعنرخنسبت»نسبیریسکبهمی‌کنیم،کارشمارشیداده‌هایباکهوقتی(Incident Rate Ratio 

(IRR))»می‌گویند.

oمتغیرمقداردرکاهش/افزایشواحدیکیعنیX𝑘اندازهبهراموردنظررخدادوقوعنسبیریسکمی‌تواند
𝑒𝛽𝑘 (متغیرهاسایرماندنثابترایطشدر)دهدکاهش/افزایش 

oمتغیرمقداردرکاهش/افزایشواحدیکازایبهیعنیX𝑘،پاسخ،متغیرمقدار𝑒𝛽𝑘می‌شودبرابر.

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

IRR=𝑒𝛽𝑘
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oحاشیه ایاثرمتوسطAverage marginal effect))

oشدهمشاهدهداده‌هایازاستفادهبا𝑋𝑘اثراتمتوسطمی‌توانمدل،پارامترهایبرایشدهبرآوردمقادیرو
آورددستبه𝑋𝑘متغیرهربرایراحاشیه‌ای

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

𝜕𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
= 𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝛽𝑘
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oانیکسپراکندگی»نامباویژگیاین)استبرابرهمباواریانسوامیدریاضیپواسونتوزیعدر»
(می شودشناخته

oاستپواسونمدلبرایمحدودیتیکویژگیاین.

oاستامیدریاضیازبزرگترواریانسموارداکثردرواقعی،دنیایپدیده هایدر.

oبیش پراکندگی»نامباپدیدهاین-Over-dispersion»می شودشناخته.

oانحرافدارایپواسونمدلبرآوردهایدارد،وجودمشاهداتمیاندربیش پراکندگیکهشرایطیدر
.بودخواهندناکاراوبودهمنفیتورشبامعیار

oیابزرگواقعی،حدازبیششدهبرآوردپارامترهایمعیارانحرافکهمی شودموجببیش پراکندگی
.می کندمخدوشراپارامترهامعناداریآزمونبنابراین،وشوند؛کوچک

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

oداردوجودبیش پراکندگیآزمودنبرایمختلفیآزمون های.

oاست؛زیرگام هایصورتبهبیش پراکندگیبررسیآزمون هایازیکی

.می کنیمحسابرا(෠𝑌𝑖)وابستهمتغیربرایبرآوردشدهمقادیروکردهبرآوردراپواسونمدل1.

(𝑌𝑖و෠𝑌𝑖اختلاف)می کنیمحسابرا(𝑒𝑖)خطاهامقادیر2.

𝑒𝑖عبارت3.
2 − 𝑌𝑖می کنیمحسابرا.

𝑒𝑖مقادیر4.
2 − 𝑌𝑖رویبررا෠𝑌𝑖می کنیمبرازش.

واسونپرگرسیونمدلازاستفادهبنابراینومی شودردیکسانپراکندگیفرضباشد،معنادار෠𝑌𝑖ضریباگر5.
.استاشتباه

((.استگیکم پراکندوجودمعنایبهباشد،منفیاگروبیش پراکندگیوجودمعنایبهباشد،مثبت෠𝑌𝑖ضریباگر))

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

o؛بیش‌پراکندگیبررسیبرایپیرسونآزمون

:(روبرورابطه)باشدمیانگینبامتناسبواریانسکنیدفرض▪

𝛷اگر▪ = .کرداستفادهپواسونمدلازمی توانبنابرایناست؛برقرارمیانگینوواریانسبرابریباشد،1

𝛷اگر▪ > .داردوجودبیش پراکندگیباشد،1

𝛷اگر▪ < .(می دهدرخندرتبه)داردوجودکم پراکندگیباشد،1

می کنیم؛استفادهپیرسونکای دوآمارهازمیانگینوواریانسبرابریآزمونبرای▪

𝐸(𝜒𝑛−𝐾بنابراین،است،آنآزادیدرجهبابرابر𝜒2امیدریاضیکهآنجااز▪
2 ) = 𝑛 − 𝐾

𝜒𝑛−𝐾برایانتظاریمقداردیگر،عبارتبه▪
𝑛بااستبرابر2 − 𝐾

𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝛷𝐸 𝑌 = 𝛷𝜆

𝜒𝑛−𝐾
2 = ෍

𝑖=1

𝑛
(𝑌𝑖 − 𝜆𝑖  )2

𝜆𝑖

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

o؛بیش‌پراکندگیبررسیبرایپیرسونآزمون

𝜒𝑛−𝐾برایانتظاریمقدار▪
𝑛بااستبرابر2 − 𝐾

بابرابرپیـرسونآمـارهمقداربایدباشد،شدهتصریحدرستیبه𝜆𝑖برآوردبرایموردنظرمـدلاگربنابراین،▪

𝑛 − 𝐾باشدبا.

𝜒𝑛−𝐾نسبتکهداریمانتظاربنابراین،▪
2

𝑛−𝐾
.باشد1بابرابرتقریبا

.بودخواهد1ازبزرگترنسبتایندراینصورتباشد،بیش پراکندگیدچار𝑌𝑖اگراما▪

𝜒𝑛−𝐾دیگر،عبارتبه▪
2

𝑛−𝐾
است؛𝛷ازبرآوردی

𝜒𝛼 , 𝑛−𝐾ازبزرگترپیرسونآمارهمقداراگرمبنا،اینبر▪
.نمی شودردبیش پراکندگیباشد،2

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل

෡𝛷 =
𝜒𝑛−𝐾

2

𝑛 − 𝐾
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.کرداستفادهپواسونمدلازنمی توانکهمعناستبدیننشود،ردبیش پراکندگیاگر❖

داریممدلتغییریاتعدیلبهنیازشرایطایندر❖

پواسونمدلدربیش پراکندگیگرفتندرنظربرایضریبیککردنلحاظ:(modify)مدلتعدیل❖
(Generalized Poisson)تعمیم یافتهپواسونو(Quasi Poisson)شبه پواسونمدل هایبهمنجر)

(.می شود

.منفیدوجمله ایمانندمدل هاسایرباپواسونمدلجایگزینی:مدلتغییر❖

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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.استپواسونمدلدربیش پراکندگینمودنلحاظروش هایازیکی❖

است؛میانگینازخطیتابعواریانس،کهمی شودفرضمدلایندر❖

.می شوندبرآورد پواسونمدلمانندپارامترهاشبه پواسون،مدلدر❖

واریانسبراساسنیزپارامترهابودنمعنادارومی کنیم؛برآوردواریانستعدیلبرایرا𝛷ضریباما❖
.می شودتعدیل شده،آزموده

.استمتفاوتآن هامعناداریآزمونآمارهامابود،خواهدیکسانمدل هاپارامترهایبنابراین،❖

:پواسونمدلدر෡𝜷معیارانحراف

:شبه پواسونمدلدر෡𝜷معیارانحراف

(Quasi-Poisson Regression)شبه‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝛷𝐸 𝑌

𝑺𝑬𝒑(෡𝜷)

𝑺𝑬𝑸𝒑
෡𝜷 = ෡𝛷𝑺𝑬𝒑(෡𝜷)
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ارائهاوتمتففرمول بندی هایباومختلفروش هایبهوداشتهمختلفیانواعتعمیم یافته پواسونمدل های❖
.شده اند

.می کندتوصیفراواریانسومیانگینکهدارد𝜆پارامتریک،معمولیپواسونرگرسیونمدل❖

توصیفرایبیش پراکندگپدیدهتاداریمدیگریضریببهنیازتعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدلدراما❖
کند

.می گویند(Dispersion Parameter)پراکندگیضریبآنبهودادهنمایش𝜶بامعمولاًراضریباین❖

پراکندگیتوصیفبراینیزدیگریپارامتر،𝜆𝑖برعلاوهتعمیم یافته، پواسونمدل هایانواعازیکهر❖
.می گیرنددرنظر

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل
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(GP-1بهموسوم)تعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدل هایانواعازیکی❖

است؛زیراحتمالتوزیعباتصادفیمتغیریکyوابستهمتغیرکهمی شودفرضمدلایندر❖

:توزیعامیدریاضی

𝛼مدل،ایندردرصورتیکه:سوال = می افتد؟اتفاقیچهشود،دادهقرار0

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝑒−(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝜆𝑖

1 − 𝛼
𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =

𝜆𝑖

(1 − 𝛼)3 :توزیعواریانس
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(GP-2بهموسوم)تعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدل هایانواعازیکی❖

است؛زیراحتمالتوزیعباتصادفیمتغیریکyوابستهمتغیرکهمی شودفرضمدلایندر❖

𝛼مدل،ایندردرصورتیکه:سوال = می افتد؟اتفاقیچهشود،دادهقرار0

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = (
𝜆𝑖

1 + 𝛼𝜆𝑖
)

𝑒
−(

𝜆𝑖(1+𝛼𝑌𝑖)
1+𝛼𝜆𝑖

)
(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)𝑌𝑖−1

𝑌𝑖  !
 

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖(1 + 𝛼𝜆𝑖)2 :توزیعواریانس :توزیعامیدریاضی
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

:پراکندگیضریبمحاسبهرابطه❖

اضیامیدریبرایآن،درکهاست؛پواسونرگرسیونهمانندتعمیم یافته پواسونرگرسیونمدلبرآورد❖

(𝜆𝑖)صورتبهمعادلهیک𝜆𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃می شودگرفتهدرنظرواریانستعدیلبرایضریبیکو.

.می شودانجاممدلپارامترهایبرآوردMLEروشباسپس❖

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝛼 =

σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

ො𝑦𝑖

− 1 ∗ ( ො𝑦𝑖  )(1−𝑝)

𝑁 − 𝑘 − 1

N=نمونهاندازه

k=مدلمتغیرهایتعداد

𝑦𝑖:i-شدهمشاهدهمقدارامین

ො𝑦𝑖:𝜆𝑖برایمدلتوسطشدهپیش‌بینیi-مشاهدهامین

p:مدلبرای1بابرابرGP-1مدلبرای2بابرابروGP-2



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمی آیددستبهپواسوناحتمالتوزیعازپواسونرگرسیونمدل.

oمی آیددستبهلوجستیکاحتمالتوزیعازلوجیترگرسیونمدل.

oمی آیددستبهنرمالاحتمالتوزیعازنرمالخطیرگرسیونمدل.

o می آیددستبهخاصاحتمالتوزیعتابعیکازمنفیدوجمله ایرگرسیونمدل.

oاختصاربهکهمنفیدوجمله ایتوزیعاستخراجراه هایازیکیNB2ترکیبیتوزیعازمی شود،نامیده
.(می شودشناختهنیزPoisson-Gamma mixtureنامباکه)می آیددستبهگاما-پواسون

oاستمنفیدوجمله ایتوزیعاستخراجراه هایازیکیتنهاترکیب،این.

oمی دهدپواسونمدلدرراناهمگنیمدل سازیامکانمابهکهاستآنروشاینمهمویژگی..

منفیدوجمله‌ایمدل



26
محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oدوجمله ای،توزیعاحتمالتابع

Xامیدریاضی

Xواریانس

رخاُم-kباربرایآزمایشاُمین-xدر(شکست/موفقیت)موردنظررویدادکهاستآناحتمالبیانگراحتمالتابعاین
.دهد

آزمایشامین-xدرشکست/موفقیتامین-rمشاهدهاحتمال

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸 𝑋 =
𝑘

𝑝

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝑘(1 − 𝑝)

𝑝2

𝑃 𝑥, 𝑘, 𝑝 =
(𝑛 − 1)!

𝑛 − 𝑘 ! 𝑘 − 1 !
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑥−𝑘

𝑥 = 𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, …
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منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیل‌هایازاگرk=rوx – k =yداشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝑟, 𝑝 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(𝑝)𝑟(1 − 𝑝)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌 =
1 − 𝑝 𝑟

𝑝

𝑉𝑎𝑟 𝑌 =
1 − 𝑝  𝑟

𝑝2
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منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیل‌ازاگر𝜇 =
1−𝑝  𝑟

𝑝
داشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

:(شدخواهدپواسونتوزیعمشابه)می‌شودنزدیکامیدریاضیبهواریانسآنگاهیابد،افزایشrاگر•

r،𝐸کوچکمقادیربرایاما• 𝑌 < 𝑉𝑎𝑟(𝑌)هاستفادپواسونتوزیعازنمی‌توان)داردوجودبیش‌پراکندگیواست
.(کرد

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝑟 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(

𝑟

𝑟 + 𝜇
)𝑟(

𝜇

𝑟 + 𝜇
)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 +
𝜇2

𝑟

𝐸 𝑌 ≅ 𝑉𝑎𝑟(𝑌)
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منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیلازاگر𝛼 =
1

𝑟
Γو 𝑛 + 1 = 𝑛!داشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

•𝛼ازایبه.استبیش پراکندگیضریب𝛼 = 𝛼ازایبه،یکسـانپراکندگـی0 > بهوبیش پراکنـدگی0

𝛼ازای < .داردوجودکم پراکندگی0

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝛼 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 ;  𝑦 = 0,1,2, . .

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 + 𝛼𝜇2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

.آوریمدستبهگاما-پواسونترکیببرحسبرامنفیدوجمله ایمدلمی خواهیم❖

باشد؛𝝀پارامترباپواسونتوزیعدارای𝑌𝑖کنیدفرض❖

می کند؛تبعیت𝜃و𝛿پارامترهایباگاماتوزیعازکهاستتصادفیمتغیریک𝜆کنیدفرضهمچنین،❖

𝜆رابطه𝜆برایدیگر،طرفاز❖ = exp(𝐱𝒊
′𝛃)استموردنظررگرسیونمعادلههمانکهداریمرا.

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸(𝜆) =
𝜃

𝛿
𝑉𝑎𝑟(𝜆) =

𝜃

𝛿2

𝑌𝑖 ~ 𝑃 𝑌𝑖 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝜆~ 𝑃 𝜆 =
𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …
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گاما،-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

از؛عبارتستYو𝝀مشترکتوزیعتابع❖

می آید؛دستبهزیرصورتبه𝑥𝑖بودنمعلومباYمنفیدوجمله ای(تجمعی)احتمالتابعاکنون❖

-واسونپترکیببامنفیدوجمله ایمدلوگردیدهمحاسبهانتگرالاینمرتب سازی،وتبدیلاندکیبا❖
.می آیددستبهگاما

منفیدوجمله‌ایمدل

f (𝑌, 𝜆 )= 𝑃 𝑌 𝜆 𝑃 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑌!

𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆  

f 𝑌 𝐱𝑖 = 0׬

∞ 𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑌!

𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆 𝑑𝜆

f 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝜃

Γ 𝑦+1 Γ 𝜃
 (

𝛿

1+𝛿
)𝜃 (

1

1+𝛿
)𝑦
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گاما،-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

𝜃تبدیلازبالا،تابعدراگر❖ = 𝑟و𝛿 =
𝑟

𝜇
می آیددستبهزیرمعادلهکنیم،استفاده

𝜃تبدیلازاگر❖ =
1

𝛼
𝛿و =

1

𝛼𝜇
می آیددستبهزیرمعادلهکنیم،استفاده

منفیدوجمله‌ایمدل

f 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝜃

Γ 𝑦+1 Γ 𝜃
 (

𝛿

1+𝛿
)𝜃 (

1

1+𝛿
)𝑦

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝑟 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(

𝑟

𝑟 + 𝜇
)𝑟(

𝜇

𝑟 + 𝜇
)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, …

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝛼 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 ;  𝑦 = 0,1,2, . .
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گاما،-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

𝜃تبدیـلگرفتننظردرباگاما،-پواسونترکیببامنفیدوجمله ایمدلعمومیشکل❖ = 𝛼−1𝜇1−𝑘و
𝛿 = 𝛼−1𝜇−𝑘بود؛خواهدزیرصورتبه

Yامیدریاضی

Yواریانس

NB2وNB1مدلدوخاص،طوربه.استشدهنام‌گذاریkمختلفمقادیرازایبهمدلاین

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝛼−1𝜇1−𝑘

Γ 𝑦+1 Γ 𝛼−1𝜇1−𝑘  (
1

1+𝛼𝜇𝑘)𝛼−1𝜇1−𝑘
 (

𝛼𝜇𝑘

1+𝛼𝜇𝑘)𝑦

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇(1 + 𝛼𝜇𝑘)
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گاما،-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

؛می‌آیددستبهk=0ازایبهکهNB1مدل❖

Yامیدریاضی

Yواریانس

؛می‌آیددستبهk=1ازایبهکهNB2مدل❖

Yامیدریاضی

Yواریانس

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇(1 + 𝛼)

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 + 𝛼𝜇2

.استمیانگینازثابتیضریبواریانسمدل،ایندر
هکاستخطیمیانگین،باواریانسرابطهبنابراین،
.استشبه‌پواسونمدلمشابه

غیرخطیمیانگینباواریانسرابطهمدل،ایندر
.است(2درجه)

.می‌کنیماستفادهمدلاینازادامهدر

𝑃 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼

)(
𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 
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منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

𝑌𝑖مشاهدات❖ = 0,1,2, است؛منفیدوجمله‌ایتوزیعدارای𝑌𝑖کهکنیدفرض.بگیریدنظردررا…

بود؛خواهدزیرصورتبهشرطیمیانگینمعادلههمچنین

.می‌کنیمبرآوردMLEروشازاستفادهبارامدلپارامترهای

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑓 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
Γ(𝑦𝑖 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇𝑖
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇𝑖

1 + 𝛼𝜇𝑖
)𝑦𝑖  ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, . .

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜇𝑖 = exp(𝐱𝒊
′𝛃)
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منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

از؛عبارتستدرستنماییتابع❖

از؛عبارتستدرستنماییتابعلگاریتم❖

𝝁𝒊رابطه𝝁𝒊جایبهبالامعادلهدر:توجه❖ = 𝐞𝐱𝐩(𝒙𝒊
′𝜷)پارامترهایبهنسبتودادهقرارمعادلهدرونرا

.می آیددستبه෡𝜷وෝ𝜶برآوردگرهایترتیببدین.می دهیمقرارصفربرابروگرفتهمشتق(𝜷و𝜶)مدل

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐿 = ෑ

𝑖=1

𝑛
Γ(𝑦𝑖 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇𝑖
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇𝑖

1 + 𝛼𝜇𝑖
)𝑦𝑖

𝑙 = ln 𝐿 = ෍

𝑖=1

𝑛

ln(𝑦𝑖 +
1

𝛼
) − ln Γ 𝑦𝑖 + 1 − ln Γ(

1

𝛼
) −

1

𝛼
ln Γ 1 + 𝛼𝜇𝑖 + 𝑦𝑖 ln 𝛼𝜇𝑖 − ln(1 + 𝛼𝜇𝑖)



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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.استمطالعاتدربررسیموردموضوعاتازیکیشمارشیداده هایدرموجودصفرهایتعداد❖

یکغیرصفرمقادیرتعدادباصفرهاتعداد،(معمولحالتدر)منفیدوجمه ایوپواسونمدل هایدر❖
.دارندمعقولتناسب

.است𝑒−𝜆𝑖بابرابرصفرها(احتمال)نسبتپواسون،مدلدرمثال،عنوانبهکهمعنابدین❖

رتصوایندرباشد،مقداراینازبیشترخیلینمونه،درشدهمشاهدهصفرهاینسبتاگربنابراین،❖
.نمود(مدلسازی)توصیفراداده هااینمنفی،دوجمله ایوپواسونمرسوممدل هایبانمی توان

رادهپدیاینبدین ترتیبتامی کنیمتعدیلروش هاییازاستفادهبارامذکورمدل هایشرایط،ایندر❖
.نماییملحاظمدلسازی

می گیرند؛نظردرراپدیدهاینکهشمارشیرگرسیونمدل هایرایج ترینازنوعدو❖

oهِردلمدل های(Hurdle models)

oپُرصفریاصفرانباشتهمدل های(Zero-inflated models)

زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

است؛بخشدودارای(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدل❖

oدوجمله ای:اولبخش

oصفرازمنقطعمنفیِدوجمله ای:دومبخش(Zero-truncated negative binomial)

برآوردهمزمانطوربهآن هابنابراین،مجزاست؛بخشدودارایهِردلمنفیدوجمله ایمدلکهآنجااز❖
.نمی شوند

.استدوجمله ایرگرسیونمدلیکمانندصفربخشبرایپارامترهاتفسیر❖

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

oپارامتربادوجمله ایتوزیعیک:اولبخشدر𝝅برایY=0می شودتعریف(𝝅:صفرمشاهدهاحتمال).

.ودمی شبرآورد(...پروبیت،)لوجستیکرگرسیونماننددوگزینه ایمدلیکتوسطبخشاین▪

oپارامترباصفرازمنقطعمنفیِدوجمله ایتوزیعیک:دومبخشدر𝝁برایY=1,2, …می شودتعریف.

ونپواسمدلمانند)صفرازمنقطعشمارشیمدلیکتوسط(شمارشیمثبتمقادیر)بخشاین▪
زامنقطعمنفیِدوجمله ایمدل:بیش پراکندگیوجودحالتدر)می شودبرآورد(صفرازمنقطع

(صفر

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

𝑃(𝑦احتمال-1 = 1بنابراین.(𝜋همان)می‌دهیمنشان𝑓1(0)بارا(0 − 𝑓1(0)احتمالبیانگرY > 0است.

کهاست،گزینه‌ایدومدلیکبیانگرمدلازبخشاینپس

𝑦به▪ = .می‌دهدرا𝑓1(0)احتمال0

1احتمالYمقادیرسایربه▪ − 𝑓1(0)می‌دهدرا.

کهمی‌کنیممحاسبهشرایطیدررا… ,Y=1,2مقادیراحتمالاما.می‌شودتعریف𝑓2(𝑦)احتمالتابع… ,Y=0,1,2برای-2

𝑓2صورتبهراشرطیاحتمالپس.(منقطع)نیستصفرyمی‌دانیم 𝑦 𝑦 > 𝑜 =
𝑓2(𝑦)

1−𝑓2(0)
.می‌گیریمنظردر

که؛صورتبدین.می‌کنیمترکیبرا2و1مرحلهاکنون-3

𝑦احتمال▪ = 1بابرابرمدلدومبخشبهرفتناحتمالواست𝑓1(0)بابرابر0 − 𝑓1(0)است.

بابرابر… ,Y=1,2مقادیرازیکهراحتمال▪
𝑓2(𝑦)

1−𝑓2(0)
.است

𝑦مقابلدر… ,Y=1,2احتمالبنابراین▪ = 1))بابرابر0 − 𝑓1 0 )
𝑓2 𝑦

1−𝑓2 0
.است(

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቊ
𝑓1 𝑦  𝑦 = 0

𝜙 𝑓2 𝑦  𝑦 = 1,2, …

𝜙 =
1 − 𝑓1(0)

1 − 𝑓2(0)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

𝑓1صورتایندرباشند،نوعیکاز2بخشو1بخشاحتمالتابعاگر 𝑦 = 𝑓2 𝑦وبوده𝜙 = .می‌باشد1

𝑦توصیفبرایهمکهمی‌شود؛𝑓(𝑦)سادهمدلبهتبدیلهردلمدلحالت،ایندر = 𝑦توصیفبرایهمو0

.می‌رودکاربه…,1,2=

:هردلمدل

:هردلمدلامیدریاضی

𝜇𝑖:شمارشیدادهتوزیعمیانگین

هِردلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
= ቐ

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋 𝑃 𝑌 𝑦 > 0  𝑦 = 1,2, …

𝐸 𝑌 𝑦 > 0 =
1 − 𝑓1 0

1 − 𝑓2 0
𝜇𝑖
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفیدوجمله‌ایهردلمدل❖

𝒛𝒊متغیرهایدلیل،همینبه)می‌شوندبرآوردجداگانهصورتبهدومواولبخشمدل‌هایپارامترهای❖
𝐱𝒊و′

می‌توانند′
.(باشندمتفاوت

.(𝛃و𝛄:مدلپارامترهای)استهردلمنفیدوجمله‌ایرگرسیونبالا،معادله❖

ردلهِمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
= ቐ

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋 𝑃 𝑌 𝑦 > 0  𝑦 = 1,2, …

𝑃 𝑌 = 𝑦 =

𝜋𝑖 =
1

1 + exp(𝒛𝒊
′𝛄)

 ;  𝑦 = 0 

exp 𝒛𝒊
′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

Γ 𝑦𝑖 + 𝑟

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ 𝑟

𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟
exp 𝐱𝒊

′𝛃

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃  

𝑦𝑖

1 −
𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟 −1

;  𝑦 = 1,2, …

𝐸 𝑌 𝑦 > 0 =
1 − 𝑓1 0

1 − 𝑓2 0
𝜇𝑖 =

1 − 𝜋𝑖

1 −
𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑟 𝜇𝑖 = (
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

) 1 −
𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟 −1

exp 𝐱𝒊
′𝛃
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تعریفصفرازمنقطعشمارشیفرآیندیکY>0برایودوگزینه‌ایفرآیندیکY=0حالتبرایهردل،مدلدر❖
.می‌شود

می‌شوند؛تقسیمگروهدوبهصفرهاصفرانباشته،مدل‌هایدر❖

oمازادصفرهایآنهابهوهستند؛صفرهمیشهکهصفرهاازگروهی(Excess Zeros)کلیطوربهکهواحدهایی).می‌گوییم
(نبوده‌اندمواجهمطالعه،موردرویدادباهیچگاه

oواجهممطالعه،موردرویدادباکهواحدهایی).هستندشمارشیفرآیندازبخشیاینها.هستندتصادفیصفرهایدوم،گروه
(استبودهصفربابرابرواحدآنبرایشدهمشاهدهمقدارامابوده‌اند،

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oبابرابرمازادصفرهایاحتماکنیدفرض𝜙یعنی.باشد𝜙%دهندتشکیلمازادصفرهایرامشاهداتاز.

oبرایروبروصورتبهراپواسونشمارشیفرآینددیگر،سویاز𝑦 = 0,1,2, .می‌کنیمتعریف…

oاحتمالشمارشی،فرآیندایندر𝑌 = با؛استبرابر0

o،احتمالبنابراین𝑌 = با؛استبرابر(تصادفیومازادصفرهای)حالتدومجموعبرای0

▪(1 − 𝜙)𝑒−𝜆:تصادفیصفرهایاحتمال

▪𝜙:مازادصفرهایاحتمال

oبا؛استبرابرغیرصفرمقادیراحتمال

𝑃 𝑦 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!

𝑃(0) = 𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 0 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 ;  𝑦 = 1,2, …

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
(1 − 𝑒−𝜆)−1 𝑦 = 1,2, …

oاست؛زیرصورتبهوبودهبرابریکدیگرباصفرهاهمهاحتمالهردل،مدلدرکهاستدرحالیاین

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜙 + 1 − 𝜙 𝑒−𝜆 𝑦 = 0

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 𝑦 = 1,2, …

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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oبابرابرمازادصفرهایاحتماکنیدفرض𝜙یعنی.باشد𝜙%دهندتشکیلمازادصفرهایرامشاهداتاز.

oبرایروبروصورتبهراپواسونشمارشیفرآینددیگر،سویاز𝑦 = 0,1,2, .می‌کنیمتعریف…

oاحتمالشمارشی،فرآیندایندر𝑌 = با؛استبرابر0

o،احتمالبنابراین𝑌 = با؛استبرابر(تصادفیومازادصفرهای)حالتدومجموعبرای0

▪(1 − 𝜙)𝑒−𝜆:تصادفیصفرهایاحتمال

▪𝜙:مازادصفرهایاحتمال

oبا؛استبرابرغیرصفرمقادیراحتمال

𝑃 𝑦 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!

𝑃(0) = 𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 0 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 ;  𝑦 = 1,2, …

𝐸 𝑌 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆 × 0 + ෍

𝑦=1

∞

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
𝑦 = 1 − 𝜙 𝜆

𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝐱𝑖 = 1 − 𝜙 𝜆(1 + 𝜆𝜙)

oامیدریاضیY با؛استبرابر

oواریانسY با؛استبرابر

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜙 + 1 − 𝜙 𝑒−𝜆 𝑦 = 0

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 𝑦 = 1,2, …

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oتوصیفبرایکنیدفرضاکنون𝜆رگرسیونمعادله𝜆𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷)باشیمداشتهرا.

oبرای𝜙می‌گیریمنظردرلوجستیکتابعیکنیز.

o𝜙پساست،(صفرهابودنمازادیعنی)موفقیتاحتمالبیانگر𝜙𝑖با؛استبرابر

oبهنسبتدرستنماییتابعلگاریتمازمشتق‌گیریودرستنماییتابعتشکیلبا𝜷و𝛄،می‌آیددستبهبرآوردگرها.

oامیدریاضیY با؛استبرابر

oواریانسY با؛استبرابر

oصفرانباشتهباپواسونمدلرگرسیونمعادله(ZIP):

oبرآوردهایمدل،اینبرآوردبا𝜷و𝛄می‌آیددستبه.

oبرآوردبا𝜷و𝛄،می‌توان𝜙𝑖و𝜆𝑖نمودمحاسبهراموردنظراحتمال‌هایسایرو.

𝜙𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

𝐸 𝑌 𝐱𝑖 , 𝐳𝑖 = 1 − 𝜙𝑖 𝜆𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

exp(𝒙𝒊
′𝜷)

𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝐱𝑖 = 1 − 𝜙𝑖 𝜆𝑖(1 + 𝜆𝑖𝜙𝑖)

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 , 𝐳𝑖 + 𝑢𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

exp(𝒙𝒊
′𝜷) + 𝑢𝑖

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oپارامترهای𝜷و𝛄آورد؛دستبهنیززیرمعادلاتازمی‌توانرا

oبرآوردهایبالا،معادلهدوبرآوردبا𝜷و𝛄می‌آیددستبه.

𝜆𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷)

𝜙𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

ln 𝜆𝑖 = 𝒙𝒊
′𝜷 ln 𝑌𝑖 = 𝒙𝒊

′𝜷 + 𝑢𝑖

ln
𝜙𝑖

1 − 𝜙𝑖
= 𝒛𝒊

′𝛄 + 𝑢𝑖

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oانباشتهصفربامنفیدوجمله‌ایرگرسیونمدل(ZINB)

oکرد؛تعریفمی توانرازیرروابطکنیم،استفادهمنفیدوجمله ایتوزیعازاگر

o،برآوردبرایمعادلهیکبایدکلی،حالتدربنابراین𝜙𝑖توزیعدر)موردنظرمیانگینبرآوردبرایمعادلهیکو
.کنیمتعریف(𝜇𝑖منفیدوجمله ایتوزیعدرو𝜆𝑖پواسون

oبرای:توجه𝜙𝑖و𝜆𝑖یا𝜇𝑖کردتعریفمختلفیتوابعمی توان.

oبرایاینجادرمثلا𝜙𝑖برایولوجستیکتابعاز𝜆𝑖(𝜇𝑖)کردیماستفادهنماییتابعاز.

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 =

𝜙𝑖 + (1 − 𝜙𝑖)
𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑟

 ;  𝑦 = 0 

1 − 𝜙𝑖

Γ 𝑦𝑖 + 𝑟

Γ 𝑦𝑖  Γ 𝑟

𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝜇𝑖

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑦𝑖

 ;  𝑦 = 1,2, … 

𝜇𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷) 𝜙𝑖 =

exp 𝒛𝒊
′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمقدمه

oبگذاریمکنارراموردنظرداده هایازبخشیمختلف،دلایلبهبنامجبوریماوقاتگاهی.

oسانسورشدهمدل های(Censored)منقطعو(Truncated)شده اندطراحیمواردیچنینبرای.

oهستند؛شکلدوبهمدل ها،نوعدواینازیکهر

پایین،ازشدهسانسور/منقطع(الف▪

.بالاازشدهسانسور/منقطع(ب▪

oواکنشنحوهبهمربوطاصلیتفاوتYاست؛برشنقطهورایمقادیربرای
.می کنیمحذفرابرشنقطهورایمقادیر:منقطعمدل هایدر✓

.می گیریمدرنظربرشنقطهمقداربامعادلرابرشنقطهورایمقادیر:شدهسانسورمدل هایدر✓

oدارندزیادیشباهتمنقطعوسانسورشدهمدل های.

راYوزیعتدرتغییرکهکنیمتعدیلگونه ایبهرادرستنماییواحتمالتوابعبایدمدل،دوهردراینکهجملهاز✓
.نمایندلحاظ

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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oمنقطعمدل‌های

oپواسون،توزیعبرای

oمنقطعپواسونتوزیعاحتمالتابع:

oمنفی،دوجمله ایتوزیعبرای

oمنفیدوجمله ایتوزیع،(بالامدل)منقطعپواسونمدلمانند(𝑃(𝑦𝑖))احتمالبررا𝑃 𝑦 = تقسیم0

𝑃(𝑦𝑖))می کنیم

𝑃(𝑦𝑖>0)
.بیایددستبهمنقطعمنفیدوجمله ایمدلتا(

oاحتمالمنفیدوجمله‌ایتوزیعدر𝑃 𝑦 = .می‌آیددستبهروبروصورتبه0

oدلخواهمقدارهردرمنقطعمدل‌هایمی‌تواناستصفردرشدهمنقطعبالا،مدل‌های:توجهAساختنیزرا.

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 =
𝑒−𝜆𝑖𝜆𝑖

𝑦𝑖

𝑦𝑖!

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 𝑦𝑖 > 0 =
𝑃(𝑦𝑖)

𝑃(𝑦𝑖 > 0)
=

𝑃(𝑦𝑖)

1 − 𝑃(𝑦𝑖 = 0)
=

൙
𝑒−𝜆𝑖𝜆𝑖

𝑦𝑖

𝑦𝑖!
1 − 𝑒−𝜆𝑖

𝑃 𝑦 = 0 = 𝑒−𝜆𝑖

𝑃 𝑦 = 0 = (1 + 𝛼𝜇)−
1
𝛼

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های



53
محمدمهدی بشارتی: مدرس

oسانسورشدهمدل‌های

oکه؛استآنمنقطعمدل هایباسانسورشدهمدل هایاصلیتفاوت

.بودخواهدYبرایدلخواهمقدارکمترینبابرابرAبرشسطح،سانسورشدهمدل هایبرای▪

2مقداربارا(1و0یعنی)هستند2ازکمترکهYمقادیردهیم،قرار2بابرابررابرشسطحاگرمثلا➢
.می کنیمجایگزین

.می کنیمحذفداده هاازراAمساوی/کمترYمقادیرکهمعناستاینبهAبرشسطح،منقطعمدل هایبرای▪

ازرا(2و0،1یعنی)هستند2مساوی/کمترکهYمقادیردهیم،قرار2بابرابررابرشسطحاگرمثلا➢
.نمی کنیماستفادهآن هاازمدلبرآورددروکردهحذفداده ها

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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