
روش‌های‌آماری‌و‌اقتصادسنجی

انبه نام خداوند بخشنده مهرب

محمد‌مهدی‌بشارتی

besharati@iut.ac.ir

در‌تحلیل‌و‌مدل‌سازی‌داده‌های‌حمل‌و‌نقلی



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع



3
محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛گسستهمتغیرهایازخاصیانواع❑

o(انتخابیدو)1و0مقادیر

o(0،1،2،3:گروه4مثلا)محدودمقادیر

oکردیمبررسیپروبیتولوجیترگرسیونمدل هایفصلدررابالاموارد.

oشمارشی؛تصادفیمتغیرهای

.باشدداشته...،0،1،2قادیرمکهاستمواردیشاملگسستهمتغیرهایعمومی ترنوع▪

.هستند(زمانیبازهیکدر)رویدادیکوقوعفراوانیبیانگرمعمولاًمتغیرهانوعاین▪

.کرداستفادهتوزیعبودننرمالفرضازنمی توانداده ها،بودنگسستهدلیلبه▪

.کرداستفادهگسستهتوزیع هایازبایدباشد،…,Y=0,1,2وقتی▪

چرا؟!نیستمناسبOLSروشازاستفادهبنابراین،▪

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛شمارشیتصادفیمتغیرهای❑

o،روشازاستفادهبنابراینOLSچرا؟!نیستمناسب

oتوصیفبرایشرایط،ایندرYمنفیدوجمله ای،پواسون،دوجمله ایمانندگسستهاحتمالتوزیع هایاز،
.می شوداستفادهغیرهوهندسی

oهستندپرکاربردترمنفیدوجمله ای،پواسونتوزیعدو.

o رودمعمولاً برای مدل سازی تعداد وقوع یک رویداد در یک بازه زمانی یا مکانی مشخص به کار میتوزیع پواسون .
.این توزیع به ویژه زمانی مناسب است که وقوع رویدادها مستقل بوده و نرخ متوسط وقوع آنها ثابت باشد

o،کارهبنیز(باشدکمنسبتاً(موردنظررویدادوقوع)موفقیتاحتمال)نادرحوادثتوصیفبرایپواسونتوزیعهمچنین
.می رود

مقدمه

همسانیوبودننرمالمانند،OLSروشاصلیفروضزیرا
مقادیراستممکننیزومی شوندنقضواریانس،

.آیددستبهمنفیپیش بینی شده
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مقدمه

oاستبرابرهمباواریانسومیانگینپواسونتوزیعدر.

oمی شودنقضویژگیاینواقعی،دنیایازمواردبسیاریدر.

oمی کنیماستفاده(منفیدوجمله ایخصوصبه)توزیع هاسایرازمواردایندر.

oیمدل هااز،استزیادبسیارصفرهاتعدادنمونه،مشاهداتبیندرکهمواردازدیگربرخیدر
.می بریمبهرهانباشته-صفر
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

کنید؛فرض❖

می دهند؛رخزمانطولدرتصادفیصورتبهموردنظررویدادهای▪

.(𝝀)استمعلوم،(ماهیکمثلا)موردنظرزمانیفاصلهطیآنهاوقوعتعدادمتوسطو▪

پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

یادآوری؛❖

اسونپوتوزیعآنگاه،باشد،کمموردنظررویدادوقوعاحتمالویابد،افزایشنمونهاندازهکههنگامی▪
.استدوجمله ایتوزیعبرایمناسبیتقریب

((استموردنظررویدادبودنِنادرمعنایبهوقوعاحتمالبودنکم))

زیررابطه نیز(رویداددووقوعبینانتظارزمانمدت)_Duration_دیرشوشمارشیداده هایبین▪
دارد؛وجود

هربرایt > 0𝟎زمانیفاصلهدروقوعفراوانی,𝒕میانگینباپواسونتوزیعاز𝝀𝒕می کندپیروی.

مشاهدهمقدارازمستقلiحالتدر𝑌𝑖شدهمشاهدهمقدارکهاستاینبرفرضپواسونتوزیعبرای▪
.استjحالتدرشده

.استبرابرهمباواریانسومیانگینکهاستآنپواسونتوزیعویژگیمهمترینهمچنین،▪

پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oپواسون،توزیعاحتمالجرمتابع

oپارامتربهوابستهکاملاپواسونتوزیع𝜆𝑖است.

oازایبهکهبه گونه ای𝜆𝑖باولیاست؛شدیدچولگیدارایکوچک،های
.می شودتبدیلقرینهتوزیعیکبه𝜆𝑖بزرگ شدن

oهستند؛برابرهمباواریانسوامیدریاضیپواسونتوزیعدر

پواسوناحتمالتوزیع-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝑒−𝜆𝑖  𝜆𝑖

𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝑣𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖

oدر مدل پواسون، میانگین شرطی و واریانس شرطی متغیر پاسخ برابر هستند: به عبارت دقیق تر.

oغییر بنابراین، هر عاملی که موجب تغییر در میانگین شرطی شود، واریانس شرطی را نیز به همان نسبت ت
.می دهد

o مثلا اگر با افزایشX مقدارYافزیش می یابد، میانگین و واریانس آن نیز باید افزایش یابند.
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oامیدریاضی𝑌𝑖بابرابر𝜆𝑖داردقرارمختلفیعواملتاثیرتحتکهاست(𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖).

o،برایمی توانبنابراین𝜆𝑖صورتبهرگرسیونمعادلهیک𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖نمودتعریف.

oچون𝜆𝑖استغیرمنفی(𝝀𝒊 > نماییصورتبهراآنبنابراین،هستند،غیرمنفینیزها𝑌𝑖و،(𝟎
می کنند؛تعریف

oمقدارکهمی کندتضمیننماییتابعازاستفاده:نکته𝝀𝒊باشدمثبتهمواره.

oاز؛عبارتستمعادلهاینلگاریتم

oپواسونمدلدرستنماییتابع:

پواسونرگرسیون-پواسونمدل

𝐿 = ෑ

𝑖=1

𝑛
𝑒−𝜆𝑖  𝜆𝑖

𝑌𝑖

𝑌𝑖  !

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃 = 𝑒

β1+β2X2i+…+βkXki

ln 𝜆𝑖 = 𝐱𝒊
′𝛃 = β1+β2X2i+…+βkXki

𝑌𝑖~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 (𝜆𝑖)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oنهاییاثرX𝑘برYبا؛استبرابرپواسونمدلدر

o،است؛برقرارروبروتقریبیرابطهبنابراین

oاگرکهمعنااینبه𝑋𝑘شرطیامیدریاضیآنگاهکند،تغییرواحدیکY𝐸 𝑌 𝐱𝑖100اندازهبه𝛽𝑘تغییردرصد
.(.باشدکوچک𝛽𝑘مقداراگر)کردخواهد

oاگرمثلا𝛽𝑘 = .کردخواهدتغییر%3حدوددرYامیدریاضی،𝑋𝑘درتغییرواحدیکازایبهآنگاهباشد،0.03

oرابطهاساسبردقیق ترتفسیر𝑒𝛽𝑘 − .(بعداسلاید)می شودانجام1

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

𝜕 ln 𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
= 𝛽𝑘

Δ𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝐸 𝑌 𝐱𝑖
≅ 𝛽𝑘 Δ𝑋𝑘

ln 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝐱𝒊
′𝛃
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oنسبیریسک(رویدادوقوعنرخIncident Rate Ratio (IRR))

oوقوعنرخنسبت»نسبیریسکبهمی کنیم،کارشمارشیداده هایباکهوقتی(Incident Rate Ratio 

(IRR))»می گویند.

oمتغیرمقداردرافزایشواحدیکیعنیX𝑘اندازهبهراموردنظررخدادوقوعنسبیریسکمی تواند𝑒𝛽𝑘  

(متغیرهاسایرماندنثابترایطشدر)افزایشدهد

oمتغیرمقداردرافزایشواحدیکازایبهیعنیX𝑘،پاسخ،متغیرموردانتظارمقدار𝑒𝛽𝑘می شودبرابر.

oاگرمثلا𝑒𝛽𝑘 = .می‌یابدافزایش%20رویدادوقوعانتظارموردنرخباشد،1.20

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

IRR=𝑒𝛽𝑘
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oحاشیه ایاثرمتوسطAverage marginal effect))

oشدهمشاهدهداده هایازاستفادهبا𝑋𝑘اثراتمتوسطمی توانمدل،پارامترهایبرایشدهبرآوردمقادیرو
:آورددستبه𝑋𝑘متغیرهربرایراحاشیه ای

oساده ترکلش:

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

𝜕𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
= 𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝛽𝑘

𝜕𝐸 𝑌 𝐱𝑖

𝜕 X𝑘
= 𝜆𝑖𝛽𝑘
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

.باشدتعداد تصادفات ماهانه در تقاطع های شهریفرض کنید هدف پژوهش، مدل سازی 

"طی یک ماهiتعداد تصادفات در تقاطع "(: 𝑌𝑖)متغیر پاسخ 

:چون

:فرض کنید مدل زیر برآورد شده است

:که در آن

.تعداد مورد انتظار تصادفات در ماه= 𝜆𝑖یعنی 

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

𝜆𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃 = 𝑒

β1+β2X2i+…+βkXki

ln 𝜆𝑖

= −1.20 + 0.015 Traffici + 0.4Signali − 0.3Camerai

Traffici : (هزار وسیله نقلیه)حجم ترافیک روزانه
𝑆𝑖𝑔𝑛𝑎𝑙𝑖 : (ندارد=0دارد، =1)وجود چراغ راهنمایی

𝐶𝑎𝑚𝑒𝑟𝑎𝑖 : (ندارد=0دارد، =1)وجود دوربین کنترل سرعت

تعداد تصادفات یک متغیر شمارشی است، 
می باشد، … ،0،1،2مقادیر آن 

و معمولاً توزیع نرمال ندارد، 
.می توان از مدل رگرسیون پواسون استفاده کرد
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

:تفسیر‌ضرایب

متغیر حجم ترافیک. 1

تفسیر تقریبی درصدی

(:وسیله نقلیه بیشتر در روز1000یعنی )با افزایش یک واحد در حجم ترافیک 
100 × 0.015 = 1.5%

.افزایش می یابد٪1.5تعداد مورد انتظار تصادفات تقریباً 

IRRتفسیر دقیق با 
𝐼𝑅𝑅 = 𝑒0.015 = 1.015

:یعنی

.افزایش می دهد% 1/5وسیله نقلیه اضافه، نرخ مورد انتظار تصادفات را حدود 1000هر 

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

βi =  0.015
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

:تفسیر‌ضرایب

متغیر چراغ راهنمایی. 2

:است (Dummy)چون متغیر مجازی 

𝐼𝑅𝑅 = 𝑒0.4 = 1.49

:تفسیر

با )تصادف بیشتری نسبت به تقاطع های بدون چراغ دارند % 49تقاطع هایی که چراغ راهنمایی دارند، به طور متوسط حدود 
(.ثابت بودن سایر عوامل

؟« !پس چراغ راهنمایی خطرناک است»: سوال

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل

βi =  0.4
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oنکته:

.میانگین شرطی متغیر پاسخ استلگاریتمندارند، بلکه اثر آنها بر 𝑌در مدل پواسون، ضرایب مستقیماً اثر خطی بر مقدار ✓

.یا تغییرات درصدی تفسیر می شوند IRRبه همین دلیل معمولاً ضرایب با استفاده از ✓

پواسونمدلنتایجتفسیر-پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oانیکسپراکندگی»نامباویژگیاین)استبرابرهمباواریانسوامیدریاضیپواسونتوزیعدر»
(می شودشناخته

oاستپواسونمدلبرایمحدودیتیکویژگیاین.

oاستامیدریاضیازبزرگترواریانسموارداکثردرواقعی،دنیایپدیده هایدر.

oبیش پراکندگی»نامباپدیدهاین-Over-dispersion»می شودشناخته.

oانحرافدارایپواسونمدلبرآوردهایدارد،وجودمشاهداتمیاندربیش پراکندگیکهشرایطیدر
.بودخواهندناکاراوبودهمنفیتورشبامعیار

oعیواقمقدارازکمترمعمولاشدهبرآوردپارامترهایمعیارانحرافکهمی شودموجببیش پراکندگی
بزرگحدازبیشzوtآماره های)می کندمخدوشراپارامترهامعناداریآزمونبنابراین،وشوند؛برآورد

.(.شونددادهتشخیصمعناداربه اشتباهمتغیرهااستممکنوشده

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل

𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 > 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

oداردوجودبیش پراکندگیآزمودنبرایمختلفیآزمون های.

oاست؛زیرگام هایصورتبهبیش پراکندگیبررسیآزمون هایازیکی

.می کنیمحسابرا(෠𝑌𝑖)وابستهمتغیربرایبرآوردشدهمقادیروکردهبرآوردراپواسونمدل1.

(𝑌𝑖و෠𝑌𝑖اختلاف)می کنیمحسابرا(𝑒𝑖)خطاهامقادیر2.

𝑒𝑖عبارت3.
2 − 𝑌𝑖می کنیمحسابرا.

𝑒𝑖مقادیر4.
2 − 𝑌𝑖رویبررا෠𝑌𝑖می کنیمبرازش.

واسونپرگرسیونمدلازاستفادهبنابراینومی شودردیکسانپراکندگیفرضباشد،معنادار෠𝑌𝑖ضریباگر5.
.استاشتباه

((.استگیکم پراکندوجودمعنایبهباشد،منفیاگروبیش پراکندگیوجودمعنایبهباشد،مثبت෠𝑌𝑖ضریباگر))

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

o؛بیش‌پراکندگیبررسیبرایپیرسونآزمون

:(روبرورابطه)باشدمیانگینبامتناسبواریانسکنیدفرض▪

𝛷اگر▪ = .کرداستفادهپواسونمدلازمی توانبنابرایناست؛برقرارمیانگینوواریانسبرابریباشد،1

𝛷اگر▪ > .داردوجودبیش پراکندگیباشد،1

𝛷اگر▪ < .(می دهدرخندرتبه)داردوجودکم پراکندگیباشد،1

می کنیم؛استفادهپیرسونکای دوآمارهازمیانگینوواریانسبرابریآزمونبرای▪

𝐸(𝜒𝑛−𝐾بنابراین،است،آنآزادیدرجهبابرابر𝜒2امیدریاضیکهآنجااز▪
2 ) = 𝑛 − 𝐾

𝜒𝑛−𝐾برایانتظاریمقداردیگر،عبارتبه▪
𝑛بااستبرابر2 − 𝐾

𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝛷𝐸 𝑌 = 𝛷𝜆

𝜒𝑛−𝐾
2 = ෍

𝑖=1

𝑛
(𝑌𝑖 − 𝜆𝑖  )2

𝜆𝑖

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛بیش‌پراکندگیبررسیآزمون‌های❖

o؛بیش‌پراکندگیبررسیبرایپیرسونآزمون

𝜒𝑛−𝐾برایانتظاریمقدار▪
𝑛بااستبرابر2 − 𝐾

بابرابرپیـرسونآمـارهمقداربایدباشد،شدهتصریحدرستیبه𝜆𝑖برآوردبرایموردنظرمـدلاگربنابراین،▪

𝑛 − 𝐾باشدبا.

𝜒𝑛−𝐾نسبتکهداریمانتظاربنابراین،▪
2

𝑛−𝐾
.باشد1بابرابرتقریبا

.بودخواهد1ازبزرگترنسبتایندراینصورتباشد،بیش پراکندگیدچار𝑌𝑖اگراما▪

𝜒𝑛−𝐾دیگر،عبارتبه▪
2

𝑛−𝐾
است؛𝛷ازبرآوردی

𝜒𝛼 , 𝑛−𝐾ازبزرگترپیرسونآمارهمقداراگرمبنا،اینبر▪
.نمی شودردبیش پراکندگیباشد،2

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل

෡𝛷 =
𝜒𝑛−𝐾

2

𝑛 − 𝐾
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.کرداستفادهپواسونمدلازنمی توانکهمعناستبدیننشود،ردبیش پراکندگیاگر❖

داریممدلتغییریاتعدیلبهنیازشرایطایندر❖

پواسونمدلدربیش پراکندگیگرفتندرنظربرایضریبیککردنلحاظ:(modify)مدلتعدیل❖
(Generalized Poisson)تعمیم یافتهپواسونو(Quasi Poisson)شبه پواسونمدل هایبهمنجر)

(.می شود

.منفیدوجمله ایمانندمدل هاسایرباپواسونمدلجایگزینی:مدلتغییر❖

پواسونمدلمحدودیت‌های-پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.استپواسونمدلدربیش پراکندگینمودنلحاظروش هایازیکی❖

است؛میانگینازخطیتابعواریانس،کهمی شودفرضمدلایندر❖

.می شوندبرآورد پواسونمدلمانندپارامترهاشبه پواسون،مدلدر❖

واریانسبراساسنیزپارامترهابودنمعنادارومی کنیم؛برآوردواریانستعدیلبرایرا𝛷ضریباما❖
.می شودتعدیل شده،آزموده

.استمتفاوتآن هامعناداریآزمونآمارهامابود،خواهدیکسانمدل هاپارامترهایبنابراین،❖

:پواسونمدلدر෡𝜷معیارانحراف

:شبه پواسونمدلدر෡𝜷معیارانحراف

(Quasi-Poisson Regression)شبه‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑣𝑎𝑟 𝑌 = 𝛷𝐸 𝑌

𝑺𝑬𝒑(෡𝜷)

𝑺𝑬𝑸𝒑
෡𝜷 = ෡𝛷𝑺𝑬𝒑(෡𝜷)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ارائهاوتمتففرمول بندی هایباومختلفروش هایبهوداشتهمختلفیانواعتعمیم یافته پواسونمدل های❖
.شده اند

.می کندتوصیفراواریانسومیانگینکهدارد𝜆پارامتریک،معمولیپواسونرگرسیونمدل❖

توصیفرایبیش پراکندگپدیدهتاداریمدیگریضریببهنیازتعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدلدراما❖
کند

.می گویند(Dispersion Parameter)پراکندگیضریبآنبهودادهنمایش𝜶بامعمولاًراضریباین❖

پراکندگیتوصیفبراینیزدیگریپارامتر،𝜆𝑖برعلاوهتعمیم یافته، پواسونمدل هایانواعازیکهر❖
.می گیرنددرنظر

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(GP-1بهموسوم)تعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدل هایانواعازیکی❖

است؛زیراحتمالتوزیعباتصادفیمتغیریکyوابستهمتغیرکهمی شودفرضمدلایندر❖

:توزیعامیدریاضی

𝛼مدل،ایندردرصورتیکه:سوال = می افتد؟اتفاقیچهشود،دادهقرار0

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝑒−(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
𝜆𝑖

1 − 𝛼
𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =

𝜆𝑖

(1 − 𝛼)3 :توزیعواریانس
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(GP-2بهموسوم)تعمیم یافتهپواسونرگرسیونمدل هایانواعازیکی❖

است؛زیراحتمالتوزیعباتصادفیمتغیریکyوابستهمتغیرکهمی شودفرضمدلایندر❖

𝛼مدل،ایندردرصورتیکه:سوال = می افتد؟اتفاقیچهشود،دادهقرار0

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = (
𝜆𝑖

1 + 𝛼𝜆𝑖
)

𝑒
−(

𝜆𝑖(1+𝛼𝑌𝑖)
1+𝛼𝜆𝑖

)
(𝜆𝑖+𝛼𝑌𝑖)𝑌𝑖−1

𝑌𝑖  !
 

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖(1 + 𝛼𝜆𝑖)2 :توزیعواریانس :توزیعامیدریاضی



27
محمدمهدی بشارتی: مدرس

:پراکندگیضریبمحاسبهرابطه❖

اضیامیدریبرایآن،درکهاست؛پواسونرگرسیونهمانندتعمیم یافته پواسونرگرسیونمدلبرآورد❖

(𝜆𝑖)صورتبهمعادلهیک𝜆𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃می شودگرفتهدرنظرواریانستعدیلبرایضریبیکو.

.می شودانجاممدلپارامترهایبرآوردMLEروشباسپس❖

تعمیم‌یافته‌پواسونمدل-پواسونمدل

𝛼 =

σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

ො𝑦𝑖

− 1 ∗ ( ො𝑦𝑖  )(1−𝑝)

𝑁 − 𝑘 − 1

N=نمونهاندازه

k=مدلمتغیرهایتعداد

𝑦𝑖:i-شدهمشاهدهمقدارامین

ො𝑦𝑖:𝜆𝑖برایمدلتوسطشدهپیش بینیi-مشاهدهامین

p:مدلبرای1بابرابرGP-1مدلبرای2بابرابروGP-2



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oدر‌مدل‌های‌خطی‌تعمیم‌یافته‌(GLM)، یی‌مدل‌توزیع‌متغیر‌وابسته‌تعیین‌کننده‌شکل‌تابع‌درستنما

:به‌عنوان‌مثال.‌است

oمی شودتعریفپواسوناحتمالتوزیعمبنایبرپواسونرگرسیونمدل.

oلوجستیکاحتمالتوزیعمبنایبرلوجیترگرسیونمدل(خطایبرایu)می شودتعریف.

.(((وددر مدل لوجیت، فرض می شود جمله خطای مدل نهفته از توزیع لوجستیک پیروی می کند که منجر به تابع احتمال لوجستیک می شالبته، )))

oمی شودتعریفنرمالاحتمالتوزیعمبنایبرکلاسیکخطیرگرسیونمدل.

o می شودتعریفخاصاحتمالتوزیعتابعیکمبنایبرمنفیدوجمله ایرگرسیونمدل.

oاختصاربهکهمنفیدوجمله ایتوزیعاستخراجراه هایازیکیNB2ترکیبیتوزیعازمی شود،نامیده
.(می شودشناختهنیزPoisson-Gamma mixtureنامباکه)می آیددستبهگاما-پواسون

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oاختصاربهکهمنفیدوجمله ایتوزیعاستخراجراه هایازیکیNB2بهگاما-پواسونترکیبیتوزیعازمی شود،نامیده
.(می شودشناختهنیزPoisson-Gamma mixtureنامباکه)می آیددست

oمی شودفرضپواسونمدلدر(𝜆𝑖استثابت): 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝑣𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜆𝑖

:اما در داده های واقعی

مشاهدات متفاوت باشد، /نرخ وقوع رویدادها ممکن است بین افراد✓

. یعنی ناهمگنی مشاهده نشده وجود داشته باشد✓

:اگر فرض کنیم

𝜆𝑖 .به توزیع دوجمله ای منفی تبدیل می شود𝑌𝑖توزیع نهایی خود یک متغیر تصادفی با توزیع گاما باشد، آنگاه  

𝜆𝑖متغیر تصادفی دارای توزیع پواسونی است که 𝑌𝑖یعنی . است Poisson-Gamma mixtureاین دقیقاً ایده  آن از توزیع گاما  
.به توزیع دوجمله ای منفی تبدیل می شود𝑌𝑖توزیع نهایی آنگاه . پیروی می کند

oاستمنفیدوجمله ایتوزیعاستخراجراه هایازیکیتنهاترکیب،این.

oمشاهده نشدهناهمگنیمدل سازیامکانمابهکهاستآنروشاینمهمویژگی(Unobserved Heterogeneity)دررا
.می دهدپواسونمدل

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oدوجمله ای،توزیعاحتمالتابع

X :وقوعتا(مشاهدات)آزمون هاکلتعداد𝑘-باشد،موفقیتامین

Xامیدریاضی

Xواریانس

.دهدرخآزمایشاُمین-xدرموفقیتاُمین-kکهاستآناحتمالبیانگراحتمالتابعاین

پیروییمنفدوجمله ایتوزیعازشودمشکلدچارمرتبهسومینبرایتامی کندکاردستگاهیککهروزهاییتعداد:مثلا
.می کند

«موفقیتاُمین-kوقوعتاآزمایش هاتعداد»به صورتمعمولاًاحتمالنظریهدرمنفیدوجمله ایتوزیعاگرچه:مهمتوجه
دگیبیش پراکندارایشمارشیداده هایمدل سازیبرایآنبازپارامتردهی شدهفرمازاقتصادسنجیدرامامی شود،تعریف

.(μ,αپارامترهای)می شوداستفاده

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸 𝑋 =
𝑘

𝑝

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝑘(1 − 𝑝)

𝑝2

𝑃 𝑥, 𝑘, 𝑝 =
(𝑥 − 1)!

𝑥 − 𝑘 ! 𝑘 − 1 !
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑥−𝑘

𝑥 = 𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, …

𝑣𝑎𝑟 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝛼𝜇𝑖
2 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜇𝑖
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منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیل هایازاگرk=rوx – k =yداشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝑟, 𝑝 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(𝑝)𝑟(1 − 𝑝)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, … ;  k , r > 0

𝐸 𝑌 =
1 − 𝑝 𝑟

𝑝

𝑉𝑎𝑟 𝑌 =
1 − 𝑝  𝑟

𝑝2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیل ازاگر𝜇 =
1−𝑝  𝑟

𝑝
داشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

:(شدخواهدپواسونتوزیعمشابه)می شودنزدیکامیدریاضیبهواریانسآنگاهیابد،افزایشrاگر•

r،𝐸کوچکمقادیربرایاما• 𝑌 < 𝑉𝑎𝑟(𝑌)هاستفادپواسونتوزیعازنمی توان)داردوجودبیش پراکندگیواست
.(کرد

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝑟 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(

𝑟

𝑟 + 𝜇
)𝑟(

𝜇

𝑟 + 𝜇
)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, …

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 +
𝜇2

𝑟

𝐸 𝑌 ≅ 𝑉𝑎𝑟(𝑌)
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منفی،دوجمله‌ایاحتمالتابع❖

oتبدیلازاگر𝛼 =
1

𝑟
Γو 𝑛 + 1 = 𝑛!داشت؛خواهیمراتوزیعاینازدیگریشکلکنیم،استفاده

Yامیدریاضی

Yواریانس

•𝛼ازایبه.استبیش پراکندگیضریب𝛼 = 𝛼ازایبه،یکسـانپراکندگـی0 > بهوبیش پراکنـدگی0
𝛼ازای < 𝛼معمولاNB2استانداردفرمدراما.داردوجودکم پراکندگی0 > تا)می شودفرض0

.اندنمی ممعتبراحتمالتابعمنفی،مقادیربعضیبرایصورت؛اینغیردرزیرا.(شودمدلبیش پراکنـدگی

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝛼 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 ;  𝑦 = 0,1,2, . .

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 + 𝛼𝜇2
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،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

.آوریمدستبهگاما-پواسونترکیببرحسبرامنفیدوجمله ایمدلمی خواهیم❖

باشد؛𝝀پارامترباپواسونتوزیعدارای𝑌𝑖کنیدفرض❖

می کند؛تبعیت𝜃و𝛿پارامترهایباگاماتوزیعازکهاستتصادفیمتغیریک𝜆کنیدفرضهمچنین،❖

𝜆رابطه𝜆برایدیگر،طرفاز❖ = exp(𝐱𝒊
′𝛃)استموردنظررگرسیونمعادلههمانکهداریمرا.

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸(𝜆) =
𝜃

𝛿
𝑉𝑎𝑟(𝜆) =

𝜃

𝛿2

𝑌𝑖 ~ 𝑃 𝑌𝑖 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌𝑖

𝑌𝑖  !
 ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, …

𝜆~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝜃, 𝛿 =
𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆 ; 𝜆 > 0
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

از؛عبارتستYو𝝀مشترکتوزیعتابع❖

دستبهزیرصورتبه𝑥𝑖بودنمعلومباY(حاشیه ایتوزیع)منفیدوجمله اینهاییاحتمالتابعاکنون❖
می آید؛

-واسونپترکیببامنفیدوجمله ایمدلوگردیدهمحاسبهانتگرالاینمرتب سازی،وتبدیلاندکیبا❖
.می آیددستبهگاما

منفیدوجمله‌ایمدل

f (𝑌, 𝜆 )= 𝑃 𝑌 𝜆 𝑃 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑌!

𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆  

f 𝑌 𝐱𝑖 = 0׬

∞ 𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑌!

𝛿𝜃

Γ 𝜃
𝜆𝜃−1 𝑒−𝛿𝜆 𝑑𝜆

f 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝜃

Γ 𝑦+1 Γ 𝜃
 (

𝛿

1+𝛿
)𝜃 (

1

1+𝛿
)𝑦
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

𝜃تبدیلازبالا،تابعدراگر❖ = 𝑟و𝛿 =
𝑟

𝜇
می آیددستبهزیرمعادلهکنیم،استفاده

𝜃تبدیلازاگر❖ =
1

𝛼
𝛿و =

1

𝛼𝜇
می آیددستبهزیرمعادلهکنیم،استفاده

منفیدوجمله‌ایمدل

f 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝜃

Γ 𝑦+1 Γ 𝜃
 (

𝛿

1+𝛿
)𝜃 (

1

1+𝛿
)𝑦

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝑟 =
(𝑦 + 𝑟 − 1)!

𝑦! 𝑟 − 1 !
(

𝑟

𝑟 + 𝜇
)𝑟(

𝜇

𝑟 + 𝜇
)𝑦 ; 𝑦 = 0,1,2, …

𝑃 𝑦, 𝜇, 𝛼 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 ;  𝑦 = 0,1,2, . .
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

𝜃تبدیـلگرفتننظردرباگاما،-پواسونترکیببامنفیدوجمله ایمدلعمومیشکل❖ = 𝛼−1𝜇1−𝑘و
𝛿 = 𝛼−1𝜇−𝑘بود؛خواهدزیرصورتبه

Yامیدریاضی

Yواریانس

NB2وNB1مدلدوخاص،طوربه.استشدهنام گذاریkمختلفمقادیرازایبهمدلاین

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑃 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ 𝑦+𝛼−1𝜇1−𝑘

Γ 𝑦+1 Γ 𝛼−1𝜇1−𝑘  (
1

1+𝛼𝜇𝑘)𝛼−1𝜇1−𝑘
 (

𝛼𝜇𝑘

1+𝛼𝜇𝑘)𝑦

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇(1 + 𝛼𝜇𝑘)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

؛می آیددستبهk=0ازایبهکهNB1مدل❖

Yامیدریاضی

Yواریانس

؛می آیددستبهk=1ازایبهکهNB2مدل❖

Yامیدریاضی

Yواریانس

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇(1 + 𝛼)

𝐸 𝑌 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝜇 + 𝛼𝜇2

.استمیانگینازثابتیضریبواریانسمدل،ایندر
هکاستخطیمیانگین،باواریانسرابطهبنابراین،

.استشبه پواسونمدلمشابه

غیرخطیمیانگینباواریانسرابطهمدل،ایندر
.است(2درجه)

.می کنیماستفادهمدلاینازادامهدر

𝑃 𝑌 𝐱𝑖 =
Γ(𝑦 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇
)(

1
𝛼

)(
𝛼𝜇

1 + 𝛼𝜇
)𝑦 
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

،گاما-پواسونترکیبعنوانبهمنفیدوجمله‌ایاحتمالتابع❖

منفیدوجمله‌ایمدل

o درNB2، کندگی شدید با افزایش میانگین، واریانس سریع تر رشد می کند؛ بنابراین برای داده هایی با بیش پرا
.مناسب تر است

oاگر در مدل دوجمله ای منفی :  سوال𝛼 = شود، چه اتفاقی می افتد؟0
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

𝑌𝑖مشاهدات❖ = 0,1,2, ؛( NB2فرم)استمنفیدوجمله ایتوزیعدارای𝑌𝑖کهکنیدفرض.بگیریدنظردررا…

بود؛خواهدزیرصورتبهشرطیمیانگینمعادلههمچنین

.می شودمدل سازیتوضیحیمتغیرهایازتابعیبه صورت𝜇𝑖شرطیمیانگینمنفی،دوجمله ایرگرسیونمدلدر

.می کنیمبرآوردMLEروشازاستفادهبارامدلپارامترهای

منفیدوجمله‌ایمدل

𝑓 𝑌𝑖 𝐱𝑖 =
Γ(𝑦𝑖 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇𝑖
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇𝑖

1 + 𝛼𝜇𝑖
)𝑦𝑖  ; 𝑌𝑖 = 0,1,2, . .

𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝜇𝑖 = exp(𝐱𝒊
′𝛃)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

از؛عبارتستدرستنماییتابع❖

از؛عبارتستدرستنماییتابعلگاریتم❖

𝝁𝒊رابطه𝝁𝒊جایبهبالامعادلهدر:توجه❖ = 𝐞𝐱𝐩(𝒙𝒊
′𝜷)پارامترهایبهنسبتودادهقرارمعادلهدرونرا

.می آیددستبه෡𝜷وෝ𝜶برآوردگرهایترتیببدین.می دهیمقرارصفربرابروگرفتهمشتق(𝜷و𝜶)مدل

منفیدوجمله‌ایمدل

𝐿 = ෑ

𝑖=1

𝑛
Γ(𝑦𝑖 +

1
𝛼

)

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ(
1
𝛼

)
(

1

1 + 𝛼𝜇𝑖
)(

1
𝛼)(

𝛼𝜇𝑖

1 + 𝛼𝜇𝑖
)𝑦𝑖

𝑙 = ln 𝐿 = ෍

𝑖=1

𝑛

ln Γ(𝑦𝑖 +
1

𝛼
) − ln Γ 𝑦𝑖 + 1 − ln Γ(

1

𝛼
) −

1

𝛼
ln 1 + 𝛼𝜇𝑖 + 𝑦𝑖 ln 𝛼𝜇𝑖 − ln(1 + 𝛼𝜇𝑖)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

:بعد از برآورد مدل، حتماً آزمون زیر انجام شود: 1-نکته

آزمون وجود بیش پراکندگی
𝐻0: 𝛼 = 0

:اگر

فرض صفر رد شود،
.  مدل دوجمله ای منفی نسبت به پواسون مناسب تر است

یر آنها نیز همانند مدل پواسون بر لگاریتم میانگین شرطی اثر می گذارند؛ بنابراین تفس𝛽ضرایب  ،NB2در مدل : 2-نکته

.یا تغییرات درصدی انجام می شود IRRبر حسب 

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفی،دوجمله‌ایرگرسیونمدلبرآورد❖

:مانندشمارشیمدل هایبرآورددر:3-نکته❖

پواسون، ✓

دوجمله ای منفی، ✓

انباشته، -صفر✓

و مدل های پیچیده تر اقتصادسنجی، ✓

ده از روش های معادلات حاصل از مشتق گیری تابع درستنمایی معمولاً فرم بسته ندارند؛ بنابراین، برآورد پارامترها با استفا
.بهینه سازی عددی انجام می شود

.اشاره کرد EMو  BFGSرافسون، فیشر اسکورینگ، –از جمله مهم ترین این روش ها می توان به الگوریتم های نیوتن
.نیز استفاده می شود MCMCهمچنین در مدل های پیچیده تر، از روش های شبیه سازی مانند مونت کارلو و 

Metropolis-Hastingsو Gibbs Samplingمانند Markov Chain Monte Carloروش های 

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Closed-form solutionتوضیح‌بیشتر‌در‌رابطه‌با‌❖

OLSرگرسیون خطی : مثال ساده

:در رگرسیون خطی معمولی، جواب فرم بسته داریم
መ𝛽 = ൫𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌

:یعنی

بدون تکرار، 

بدون الگوریتم عددی، 

و فقط با چند عملیات ماتریسی، 

.مستقیماً جواب به دست می آید

.می گویند« جواب فرم بسته»این را 

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Closed-form solutionتوضیح‌بیشتر‌در‌رابطه‌با‌❖

اما در مدل پواسون یا دوجمله ای منفی چه اتفاقی می افتد؟
:در این مدل ها

o ،تابع درستنمایی غیرخطی است
o ،پارامترها داخل تابع نمایی، لگاریتم، و گاما قرار دارند
oو مشتق ها بسیار پیچیده می شوند  .

:مثلاً در مدل پواسون
:مساوی صفر قرار می دهیم، معادله ای شبیه زیر ایجاد می شودرا  log-likelihoodوقتی مشتق 
:در این معادله

•𝛽 داخل نمایی است، هم
هم داخل مجموع، •
. نداردوجود 𝛽و امکان جدا کردن مستقیم •

:بنابراین نمی توان نوشت
መ𝛽 =. . .

OLSمثل به صورت یک رابطه صریح 

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Closed-form solutionتوضیح‌بیشتر‌در‌رابطه‌با‌❖

در نتیجه چه کار می کنیم؟
.به جای حل مستقیم، از روش های تکراری عددی استفاده می کنیم

:مثلاً

می زنیم؛ حدس 𝛽یک مقدار اولیه برای 1.

مقدار تابع درستنمایی را حساب می کنیم؛ 2.

پارامترها را کمی اصلاح می کنیم؛ 3.

دوباره محاسبه می کنیم؛ 4.

.این کار تکرار می شود تا الگوریتم به نقطه بهینه برسد5.

تشبیه شهودی
:مثل این است که

فرمول دقیق پاسخ را داریم؛  OLSدر 
.بهترین جواب را پیدا کنیم« جستجوی عددی»اما در مدل های غیرخطی باید با 

منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

.باشدتعداد تصادفات ماهانه در قطعه های بزرگراهی یک شهرفرض کنید هدف پژوهش، مدل سازی 

"طی یک ماهiتعداد تصادفات در قطعه "(: 𝑌𝑖)متغیر پاسخ 

:چون

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل

تعداد تصادفات یک متغیر شمارشی است، 
می باشد، … ،0،1،2مقادیر آن 

و معمولاً توزیع نرمال ندارد، 
.می توان از مدل رگرسیون پواسون استفاده کرد
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

.باشدتعداد تصادفات ماهانه در قطعه های بزرگراهی یک شهرفرض کنید هدف پژوهش، مدل سازی 

"طی یک ماهiتعداد تصادفات در قطعه "(: 𝑌𝑖)متغیر پاسخ 

:فرض کنید مدل زیر برآورد شده است

:که در آن

.تعداد مورد انتظار تصادفات در ماه= 𝜇𝑖یعنی

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل

𝜇𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 = 𝑒𝐱𝒊
′𝛃 = 𝑒

β1+β2X2i+…+βkXki

ln 𝜇𝑖 = −1.80 + 0.06 Traffici + 0.75Raini − 0.4Camerai +  0.03Sp𝑒𝑒𝑑i
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

حجم ترافیک. 1

:ضریب
0.06

تفسیر لگاریتمی

:وسیله نقلیه در روز1000با افزایش 
100 × 0.06 = 6%

.افزایش می یابد٪6تعداد مورد انتظار تصادفات تقریباً 

IRRتفسیر 
𝐼𝑅𝑅 = 𝑒0.06 = 1.062

:یعنی

وسیله اضافه، 1000هر 

.افزایش می دهد٪6.2نرخ مورد انتظار تصادفات را حدود 

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

بارندگی. 2

:ضریب
0.75

𝐼𝑅𝑅 = 𝑒0.75 = 2.12

تفسیر

.برابر شرایط خشک است2.1در شرایط بارانی، نرخ مورد انتظار تصادفات حدود 

:یا
112%

.افزایش دارد

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

دوربین کنترل سرعت. 3

:ضریب
−0.40

𝐼𝑅𝑅 = 𝑒−0.40 = 0.67

تفسیر

:وجود دوربین کنترل سرعت

برابر کاهش می دهد، 0.67نرخ مورد انتظار تصادفات را به 

.کاهش ایجاد می کند٪33یعنی حدود 

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

سرعت متوسط. 4

:ضریب
0.03

𝐼𝑅𝑅 = 𝑒0.03 = 1.03

تفسیر

:ساعت افزایش در سرعت متوسط-بر-کیلومتر1هر 

.افزایش می دهد٪3فراوانی تصادفات را حدود 

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

نقش پارامتر بیش پراکندگی

:مقدار زیر را برآورد کرده است NB2فرض کنید مدل 
ො𝛼 = 0.85

.و معنادار نیز هست

تفسیر

:چون
𝛼 > 0

.داده ها دارای بیش پراکندگی هستند و استفاده از مدل دوجمله ای منفی نسبت به پواسون مناسب تر است

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمثال

NB2واریانس شرطی در 
𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 ∣ 𝑥𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝛼𝜇𝑖

2

:iاگر برای یک قطعه
𝜇𝑖 = 2

:باشد، آنگاه
𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖 ∣ 𝑥𝑖 = 2 + 0.85 22 = 2 + 3.4 = 5.4

:مشاهده می شود که

واریانس بسیار بزرگ تر از میانگین است، 

.بنابراین فرض پواسون نقض می شود

مدلنتایجتفسیر-منفیدوجمله‌ایمدل

.دارای نرخ تصادف ثابتی هستند( هاXبراساس )فرض می شود همه قطعات بزرگراهی مشابه پواسونمدل در 
:اما در دنیای واقعی، برخی مقاطع ذاتاً خطرناک ترند

کیفیت روسازی، •

طراحی هندسی، •

دید راننده، •

رفتار رانندگان، •

و عوامل مشاهده نشده دیگر •

.موجب می شوند نرخ تصادف بین مقاطع متفاوت باشد

.گاما مدل می کند-این ناهمگنی مشاهده نشده را با استفاده از ترکیب پواسوندوجمله ای منفی مدل 



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.استمطالعاتدربررسیموردموضوعاتازیکیشمارشیداده هایدرموجودصفرهایتعداد❖

یکغیرصفرمقادیرتعدادباصفرهاتعداد،(معمولحالتدر)منفیه ایلدوجموپواسونمدل هایدر❖
.دارندمعقولتناسب

.است𝑒−𝜆𝑖بابرابرصفرها(احتمال)نسبتپواسون،مدلدرمثال،عنوانبهکهمعنابدین❖

رتصوایندرباشد،مقداراینازبیشترخیلینمونه،درشدهمشاهدهصفرهاینسبتاگربنابراین،❖
.نمود(مدلسازی)توصیفراداده هااینمنفی،دوجمله ایوپواسونمرسوممدل هایبانمی توان

رادهپدیاینبدین ترتیبتامی کنیمتعدیلروش هاییازاستفادهبارامذکورمدل هایشرایط،ایندر❖
.نماییملحاظمدلسازی

می گیرند؛نظردرراپدیدهاینکهشمارشیرگرسیونمدل هایرایج ترینازنوعدو❖

oهِردلمدل های(Hurdle models)

oپُرصفریاصفرانباشتهمدل های(Zero-inflated models)

زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛ ، یک فرآیند مجزا استعبور از صفر و ورود به مقادیر مثبتزمانی مناسب اند که فرض شود هِردل‌مدل‌های‌✓

.به طوری که تمام صفرها از یک فرآیند دوگزینه ای ایجاد می شوند

.می نامند hurdle (threshold)راعبور از صفر و ورود به مقادیر مثبتآستانهومرزاین✓

:ایجاد می شونددو منبع متفاوت زمانی مناسب اند که فرض شود صفرها از مدل‌های‌صفرانباشته‌✓

(  همیشه صفر)صفرهای ساختاری 1.

صفرهای تصادفی ناشی از فرآیند شمارشی2.

زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

است؛بخشدودارای(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدل❖

o(صفرهامدلسازیبرای)دوجمله ای:اولبخش

oصفرازمنقطعمنفیِدوجمله ای:دومبخش(Zero-truncated negative binomial)

برآوردهمزمانطوربهآن هابنابراین،مجزاست؛بخشدودارایهِردلمنفیدوجمله ایمدلکهآنجااز❖
.نمی شوند

.استدوجمله ایرگرسیونمدلیکمانندصفربخشبرایپارامترهاتفسیر❖

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

oپارامتربادوجمله ایتوزیعیک:اولبخشدر𝝅برایY=0می شودتعریف(𝝅:صفرمشاهدهاحتمال).

.ودمی شبرآورد(...پروبیت،)لوجستیکرگرسیونماننددوگزینه ایمدلیکتوسطبخشاین▪

oپارامترباصفرازمنقطعمنفیِدوجمله ایتوزیعیک:دومبخشدر𝝁برایY=1,2, …می شودتعریف.

ونپواسمدلمانند)صفرازمنقطعشمارشیمدلیکتوسط(شمارشیمثبتمقادیر)بخشاین▪
زامنقطعمنفیِدوجمله ایمدل:بیش پراکندگیوجودحالتدر)می شودبرآورد(صفرازمنقطع

(صفر

truncated-at-zero:صفرازمنقطعشمارشیمدل▪ count mode

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

𝑃(𝑦احتمال-1 = 1بنابراین.(𝜋همان)می دهیمنشان𝑓1(0)بارا(0 − 𝑓1(0)احتمالبیانگرY > 0است.

کهاست،گزینه ایدومدلیکبیانگرمدلازبخشاینپس

𝑦به▪ = .می دهدرا𝑓1(0)احتمال0

1احتمالYمقادیرسایربه▪ − 𝑓1(0)می دهدرا.

کهمی کنیممحاسبهشرایطیدررا… ,Y=1,2مقادیراحتمالاما.می شودتعریف𝑓2(𝑦)احتمالتابع… ,Y=0,1,2برای-2

𝑓2صورتبهراشرطیاحتمالپس.(منقطع)نیستصفرyمی دانیم 𝑦 𝑦 > 𝑜 =
𝑓2(𝑦)

1−𝑓2(0)
.می گیریمنظردر

که؛صورتبدین.می کنیمترکیبرا2و1مرحلهاکنون-3

𝑦احتمال▪ = 1بابرابرمدلدومبخشبهرفتناحتمالواست𝑓1(0)بابرابر0 − 𝑓1(0)است.

بابرابر… ,Y=1,2مقادیرازیکهراحتمال▪
𝑓2(𝑦)

1−𝑓2(0)
.است

𝑦مقابلدر… ,Y=1,2احتمالبنابراین▪ = 1))بابرابر0 − 𝑓1 0 )
𝑓2 𝑦

1−𝑓2 0
.است(

هرِدلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቊ
𝑓1 𝑦  𝑦 = 0

𝜙 𝑓2 𝑦  𝑦 = 1,2, …

𝜙 =
1 − 𝑓1(0)

1 − 𝑓2(0)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(HNB)هِردلمنفیدوجمله ایمدلاجزای❖

𝑓1صورتایندرباشند،نوعیکاز2بخشو1بخشاحتمالتابعاگر 𝑦 = 𝑓2 𝑦وبوده𝜙 = .می باشد1

𝑦توصیفبرایهمکهمی شود؛𝑓(𝑦)سادهمدلبهتبدیلهردلمدلحالت،ایندر = 𝑦توصیفبرایهمو0

.می رودکاربه…,1,2=

:هردلمدل

:کهگونه ایبه

:هردلمدلامیدریاضی

𝜇𝑖:شمارشیدادهتوزیعمیانگین

هِردلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
= ቐ

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋 𝑃 𝑌 𝑦 > 0  𝑦 = 1,2, …

𝐸(𝑌) =
1 − 𝑓1 0

1 − 𝑓2 0
𝜇𝑖

𝑃 𝑌 = 𝑦 𝑦 > 0 =
𝑓 𝑦

1 − 𝑓 0
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

منفیدوجمله‌ایهردلمدل❖

𝒛𝒊متغیرهایدلیل،همینبه)می شوندبرآوردجداگانهصورتبهدومواولبخشمدل هایپارامترهای❖
𝐱𝒊و′

می توانند′
.(باشندمتفاوت

.(𝛃و𝛄:مدلپارامترهای)استهردلمنفیدوجمله ایرگرسیونبالا،معادله❖

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
= ቐ

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋 𝑃 𝑌 𝑦 > 0  𝑦 = 1,2, …

𝑃 𝑌 = 𝑦 =

𝜋𝑖 =
1

1 + exp(𝒛𝒊
′𝛄)

 ;  𝑦 = 0 

exp 𝒛𝒊
′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

Γ 𝑦𝑖 + 𝑟

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ 𝑟

𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟
exp 𝐱𝒊

′𝛃

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃  

𝑦𝑖

1 −
𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟 −1

;  𝑦 = 1,2, …

𝐸 𝑌 𝑦 > 0 =
1 − 𝑓1 0

1 − 𝑓2 0
𝜇𝑖 =

1 − 𝜋𝑖

1 −
𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑟 𝜇𝑖 = (
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

) 1 −
𝑟

𝑟 + exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝑟 −1

exp 𝐱𝒊
′𝛃

𝜋 = 𝑃 𝑦 = 0 𝐳𝑖 = 𝑓1 0 =
1

1 + exp(𝒛𝒊
′𝛄)

هِردلمنفیدوجمله‌ایمدل-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تعریفصفرازمنقطعشمارشیفرآیندیکY>0برایودوگزینه ایفرآیندیکY=0حالتبرای،هردلمدلدر❖
.می شود

می شوند؛تقسیمگروهدوبهصفرها،صفرانباشتهمدل هایدر❖

oمازادصفرهایآنهابهوهستند؛صفرهمیشهکهصفرهاازگروهی(Excess Zeros)کهواحدهایی).می گوییم
(نبوده اندمواجهمطالعه،موردرویدادباهیچگاهکلیطوربه

oردمورویدادباکهواحدهایی).هستندشمارشیفرآیندازبخشیاینها.هستندتصادفیصفرهایدوم،گروه
(استبودهصفربابرابرواحدآنبرایشدهمشاهدهمقدارامابوده اند،مواجهمطالعه،

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oبابرابرمازادصفرهایلاحتماکنیدفرض𝜙یعنی.باشد𝜙%دهندتشکیلمازادصفرهایرامشاهداتاز.

oبرایروبروصورتبهراپواسونشمارشیفرآینددیگر،سویاز𝑦 = 0,1,2, .می کنیمتعریف…

oاحتمالشمارشی،فرآیندایندر𝑌 = با؛استبرابر0

o،احتمالبنابراین𝑌 = با؛استبرابر(تصادفیومازادصفرهای)حالتدومجموعبرای0

▪(1 − 𝜙)𝑒−𝜆:تصادفیصفرهایاحتمال

▪𝜙:مازادصفرهایاحتمال

oبا؛استبرابرغیرصفرمقادیراحتمال

𝑃 𝑦 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!

𝑃(0) = 𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 0 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 ;  𝑦 = 1,2, …

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜋 𝑦 = 0

1 − 𝜋
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
(1 − 𝑒−𝜆)−1 𝑦 = 1,2, …

oاست؛زیرصورتبهوبودهبرابریکدیگرباصفرهاهمهاحتمالهردل،مدلدرکهاستدرحالیاین

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜙 + 1 − 𝜙 𝑒−𝜆 𝑦 = 0

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 𝑦 = 1,2, …

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oبابرابرمازادصفرهایلاحتماکنیدفرض𝜙یعنی.باشد𝜙%دهندتشکیلمازادصفرهایرامشاهداتاز.

oبرایروبروصورتبهراپواسونشمارشیفرآینددیگر،سویاز𝑦 = 0,1,2, .می کنیمتعریف…

oاحتمالشمارشی،فرآیندایندر𝑌 = با؛استبرابر0

o،احتمالبنابراین𝑌 = با؛استبرابر(تصادفیومازادصفرهای)حالتدومجموعبرای0

▪(1 − 𝜙)𝑒−𝜆:تصادفیصفرهایاحتمال

▪𝜙:مازادصفرهایاحتمال

oبا؛استبرابرغیرصفرمقادیراحتمال

𝑃 𝑦 =
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!

𝑃(0) = 𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 0 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆

𝑃 𝑦 = 1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 ;  𝑦 = 1,2, …

𝐸 𝑌 = 𝜙 + (1 − 𝜙)𝑒−𝜆 × 0 + ෍

𝑦=1

∞

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
𝑦 = 1 − 𝜙 𝜆

𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝐱𝑖 = 1 − 𝜙 𝜆(1 + 𝜆𝜙)

oامیدریاضیY با؛استبرابر

oواریانسY با؛استبرابر

𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑦 = ቐ
𝑓1 𝑦  

𝜙 𝑓2 𝑦  
=

𝜙 + 1 − 𝜙 𝑒−𝜆 𝑦 = 0

1 − 𝜙
𝑒−𝜆𝜆𝑌

𝑦!
 𝑦 = 1,2, …

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oتوصیفبرایکنیدفرضاکنون𝜆رگرسیونمعادله𝜆𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷)باشیمداشتهرا.

oبرای𝜙می گیریمنظردرلوجستیکتابعیکنیز.

o𝜙پساست،(صفرهابودنمازادیعنی)موفقیتاحتمالبیانگر𝜙𝑖با؛استبرابر

oبهنسبتدرستنماییتابعلگاریتمازمشتق گیریودرستنماییتابعتشکیلبا𝜷و𝛄،می آیددستبهبرآوردگرها.

oامیدریاضیY با؛استبرابر

oواریانسY با؛استبرابر

oصفرانباشتهباپواسونمدلرگرسیونمعادله(ZIP):

oبرآوردهایمدل،اینبرآوردبا𝜷و𝛄می آیددستبه.

oبرآوردبا𝜷و𝛄،می توان𝜙𝑖و𝜆𝑖نمودمحاسبهراموردنظراحتمال هایسایرو.

𝜙𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

𝐸 𝑌 𝐱𝑖 , 𝐳𝑖 = 1 − 𝜙𝑖 𝜆𝑖 =
1

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

exp(𝒙𝒊
′𝜷)

𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝐱𝑖 = 1 − 𝜙𝑖 𝜆𝑖(1 + 𝜆𝑖𝜙𝑖)

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝐱𝑖 , 𝐳𝑖 + 𝑢𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

exp(𝒙𝒊
′𝜷) + 𝑢𝑖

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oپارامترهای𝜷و𝛄آورد؛دستبهنیززیرمعادلاتازمی توانرا

oبرآوردهایبالا،معادلهدوبرآوردبا𝜷و𝛄می آیددستبه.

𝜆𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷)

𝜙𝑖 =
exp 𝒛𝒊

′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

ln 𝜆𝑖 = 𝒙𝒊
′𝜷

ln
𝜙𝑖

1 − 𝜙𝑖
= 𝒛𝒊

′𝛄 + 𝑢𝑖

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oانباشتهصفربامنفیدوجمله‌ایرگرسیونمدل(ZINB)

oکرد؛تعریفمی توانرازیرروابطکنیم،استفادهمنفیدوجمله ایتوزیعازاگر

o،برآوردبرایمعادلهیکبایدکلی،حالتدربنابراین𝜙𝑖توزیعدر)موردنظرمیانگینبرآوردبرایمعادلهیکو
.کنیمتعریف(𝜇𝑖منفیدوجمله ایتوزیعدرو𝜆𝑖پواسون

oبرای:توجه𝜙𝑖و𝜆𝑖یا𝜇𝑖کردتعریفمختلفیتوابعمی توان.

oبرایاینجادرمثلا𝜙𝑖برایولوجستیکتابعاز𝜆𝑖(𝜇𝑖)کردیماستفادهنماییتابعاز.

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 =

𝜙𝑖 + (1 − 𝜙𝑖)
𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑟

 ;  𝑦 = 0 

1 − 𝜙𝑖

Γ 𝑦𝑖 + 𝑟

Γ 𝑦𝑖 + 1  Γ 𝑟

𝑟

𝑟 + 𝜇𝑖

𝜇𝑖

𝑟 + 𝜇𝑖

𝑦𝑖

 ;  𝑦 = 1,2, … 

𝜇𝑖 = exp(𝒙𝒊
′𝜷) 𝜙𝑖 =

exp 𝒛𝒊
′𝛄

1 + exp 𝒛𝒊
′𝛄

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oخلاصه:

oاستصفرهاتولیدنحوهدرصفرانباشتهمدلوهردلمدلاصلیتفاوت.

فقطشمارشیبخشومی شوندایجادمدلدوگزینه ایبخشازصفرهاتمامهردل،مدلدر✓

.می کندتولیدرامثبتمقادیر

ارشیشمفرآیندازهموساختاریصفرفرآیندازهممی توانندصفرهاصفرانباشته،مدلدراما✓

.شوندایجاد

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Hurdleمثال‌حمل‌ونقلی‌برای‌مدل‌❖

.باشد« تعداد تصادفات جرحی رانندگان تاکسی در طول یک سال»فرض کنید هدف پژوهش، مدل سازی 

𝑌)در داده های جمع آوری شده مشاهده می شود که بخش بزرگی از رانندگان هیچ تصادف جرحی نداشته اند  = ، در (0

.و یا تعداد بیشتری تصادف هستند3، 2، 1حالی که گروهی دیگر دارای 

.در مدل هردل فرض می شود که فرآیند ایجاد مقدار صفر، با فرآیند ایجاد مقادیر مثبت متفاوت است

.عبور کند تا وارد بخش شمارشی شود« مانع وقوع تصادف»به بیان دیگر، ابتدا راننده باید از 

:بنابراین مدل شامل دو بخش است

مدل دوگزینه ای: بخش اول

:این بخش احتمال وقوع حداقل یک تصادف را مدل می کند

𝑃 𝑌 > 0

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

:برای مثال

سن راننده، •

سابقه رانندگی، •

نوع شیفت کاری، •

ساعات رانندگی شبانه •

.ذارندمی توانند بر احتمال ورود راننده به گروه دارای تصادف اثر بگ

.ی شودبرآورد مرگرسیون لوجیت یا پروبیت این بخش معمولاً با 
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Hurdleمثال‌حمل‌ونقلی‌برای‌مدل‌❖

.باشد« تعداد تصادفات جرحی رانندگان تاکسی در طول یک سال»فرض کنید هدف پژوهش، مدل سازی 

𝑌)در داده های جمع آوری شده مشاهده می شود که بخش بزرگی از رانندگان هیچ تصادف جرحی نداشته اند  = ، در (0

.و یا تعداد بیشتری تصادف هستند3، 2، 1حالی که گروهی دیگر دارای 

.در مدل هردل فرض می شود که فرآیند ایجاد مقدار صفر، با فرآیند ایجاد مقادیر مثبت متفاوت است

.عبور کند تا وارد بخش شمارشی شود« مانع وقوع تصادف»به بیان دیگر، ابتدا راننده باید از 

:بنابراین مدل شامل دو بخش است

مدل شمارشی منقطع از صفر: بخش دوم

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

:برای مثال

میزان پیمایش سالانه، •

تراکم ترافیک مسیر، •

تعداد ساعات رانندگی روزانه، •

خستگی راننده •

.ندمی توانند تعداد تصادفات را تعیین کن

𝑌)پس از آنکه راننده وارد گروه دارای تصادف شد  > .، تعداد تصادفات وی مدل می شود(0

:در این مرحله

. تحلیل قرار می گیرندمورد ( ...,1,2,3)فقط مقادیر مثبت 

اگر داده ها دارای بیش پراکندگی باشند، معمولاً از مدل دوجمله ای منفی منقطع از صفر
.استفاده می شود
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Hurdleمثال‌حمل‌ونقلی‌برای‌مدل‌❖

Hurdleمفهومی مدل تفسیر 

:در مدل هردل

تمام صفرها از یک فرآیند مستقل تولید می شوند، •

. و تمام مقادیر مثبت از یک فرآیند شمارشی جداگانه حاصل می شوند•

:بنابراین

مدل می شود، « وقوع یا عدم وقوع تصادف»ابتدا احتمال •

.برای رانندگانی که حداقل یک تصادف داشته اند تحلیل می شود« تعداد تصادفات»سپس •

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Zero-Inflated (ZIP / ZINB)مثال‌حمل‌ونقلی‌برای‌مدل‌❖

.را مدل سازی کند« تعداد تصادفات موتورسواران در طول یک سال»کنید پژوهشگری قصد دارد فرض 

.در داده ها تعداد زیادی مقدار صفر مشاهده می شود
:اما بررسی دقیق تر نشان می دهد که این صفرها از دو گروه متفاوت تشکیل شده اند

(Excess Zeros)صفرهای ساختاری : گروه اول

:برخی موتورسواران

تقریباً هیچ گاه در معرض خطر تصادف نیستند، •

مثلاً فقط در کوچه های محلی و با سرعت پایین رانندگی می کنند، •

.  یا بسیار کم از موتورسیکلت استفاده می کنند•

.این افراد عملاً همیشه صفر تولید می کنند

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Zero-Inflated (ZIP / ZINB)مثال‌حمل‌ونقلی‌برای‌مدل‌❖

.را مدل سازی کند« تعداد تصادفات موتورسواران در طول یک سال»فرض کنید پژوهشگری قصد دارد 

.در داده ها تعداد زیادی مقدار صفر مشاهده می شود

:اما بررسی دقیق تر نشان می دهد که این صفرها از دو گروه متفاوت تشکیل شده اند

صفرهای تصادفی: گروه دوم

:گروه دیگری از موتورسواران

در معرض واقعی خطر تصادف هستند، •

.  تصادفی نداشته اندتصادفی، اما در سال مورد بررسی به صورت •

.این صفرها بخشی از فرآیند شمارشی معمول هستند

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ZIP/ZINBمدل‌ساختار‌❖

:مدل صفرانباشته فرض می کند که داده ها از ترکیب دو فرآیند تولید شده اند

مدل لوجیت: بخش اول

.را مدل می کند« صفرهای ساختاری»احتمال تعلق مشاهده به گروه 

.می توانند تعیین کنند که آیا فرد اساساً در معرض تصادف قرار دارد یا خیرمتغیرهای زیر : برای مثال

استفاده از موتورسیکلت، میزان •

نوع مسیر، •

هدف سفر، •

سابقه رانندگی •

مدل شمارشی: دومبخش 

:اگر مشاهده متعلق به گروه صفرهای ساختاری نباشد، تعداد تصادفات با یک مدل شمارشی مدل می شود

 (ZIP)پواسون 

 (ZINB)منفی یا دوجمله ای 

.استمناسب تر  ZINBدر صورت وجود بیش پراکندگی، مدل 

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ZIP/ZINBتفسیر‌مفهومی‌مدل‌❖

:در مدل صفرانباشته

صفرها دو منشأ مختلف دارند، ✓

هستند، « همیشه صفر»بخشی از صفرها ✓

. ناشی از فرآیند شمارشی اند« صفرهای تصادفی»و بخشی دیگر ✓

:بنابراین برخلاف مدل هردل

می توانند از هر دو بخش مدل ایجاد شوند، صفرها  ZIP/ZINBدر ✓

.اما در مدل هردل تمام صفرها فقط از بخش اول تولید می شوند✓

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

حمل ونقلمثالدر  ZIPو  Hurdleتفاوت مفهومی 

Hurdleمدل 

:سؤال اصلی

«آیا راننده وارد گروه دارای تصادف می شود یا خیر؟»

:پس از عبور از مانع

.تعداد تصادفات مدل می شود

ZIP/ZINBمدل 

:سؤال اصلی

زو آیا این راننده اساساً در معرض تصادف قرار دارد یا ج»
«گروه همیشه صفر است؟

:سپس

.دتعداد تصادفات برای افراد در معرض خطر مدل می شو
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های

:به‌طور‌کلی
.  اگر بیش پراکندگی وجود نداشته باشد، مدل پواسون مناسب است•

.  در صورت وجود بیش پراکندگی، مدل دوجمله ای منفی ترجیح داده می شود•

.  اگر تعداد صفرها بیش از حد معمول باشد، مدل های هردل یا صفرانباشته مناسب تر خواهند بود•

.معمولاً عملکرد بهتری دارد ZINBدر صورت وجود همزمان بیش پراکندگی و صفرهای مازاد، مدل •
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

انتخاب‌بین‌مدل‌های‌شمارشی❖

oای در عمل، معمولاً چندین مدل مختلف برای داده های شمارشی قابل استفاده هستند؛ مانند مدل پواسون، دوجمله 

.  منفی، مدل های هردل، و مدل های صفرانباشته

o ت آنجا که هر یک از این مدل ها فرض های متفاوتی درباره پراکندگی داده ها و نحوه تولید صفرها دارند، لازم اساز

.مناسب ترین مدل با استفاده از معیارها و آزمون های آماری انتخاب شود

o درستنمایی یکی از روش های متداول، مقایسه مقدار تابع(Likelihood ) استمدل ها  .

o طور کلی، مدلی که مقدار لگاریتم درستنمایی بزرگ تری داشته باشد، برازش بهتری بر داده ها داردبه  .

o نصفانه این حال، افزایش تعداد پارامترها معمولاً موجب بهبود مصنوعی برازش می شود؛ بنابراین، برای مقایسه مبا

.مدل ها از معیارهای اطلاعاتی استفاده می شود

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

انتخاب‌بین‌مدل‌های‌شمارشی❖

(AIC)آکائیک معیار 

𝐴𝐼𝐶 = −2 ln 𝐿 + 2𝑘

(BIC)معیار بیزین 

BIC=−2lnL+kln(n)

:در آنکه 

𝐿 : ،مقدار تابع درستنمایی

𝑘 : ،تعداد پارامترهای مدل

𝑛 :اندازه نمونه است .

.در هر دو معیار، مقادیر کوچک تر نشان دهنده مدل بهتر هستند✓

.بیشتری برای مدل های پیچیده در نظر می گیردجریمه  AICبه نسبت  BICمعیار ✓

نباشتهاصفرمدل‌های-زیادصفرباشمارشیرگرسیونمدل‌های



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌شمارشی
فصل‌

دوازدهم

Count data Regression Model

مدل‌رگرسیون‌پواسون

مدل‌رگرسیون‌دوجمله‌ای‌منفی

مقدمه

مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌با‌صفر‌زیاد

دهسانسور‌ش/مدل‌رگرسیون‌شمارشی‌منقطع
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمقدمه

oبگذاریمکنارراموردنظرداده هایازبخشیمختلف،دلایلبهبنامجبوریماوقاتگاهی.

oسانسورشدهمدل های(Censored)منقطعو(Truncated)شده اندطراحیمواردیچنینبرای.

oهستند؛شکلدوبهمدل ها،نوعدواینازیکهر

پایین،ازشدهسانسور/منقطع(الف▪

.بالاازشدهسانسور/منقطع(ب▪

، (ردمثلاً مقدار صفر وجود ندا)وقتی برخی از مقادیر متغیر شمارشی به صورت ساختاری در داده ها مشاهده نمی شوند ✓

.باید تابع احتمال توزیع شمارشی را تعدیل کنیم تا برای این نوع داده ها مناسب شود

د تا در چنین شرایطی، بخشی از فضای نمونه حذف می شود؛ بنابراین لازم است تابع احتمال مجدداً نرمال سازی شو✓

.باقی بماند1مجموع احتمالات برابر با 

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمقدمه

oواکنشنحوهبهمربوطاصلیتفاوتYاست؛برشنقطهورایمقادیربرای

.می کنیمحذفنمونهازرابرشنقطهورایمقادیر:منقطعمدل هایدر✓

مقادیریعنی.(نمی شودمشاهدهآنواقعیمقدارفقطبلکه)نمی شودحذفمشاهده:شدهسانسورمدل هایدر✓
مقدارامامی ماند،باقینمونهدرمشاهدهپس.می گیریمدرنظربرشنقطهمقداربامعادلرابرشنقطهورای

.می شودثبتحدیمقدارباونیستمشاهدهقابلبرشنقطهازفراترآنواقعی

oدارندزیادیشباهتمنقطعوسانسورشدهمدل های.

راYوزیعتدرتغییرکهکنیمتعدیلگونه ایبهرادرستنماییواحتمالتوابعبایدمدل،دوهردراینکهجملهاز✓
.نمایندلحاظ

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oمنقطعمدل‌های

oپواسون،توزیعبرای

oمنقطعپواسونتوزیعاحتمالتابع:

oمنفی،دوجمله ایتوزیعبرای

oمنفیدوجمله ایتوزیع،(بالامدل)منقطعپواسونمدلمانند(𝑃(𝑦𝑖))احتمالبررا𝑃 𝑦 = می کنیمتقسیم0

(𝑃(𝑦𝑖)

𝑃(𝑦𝑖>0)
.بیایددستبهمنقطعمنفیدوجمله ایمدلتا(

oاحتمالمنفیدوجمله ایتوزیعدر𝑃 𝑦 = .می آیددستبهروبروصورتبه0

oپارامتردهیبهمربوطرابطهاینNB2 است.

oدلخواهمقدارهردرمنقطعمدل هایمی تواناستصفردرشدهمنقطعبالا،مدل های:توجهAساختنیزرا.

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 =
𝑒−𝜆𝑖𝜆𝑖

𝑦𝑖

𝑦𝑖!

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖 𝑦𝑖 > 0 =
𝑃(𝑦𝑖)

𝑃(𝑦𝑖 > 0)
=

𝑃(𝑦𝑖)

1 − 𝑃(𝑦𝑖 = 0)
=

൙
𝑒−𝜆𝑖𝜆𝑖

𝑦𝑖

𝑦𝑖!
1 − 𝑒−𝜆𝑖

𝑃 𝑦 = 0 = 𝑒−𝜆𝑖

𝑃 𝑦 = 0 = (1 + 𝛼𝜇)−
1
𝛼

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oسانسورشدهمدل‌های

oکه؛استآنمنقطعمدل هایباسانسورشدهمدل هایاصلیتفاوت

.بودخواهدYبرایدلخواهمقدارکمترینبابرابرAبرشسطح،سانسورشدهمدل هایبرای▪

بارا(1و0یعنی)هستند2ازکمترکهYمقادیردهیم،قرار2بابرابررا(سانسور)برشسطحاگرمثلا➢
.می کنیمجایگزین2مقدار

.می کنیمحذفداده هاازراAمساوی/کمترYمقادیرکهمعناستاینبهAبرشسطح،منقطعمدل هایبرای▪

ازرا(2و0،1یعنی)هستند2مساوی/کمترکهYمقادیردهیم،قرار2بابرابررابرشسطحاگرمثلا➢
.نمی کنیماستفادهآن هاازمدلبرآورددروکردهحذفداده ها

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Truncated Count Model)مدل‌منقطع‌—۱مثال‌❖

تحلیل تعداد تصادفات رانندگان پرخطر

.فرض کنید یک شرکت بیمه قصد دارد تعداد تصادفات رانندگان پرخطر را مدل سازی کند
.اما داده های شرکت فقط شامل رانندگانی است که حداقل یک تصادف در سه سال اخیر داشته اند

:بنابراین

.  رانندگان بدون تصادف در پایگاه داده وجود ندارند

𝑌مقدار  = .  مشاهده نشده استاساساً 0

.در این حالت، استفاده از مدل پواسون معمولی منجر به تورش خواهد شد؛ زیرا داده ها از ابتدا در صفر منقطع شده اند

:بنابراین باید از

مدل پواسون منقطع از صفر، ✓

یا مدل دوجمله ای منفی منقطع از صفر ✓

.استفاده شود

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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(Censored Count Model)مدل‌سانسورشده‌—۲مثال‌

تعداد تخلفات ثبت شده رانندگان

.تخلف است10فرض کنید پلیس راهور تعداد تخلفات هر راننده را ثبت می کند، اما سیستم ثبت اطلاعات دارای سقف 

:بنابراین

.  ثبت می شود10پایگاه داده مقدار در تخلف داشته باشد، 13اگر راننده ای 

:در این حالت

مشاهدات حذف نشده اند، ✓

. قابل مشاهده نیستند10اما مقادیر واقعی بزرگ تر از ✓

:بنابراین داده ها در بالا سانسور شده اند و باید از

.شوداستفاده  (Censored Poisson/NB)مدل شمارشی سانسورشده ✓

قطعمنوسانسورشدهشمارشیرگرسیونمدل‌های
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شمارشیرگرسیونمدلبرآوردبارابطهدرنکته❖

o در مدل های رگرسیون شمارشی، پارامترهای مدل معمولاً با استفاده از روش حداکثر درستنمایی(MLE )برآورد می شوند.

oدر این رویکرد، هدف یافتن مقادیری از پارامترهاست که احتمال مشاهده داده های نمونه را بیشینه کند .

o مانند مدل های دارای ناهمگنی پنهان، )اگرچه این روش در بسیاری از مسائل عملکرد مناسبی دارد، اما در مدل های پیچیده تر
بسیار دشوار محاسبه تابع درستنمایی و برآورد پارامترها( انباشته-پارامترهای تصادفی، ساختارهای سلسله مراتبی، یا مدل های صفر

.می شود

o در چنین شرایطی، رویکرد بیزی(Bayesian Approach )چارچوب انعطاف پذیرتری برای برآورد مدل ها فراهم می کند .

o در روش بیزی، پارامترها به صورت متغیرهای تصادفی در نظر گرفته شده و با ترکیب اطلاعات پیشین(Prior Distribution ) و
.پارامترها به دست می آید( Posterior Distribution)اطلاعات نمونه، توزیع پسین 

oبه همین . تبا این حال، توزیع های پسین در اغلب مدل های اقتصادسنجی فرم بسته ندارند و محاسبه مستقیم آن ها امکان پذیر نیس
 Markov Chain Monte)دلیل، از روش های شبیه سازی و نمونه گیری عددی، به ویژه روش های زنجیره مارکوف مونت کارلو 

Carlo: MCMC)، برای تقریب توزیع پسین و برآورد پارامترها استفاده می شود  .

o مبانی رویکرد بیزی و مهم ترین الگوریتم های ، بعدفصل درMCMC  مانندGibbs Sampling وMetropolis-Hastings 

.معرفی خواهند شد

بعد؟فصلموضوع
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