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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛گسستهمتغیرهایازخاصیانواع❑

oباشدداشته...،0،1،2قادیرم.

o(انتخابیدو)1و0مقادیر

o(0،1،2،3:گروه4مثلا)محدودمقادیر

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.باشدروبرومحدودیتباخودمقادیرکردناختیاردراستممکنوابستهمتغیر❑

مثال؛❑

o(وابسته؟متغیر)افراداشتغالبرموثرعوامل،

o(وابسته؟متغیر)تصادفیکبودنفوتیبرموثرعوامل،

o(وابسته؟متغیر)شخصیحمل ونقلانتخاببرموثرعوامل،

oو...

را(مشخصویدادریکیا)افرادتصمیم‌گیری‌هاینتیجهکهباشدکیفیمتغیریکمی‌تواندوابستهمتغیرکلی،طوربه❑
.دهدنشان

.(نرگرسیو)می‌کنیممرتبط(توضیحی)توصیفیمتغیرهایازمجموعه‌ایبهرارویدادیکوقوعیاانتخابیک❑

.می‌گیردقراربررسیموردحتمالامدل‌هایکلیچارچوبدرمواردایناصلیپایه❑

مقدمه



5
محمدمهدی بشارتی: مدرس

.می‌گیردقراربررسیموردحتمالامدل‌هایکلیچارچوبدرمواردایناصلیپایه❑

(Y=1:فوتیتصادفوقوع):می‌گیریمنظردرYمتغیرعنوانبهرافوتیتصادفوقوعمثلاً❑

:(تصادفبودنفوتیاحتمال)موردنظرحادثهوقوعاحتمال❑

𝑃 بودن فوتی = 𝑃(𝑌 = 1)

(...ودروخونوعبرخورد،سرعتجنسیت،سن،)باشدمختلفیعواملتأثیرتحتمی‌تواندتصادفبودنفوتیاحتمال❑

.دانستتوصیفیمتغیرهایازمجموعه‌ایازتابعیرابالااحتمالمی‌توانپس❑

؛(انتخابیدومدل‌های)استحالتدوبیانگر(Y)وابستهمتغیرموضوعات،ازبسیاریدر❑

➢Y=0موردنظرموضوعانتخاب/وقوععدم

➢Y=1موردنظرموضوعانتخاب/وقوع

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

انتخابیدومدل‌های❑

oکرد؛تعریفزیرصورتبهرااحتمالمدلمی توانانتخابیدومدل هایبرای

𝑃 𝑌 = 1 𝑥𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽)

𝑃 𝑌 = 0 𝑥𝑖 = 1 − 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽)

:Yوقوعاحتمالبرموثرمتغیرهایبردار

دارد؟وجودوابستهمتغیروتوصیفیمتغیرهایبینرابطه ایچه:سوال

.(باشدغیرخطییاخطیاستممکن)دارد𝑭(𝒙𝒊,𝜷)تابعشکلبهبستگی:پاسخ

:می نویسیمروبروصورتبهرا𝑌𝑖مدلرگرسیون،چارچوبرد

𝐹(𝑥𝑖تابعواقع،در ,𝛽)شرطیامیدریاضیهمانYاست.

𝐹(𝑥𝑖برایاگر ,𝛽)ودبخواهدچندمتغیرهخطیرگرسیونمدلیکروبرومعادلهآنگاهکنیم،تعریفخطیمعادلهیک.

𝐹(𝑥𝑖برایکلیطوربه ,𝛽)می‌شودشناختهمخصوصنامیکباهرکدامکهمی‌شودمعرفیمختلفیتوابع.

مقدمه

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽) + 𝑢𝑖

𝑥𝑖
′ = 1 𝑥2𝑖  … 𝑥𝐾𝑖
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𝐹(𝑥𝑖برایکلیطوربه❑ ,𝛽)می‌شود؛شناختهمخصوصنامیکباهرکدامکهمی‌شودمعرفیمختلفیتوابع

خطیاحتمالمدل•

پروبیتمدل•

لوجیتمدل•

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(Linear Probability Model (LPM))خطیاحتمالمدل❑

𝐹(𝑥𝑖برایخطیاحتمالمدلدر• ,𝛽)می‌شودتعریفخطیمعادلهیک:

:Yشرطیریاضیامید•

:Yرگرسیونمدل•

زیر؛مشکلاتدارایومعمولیرگرسیونمدلشبیهسادهمدلی.است(LPM)خطیاحتمالمدلیکاین•

.(استتوصیفیمتغیرهایمقداربهوابسته𝑢𝑖واریانس)داردواریانسناهمسانی-1

𝐹چون-2 𝑥𝑖 ,𝛽اقعیومسائلدر.بگیردقراریکوصفربینبایدهموارهآنمقادیراست،احتمالبیانگر
x𝑖استممکن

′βبگیردقرار0,1محدودهازخارج.

مقدمه

𝐹 𝑥𝑖 , 𝛽 = 𝐱𝒊
′𝛃 = β1+β2X2i+…+βkXki

𝐸 𝑌 𝑥𝑖 = β1+β2X2i+…+βkXki

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 = β1+β2X2i+…+βkXki + 𝑢𝑖
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تصادفیمطلوبیتنظریه❑

oخطیاحتمالمدلمشکلاتازیکی(LPM)مقدارکهاستآن𝐹(𝑥𝑖 ,𝛽)است،احتمالیکبیانگرکه
.کنداختیارراصفرازکمتریاو1ازبیشترمقادیراوقاتگاهیاستممکن

oاحتمالتابعرویراقیدیکهمی‌کنیماستفادهدیگرییمدل‌هاازمشکل،اینحلبرای𝐹(𝑥𝑖 ,𝛽)اِعمال
.گردد0,1بازهبهمحدودهاحتمالمقدارتامی‌کنند

oاستزیرصورتبهتابعیچنیننمودار.

مقدمه

𝐹(𝑥𝑖
′𝛽)

𝑥𝑖
′𝛽

oیم؛هستزیرمواردنیازمندمشکل،اینحلبرایپس

رگرسیون،معادلهیک▪
احتمالتابعیک▪
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تصادفیمطلوبیتنظریه❑

oهستیم؛زیرمواردنیازمندمشکل،اینحلبرای

رگرسیون،معادلهیک▪
احتمالتابعیک▪

.کردحلرامذکورمشکلوکردهمرتبطراموضوعدواینمی‌توانتصادفیمطلوبیتنظریهمبنایبر

:انتخابیدوحالتدرانتخابنظریه.می‌کنداستفادهانتخابنظریهازتصادفیمطلوبیت

.شودحداکثر(𝑈𝑖)مطلوبیتشکهمی‌کندانتخابگونه‌ایبهراخودگزینه‌هایاو.داردانتخاب2فردهرکنیدفرض

ام-iفردبرای

𝑈1𝑖:1گزینهانتخابازحاصلمطلوبیت

𝑈0𝑖:0گزینهانتخابازحاصلمطلوبیت

مقدمه

𝑈1𝑖اگر‌ ≥ 𝑈0𝑖و‌یا‌𝑈1𝑖 − 𝑈0𝑖 ≥ .انتخاب‌می‌شود1باشد،‌آنگاه‌گزینه‌0

𝑌𝑖در‌ادامه،‌متغیر‌وابسته‌
:کنیمرا‌به‌صورت‌روبرو‌تعریف‌می∗

𝑌𝑖
∗ = 𝑈1𝑖 − 𝑈0𝑖

𝑌𝑖اگر‌
∗ ≥ 𝑌𝑖اگر‌و‌1ام‌گزینه‌-iباشد،‌فرد‌0

∗ < را‌0ام‌گزینه‌-iباشد،‌فرد‌0
.انتخاب‌می‌کند
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تصادفیمطلوبیتنظریه❑

𝑌𝑖کهمقداریبنابراین،می‌کند،منعکسرافردترجیحاتمطلوبیت،کهکردادعامی‌توان
تحتمی‌تواندمی‌کند،اختیار∗

.باشددیگرمتغیرهایوعواملاز‌ایمجموعهتأثیر

:داردبستگیمختلفیعواملبهاست،مطلوب‌ترiفردبرایگزینهکداماینکهیعنی

𝑌𝑖
∗ = β1+β2X2i+…+βkXki + ui      ; X1i =1

𝑌𝑖
∗ = 𝐱𝒊

′𝛃 + ui    ;  𝐱𝒊
′ = 1 X2i ⋯ Xki ;  𝛃′ =  𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽k 

.کنیمبرآوردرابالامدلبایدعملیکاربردهایبرای

𝑌𝑖:چالش
.استمشاهدهغیرقابلمتغیریک∗

.(ام-iفردبرایشدهمشاهدهانتخابازعبارتستکه)می‌کنیممعرفیراY𝑖مشاهدهقابلمتغیرچالش،اینحلبرای

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تصادفیمطلوبیتنظریه❑

=Y𝑖اگر.استجابجاییبرایمتروانتخابY𝑖مثلا .(بالعکسو)استکردهانتخابجابجاییبرایرامتروام-iفردباشد،1

Yiمیانرابطه
است؛زیرصورتبهY𝑖و∗

=Y𝑖اگر-1 𝑌𝑖کهمعناستبدینباشد،1
∗ ≥ .(استبودهمطلوب‌ترام-iفردبرای1گزینه).است0

=Y𝑖اگر-2 𝑌𝑖کهمعناستبدینباشد،0
∗ < .(استبودهمطلوب‌ترام-iفردبرای0گزینه).است0

دارد؛جزءدوکهداریمآماریمدلیکبنابراین،❖

𝑌𝑖مشاهدهغیرقابلمتغیربرایرگرسیونمعادلهیک-1
∗

𝑌𝑖مشاهدهغیرقابلمتغیرساختنمرتبطبرایمعادلهیک-2
Y𝑖(Link function)مشاهدهقابلمتغیرو∗

𝒀𝒊کردنمرتبطبرای✓
.می کنیماستفادهاحتمالمفهوماز𝒀𝒊و∗

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تصادفیمطلوبیتنظریه❑

Yiکردنمرتبطبرای
.می‌کنیماستفادهاحتمالمفهومازY𝑖و∗

𝑃  Y𝑖= 1 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ ≥ 0 = 𝑃 𝐱𝒊

′𝛃 +  ui ≥ 0 = 𝑃(ui  ≥ −𝐱𝒊
′𝛃)

.کنیمبررسیراآنخصوصیاتوکنیمتعریفاحتمالتابعیکuiبرایاستلازم

؛uiاحتمالتابعبرایاستفادموردرایجتابعدو

(پروبیتمدل)نرمالتوزیعتابع-1

(لوجیتمدل)لوجستیکتوزیعتابع-2

مقدمه

اییجابجبرایمتروانتخاباحتمالنهایتاًپس

𝑌𝑖باشدداشتهبیشتریمطلوبیتمترواینکهبااستمعادل
∗ ≥ 0

𝐱𝒊−ازبزرگتر uiتصادفیمتغیراینکهاحتمالبااستمعادل
′𝛃باشد.
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلخطایتوزیعتابعساختن1.

می‌توانباشد،استانداردنرمالآناحتمالچگالیتابعکهZمانندمتغیریهربرای.باشدنرمالتوزیعدارایuiکنیدفرض

کرد؛معرفیزیرصورتبهراتجمعیاحتمالتابعیاتوزیعتابع

𝑃 𝑍 ≤ 𝑧 = න
−∞

𝑧

𝜑(𝑧)𝑑𝑧 = න
−∞

𝑧
1

2𝜋
𝑒

−𝑧2

2 𝑑𝑧 = Φ(𝑧)

𝜑(𝑧)وچگالیتابعΦ(𝑧)توزیعتابعZاست.

باشد؛نرمالتوزیعدارایuiاگر

𝑃  Y𝑖= 1 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ ≥ 0 = 𝑃 ui  ≥ −𝐱𝒊

′𝛃 = 1 −  𝑃 ui  < −𝐱𝒊
′𝛃  =  𝟏 − Φ −𝐱𝒊

′𝛃

= Φ(𝐱𝒊
′𝛃)

دیگر،سویاز

𝑃  Y𝑖= 0 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ < 0 = 1 − 𝑃  Y𝑖= 1 = 1 − Φ 𝐱𝒊

′𝛃 = Φ −𝐱𝒊
′𝛃

پروبیتمدل
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مدلپارامترهایبرآورد2.

.می‌کنیماستفادهMLEروشازمدلپارامترهایبرآوردبرای

.استبرنولیتوزیعدارایY𝑖تصادفیمتغیرمی‌دانیم

=Φi آن،درکه Φ 𝐱𝒊
′𝛃

داد؛نشانمی‌تواننیززیرصورتبهراتوزیعاین

 p𝑖= 𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝐢 = Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖      , 𝑌𝑖 = 0 , 1

درستنمایی؛تابع

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝒊 = ෑ

𝑖=1

𝑛

Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖

پروبیتمدل

Yi 0 1

pi 1−Φi Φi
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مدلپارامترهایبرآورد2.

درستنمایی؛تابع

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝒊 = ෑ

𝑖=1

𝑛

Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖

.می‌گیریممشتق𝛽بهنسبتوکردهمحاسبهرادرستنماییتابعلگاریتم

.می‌آیددستبهመ𝛽𝑀𝐿برآوردگرترتیب،بدین

پروبیتمدل
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

.استوابستهمتغیربرتوصیفیمتغیرهاینهاییاثراتبیانگر𝛽رگرسیون،مدلهردر

.(استمشاهدهغیرقابلکه)استمطلوبیتبیانگروابسته،متغیراینجا،در

است؛زیرصورتبه(መ𝛽مبنایبر)پروبیتمدلدرشدهبرآورداحتمال

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = Φ 𝐱𝒊
′𝛃 = Φ(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)

؛(استشدهبرآورد0.01و0.8صورتبهپارامترهاو)داریممتغیرهتکمدلیککنیدفرضمثال؛

Y𝑖:جابجاییبرایشخصیحمل‌ونقلانتخاب(Y𝑖 = (بالعکسوشخصیخودروانتخابمعنیبه1

Xi:فرددرآمدسطحi-ام

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = Φ(−0.8 + 0.01 Xi)

پروبیتمدل
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

؛(استشدهبرآورد0.01و-0.8صورتبهپارامترهاو)داریممتغیرهتکمدلیککنیدفرضمثال؛

Y𝑖:جابجاییبرایشخصیحمل‌ونقلانتخاب(Y𝑖 = (بالعکسوشخصیخودروانتخابمعنیبه1

Xi:فرددرآمدسطحi-ام

درآمدی؛مختلفسطوحازایبهشخصیخودروانتخاباحتمال

Xi=40درآمدیسطح

Xi=80درآمدیسطح

Xi=150درآمدیسطح

Xi=200درآمدیسطح

.می یابدافزایششخصیخودروانتخاباحتمالدرآمدی،سطوحافزایشباپس

پروبیتمدل

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 40 = Φ −0.8 + 0.01 40 = 0.345

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 80 = Φ −0.8 + 0.01 80 = 0.5

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 150 = Φ −0.8 + 0.01 150 = 0.758

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 200 = Φ −0.8 + 0.01 200 = 0.885

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = Φ(−0.8 + 0.01 Xi)
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

.می کنیماندازه گیریYبرراهاXiدرتغییراثرنهایی،اثراتبررسیبرای

𝑌𝑖کهمدل هاایندر
.می کنداندازه گیریY𝑖برراهاXiتغییراتاثر𝜷است،مشاهدهغیرقابلوکیفیمتغیریک∗

.می یابدافزایش،Xiافزایشباهمراه1گزینهانتخابمطلوبیتباشد،مثبت𝜷اگر

می یابد؟افزایشچقدر1گزینهانتخاباحتمال،Xiتغییربهواکنشدر:اینستسوالاما

می شود؛محاسبهروبروصورتبه1گزینهانتخاباحتمالبرXiتغییراثر

𝑃(Y𝑖برX𝑘𝑖درتغییراثرمثلاً = می شود؛محاسبهروبروصورتبه (1

:جابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرقبلی،مثالدر

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝜑 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃 = 𝜑(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)
෠βk

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑(−0.8 + 0.01 Xi) × 0.01
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

:جابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرقبلی،مثالدر

.می کندتغییرنیزYبرXنهاییاثر،Xمختلفمقادیرازایبهکهمعناستبداناین

.کنیمگزارشوبرآوردXمتوسطمقداربراساسراYبرXنهاییاثرمی توانیم

باشد،150بابرابردرآمدمتوسطمقداراگرقبلی،مثال

:متوسططوربهجابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثر

.می یابدافزایش%3.1شخصیخودروانتخاباحتمالیابد،افزایشمتوسططوربهافراددرآمداگرپس،

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝜑(෠β1+෠β2ഥX2+…+෠βk

ഥXk)෠βk

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑(−0.8 + 0.01 Xi) × 0.01

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 −0.8 + 0.01ഥXi × 0.01 = 𝜑 0.7 × 0.01 = 0.3123 × 0.01 = 0.031
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

افزایشبااوتوسطشخصیخودروانتخاباحتمال،(باشد40مثلا)باشدمتوسطازکمترفردیدرآمداگر
است؟چقدردرآمد،

.(%3.7حدود)می‌یابدافزایشمتوسطازبیشترشخصیخودروانتخاباحتمالفرداینبرایدرآمدافزایشباپس

می‌دهد؟رخشرایطیچهازایبهشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمدتاثیربیشترین:سوال

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 −0.8 + 0.01 × 40 × 0.01 = 0.03683 .افزایش‌می‌یابد%‌3.7حدود‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلخطایتوزیعتابعساختن1.

.کرداستفادهمی‌تواننیزدیگریچگالیتوابعنرمال،چگالیتابعجایبه

.استلوجستیکتابعتوابع،رایج‌ترینازیکی

است،زیرصورتبهلاجستیکتوزیعتابعZتصادفیمتغیرهربرای

𝑃 𝑍 ≤ 𝑧 =
1

1 + 𝑒−𝑍
=

𝑒𝑍

1 + 𝑒𝑍

𝑌𝑖آنکهاحتمال = با؛استبرابرباشد،1

𝑃 𝑌𝑖 = 1 𝒙𝒊
′ = 𝑮 𝐱𝐢

′𝛃 =
1

1 + 𝑒−𝐱𝐢
′𝛃

=
𝑒𝐱𝐢

′𝛃

1 + 𝑒𝐱𝐢
′𝛃

𝑌𝑖آنکهاحتمال = با؛استبرابرباشد،0

𝑃 𝑌𝑖 = 0 𝒙𝒊
′ = 1 − 𝑃 𝑌𝑖 = 1 𝒙𝒊

′ =
1

1 + 𝑒𝐱𝐢
′𝛃

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلپارامترهایبرآورد2.

روبروست؛صورتبهلوجستیکرگرسیونمدلشکلواقعدر

.می‌کنیماستفادهMLEروشازمدلپارامترهایبرآوردبرای

.استبرنولیتوزیعدارایY𝑖تصادفیمتغیرمی‌دانیم

درستنمایی؛تابع

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

G𝑖
𝑌𝑖(1− Gi)

1−𝑌𝑖

،MLEبرآوردگرهایآوردندستبهبرای

.می‌دهیمقرارصفربابرابروگرفتهمشتقآنازآورده،دستبهرادرستنماییتابعلگاریتم

(لوجستیک)دوگانهلوجیت

𝑌𝑖=logit(p𝑖)= Ln (
p𝑖

1−p𝑖
)= 𝐱𝐢

′𝛃= β1+β2X2i+…+βkXki
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

لوجیت؛مدلدرشدهبرآورداحتمال

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 𝐺 𝐱𝒊
′𝛃 = 𝐺(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)

Y𝑖اینکهاحتمالدیگر،عبارتبه❖ = فیتوصیمتغیرهایمقداروبرآوردشدهپارامترهایبهبستگیباشد،1
.دارد

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

؛(استشدهبرآورد0.01و-0.8صورتبهپارامترهاو)داریممتغیرهتکمدلیککنیدفرضمثال؛

Y𝑖:جابجاییبرایشخصیحمل‌ونقلانتخاب

Xi:فرددرآمدسطحi-ام

Xi=40درآمدیسطح

Xi=80درآمدیسطح

Xi=150درآمدیسطح

Xi=200درآمدیسطح

o،می‌شودبیشترشخصیحمل‌ونقلانتخاباحتمالدرآمد،افزایشبابنابراین.

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 40 = 𝐺 −0.8 + 0.01 40 =
1

1 + 𝑒−(−0.4)
= 0.401

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 80 = 𝐺 −0.8 + 0.01 80 =
1

1 + 𝑒−(0)
= 0.5

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 150 = 𝐺 −0.8 + 0.01 150 =
1

1+𝑒−(0.7) = 0.668

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 200 = 𝐺 −0.8 + 0.01 200 =
1

1 + 𝑒−(1.2)
= 0.7685

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 𝐺(−0.8 + 0.01 Xi)

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Likelihood ratio)درستنمایینسبت❖

.می شوداستفادهMLEروشازلوجیتوپروبیتمدل هایپارامترهایبرآوردبرای

.دادقرارآزمونموردرامحدودیتیهرمی تواندرستنمایینسبتازاستفادهبابنابراین،

می شود؛استفادهمقیدوغیرمقیدرگرسیوندومقایسهبرایدرستنمایینسبت

𝑳𝑹 = 𝟐 𝐥𝐧 𝑳𝑼𝑹 − 𝐥𝐧 𝑳𝟎

𝑳𝑼𝑹:(شدهساختهمدل)غیرمقیددرستنماییتابعمقدار

𝑳𝟎:(مبدأازعرضشاملفقط)سادهمدلدرستنماییتابعمقدار

𝝌𝒎توزیعازدرستنمایینسبت
.می دهدنشانرامحدودیت هاتعدادmکهمی کندپیروی𝟐

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

فادنمک𝝆𝟐یا(Likelihood ratio index)درستنمایینسبتشاخص❖

𝝆𝑴
𝟐 = 𝑳𝑹𝑰 = 𝟏 −

𝒍𝒏 𝑳𝑼𝑹

𝒍𝒏 𝑳𝟎

𝑳𝑼𝑹:(شدهساختهمدل)غیرمقیددرستنماییتابعمقدار

𝑳𝟎:(مبدأازعرضشاملفقط)سادهمدلدرستنماییتابعمقدار

𝑳𝑹𝑰استیکوصفربین.

𝑳𝑹𝑰.استیکسانصفر،مدلیکباشدهساختهمدلتوضیحقدرتیعنی𝑳𝑼𝑹= 𝑳𝟎اگر = 𝟎

𝐿𝑅𝐼 = Y𝑖ازایبهیعنی).استکاملبرازشمعنایبه1 = 𝐺همواره1 x𝑖
′β Y𝑖ازایبهو1= = همواره0

𝐺 x𝑖
′β 𝐿𝑅𝐼ومی‌شود0بابرابردرستنماییتابعلگاریتمترتیببدین)باشد0= = .استخاصحالتیکاین-(1

.ندباشمعنادارمدل،درونتوصیفیمتغیرهایضرایبتمامکهمی آیددستبهزمانی𝑳𝑹𝑰مقداربیشترین✓

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Percent correctly predicted)صحیحپیش‌بینیدرصد❖

𝒀𝒊وضعیتبرایراتخمینیاحتمالiهرازایبه = .می کنیمحساب𝟏

Φبااستبرابراحتمالاین 𝐱𝒊
′෡𝛃یا𝐺 𝐱𝒊

′෡𝛃.صورتبهکلیحالتدر𝐹 𝐱𝒊
′෡𝛃می دهیمنمایش.

𝐹مقادیربرای 𝐱𝒊
′෡𝛃 𝒀𝒊کهمی شودپیش بینی0.5 <  = .است𝟏

𝐹مقادیربرای 𝐱𝒊
′෡𝛃 ≤ 𝒀𝒊کهمی شودپیش بینی𝟎.𝟓 = .است𝟎

«صحیحپیش بینیدرصد»=داردمطابقتشدهمشاهده𝒀𝒊باشدهپیش بینی𝒀𝒊کهمواردیدرصد

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Percent correctly predicted)صحیحپیش‌بینیدرصد❖

بهمجاسمطلوبست.استزیرجدولصورتبهلوجیتمدلازآمدهدستبهنتایجتایی،200نمونهیکدرمثال؛
صحیح؟پیش بینیدرصد

برازشنیکوییمعیارهای

پیش بینی شده

Yi= 0 Yi= 1 جمع

مشاهده شده

Yi= 0 50 30 80

Yi= 1 20 100 120

جمع 70 130 200
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Deviance)انحرافشاخص❖

.می باشدکاندیدامدل هایمیانازانتخابومقایسهبرایمعیاریشاخصاین

می کنیم؛مقایسههمبارامدلدوروشایندر

.استمشاهداتتعدادبابرابرآنپارامترهایتعدادکهمدلی:کاملمدل-1

.می شودبرازشکاملصورتبهمدلحالت،ایندر

هیچآنگاهباشیم،داشتهمشاهده2فقطوباشیم،داشتهتوصیفیمتغیریکبارگرسیونمدلیکاگرمثلا
.می آیددستبهدقیقصورتبهمدلپارامترهایوندارد،وجودخطایی

.داریممشاهدهnوپارامترnکامل،مدلدرکلی،حالتدر

.استکمترمشاهداتتعدادازآنپارامترهایتعدادکهشدهساختهمدلی:موردنظرمدل-2

.(p<n)داریممشاهدهnوپارامترpتعدادبهکلی،حالتدر

𝐸 Y𝑖 x𝑖 = β1+β2X2i+…+βpXpi

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Deviance)انحرافشاخص❖

.می کنیماستفادهدرستنماییتابعازمدلدواینمقایسهبرای

𝑫 = 𝟐 𝐥𝐧 𝑳 𝝁𝒊 − 𝐥𝐧 𝑳 𝜷

𝑳 𝝁𝒊استدرستنماییتابعبرایمقداربیشترین.

.استداشتهداده هارویبربهتریبرازشموردنظر،رگرسیونمدلکهمعناستبدینDمقداربودنکوچک تر
.استکمترکامل،مدلازآنانحرافزیرا

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکنسبت❖

oاستشمارشیداده هایمدل سازیمبانیازریسک.

oپیامدیکاحتمالبامواجههازاستعبارتریسک.

oتصادفوقوعاحتمال:تصادفریسکمثلا

oاستمشخصشرایطدرفردیکتوسطمعینپیامدیکتجربهمعنایبهریسک.

oکندتجربهراپیامدآنواقعافردکهاستآناحتمالبیانگرریسک.

oمی کنندتجربهراپیامداینکهاستافرادینسبتبیانگراحتمال،ایندیگر،طرفاز.

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکنسبت❖

oمی شوداندازه گیریآنتحتریسککهشرایطییاشرط:ریسکعامل.

oخاصریسک(عوامل)عاملوپیامدمیانرابطهازمعیاری:ریسک.

oوقوعمالاحتبامقایسهدرمعینریسکعاملیکبرایپیامدوقوعاحتمالنسبت:(ریسکنسبت)نسبیریسک
.ندارندراریسکعاملآنکهآن‌هاییبرایپیامد

oاستنسبتدونسبتنسبی،ریسکپس.

oوقوعنرخنسبت»آنبهمی‌کنیم،کارشمارشیداده‌هایباکهوقتی(Incident Rate Ratio (IRR))»
.می‌گویند

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکنسبت❖

oمثال؛

Yریسک = Xبه‌ازای‌‌1 = برابر‌است‌با؛‌1

𝐷

𝐵 + 𝐷

Yریسک = Xبه‌ازای‌1 = برابر‌است‌با؛0

𝐶

𝐴 + 𝐶

Yبرای‌(‌ریسک‌نسبی)نسبت ریسک  = Xبه‌ازای‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = برابر‌است‌با؛ 0

IRR=

𝐷
𝐵 + 𝐷

𝐶
𝐴 + 𝐶

=
𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکنسبت❖

o؛تصادفدرمصدومیت/فوتریسکمثال

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتریسک
445

1200
= 0.371

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتریسک
55

100
= 0.55

ردسالان؛‌مصدومیت‌بزرگسالان‌در‌مقایسه‌با‌خ/فوت(‌ریسک نسبی)نسبت ریسک 
0.371

0.55
= 0.6742

(X)سن 
:‌خردسال

0

:‌بزرگسال
1

جمع

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

45755800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

شانسوریسک

بت‌به‌برای‌بزرگسالان‌نسمصدومیت‌/فوتاحتمال‌:‌تفسیر❖
.کمتر‌است%‌32.6خردسالان‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکبرایاطمینانفاصله❖

.می‌باشدمعیارانحرافنیازمنداطمینانفاصلهمحاسبه

کرد؛حسابزیرصورتبهمی توانراریسکنسبتمعیارانحرافلگاریتم2*2جدولدر

:ریسکنسبتلگاریتمآوردیم؛دستبه0.6742بابرابرراریسکنسبتقبلا

:نرمالتوزیعفرضبااطمینانفاصله

:ریسکنسبتلگاریتمبرایدرصدی95اطمینانفاصله

:ریسکنسبتبرایدرصدی95اطمینانفاصله

شانسوریسک

ln 𝑆𝐸 𝐼𝑅𝑅 = 𝑙𝑛
1

𝐷
+

1

𝐵 + 𝐷
+

1

𝐶
+

1

𝐴 + 𝐶
= 𝑙𝑛

1

445
+

1

1200
+

1

55
+

1

100
= 0.1768

(X)سن 

جمع1:‌بزرگسال0:‌خردسال

وضعیت 
(Y)مصدومیت 

045755800:‌بدون‌مصدومیت

:‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

ln 0.6742 = −0.3942

𝑅𝑅 ± 𝑍 ൗ𝛼
2

𝑆𝐸 (𝐼𝑅𝑅)

−0.3942 ± 1.96∗ 0.1768 (−0.741 , −0.048)

𝑒−0.741 , 𝑒−0.048 = (0.477 , 0.954)
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ریسکتفاضل❖

.استریسکمطلقکاهشبیانگرریسکتفاضل

.می‌گیریمدرنظر«ریسککاهشمعیار»عنوانبهراتفاضلاین

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتریسک
445

1200
= 0.371

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتریسک
55

100
= 0.55

:ریسکتفاضل

0.371 − 0.55 = −0.179

.استخردسالانازکمتر%18حدودبزرگسالانمصدومیت/فوتنرخ:تفسیر❖

(X)سن شانسوریسک

جمع1:‌بزرگسال0:‌خردسال

وضعیت 
(Y)مصدومیت 

045755800:‌بدون‌مصدومیت

:‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع
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ریسکنسبت❖

o؛تصادفدرمصدومیت/فوتریسکمثال

.را‌درنظر‌بگیریدمتغیر سه سطحی اکنون‌یک‌

.یمدر اینجا باید یک ستون را به عنوان مبنا انتخاب کن•

.انتخاب می کنیممرجعبزرگسال را به عنوان : 3ستون •

(میانسال)2برای گروه مصدومیت /فوتنسبت ریسک 

(خردسال)1برای گروه مصدومیت /فوتنسبت ریسک 

(X)سن 

جمع2:‌بزرگسال1:‌میانسال0:‌خردسال

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

120160520800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

200120180500

3202807001300جمع

120
280
180
700

= 1.6667

200
320
180
700

= 2.4305

شانسوریسک



43
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(بخت)شانسنسبت❖

شانس وقوع یک واقعه برابر است با احتمال وقوع آن تقسیم بر احتمال عدم وقوع آن؛

Pاحتمال وقوع است.

:را‌مدل‌می‌کنیم(‌Odds)در‌مدل‌رگرسیون‌لوجستیک‌در‌واقع‌لگاریتم‌بخت‌: توجه

Xمقایسه‌می‌کنیم،‌نسبت‌بین‌شانس‌وقوع‌(‌X)وقتی‌شانس‌وقوع‌را‌در‌هر‌سطحی‌از‌عامل‌ریسک‌ = Xبا‌شانس‌وقوع‌1

= است؛«‌Odds Ratio (OR)نسبت شانس »معروف‌به‌0

Xوقتی‌که‌احتمال‌❖ = خیلی‌نسبت ریسک و‌نسبت شانس ،‌‌آنگاه‌(0.1مثلا‌کمتر‌از‌)کوچک‌باشد‌(‌𝑝0یعنی‌) 0

.نزدیک‌به‌هم‌خواهند‌بود

وقوع شانس =
𝒑

𝟏 − 𝒑

شانسوریسک

𝑌𝑖 = logit(p𝑖) =  Ln (
p𝑖

1 − p𝑖
)=Ln (𝑂𝑑𝑑𝑠𝑖)= 𝐱𝐢

′𝛃= β1+β2X2i+…+βkXki

𝑂𝑅 =

𝑝1
1 − 𝑝1

𝑝0
1 − 𝑝0

=
𝑝1(1 − 𝑝0)

𝑝0(1 − 𝑝1)
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(بخت)شانسنسبت❖

شانسوریسک

Y)شانس وقوع = Xبرای‌‌(‌1 = برابر‌است‌با؛‌1

𝑝1

1 − 𝑝1
=

𝐷
𝐵 + 𝐷

𝐵
𝐵 + 𝐷

=
𝐷

𝐵

Y)شانس وقوع = Xبرای‌‌(‌1 = برابر‌است‌با؛0

Y)وقوعنسبت شانس = Xبرای‌(‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = برابر‌است‌با؛ 0

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

OR=

𝐷
𝐵
𝐶
𝐴

=
𝐷𝐴

𝐶𝐵

𝑝0

1 − 𝑝0
=

𝐶
𝐴 + 𝐶

𝐴
𝐴 + 𝐶

=
𝐶

𝐴
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(بخت)شانسنسبت❖

شانسوریسک

Y)وقوعنسبت شانس = Xبرای‌(‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = 0

OR=

𝐷
𝐵
𝐶
𝐴

=
𝐷𝐴

𝐶𝐵

Yتعداد‌مواردی‌که‌)حاصلضرب‌: صورت کسر = Xو1 = Yتعداد‌مواردی‌که‌)*(‌ 1 = Xو0 = 0 )

Yتعداد‌مواردی‌که‌)حاصلضرب‌: مخرج کسر = Xو1 = Yتعداد‌مواردی‌که‌)*(‌ 0 = Xو0 = 1 )

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

ریسکنسبت  = IRR=
𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷
IRR=

𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷
=

𝑂𝑅 +
𝐷
𝐵

1 +
𝐷
𝐵

صورت‌و‌مخرج‌
CBتقسیم‌بر‌
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شانسنسبت❖

شانسوریسک

مصدومیت در تصادف؛/فوتشانسمثال 

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتشانس
445

775
= 0.5894

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتشانس
55

45
= 1.222

مصدومیت‌بزرگسالان‌در‌مقایسه‌با‌خردسالان؛‌/فوتنسبت شانس

؛‌بزرگسالانمصدومیت‌خردسالان‌در‌مقایسه‌با‌/فوتنسبت شانس

.مصدومیت‌بزرگسالان‌است/فوتشانس‌برابر2ِمصدومیت‌خردسالان‌بیش‌از‌/فوتشانس‌:‌تفسیر

(X)سن 
:‌خردسال

0

:‌بزرگسال
1

جمع

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

45755800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

𝑂𝑅 =
0.5894

1.222
= 0.48224

𝑂𝑅 =
1.222

0.5894
=

1

0.48224
= 2.07

ردسالان؛‌خمصدومیت/فوتریسکنسبت‌به‌مصدومیت‌بزرگسالان‌/فوتریسک: نسبت ریسک
0.371

0.55
= 0.6742



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس



48
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثلاً؛.داردحالتدوازبیشبررسی،موردپدیدهکهشرایطی❖

oآلترناتیو،مسیر3بینازشدهانتخابمسیر

o(فوتیشدید،جرحیخفیف،جرحیخسارتی،صرفاً)تصادفنوع

o(شخصیخودرومترو،اتوبوس،تاکسی،)انتخابیقلحمل ونشیوه

o...؟

oسطوحازیکیشرایطایندر(Y=0) مقایسهآنباراسطوحبقیهوگرفته،درنظرمرجععنوانبهرا
.می کنیم

oمی کنیماستفادهپدیده هااینبررسیبرایچندگانهلوجیتمدلاز.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

گانهسهلوجیتمدل❖

oکنیدفرضpداریمتوصیفیمتغیر.

𝐱𝒊
′ =  X1i X2i ⋯ Xpi ; X1i= 1

.می‌کنیمتعریفزیرصورتبهراY=1برایلوجیتتابع

g1 𝐱𝒊
′ = 𝑙𝑛

𝑃 𝑌 = 1 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ = β11+β12X2i+…+β1𝑝Xpi + ui = 𝐱𝒊

′𝛃𝟏

.می‌کنیمتعریفزیرصورتبهراY=2برای

g1 𝐱𝒊
′ = 𝑙𝑛

𝑃 𝑌 = 2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ = β21+β22X2i+…+β2𝑝Xpi + ui = 𝐱𝒊

′𝛃𝟐

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

گانهسهلوجیتمدل❖

oاز؛استعبارتپیامدهربرایشرطیاحتمال های

می‌کنیم؛استفادهزیرنام‌گذاری‌هایازاختصار،وسادگیبرای

𝜋𝑗 𝐱𝒊
′ = 𝑃 𝑌 = 𝑗 𝐱𝒊

′ =
𝑒g𝑗 𝐱𝒊

′

σ𝒌=𝟎
𝟐 𝑒g𝑘 𝐱𝒊

′  ;  𝑗 = 0,1,2 ; g0 𝐱𝒊
′ = 𝟎

′𝛃بردارازتابعیاحتمالهربنابراین، = (𝛃𝟏
′  , 𝛃𝟐

′ .است2pبابرابرضرایبتعدادکهاست؛(

.می‌شودبرآورددرستنماییحداکثرروشبامدلاینضرایب

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ =

1

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 1 𝐱𝒊
′ =

𝑒g1 𝐱𝒊
′

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 2 𝐱𝒊
′ =

𝑒g2 𝐱𝒊
′

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′
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گانهسهلوجیتمدل❖

oمی شود1و0شاملیکهرکهمی سازیمدوتاییمتغیرسهدرستنمایی،تابعتشکیلبرای.

oندارداربردیکلوجیتمدلتفسیردرومی‌کنیماستفادهدرستنماییتابعتشکیلبرایفقطرامتغیرهااین:توجه.

oمی‌شوند؛تعریفروبروصورتبهمتغیرها

oباشد؛1بابرابربایدمتغیرهااینجمع

oدرستنماییتابع(برایnمستقلمشاهده)؛

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌 = 0                    𝑌0 =1 ,  𝑌1 = 0 ,  𝑌2 = 0 

𝑌 = 1                    𝑌0 =0 ,  𝑌1 = 1 ,  𝑌2 = 0 

𝑌 = 2                    𝑌0 =0 ,  𝑌1 = 0 ,  𝑌2 = 1 

෍

𝒋=𝟎

𝟐

𝒀𝒋 = 𝟏

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

 𝜋0(𝐱𝒊
′)𝒀𝟎𝒊𝜋1(𝐱𝒊

′)𝒀𝟏𝒊𝜋2(𝐱𝒊
′)𝒀𝟐𝒊
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شانسنسبت❖

oتصادفیمتغیربرایحالت3کنیدفرضYاز،عبارتندکهاست؛متصور

𝑌 = 𝑗 = .می‌کنیممقایسهآنبارادیگرحالتدووگرفتهنظردرمرجعحالتعنوانبهرا0

𝑃(𝑌درتغییرموجبکندتغییرXاگر = 𝑗)می‌شود.

آنگاه؛.باشدX=aکنیدفرض

𝑋 = 𝑎 ቊ
𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎  
𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎  ;  𝑗 = 1,2

𝑃ازتغییرمعنایبهاحتمالدرتغییربنابراین، 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎به𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎است.

𝑃این‌صورتدر(bبهaازمثلا)کندتغییرXاگرحال 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏داریمرا.

با؛استبرابرشانسنسبتبنابراین،

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌 = 𝑗 ;  𝑗 = 0,1,2 

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
 ;  𝑗 = 1,2
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شانسنسبت❖

با؛استبرابرشانسنسبت

o،پیامدبنابراینY=jبامقایسهدرراY=0ازایبهX=bمقابلدرX=aمی سنجیم.

شد؛خواهدمحاسبهزیرصورتبهشانسنسبتباشد؛داشتهرا1و0دوگانهمقادیرصیفیتومتغیراگر

𝑂𝑅𝑗 0,1 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 1 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 1

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 0 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 0
 ;  𝑗 = 1,2

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
 ;  𝑗 = 1,2
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؛داریمراYوXمتغیردوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثال❖

.داریملوجیتمدلدوباشد،داشتهوجودپیامدسهوقتی

لگاریتمبابرابر(لوجیتتابعهربراییکی)برآوردشدهضریبدوکهمی کنیمتعریفگونه ایبهراتوابعاین
.می آیددستبهY=0وY=jطبقه بندیازکهباشند2*2جدولهربرایشانسنسبت

Y=0می‌گیریمدرنظرمرجععنوانبهرا.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
OR

جمع01

(Y)

080171251𝐎𝐑𝟎 = 𝟏

125105130𝐎𝐑𝟏 = 𝟏. 𝟗𝟔𝟓

215104119𝐎𝐑𝟐 = 𝟑. 𝟐𝟒𝟒

120380500جمع

𝐎𝐑𝟏 =

𝟏𝟎𝟓
𝟏𝟕𝟏
𝟐𝟓
𝟖𝟎

= 𝟏. 𝟗𝟔𝟓

𝐎𝐑𝟐 =

𝟏𝟎𝟒
𝟏𝟕𝟏
𝟏𝟓
𝟖𝟎

= 𝟑. 𝟐𝟒𝟒



55
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثال؛❖

داریم؛رازیراحتمال هایدیگر،طرفاز

؛bبهaازXتغییرازایبهمی دهیم،نشان𝑂𝑅1باکهY=1برایشانسنسبت

g1اگر 𝑿بابرابرg1 𝑋 = 𝛼1 + 𝛽1𝑋،با؛استبرابرشانسنسبتآنگاه،باشد

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
=

𝑒g1 𝑿=𝒃

𝑒g1 𝑿=𝒂
= 𝑒g1 𝑿=𝒃 −g1 𝑿=𝒂  ;  𝑗 = 1,2

𝑃(𝑌 = 0) =
1

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑃(𝑌 = 1) =
𝑒g1 𝑿

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑃(𝑌 = 2) =
𝑒g2 𝑿

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼1+𝛽1𝒃)−(𝛼1+𝛽1𝒂) = 𝑒𝛽1(𝒃−𝒂) فقط‌دو‌Xمتغیر‌:‌حالت‌خاص
X=0,1:‌مقدار‌داشته‌باشد 𝑂𝑅1 0,1 = 𝑒𝛽1
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کلی؛حالتدر

g𝑗اگر 𝑿بابرابرg𝑗 𝑋 = 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗𝑋با؛استبرابرشانسنسبتآنگاه،،(باشدتک‌متغیرهمعادله)باشد

با؛استبرابرکلیحالتدرشانسنسبتبنابراین،

Δ𝑋)باشدX=0,1کهدرحالتی = 𝑏 − 𝑎 = بااستبرابر(෢𝑂𝑅𝑗)شانسنسبتبرآورد(1

oشدهبرآوردشیبِضریبحالت،ایندریعنی(لوجیتمدلبرایj)استشانسلگاریتمبابرابر.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼1+𝛽1𝒃)−(𝛼1+𝛽1𝒂) = 𝑒𝛽1(𝒃−𝒂)

𝑂𝑅2 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼2+𝛽2𝒃)−(𝛼2+𝛽2𝒂) = 𝑒𝛽2(𝒃−𝒂)

فقط‌دو‌Xمتغیر‌:‌حالت‌خاص
X=0,1:‌مقدار‌داشته‌باشد

𝑂𝑅1 0,1 = 𝑒𝛽1

𝑂𝑅2 0,1 = 𝑒𝛽2

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑒g𝑗 𝑿=𝒃 −g𝑗 𝑿=𝒂

෢𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑒
෡𝛽𝑗 لگاریتم‌گیری 𝑙𝑛 ෢𝑂𝑅𝑗 = መ𝛽𝑗
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اطمینان؛فاصلهبرآورد

መ𝛽𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

෢𝑂𝑅𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

መ𝛽𝑗 ± 1.96 𝑆𝐸( መ𝛽𝑗)

𝐸𝑥𝑝( መ𝛽𝑗 ± 1.96 𝑆𝐸 መ𝛽𝑗 )
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روبرو،جدولداده‌هایازکنیدفرض:مثال
است؛شدهبرآوردزیرمدل‌های

𝑂𝑅𝑗رابطهباORمقادیر = 𝑒𝛽𝑗می‌آیددستبه.

با؛استبرابرضرایبمعیارانحراف

فراوانی‌هامعکوسمجموعجذر

:෢𝑂𝑅𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

مدل 
لوجیت

ضرایبمتغیر
برآورد 
ضرایب

انحراف معیار 
ضرایب

نسبت 
شانس

95فاصله اطمینان 
برای نسبت شانس

1
𝛼1-1.1250.225ثابت

1.9651.177 , 3.276
X𝛽10.6750.261

2
𝛼2-1.5450.25ثایت

3.2441.1774 , 5.922
X𝛽21.1770.308

𝑆𝐸 ෠𝛽1 =
1

80
+

1

171
+

1

25
+

1

104
= 0.261

𝑂𝑅1 ∶  𝐸𝑥𝑝 መ𝛽1 ± 1.96 𝑆𝐸 መ𝛽1 = (1.177 , 3.276)

(X)
OR

جمع01

(Y)

080171251𝑂𝑅0 = 1

125105130𝑂𝑅1 = 1.965

215104119𝑂𝑅2 = 3.244

120380500جمع
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باشدداشتهوضعیتدوازبیشXکهحالتی❖

oرمتغیدوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثال
XوY؛داریمرا

.می‌گیریمدرنظرمرجععنوانبهراX=0وY=0حالت

می آید؛دستبهزیرصورتبهشانس هانسبت

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
جمع0123

(Y)

0305060100240
115305040135
25204060125

50100150200500جمع

𝐎𝐑𝟏 𝟏, 𝟎 =

𝟑𝟎
𝟓𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟏. 𝟐

𝐎𝐑𝟏 𝟐, 𝟎 =

𝟓𝟎
𝟔𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟏. 𝟔𝟕

𝐎𝐑𝟏 𝟑, 𝟎 =

𝟒𝟎
𝟏𝟎𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟎. 𝟖

𝐎𝐑𝟐 𝟏, 𝟎 =

𝟐𝟎
𝟓𝟎
𝟓

𝟑𝟎

= 𝟐. 𝟒

𝐎𝐑𝟐 𝟐, 𝟎 =

𝟒𝟎
𝟔𝟎
𝟓

𝟑𝟎

= 𝟒

𝐎𝐑𝟐 𝟑, 𝟎 =

𝟔𝟎
𝟏𝟎𝟎

𝟓
𝟑𝟎

= 𝟑. 𝟔
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باشدداشتهوضعیتدوازبیشXکهحالتی❖

oمتغیردوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثالX

؛داریمراYو

توانبهeبااستبرابرشانسنسبتدیگر،طرفاز
لوجیترگرسیونضریب

j حالت هایYوiحالت هایXمی دهدنشانرا.

(متغیرهاسایرماندنثابتو)Xمتغیردرافزایشواحدیکازایبه
می یابدافزایش𝑒𝛽𝑗𝑖میزانبهپایه،حالتبهنسبتjپیامدوقوعبخت

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
جمع0123

(Y)

0305060100240
115305040135
25204060125

50100150200500جمع

𝑂𝑅𝑗 𝑖, 𝑜 = 𝑒𝛽𝑗𝑖  ;  𝑗 = 1,2 ;  𝑖 = 1,2,3
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شانسنسبتدوبرابریآزمون❖

:شانسنسبتدوبرابریصفرفرضیه

:استزیرفرضیهآزمونمعادلفرضیهاین

می کنیم؛استفادهلوجیترگرسیونمعادلاتشیبدوبینتفاضلرابطهاز

ی کند؛مپیرویزیرواریانسومیانگینبانرمالتوزیعازتفاضلاینآنگاهباشد،درستصفرفرضیهاگر

𝐸 ෠𝛽2− ෠𝛽1 = 𝛽2 − 𝛽1 

𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽2− ෠𝛽1 = 𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽2 − 𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽1 − 2𝐶𝑎𝑣 ෠𝛽1, ෠𝛽2

می کنیمتعریفروبروصورتبهراtآماره

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝐻0: 𝑂𝑅1 = 𝑂𝑅2 𝐻0: 𝑂𝑅1 − 𝑂𝑅2 = 0

𝐻0:
𝑂𝑅1

𝑂𝑅2
= 1 𝐻0: ln(𝑂𝑅1) = ln(𝑂𝑅2)یا

ln( ෢𝑂𝑅2) − ln( ෢𝑂𝑅1) = መ𝛽2- መ𝛽1

𝑡 =
መ𝛽2− መ𝛽1

𝑣𝑎𝑟( መ𝛽2− መ𝛽1)
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شانسنسبتدوبرابریآزمون❖

𝛽2)برایدرصدی95اطمینانفاصله − 𝛽1)

آنگاهباشد،𝐿2و𝐿1بابرابراطمینانفاصلهاینپایینوبالاحداگر

𝑂𝑅1تفاضلبرایدرصدی95اطمینانفاصله − 𝑂𝑅2با؛استبرابر

:سوال

ندارند؟معناداریتفاوت𝑂𝑅2و𝑂𝑅1می گوییمصورتیچهدر

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

( መ𝛽2 − መ𝛽1) ± 1.96 𝑉𝑎𝑟( መ𝛽2 − መ𝛽1)

(𝑒𝐿1  , 𝑒𝐿2)
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لوجیترگرسیونشیببودنمعنادارآزمون❖

oلوجیترگرسیونشیببودنمعنادارآزمونبرای(ضریبX)می کنیماستفادهدرستنمایینسبتاز.

oاست؛رگرسیوندومقایسهبامعادلآزموناین

oشاملکهرگرسیونیX(غیرمقیدرگرسیون)است

oفاقدکهرگرسیونیX(مقیدرگرسیون)است

.می دهیمانجاملوجیتمدل هایازیکهربرایراکاراین

.می دهیمنشان𝑳𝟏بارادرستنمایینسبتغیرمقید،رگرسیونبرای▪

.می دهیمنشان𝑳𝟎بارادرستنمایینسبتمقید،رگرسیونبرای▪

:𝐻0:صفرفرضیه 1لوجیترگرسیونبرایمثلا.استصفرXضریب:صفرفرضیه 𝛽1 = 0

.می کندپیرویآزادریدرجه2با𝝌𝟐توزیعاز(زیررابطه)𝛌درستنمایینسبتصفر،فرضیهبودندرستدرصورت

𝑘بابرابرآزادیدرجهباشد،kبابرابرXمتغیرگروه‌هایتعدادوsبابرابروابستهمتغیرحالت‌هایتعداداگرکلی،درحالت − 1 𝑠 − .است1

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝛌 = −𝟐(𝑳𝟎 − 𝑳𝟏)



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس
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کنند؛استفادهوسیله نقلیهچهارازمی توانندروزانهوآمدرفتبرایافرادکنیدتصور❖

oشخصیخودرو
oتاکسی
oاتوبوس
oمترو

j=1,2,3,4استگزینهچهاردارایiفردبنابراین

آنگاه؛باشد،iفردانتخاببیانگر𝑌𝑖اگر

𝑌𝑖باشد1،2،3،4مقدارچهارشاملمی تواند:

.داردiفردخصوصیاتبهبستگیjگزینهانتخاباحتمال

شغل،سن،درآمد،مانندمتغیرهاییشاملدهیم،نشانxباراiفردانتخاببرایتوصیفیمتغیرهایبرداراگر

.بودخواهدغیرهوجنسیت

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌𝑖1 = 1        , 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖3 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖2 = 1 ,  𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖3 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖3 = 1 ,  𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖4 = 1        ,             𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖3 =0
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شغل،سن،درآمد،مانندمتغیرهاییشاملدهیم،نشانxباراiفردانتخاببرایتوصیفیمتغیرهایبرداراگر

.بودخواهدغیرهوجنسیت

می کنیم؛تعریفزیرصورتبهراچندگانهلوجیتمدلیکحالت،ایندر

ه هاگزینویژگی هایبهتوجهیهیچودارند،اهمیتکهاستفردیویژگی هایفقطاینجادرکهشودتوجه

.نداریم(حمل ونقلیشیوهویژگی هایاینجادر)

.دهیمقرارمدلدروننیزگزینه هاخاصویژگی هایبخواهیمکنیدفرضاکنون

.استمتفاوتموردنظر،گزینه هایبرای(𝑇𝑖𝑗)سفرزمانو(𝐶𝑖𝑗)هزینهمتغیردوکنیدفرضمثلا

.گزینه هاستویژگی هایبراساسiفردبرایگزینههرانتخابوتصمیم گیریترتیب،بدین

.است(Conditional Logit)شرطیلوجیتمدلبهمعروفمدلیچنین❖

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜋𝑗 𝐱𝒊
′ = 𝑃 𝑌 = 𝑗 𝐱𝒊

′ =
𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝑗

σ𝒋=𝟏
𝟒 𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝑗
 ;  𝑖 = 0,1, … , 𝑛
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مثلا)باشدافرادسایربامتفاوتiفردبرایمی تواند(jگزینههزینهمثلا)jگزینهویژگی هایکهشودتوجه

(دانش آموزانبرایتخفیفیاوشهریمختلفمناطقدراتوبوسمتفاوتقیمت

𝐶𝑖𝑗آنگاهباشد،یکسانافرادتمامبرایقیمت هااگر = 𝐶𝑗شدخواهد.

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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.باشدگزینهmبینانتخاببیانگر𝑌𝑖کهکنیدتصور

.می گیریمنظردرiفردبرایjگزینهانتخابمطلوبیترا𝑈𝑖𝑗دیگر،طرفاز

𝑈𝑖𝑗استجزءدوشاملکهاستتصادفیمتغیریک:

𝑉𝑖𝑗غیرتصادفیجزء

𝜀𝑖𝑗تصادفیجزء

.دارداوبرایرامطلوبیتبیشترینکهمی‌کندانتخابراگزینه‌ایومی‌کندعملعاقلانهفرد:فرض

.باشد(𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚)بینازمقداربزرگترینبابرابر𝑈𝑖𝑗کهمی‌شودانتخابدرصورتیjگزینهپس

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 𝑌𝑖 = 𝑗 = 𝑃(𝑈𝑖𝑗 = max 𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚 )

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝑉𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗
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از؛عبارتستکهاست،گامبلچگالیتابعدارای𝜀𝑖𝑗تصادفیمتغیرکهمی شودثابتمبنا،اینبر

از؛عبارتستiفردتوسطkوjگزینهدومقایسهبرای𝑝𝑖𝑗دیگر،طرفاز

𝜀𝑖𝑘تفاضلاینکهاحتمالیعنی − 𝜀𝑖𝑗ازکوچکتر𝑉𝑖𝑗 − 𝑉𝑖𝑘باشد.

آنهالتفاضکهمی شودثابتمی کنند،پیرویگامبلتوزیعازکههستندتصادفیمتغیردو𝜀𝑖𝑘و𝜀𝑖𝑗چون

𝜀𝑖𝑗یعنی) − 𝜀𝑖𝑘)می کندپیرویلوجستیکتوزیعاز.

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑓 𝜀𝑖𝑗 = 𝑒−𝜀𝑖𝑗𝑒−𝑒
𝜀𝑖𝑗

= 𝑒(−𝜀𝑖𝑗−𝑒
𝜀𝑖𝑗)

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 𝑌𝑖 = 𝑗 = 𝑃 𝑈𝑖𝑗 ≥ 𝑈𝑖𝑘

 = 𝑃 𝑉𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗  ≥ 𝑉𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑘

 = 𝑃(𝜀𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑘 ≥ 𝑉𝑖𝑘 − 𝑉𝑖𝑗) = 𝑃(𝜀𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑗 ≤ 𝑉𝑖𝑗 − 𝑉𝑖𝑘)

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝑉𝑖𝑗−𝑉𝑖𝑘

1 + 𝑒𝑉𝑖𝑗−𝑉𝑖𝑘
=

𝑒𝑉𝑖𝑗

𝑒𝑉𝑖𝑗 + 𝑒𝑉𝑖𝑘
=

𝑒𝑉𝑖𝑗

σ𝑗=1
2 𝑒𝑉𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝑉𝑖𝑗

σ𝑘=1
𝑚 𝑒𝑉𝑖𝑘

:حالت‌کلی

با‌𝑈𝑖𝑗مقایسه‌
(𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚)
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داشت؛خواهیمکنیم،تعریفگزینه هاویژگی هایحسببررا𝑉𝑖𝑗اگر

زینه هاست،گازحاصلمطلوبیتمقایسهوتصادفیمطلوبیتنظریهشرطی،لوجیتمدلپایهکهآنجااز:نکته

.استشدهبیانگزینه هامطلوبیتتفاضلبرحسب𝑝𝑖𝑗و

جداگانهصورتبهها𝛼𝑗ازیکهربرآوردامکانوکنیم؛حسابرا«ها𝛼𝑗تفاضل»می توانیمفقطبنابراین،

.نیست

درصفربابرابرونمودنرمال سازیرا𝛼1می توانبگیریم،نظردرمبناعنوانبهرا1گزینهاگراساس،اینبر

.نمودبرآوردها𝛼𝑗بقیهسپس،گرفت؛نظر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉𝑖𝑗 = 𝐱𝒊
′𝛃 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝛼𝑗+𝛽1𝐶𝑖𝑗+𝛽2𝑇𝑖𝑗

σ𝑗=1
4 𝑒𝛼𝑗+𝛽1𝐶𝑖𝑗+𝛽2𝑇𝑖𝑗
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نیازموردداده‌های❖

مواجه(Discrete Choice Experiment)گسستهانتخابآزمایشیاتجربهمسألهباشرطیلوجیتمدلدر
.هستیم

.استافرادترجیحاتبهمربوطحوزهایندرموردنیازداده های

oاست؛استفادهوجمع آوریقابلدادهنوعدومبنا،اینبر

یواقعی(رفتارها)انتخاب هادهندهنشانبنابراین،ومی شود؛جمع آوریمستقیمطوربهکهداده هایی-1
.داده اندنشانخودازواقعیشرایطدرکهاستافراد

گردآوری:مثلا.می شوداستفاده(Revealed preferences)«آشکارشدهترجیحات»ازحالتایندر
.غیرهوتاکسیاتوبوس،مترو،ازاستفادهواقعیداده های

ارقرموردنظرموقعیتدررافردمنظور،اینبرای.می شوندگردآوریپرسشنامهطریقازکهداده هایی-2
.می گرددسوالترجیحاتشخصوصدراوازسپسوداده

مختلفسناریوهایزیر(Stated preferences)«شدهبیانیااظهارشدهترجیحات»ازحالتایندر
مورددرومی دهیمقراراتوبوسوشخصیخودروبینانتخابموقعیتدررافردمثلا.می شوداستفاده

.می پرسیممختلفیسوالاتجابجاییزمانکاهشبانسبتدرهزینهپرداختبهتمایل

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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𝜀𝑖𝑗مورددرمفروضات❖

.هستندمستقل(i)مشاهداتمیاندرهم(j)گزینه هامیاندرهمها𝜀𝑖𝑗می شودفرض

.هستندگامبلتوزیعدارایمی شودفرضوبودهiidها𝜀𝑖𝑗بنابراین،

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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شرطیلوجیتمدلبرآورد❖

MLEروشازاستفادهباشرطیلوجیتمدلبرآورد

با؛استبرابرiفردبرایگزینه هاانتخاباحتمال

؛ازعبارتستدرستنماییتابعداریم،گزینهmوفردnچون

؛ازعبارتستدرستنماییتابعلگاریتم

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝐿𝑖 = 𝑃 𝑌𝑖1 = 1, 𝑌𝑖2 = 0, … 𝑌𝑖𝑚 = 0  
 × 𝑃 𝑌𝑖1 = 0, 𝑌𝑖2 = 1, … 𝑌𝑖𝑚 = 0

 × ⋯ × 𝑃 𝑌𝑖1 = 0, 𝑌𝑖2 = 0, … 𝑌𝑖𝑚 = 1 = ෑ

𝑗=1

𝑚

𝑝𝑖𝑗
𝒀𝒊𝒋

𝐿 = 𝐿1 × 𝐿2 × ⋯ × 𝐿𝑛 = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝐿𝑖 = ෑ

𝑖=1

𝑛

ෑ

𝑗=1

𝑚

𝑝𝑖𝑗
𝒀𝒊𝒋

𝑙 = ln 𝐿 = ෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑚

𝑌𝑖𝑗 𝑙𝑛 𝑝𝑖𝑗
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

می گیریم؛مشتق𝑋𝑖𝑗بهنسبت 𝑝𝑖𝑗از،(jگزینهانتخاباحتمالبر)𝑋𝑖𝑗درتغییرنهاییاثراتمحاسبهبرای

𝛽متغیرضریب𝑋است.

می گیریم؛مشتق𝑋𝑖𝑘بهنسبت 𝑝𝑖𝑗از،(jگزینهانتخاباحتمالبر)𝑋𝑖𝑘درتغییرنهاییاثراتمحاسبهبرای

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝜕 X𝑖𝑗
=

𝜕 𝑝𝑖𝑗

𝜕 X𝑖𝑗
= 𝑝𝑖𝑗(1 − 𝑝𝑖𝑗)𝛽

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝜕 X𝑖𝑘
=

𝜕 𝑝𝑖𝑗

𝜕 X𝑖𝑘
= −𝑝𝑖𝑗𝑝𝑖𝑘𝛽
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

عبارتستیشخصوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرشخصی،وسیله نقلیه(قیمت)هزینهدرتغییراثرمثال؛
از؛

𝛽1متغیرضریبC𝑖𝑗است.

از؛عبارتستشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرتاکسی،(قیمت)هزینهدرتغییراثر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕 C𝑖1
= 𝑝𝑖1(1 − 𝑝𝑖1)𝛽1

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕C𝑖2
= −𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝛽1
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

از؛بارتستعشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرشخصی،وسیله نقلیهسفرزماندرتغییراثرمثال؛

𝛽2متغیرضریبT𝑖𝑗است.

از؛عبارتستشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرتاکسی،سفرزماندرتغییراثر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕 T𝑖1
= 𝑝𝑖1(1 − 𝑝𝑖1)𝛽2

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕T𝑖2
= −𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝛽2
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مثال،❖

مطلوبست؛.استشدهبرآوردزیرصورتبهشهریکدرحمل ونقلاصلیشیوه هایمطلوبیتمدل

.(شیوههرانتخاباحتمال)جدولدرموجودداده هایازاستفادهباجابجاییشیوههرسهمبرآورد(الف

تغییریچهحمل ونقلیشیوههرسهمیابد،افزایشسفرهربرایریالهزار10پارکینگهزینهاگر(ب
می کند؟

𝐶𝑗:حمل ونقلیشیوههزینهj(ریالصدبرحسب)

𝑇𝑗:حمل ونقلیشیوهباسفرزمانj(دقیقهبرحسب)

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉1 = −0.3 − 0.002𝐶1 − 0.05𝑇1

𝑉2 = −0.35 − 0.002𝐶2 − 0.05𝑇2

𝑉3 = −0.4 − 0.002𝐶3 − 0.05𝑇3

زمان‌سفر(هزار‌ریال)هزینهشیوه‌حمل‌ونقلی
1325خودرو‌شخصی

7.535اتوبوس
940مترو
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شانسنسبت❖

با؛استبرابر(نسبیاحتمال)شانسنسبت

با؛استبرابرشانسنسبتلگاریتملگاریتم گیری،با

داریم؛آنگاهکند،تغییرC𝑖𝑗فقطاگرحمل ونقل،مسألهدرمثالبرای

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅 =
𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝑃(Y𝑖 = 𝑘)
=

𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑘
=

𝑒𝐱𝒊𝒋
′ 𝛃

𝑒𝐱𝒊𝒌
′ 𝛃

= 𝑒(𝐱𝒊𝒋
′ −𝐱𝒊𝒌

′ )𝛃

ln 𝑂𝑅 = (𝐱𝒊𝒋
′ − 𝐱𝒊𝒌

′ )𝛃

ln 𝑂𝑅 = ln
𝑒𝛼1+𝛽1𝐶𝑖1+𝛽2𝑇𝑖1

𝑒𝛼2+𝛽1𝐶𝑖2+𝛽2𝑇𝑖2
= 𝛼1 − 𝛼2 + 𝛽1 𝐶𝑖1 − 𝐶𝑖2 + 𝛽2(𝑇𝑖1 − 𝑇𝑖2)
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(Marginal Rate of Substitution (MRS))جانشینینهایینرخ❖

.استجانشینینهایینرختحلیلومحاسبهشرطی،لوجیتمدلازحاصلتحلیل هایازدیگریکی

.استمطلوبیتماندنِثابتازایبهگزینه هادرتغییربیانگرجانشینینهایینرخ

بگیرید،درنظررازیرمدلحمل ونقلمثالدر

دهیم؛میارقرصفربابرابروکردهحسابشده،صرفزماندرتغییروحمل‌ونقلهزینهدرتغییرازایبهرامطلوبیتتغییرات

با؛استبرابرجانشینینهایینرخ

𝛽2واست،(شدهصرفزمان)غیرپولیگزینهیکاثربیانگر𝛽1(حمل ونقلهزینه)پولیگزینهیکاثربیانگر

(ختپردابهتمایل)هزینهبهچقدرشود،کاستهشدهصرفزماندرواحدیکاگرکهاستآنبیانگر𝑀𝑅𝑆 نسبت

𝛽2بااستبرابرکه؛(کندتغییرمطلوبیتآنکهبدون)شدخواهداضافه

𝛽1

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗

Δ𝑈𝑖𝑗 = 𝛽1Δ𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2Δ𝑇𝑖𝑗 = 0

𝑀𝑅𝑆 = −
Δ𝐶𝑖𝑗

Δ𝑇𝑖𝑗
=

𝛽2

𝛽1
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جانشینینهایینرخ❖

با؛استبرابرجانشینینهایینرخ

𝛽2واست،(شدهصرفزمان)غیرپولیگزینهیکاثربیانگر𝛽1(حمل ونقلهزینه)پولیگزینهیکاثربیانگر

بهتمایل)هزینهبهچقدرشود،کاستهشدهصرفزماندرواحدیکاگرکهاستآنبیانگر𝑀𝑅𝑆 نسبت

𝛽2بااستبرابرکهشد؛خواهداضافه(پرداخت

𝛽1

نوشت؛می تواننیزروبروصورتبهرا𝑀𝑅𝑆رابطه

.استشدهصرفزماندرتغییربابتهزینهپرداختبهتمایلمیزانبیانگررابطهاین

𝛽2اگـرمثلا

𝛽1
= Δ𝑇𝑖𝑗)شدهصرفزمـاندرکـاهشواحـدیکازایبهگفتمی توانآنـگاه1.5 = −1)،

.می دهدرخحمل ونقل،هزینهپرداختبهتمایلدرافزایش50%

.بپردازدتومان1500استحاضرکاربرزمان،درکاهشواحدیکازایبهباشد؛تومان1000قیمتاگریعنی

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑀𝑅𝑆 = −
Δ𝐶𝑖𝑗

Δ𝑇𝑖𝑗
=

𝛽2

𝛽1

Δ𝐶𝑖𝑗 = −
𝛽2

𝛽1
Δ𝑇𝑖𝑗
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(Preference heterogeneity)ترجیحاتدرناهمگونی❖

oانیکسپرداختبهتمایلوترجیحاتدارایمختلف،ویژگی هایباافرادهمهکهبوداینفرضاینجاتا
.هستند

oضرایبدلیلهمینبه𝛽شدگرفتهدرنظریکسانافرادهمهبرای.

o(اشدبمتفاوتمختلف،افرادبرایمتغیریکاهمیتمیزانیعنی)باشندمتغیرمی توانندضرایباین.

o،مثلا𝛽1یابدافزایشدرآمد،افزایشبامی توانداستحمل ونقلهزینهضریبکه.

oمی کنندانتخابراگران ترحمل ونقلشیوهافراددرآمد،افزایشبایعنی.

oکنندانتخابراداردکمتریسفرزمانکهحمل ونقلیشیوهدارندتمایلدرآمد،افزایشبایا.

oتند،هسکمترسفرزمانباحمل ونقلیشیوهانتخابدنبالبهدرآمدافزایشباافرادکهکنیمفرضاگر
.نمودلحاظدرآمد،وشدهصرفزمانِحاصلضربکردنواردباراموضوعاینمی توان

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝛾2𝑇𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗 + ⋯
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ترجیحاتدرناهمگونی❖

𝐼𝑖𝑗فرددرآمدiگزینهکهمی دهدنشانراjمی کندانتخابرا.

.می کنیمبازنویسیروبروصورتبهرامعادلهاین

𝛽2)بابرابر𝑇𝑖𝑗ضریب + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)داردفرددرآمدسطحبهبستگیومی باشد،متغیرکهاست.

بود؛خواهدزیربه𝑈𝑖𝑗باشد،درآمدتابعنیز𝛽1اگر

با؛استبرابر(جانشینینهایینرخ)شدهصرفزمانکاهشبرایپرداختبهتمایلحالت،ایندر

شده،صرفزمانکاهشبرایپرداختبهتمایلیاجانشینینهایینرخبنابراین،

داشتخواهدiفرددرآمدسطحبهبستگی

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝛾2𝑇𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗 + ⋯

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + (𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)𝑇𝑖𝑗 + ⋯

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + +(𝛽1 + 𝛾1𝐼𝑖𝑗) 𝐶𝑖𝑗 + +(𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)𝑇𝑖𝑗 + ⋯

𝑀𝑅𝑆 =
𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗

𝛽1 + 𝛾1𝐼𝑖𝑗
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(Independence of Irrelevant Alternatives (IIA))نامربوطگزینه‌هایاستقلال❖

زینه هایگاستقلالشرطدارایبایدگزینه هامجموعهبینازانتخابکهاستاینشرطیلوجیتمدلالزاماتازیکی

.باشدنامربوط

oکه؛می کندبیاننامربوطگزینه هایاستقلالفرض

.باشدCنامربوطگزینهویژگی هایبهوابستهنبایدBوAگزینهدوبینانتخاب✓

.کنندانتخابشخصیخودروواتوبوسگزینهبینمی توانندافرادکنیدفرضمثلا

ترجیحدرییریتغنبایدباشد،برقرارنامربوطگزینه هایاستقلالفرضاگر،مترومثلاجدید،شیوهیکمعرفیبا

.شودایجادشخصیخودروواتوبوسگزینهدوبینانتخاببرایافرادنسبی

ازبعدبایدنبود؛کردهانتخابرااتوبوسگزینه،شخصیخودروواتوبوسگزینهدوبیننفریکاگریعنی✓

!کندانتخابراشخصیخودروگزینه،متروگزینهمعرفی

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های



84
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Independence of Irrelevant Alternatives (IIA))نامربوطگزینه‌هایاستقلال❖

یعنی،هستند،iidها𝜀𝑖𝑗کهکرده ایمفرضکهشودتوجه

و(افراداستقلال)استهمازمستقلافرادتصمیمات▪

.(گزینه هااستقلال)نیستندهمبهشبیهنیزگزینه ها▪

.می شودنقضگزینه هااستقلالفرضباشند،داشتهشباهتگزینه هااگرامااست،منطقیافراد،تصمیماتاستقلال

با؛استبرابرشانسنسبتلگاریتم،kوjگزینهدوبرای

.(نیستگزینه هاسایرتابعو)استkوjگزینه هایازتابعی𝑂𝑅گزینه هااستقلالفرضبرقراریصورتدرکهمی شودمشاهده

.هستندنامربوطگزینه هاسایر،kوjگزینهدومیانانتخابدربنابراین،

.دنداراهمیتیگزینه هاسایرحضورعدمیاحضورکنیم،بررسیگزینهدواینخصوصدرراiفردترجیحاتمی خواهیموقتییعنی

.نداردگزینه هاسایرویژگی هایبهربطیگزینه،دونسبیاحتمالدیگر،عبارتبه•

.گزینه هاستسایرازمستقلگزینه،دونسبیریسکیا•

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

ln 𝑂𝑅 = ln
𝑃(𝑌𝑖 = 𝑗)

𝑃(𝑌𝑖 = 𝑘)
=  (𝐱𝑖𝑗 − 𝐱𝑖𝑘)′𝛃
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