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محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛گسستهمتغیرهایازخاصیانواع❑

oباشدداشته...،0،1،2قادیرم.

o(انتخابیدو)1و0مقادیر

o(0،1،2،3:گروه4مثلا)محدودمقادیر

مقدمه
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

.باشدروبرومحدودیتباخودمقادیرکردناختیاردراستممکنوابستهمتغیر❑

مثال؛❑

o(وابسته؟متغیر)افراداشتغالبرموثرعوامل،

o(وابسته؟متغیر)تصادفیکبودنفوتیبرموثرعوامل،

o(وابسته؟متغیر)شخصیحمل ونقلانتخاببرموثرعوامل،

oو...

را(مشخصویدادریکیا)افرادتصمیم‌گیری‌هاینتیجهکهباشدکیفیمتغیریکمی‌تواندوابستهمتغیرکلی،طوربه❑
.دهدنشان

.(نرگرسیو)می‌کنیممرتبط(توضیحی)توصیفیمتغیرهایازمجموعه‌ایبهرارویدادیکوقوعیاانتخابیک❑

.می‌گیردقراربررسیموردحتمالامدل‌هایکلیچارچوبدرمواردایناصلیپایه❑

مقدمه
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.می‌گیردقراربررسیموردحتمالامدل‌هایکلیچارچوبدرمواردایناصلیپایه❑

(Y=1:فوتیتصادفوقوع):می‌گیریمنظردرYمتغیرعنوانبهرافوتیتصادفوقوعمثلاً❑

:(تصادفبودنفوتیاحتمال)موردنظرحادثهوقوعاحتمال❑

𝑃 بودن فوتی = 𝑃(𝑌 = 1)

(...وخودرونوعبرخورد،سرعتسن،)باشدمختلفیعواملتأثیرتحتمی‌تواندتصادفبودنفوتیاحتمالمقدار❑

.دانستتوصیفیمتغیرهایازمجموعه‌ایازتابعیرابالااحتمالمی‌توانپس❑

؛(انتخابیدومدل‌های)استحالتدوبیانگر(Y)وابستهمتغیرموضوعات،ازبسیاریدر❑

➢Y=0موردنظرموضوعانتخاب/وقوععدم

➢Y=1موردنظرموضوعانتخاب/وقوع

مقدمه
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انتخابیدومدل‌های❑

oکرد؛تعریفزیرصورتبهرااحتمالمدلمی توانانتخابیدومدل هایبرای

𝑃 𝑌 = 1 𝑥𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽)

𝑃 𝑌 = 0 𝑥𝑖 = 1 − 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽)

:Yوقوعاحتمالبرموثرمتغیرهایبردار

دارد؟وجودوابستهمتغیروتوصیفیمتغیرهایبینرابطه ایچه:سوال

.(باشدغیرخطییاخطیاستممکن)دارد𝑭(𝒙𝒊,𝜷)تابعشکلبهبستگی:پاسخ

:می نویسیمروبروصورتبهرا𝑌𝑖مدلرگرسیون،چارچوبرد

𝐹(𝑥𝑖تابعواقع،در ,𝛽)شرطیامیدریاضیهمانYاست.

𝐹(𝑥𝑖برایاگر ,𝛽)ودبخواهدچندمتغیرهخطیرگرسیونمدلیکروبرومعادلهآنگاهکنیم،تعریفخطیمعادلهیک.

.می‌شودشناختهمخصوصنامیکباهرکدامکهمی‌شودمعرفیمختلفیتوابع𝑭(𝒙𝒊,𝜷)برایکلیطوربه

مقدمه

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖 , 𝛽) + 𝑢𝑖

𝑥𝑖
′ = 1 𝑥2𝑖  … 𝑥𝐾𝑖
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می‌شود؛شناختهمخصوصنامیکباهرکدامکهمی‌شودمعرفیمختلفیتوابع𝑭(𝒙𝒊,𝜷)برایکلیطوربه❑

خطیاحتمالمدل•

پروبیتمدل•

لوجیتمدل•

مقدمه
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؛(Linear Probability Model (LPM))خطیاحتمالمدل❑

𝐹(𝑥𝑖برایخطیاحتمالمدلدر• ,𝛽)می‌شودتعریفخطیمعادلهیک:

:Yشرطیریاضیامید•

:Yرگرسیونمدل•

زیر؛مشکلاتدارایومعمولیرگرسیونمدلشبیهسادهمدلی.است(LPM)خطیاحتمالمدلیکاین•

.(استتوصیفیمتغیرهایمقداربهوابسته𝑢𝑖واریانس)داردواریانسناهمسانی-1

𝐹چون-2 𝑥𝑖 ,𝛽اقعیومسائلدر.بگیردقراریکوصفربینبایدهموارهآنمقادیراست،احتمالبیانگر
x𝑖استممکن

′βبگیردقرار0,1محدودهازخارج.

مقدمه

𝐹 𝑥𝑖 , 𝛽 = 𝐱𝒊
′𝛃 = β1+β2X2i+…+βkXki

𝐸 𝑌 𝑥𝑖 = β1+β2X2i+…+βkXki

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 = β1+β2X2i+…+βkXki + 𝑢𝑖
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تصادفیمطلوبیتنظریه❑

oخطیاحتمالمدلمشکلاتازیکی(LPM)مقدارکهاستآن𝐹(𝑥𝑖 ,𝛽)است،احتمالیکبیانگرکه
.کنداختیارراصفرازکمتریاو1ازبیشترمقادیراوقاتگاهیاستممکن

oاحتمالتابعرویراقیدیکهمی‌کنیماستفادهدیگرییمدل‌هاازمشکل،اینحلبرای𝐹(𝑥𝑖 ,𝛽)اِعمال
.گردد0,1بازهبهمحدودهاحتمالمقدارتامی‌کنند

oاستزیرصورتبهتابعیچنیننمودار.

مقدمه

𝐹(𝑥𝑖
′𝛽)

𝑥𝑖
′𝛽

oیم؛هستزیرمواردنیازمندمشکل،اینحلبرایپس

رگرسیون،معادلهیک1.

احتمالتابعیک2.
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تصادفیمطلوبیتنظریه❑

oهستیم؛زیرمواردنیازمندمشکل،اینحلبرای

رگرسیون،معادلهیک1.

احتمالتابعیک2.

.کردحلرامذکورمشکلوکردهمرتبطراموضوعدواینمی‌توانتصادفیمطلوبیتنظریهمبنایبر

:انتخابیدوحالتدرانتخابنظریه.می‌کنداستفادهانتخابنظریهازتصادفیمطلوبیت

.شودحداکثر(𝑈𝑖)مطلوبیتشکهمی‌کندانتخابگونه‌ایبهراخودگزینه‌هایاو.داردانتخاب2فردهرکنیدفرض

ام-iفردبرای

𝑈1𝑖:1گزینهانتخابازحاصلمطلوبیت

𝑈0𝑖:0گزینهانتخابازحاصلمطلوبیت

مقدمه

𝑈1𝑖اگر‌ ≥ 𝑈0𝑖و‌یا‌𝑈1𝑖 − 𝑈0𝑖 ≥ .انتخاب‌می‌شود1باشد،‌آنگاه‌گزینه‌0

𝑌𝑖در‌ادامه،‌متغیر‌وابسته‌
:کنیمرا‌به‌صورت‌روبرو‌تعریف‌می∗

𝑌𝑖
∗ = 𝑈1𝑖 − 𝑈0𝑖

𝑌𝑖اگر‌
∗ ≥ 𝑌𝑖اگر‌و‌1ام‌گزینه‌-iباشد،‌فرد‌0

∗ < را‌0ام‌گزینه‌-iباشد،‌فرد‌0
.انتخاب‌می‌کند
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

تصادفیمطلوبیتنظریه❑

𝑌𝑖کهمقداریبنابراین،می‌کند،منعکسرافردترجیحاتمطلوبیت،کهکردادعامی‌توان
تحتمی‌تواندمی‌کند،اختیار∗

.باشددیگرمتغیرهایوعواملاز‌ایمجموعهتأثیر

:داردبستگیمختلفیعواملبهاست،مطلوب‌ترiفردبرایگزینهکداماینکهیعنی

𝑌𝑖
∗ = β1+β2X2i+…+βkXki + ui      ; X1i =1

𝑌𝑖
∗ = 𝐱𝒊

′𝛃 + ui    ;  𝐱𝒊
′ = 1 X2i ⋯ Xki ;  𝛃′ =  𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽k 

.کنیمبرآوردرابالامدلبایدعملیکاربردهایبرای

𝑌𝑖:چالش
.استمشاهدهغیرقابلمتغیریک∗

.(ام-iفردبرایشدهمشاهدهانتخابازعبارتستکه)می‌کنیممعرفیراY𝑖مشاهدهقابلمتغیرچالش،اینحلبرای

مقدمه
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تصادفیمطلوبیتنظریه❑

=Y𝑖اگر.استجابجاییبرایمتروانتخابY𝑖مثلا .(بالعکسو)استکردهانتخابجابجاییبرایرامتروام-iفردباشد،1

Yiمیانرابطه
است؛زیرصورتبهY𝑖و∗

=Y𝑖اگر-1 𝑌𝑖کهمعناستبدینباشد،1
∗ ≥ .(استبودهمطلوب‌ترام-iفردبرای1گزینه).است0

=Y𝑖اگر-2 𝑌𝑖کهمعناستبدینباشد،0
∗ < .(استبودهمطلوب‌ترام-iفردبرای0گزینه).است0

دارد؛جزءدوکهداریمآماریمدلیکبنابراین،❖

𝑌𝑖مشاهدهغیرقابلمتغیربرایرگرسیونمعادلهیک-1
∗

𝑌𝑖مشاهدهغیرقابلمتغیرساختنمرتبطبرایمعادلهیک-2
(Link function:اتصالتابع)Y𝑖مشاهدهقابلمتغیرو∗

𝒀𝒊کردنمرتبطبرای✓
.می کنیماستفادهاحتمالمفهوماز𝒀𝒊و∗

مقدمه
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تصادفیمطلوبیتنظریه❑

Yiکردنمرتبطبرای
.می‌کنیماستفادهاحتمالمفهومازY𝑖و∗

𝑃  Y𝑖= 1 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ ≥ 0 = 𝑃 𝐱𝒊

′𝛃 +  ui ≥ 0 = 𝑃(ui  ≥ −𝐱𝒊
′𝛃)

.کنیمبررسیراآنخصوصیاتوکنیمتعریفاحتمالتابعیکuiبرایاستلازماکنون

(Link function:اتصالتابع)؛uiاحتمالتابعبرایاستفادموردرایجتابعدو

(پروبیتمدل)نرمالتوزیعتابع-1

(لوجیتمدل)لوجستیکتوزیعتابع-2

مقدمه

اییجابجبرایمتروانتخاباحتمالنهایتاًپس

𝑌𝑖باشدداشتهبیشتریمطلوبیتمترواینکهبااستمعادل
∗ ≥ 0

𝐱𝒊−ازبزرگتر uiتصادفیمتغیراینکهاحتمالبااستمعادل
′𝛃باشد.
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می‌کنیم؛دنبالراموضوع3بعدیاسلایدهایدرپروبیت،مدلبارابطهدر

𝒀𝒊کردنمرتبطبرایتابعی)مدلخطایتوزیعتابعساختن1.
(𝒀𝒊و∗

مدلپارامترهایبرآورد2.

مدلتفسیر3.

پروبیتمدل



16
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلخطایتوزیعتابعساختن1.

می‌توانباشد،استانداردنرمالآناحتمالچگالیتابعکهZمانندمتغیریهربرای.باشدنرمالتوزیعدارایuiکنیدفرض

کرد؛معرفیزیرصورتبهراتجمعیاحتمالتابعیاتوزیعتابع

𝑃 𝑍 ≤ 𝑧 = න
−∞

𝑧

𝜑(𝑧)𝑑𝑧 = න
−∞

𝑧
1

2𝜋
𝑒

−𝑧2

2 𝑑𝑧 = Φ(𝑧)

𝜑(𝑧)وچگالیتابعΦ(𝑧)توزیعتابعZاست.

؛(نرمال:اتصالتابع)باشدنرمالتوزیعدارایuiاگر

𝑃  Y𝑖= 1 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ ≥ 0 = 𝑃 ui  ≥ −𝐱𝒊

′𝛃 = 1 −  𝑃 ui  < −𝐱𝒊
′𝛃  =  𝟏 − Φ −𝐱𝒊

′𝛃

= Φ(𝐱𝒊
′𝛃)

دیگر،سویاز

𝑃  Y𝑖= 0 = 𝑃 𝑌𝑖
∗ < 0 = 1 − 𝑃  Y𝑖= 1 = 1 − Φ 𝐱𝒊

′𝛃 = Φ −𝐱𝒊
′𝛃

پروبیتمدل
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مدلپارامترهایبرآورد2.

.می‌کنیماستفادهMLEروشازمدلپارامترهایبرآوردبرای

.استبرنولیتوزیعدارایY𝑖تصادفیمتغیرمی‌دانیم

=Φi آن،درکه Φ 𝐱𝒊
′𝛃

داد؛نشانمی‌تواننیززیرصورتبهراتوزیعاین

 p𝑖= 𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝐢 = Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖      , 𝑌𝑖 = 0 , 1

درستنمایی؛تابع

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝒊 = ෑ

𝑖=1

𝑛

Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖

پروبیتمدل

Yi 0 1

pi 1−Φi Φi



18
محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلپارامترهایبرآورد2.

درستنمایی؛تابع

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝑌𝑖 𝐱𝒊 = ෑ

𝑖=1

𝑛

Φ𝑖
𝑌𝑖(1− Φi)

1−𝑌𝑖

حلرامعادلهودادهقرارصفربابرابرسپس)می‌گیریممشتق𝛽بهنسبتوکردهمحاسبهرادرستنماییتابعلگاریتم
.(می‌کنیم

.می‌آیددستبهመ𝛽𝑀𝐿برآوردگرترتیب،بدین

پروبیتمدل
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

.استوابستهمتغیربرتوصیفیمتغیرهاینهاییاثراتبیانگر𝛽رگرسیون،مدلهردر

.(استمشاهدهغیرقابلکه)استمطلوبیتبیانگروابسته،متغیراینجا،در

𝑃(Y𝑖بابرابر1گزینهانتخابلاحتماکهدیدیمپروبیت،مدلدراما = 1) = Φ 𝐱𝒊
′𝛃است.

است؛زیرصورتبه(شدهبرآوردመ𝛽مبنایبر)پروبیتمدلدرشدهبرآورداحتمال

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = Φ 𝐱𝒊
′෡𝛃 = Φ(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)

پروبیتمدل
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

؛(استشدهبرآورد0.01و-0.8صورتبهپارامترهاو)داریممتغیرهتکمدلیککنیدفرضمثال؛

Y𝑖:جابجاییبرایشخصیحمل‌ونقلانتخاب(Y𝑖 = (بالعکسوشخصیخودروانتخابمعنیبه1

Xi:فرددرآمدسطحi-ام

درآمدی؛مختلفسطوحازایبهشخصیخودروانتخاباحتمال

Xi=40درآمدیسطح

Xi=80درآمدیسطح

Xi=150درآمدیسطح

Xi=200درآمدیسطح

.می یابدافزایششخصیخودروانتخاباحتمالدرآمدی،سطوحافزایشباپس

پروبیتمدل

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 40 = Φ −0.8 + 0.01 40 = 0.345

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 80 = Φ −0.8 + 0.01 80 = 0.5

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 150 = Φ −0.8 + 0.01 150 = 0.758

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 200 = Φ −0.8 + 0.01 200 = 0.885

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = Φ(−0.8 + 0.01 Xi)
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پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

.می کنیماندازه گیریYبرراهاXiدرتغییراثرنهایی،اثراتبررسیبرای

𝑌𝑖کهمدل هاایندر
.می کنداندازه گیریY𝑖برراهاXiتغییراتاثر𝜷است،مشاهدهغیرقابلوکیفیمتغیریک∗

.می یابدافزایش،Xiافزایشباهمراه1گزینهانتخابمطلوبیتباشد،مثبت𝜷اگر

می یابد؟افزایشچقدر1گزینهانتخاباحتمال،Xiتغییربهواکنشدر:اینستسوالاما

می شود؛محاسبهروبروصورتبه1گزینهانتخاباحتمالبرXiتغییراثر

𝑃(Y𝑖برX𝑘𝑖درتغییراثرمثلاً = می شود؛محاسبهروبروصورتبه (1

:جابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرقبلی،مثالدر

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝜑 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃 = 𝜑(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)
෠βk

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑(−0.8 + 0.01 Xi) × 0.01
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

:جابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرقبلی،مثالدر

.می کندتغییرنیزYبرXنهاییاثر،Xمختلفمقادیرازایبهکهمعناستبداناین

.کنیمگزارشوبرآوردXمتوسطمقداربراساسراYبرXنهاییاثرمی توانیم

.بود0.758 =شخصیخودروانتخاباحتمالباشد،150بابرابردرآمدمتوسطمقداراگرقبلی،مثالدر

:بااستبرابرجابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرمتوسططوربهاکنون،

افزایش%3/1شخصیخودروانتخاباحتمالیابد،افزایشواحدیکدرآمداگرمتوسط،درآمدبافردیکبرایپس
.می یابد

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝜑(෠β1+෠β2ഥX2+…+෠βk

ഥXk)෠βk

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑(−0.8 + 0.01 Xi) × 0.01

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 −0.8 + 0.01ഥXi × 0.01 = 𝜑 0.7 × 0.01 = 0.3123 × 0.01 = 0.031
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

پروبیتمدلنتایجتفسیر3.

افزایشبااوتوسطشخصیخودروانتخاباحتمال،(باشد40مثلا)باشدمتوسطازکمترفردیدرآمداگر
است؟چقدردرآمد،

.(%3.7حدود)می‌یابدافزایشمتوسطازبیشترشخصیخودروانتخاباحتمالفرداینبرایدرآمدافزایشباپس

می‌دهد؟رخشرایطیچهازایبهشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمدتاثیربیشترین:سوال

پروبیتمدل

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝜑 −0.8 + 0.01 × 40 × 0.01 = 0.03683 .افزایش‌می‌یابد%‌3.7حدود‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلخطایتوزیعتابعساختن1.

.کرداستفادهمی‌تواننیزدیگریتوزیعتوابع،(پروبیتمدل)استانداردنرمالتوزیعتابعجایبه

.استلوجستیکتوزیعتابعتوابع،رایج‌ترینازیکی

است،زیرصورتبهلاجستیکتوزیعتابعZتصادفیمتغیرهربرای

𝑃 𝑍 ≤ 𝑧 =
1

1 + 𝑒−𝑧
=

𝑒𝑧

1 + 𝑒𝑧

𝑌𝑖آنکهاحتمال = با؛استبرابرباشد،1

p𝑖 = 𝑃 𝑌𝑖 = 1 𝒙𝒊
′ = 𝑮 𝐱𝐢

′𝛃 =
1

1 + 𝑒−𝐱𝐢
′𝛃

=
𝑒𝐱𝐢

′𝛃

1 + 𝑒𝐱𝐢
′𝛃

𝑌𝑖آنکهاحتمال = با؛استبرابرباشد،0

𝑃 𝑌𝑖 = 0 𝒙𝒊
′ = 1 − 𝑃 𝑌𝑖 = 1 𝒙𝒊

′ =
1

1 + 𝑒𝐱𝐢
′𝛃

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مدلپارامترهایبرآورد2.

روبروست؛صورتبهلوجستیکرگرسیونمدلشکلواقعدر

.می‌کنیماستفادهMLEروشازمدلپارامترهایبرآوردبرای

.استبرنولیتوزیعدارایY𝑖تصادفیمتغیرمی‌دانیم

درستنمایی؛تابع

،MLEبرآوردگرهایآوردندستبهبرای

.می‌دهیمقرارصفربابرابروگرفتهمشتقآنازآورده،دستبهرادرستنماییتابعلگاریتم

(لوجستیک)دوگانهلوجیت

𝑌𝑖=logit(p𝑖)= Ln (
p𝑖

1−p𝑖
)= 𝐱𝐢

′𝛃= β1+β2X2i+…+βkXki

p𝑖 = 𝑃 𝑌𝑖 = 1 𝒙𝒊
′ = 𝑮 𝐱𝐢

′𝛃 =
1

1 + 𝑒−𝐱𝐢
′𝛃

=
𝑒𝐱𝐢

′𝛃

1 + 𝑒𝐱𝐢
′𝛃

) Ln:   اتصال لوجیتتابع
p𝑖

1−p𝑖
)= 𝐱𝐢

′𝛃

𝐿 𝛃 = ෑ

𝑖=1

𝑛

G𝑖
𝑌𝑖 1 − Gi

1−𝑌𝑖  ;  Gi = 𝑮 𝐱𝐢
′𝛃
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

لوجیت؛مدلدرشدهبرآورداحتمال

p𝑖 = 𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 𝐺 𝐱𝒊
′𝛃 = 𝐺(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)

Y𝑖اینکهاحتمالدیگر،عبارتبه❖ = فیتوصیمتغیرهایمقداروبرآوردشدهپارامترهایبهبستگیباشد،1
.دارد

.می کندتغییرمدلتوصیفیمتغیرهایمقداراماهستند،ثابتمدلپارامترهای❖

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

؛(استشدهبرآورد0.01و-0.8صورتبهپارامترهاو)داریممتغیرهتکمدلیککنیدفرضمثال؛

Y𝑖:جابجاییبرایشخصیحمل‌ونقلانتخاب

Xi:فرددرآمدسطحi-ام

Xi=40درآمدیسطح

Xi=80درآمدیسطح

Xi=150درآمدیسطح

Xi=200درآمدیسطح

o،می‌شودبیشترشخصیحمل‌ونقلانتخاباحتمالدرآمد،افزایشبابنابراین.

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 40 = 𝐺 −0.8 + 0.01 40 =
1

1 + 𝑒−(−0.4)
= 0.401

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 80 = 𝐺 −0.8 + 0.01 80 =
1

1 + 𝑒−(0)
= 0.5

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 150 = 𝐺 −0.8 + 0.01 150 =
1

1+𝑒−(0.7) = 0.668

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 200 = 𝐺 −0.8 + 0.01 200 =
1

1 + 𝑒−(1.2)
= 0.7685

𝑃 Y𝑖 = 1 x𝑖 = 𝐺(−0.8 + 0.01 Xi)

(لوجستیک)دوگانهلوجیت
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(لوجستیک)دوگانهلوجیت

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

می شود؛محاسبهروبروصورتبه1گزینهانتخاباحتمالبرXiتغییراثر

𝑃(Y𝑖برX𝑘𝑖درتغییراثرمثلاً = می شود؛محاسبهروبروصورتبه (1

.داردبستگیXمقداربهحاشیه ایاثرمقدارپس

:جابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمددرتغییراثرقبلی،مثالدر

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝑔 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝑔 𝐱𝒊

′෡𝛃 ෡𝛃 = 𝑔(෠β1+෠β2X2i+…+෠βkXki)
෠βk

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝑔(−0.8 + 0.01 Xi) × 0.01

𝑔 𝐱𝒊
′𝛃 =

𝑒𝐱𝒊
′𝛃

(1 + 𝑒𝐱𝒊
′𝛃)2
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(لوجستیک)دوگانهلوجیت

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

.(Effect At the Means” (EAM)“)می کنیمگزارشوبرآوردXمتوسطمقداربراساسراYبرXنهاییاثرمعمولا

.بود0.668 =شخصیخودروانتخاباحتمالباشد،150بابرابردرآمدمتوسطمقداراگرقبلی،مثالدر

:بااستبرابرجابجاییبرایشخصیخودروانتخاباحتمالبردرآمدتغییراثرمتوسططوربهاکنون،

%0/22شخصیخودروانتخاباحتمالیابد،افزایشواحدیکدرآمداگرمتوسط،درآمدبافردیکبرایپس
.می یابدافزایش

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑘𝑖
= 𝑔 ෠β1+෠β2ഥX2+…+෠βk

ഥXk
෠βk ;  𝑘 = 1,2, … , 𝐾 

𝑑 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝑑X𝑖
= 𝑔 −0.8 + 0.01ഥXi × 0.01 = 𝑔 0.7 × 0.01 =

𝑒0.7

(1 + 𝑒0.7)2 × 0.01 = 0.00222
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(لوجستیک)دوگانهلوجیت

لوجیتمدلنتایجتفسیر3.

(Average Marginal Effect (AME))حاشیه ایاثرمتوسطنامباYبرXحاشیه ایاثربرآوردازجدیدترینوع
.می شودشناخته

وگردیدهمحاسبهنمونهمشاهداتتک تکبرایحاشیه ایاثراتروش،ایندر:قبلیروشباروشاینتفاوت
.می شودگزارش«حاشیه ایاثرمتوسط»عنوانبهاثرات،اینمیانگینسپس،

𝐴𝑀𝐸𝑘:بااستبرابرحاشیه ایاثرمتوسطXkپیوستهمتغیریکبرای =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

(෠βk ×
𝑒𝐱𝒊

′෡𝛃

(1 + 𝑒𝐱𝒊
′෡𝛃)2

)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Likelihood Ratio)درستنمایینسبت❖

.می شوداستفادهMLEروشازلوجیتوپروبیتمدل هایپارامترهایبرآوردبرای

.دادقرارآزمونموردرامحدودیتیهرمی تواندرستنمایینسبتازاستفادهبابنابراین،

مدلازتوصیفیمتغیرچندیایکحذف:(restriction)محدودیتازمنظور

می شود؛استفادهمقیدوغیرمقیدرگرسیونمدلدومقایسهبرایدرستنمایینسبت

𝑳𝑹 = 𝟐 𝐥𝐧 𝑳𝑼𝑹 − 𝐥𝐧 𝑳𝟎

𝑳𝑼𝑹:(شدهساختهمدل)غیرمقیددرستنماییتابعمقدار

𝑳𝟎:(استشدهگذاشتهکنارمتغیرهاسایرومبدأازعرضشاملفقط)سادهمدلدرستنماییتابعمقدار

𝝌𝒎توزیعازدرستنمایینسبت
متغیرهایتعداد)محدودیت هاتعدادm=آزادیدرجات کهمی کندپیروی𝟐

.می دهدنشانرا(شدهکنارگذاشته

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

فادنمک𝝆𝟐یا(Likelihood ratio index)درستنمایینسبتشاخص❖

𝝆𝑴
𝟐 = 𝑳𝑹𝑰 = 𝟏 −

𝒍𝒏 𝑳𝑼𝑹

𝒍𝒏 𝑳𝟎

𝑳𝑼𝑹:(شدهساختهمدل)غیرمقیددرستنماییتابعمقدار

𝑳𝟎:(مبدأازعرضشاملفقط)سادهمدلدرستنماییتابعمقدار

.ی کندماندازه گیریساده،مدلبهنسبترادرستنماییلگاریتمنسبتدربهبودمیزانفادنمک𝝆𝟐شاخص

𝑳𝑹𝑰استیکوصفربین.

o𝑳𝑹𝑰 = .استیکسانصفر،مدلیکباشدهساختهمدلتوضیحقدرتیعنی𝑳𝑼𝑹= 𝑳𝟎اگر:𝟎

o𝐿𝑅𝐼 = Y𝑖ازایبهیعنی).استکاملبرازشمعنایبه:1 = 𝐺همواره1 x𝑖
′β Y𝑖ازایبهو1= = همواره0

𝐺 x𝑖
′β 𝐿𝑅𝐼ومی‌شود0بابرابردرستنماییتابعلگاریتمترتیببدین)باشد0= = خاصحالتیکاین-(1

.است

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

:نکته❖

.است(صفرنهایتایا)منفیهموارهlog-Likelihoodمقادیردوگانه،لوجیتوپروبیتمدلبرای1.

.منفیهمیشهنهواستمثبتهمیشهنهBICوAICمقادیر2.

ادیرمقدارد،کوچکیمقدارجریمهجملهوداردمنفیمقداردرستنماییلگاریتمکههنگامیواقع،در3.

AICوBICمی آیددستبهمنفی.

استبهتردارد،کمتریBICوAICمقدارکهمدلیهمیشهاما4.

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Percent correctly predicted)صحیحپیش‌بینیدرصد❖

𝒀𝒊وضعیتبرایتخمینیاحتمال،iهرازایبه = .می کنیمحسابرا𝟏

Φبااستبرابراحتمالاین 𝐱𝒊
′෡𝛃یا𝐺 𝐱𝒊

′෡𝛃.صورتبهکلیحالتدر𝐹 𝐱𝒊
′෡𝛃می دهیمنمایش.

𝐹مقادیربرای 𝐱𝒊
′෡𝛃 𝒀𝒊کهمی شودپیش بینی0.5 <  = .است𝟏

𝐹مقادیربرای 𝐱𝒊
′෡𝛃 ≤ 𝒀𝒊کهمی شودپیش بینی𝟎.𝟓 = .است𝟎

«صحیحپیش بینیدرصد»=داردمطابقتشدهمشاهده𝒀𝒊باشدهپیش بینی𝒀𝒊کهمواردیدرصد

برازشنیکوییمعیارهای
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Percent correctly predicted)صحیحپیش‌بینیدرصد❖

بهمحاسمطلوبست.استزیرجدولصورتبهلوجیتمدلازآمدهدستبهنتایجتایی،200نمونهیکدرمثال؛
صحیح؟پیش بینیدرصد

برازشنیکوییمعیارهای

پیش بینی شده

Yi= 0 Yi= 1 جمع

مشاهده شده

Yi= 0 50 30 80

Yi= 1 20 100 120

جمع 70 130 200

=Yiوقتی‌✓ .مورد‌پیش‌بینی‌با‌مشاهدات‌مطابقت‌دارد50در‌0

=Yiوقتی‌✓ .مورد‌پیش‌بینی‌با‌مشاهدات‌مطابقت‌دارد100در‌1

0.75=درصد پیش بینی صحیح پس‌.‌تا‌مطابقت‌داشته200مورد‌از‌150در‌مجموع‌✓
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Deviance)انحرافشاخص❖

می کنیم؛مقایسههمبارامدلدوروشایندر

.استمشاهداتتعدادبابرابرآنپارامترهایتعدادکهمدلی:(Saturated model)کاملمدل-1

.می شودبرازشکاملصورتبهمدلحالت،ایندر

خطاییهیچآنگاهباشیم،داشتهمشاهده2فقطوباشیم،داشتهتوصیفیمتغیریکبارگرسیونمدلیکاگرمثلا
.می آیددستبهدقیقصورتبهمدلپارامترهایوندارد،وجود

.داریممشاهدهnوپارامترnکامل،مدلدرکلی،حالتدر

.استکمترمشاهداتتعدادازآنپارامترهایتعدادکهشدهساختهمدل:(Proposed model)موردنظرمدل-2

.(p<n)داریممشاهدهnوپارامترpتعدادبهکلی،حالتدر

𝐸 Y𝑖 x𝑖 = β1+β2X2i+…+βpXpi

برازشنیکوییمعیارهای



39
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Deviance)انحرافشاخص❖

.می کنیماستفادهدرستنماییتابعازمدلدواینمقایسهبرای

𝑫 = 𝟐 𝐥𝐧 𝑳 𝝁𝒊 − 𝐥𝐧 𝑳 𝜷

𝑳 𝝁𝒊استدرستنماییتابعبرایمقداربیشترین.

بهتربرازشازنشانه ایکمترDهرچه

.استداشتهداده هارویبربهتریبرازشموردنظر،رگرسیونمدلکهمعناستبدینDمقداربودنکوچک تر

.استکمترکامل،مدلازآنانحرافزیرا

برازشنیکوییمعیارهای



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس

یبیلوجیت‌آشیانه‌ای‌و‌ترک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

می‌شود؟برآوردلوجستیکرگرسیونمدلدرآنچه❖

oریسک؟

oریسک؟نسبت

oشانس؟

oشانس؟نسبت

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Risk)ریسک❖

oاستشمارشیداده هایمدل سازیمبانیازریسک.

oپیامدیکاحتمالبامواجههازاستعبارتریسک.

oتصادفوقوعاحتمال:تصادفریسکمثلا

oاستمشخصشرایطدرفردیکتوسطمعینپیامدیکتجربهمعنایبهریسک.

oکندتجربهراپیامدآنواقعافردکهاستآناحتمالبیانگرریسک.

oمی کنندتجربهراپیامداینکهاستافرادینسبتبیانگراحتمال،ایندیگر،طرفاز.

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Risk Ratio (RR))ریسکنسبت❖

oمی شوداندازه گیریآنتحتریسککهشرایطییاشرط:ریسکعامل.

oخاصریسک(عوامل)عاملوپیامدمیانرابطهازمعیاری:ریسک.

oنسبیریسک(ریسکنسبت(RR)):رامعینریسکعاملیککهافرادیبرایپیامدوقوعاحتمالنسبت
.ندارندراریسکعاملآنکهآن‌هاییبرایپیامدوقوعاحتمالبامقایسهدردارند

oاستنسبتدونسبتنسبی،ریسکپس.

oوقوعنرخنسبت»آنبهمی‌کنیم،کارشمارشیداده هایباکهوقتی(Incidence Rate Ratio (IRR))»
.می‌گویند

شانسوریسک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(RR)ریسکنسبت❖

oمثال؛

Yریسک = Xبه‌ازای‌‌1 = برابر‌است‌با؛‌1

𝐷

𝐵 + 𝐷

Yریسک = Xبه‌ازای‌1 = برابر‌است‌با؛0

𝐶

𝐴 + 𝐶

Yبرای‌(‌ریسک‌نسبی)نسبت ریسک  = Xبه‌ازای‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = برابر‌است‌با؛ 0

IRR=

𝐷
𝐵 + 𝐷

𝐶
𝐴 + 𝐶

=
𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

شانسوریسک



45
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(RR)ریسکنسبت❖

o؛تصادفدرمصدومیت/فوتریسکمثال

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتریسک
445

1200
= 0.371

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتریسک
55

100
= 0.55

ردسالان؛‌مصدومیت‌بزرگسالان‌در‌مقایسه‌با‌خ/فوت(‌ریسک نسبی)نسبت ریسک 
0.371

0.55
= 0.6742

(X)سن 
:‌خردسال

0

:‌بزرگسال
1

جمع

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

45755800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

شانسوریسک

بت‌به‌برای‌بزرگسالان‌نسمصدومیت‌/فوتاحتمال‌:‌تفسیر❖
.کمتر‌است%‌32.6خردسالان‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکنسبتبرایاطمینانفاصله❖

.می‌باشداستانداردخطاینیازمنداطمینانفاصلهمحاسبه

کرد؛حسابزیرصورتبهمی توانراریسکنسبتلگاریتماستانداردخطای2*2جدولدر

:ریسکنسبتلگاریتمآوردیم؛دستبه0.6742بابرابرراریسکنسبتقبلا

:𝑙𝑛(𝑅𝑅)براینرمالتوزیعفرضبااطمینانفاصله

:ریسکنسبتلگاریتمبرایدرصدی95اطمینانفاصله

:(RR)ریسکنسبتبرایدرصدی95اطمینانفاصله

شانسوریسک

𝑆𝐸 𝑙𝑛(𝑅𝑅) =
1

𝐷
−

1

𝐵 + 𝐷
+

1

𝐶
−

1

𝐴 + 𝐶
=

1

445
−

1

1200
+

1

55
−

1

100
= 0.098

(X)سن 

جمع1:‌بزرگسال0:‌خردسال

وضعیت 
(Y)مصدومیت 

045755800:‌بدون‌مصدومیت

:‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

𝑙𝑛 0.6742 = −0.3942

𝑙𝑛(𝑅𝑅) ± 𝑍 ൗ𝛼
2

𝑆𝐸 𝑙𝑛(𝑅𝑅)

−0.3942 ± 1.96∗ 0.098 (−0.5863, −0.2021)

𝑒−0.5863 , 𝑒−0.2021 = (0.556, 0.817)

ابتدا‌محاسبات‌را‌برای‌لگاریتم‌نسبت‌ریسک‌انجام‌:‌توجه
می‌شدهیم‌و‌سپس‌آن‌را‌به‌نسبت‌ریسک‌تبدیل‌می‌کنیم



47
محمدمهدی بشارتی: مدرس

ریسکتفاضل❖

.استریسکمطلقکاهشبیانگرریسکتفاضل

.می‌گیریمدرنظر«ریسککاهشمعیار»عنوانبهراتفاضلاین

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتریسک
445

1200
= 0.371

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتریسک
55

100
= 0.55

:(تندنیسمعرضدرکهافرادیباهستندخطرعاملمعرضدرکهافرادیبرایریسکاختلاف)ریسکتفاضل

𝑟𝑖𝑠𝑘 𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑 –  𝑟𝑖𝑠𝑘 𝑢𝑛𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑 = 0.371 − 0.55 = −0.179

.استخردسالانازکمتر%18حدود(مطلقصورتبه)بزرگسالانمصدومیت/فوتنرخ:تفسیر❖

(X)سن شانسوریسک

جمع1:‌بزرگسال0:‌خردسال

وضعیت 
(Y)مصدومیت 

045755800:‌بدون‌مصدومیت

:‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع



48
محمدمهدی بشارتی: مدرس

(RR)ریسکنسبت❖

o؛تصادفدرمصدومیت/فوتریسکمثال

.را‌درنظر‌بگیریدمتغیر سه سطحی اکنون‌یک‌

.در اینجا باید یک ستون را به عنوان گروه مرجع انتخاب کنیم•

.انتخاب می کنیممرجعرا به عنوان بزرگسال: 3ستون •

(میانسال)2برای گروه مصدومیت /فوتنسبت ریسک 

(خردسال)1برای گروه مصدومیت /فوتنسبت ریسک 

(X)سن 

جمع2:‌بزرگسال1:‌میانسال0:‌خردسال

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

120160520800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

200120180500

3202807001300جمع

120
280
180
700

= 1.6667

200
320
180
700

= 2.4305

شانسوریسک

بت‌مصدومیت‌خردسالان‌نس/یعنی‌ریسک‌فوت2.4305مقدار‌
.بیشتر‌است%‌143برابر‌یا‌2.43(‌گروه‌مرجع)به‌بزرگرسالان‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

Odds Ratio (OR)-(بخت)شانسنسبت❖

شانس وقوع یک واقعه برابر است با احتمال وقوع آن تقسیم بر احتمال عدم وقوع آن؛

Pاحتمال وقوع است.

:را‌مدل‌می‌کنیم(‌log odds)در‌مدل‌رگرسیون‌لوجستیک‌در‌واقع‌لگاریتم‌بخت‌: توجه

Xمقایسه‌می‌کنیم،‌نسبت‌بین‌شانس‌وقـوع‌(‌X)وقتی‌شـانس‌وقـوع‌را‌در‌هر‌سطحی‌از‌عـامل‌ریسک‌ = انس‌ـبا‌ش1
Xوقوع‌عدم‌ = است؛«‌Odds Ratio (OR)نسبت شانس »معروف‌به‌0

وقوع شانس =
𝒑

𝟏 − 𝒑

شانسوریسک

𝑌𝑖 = logit(p𝑖) =  Ln (
p𝑖

1 − p𝑖
)=Ln (𝑂𝑑𝑑𝑠𝑖)= 𝐱𝐢

′𝛃= β1+β2X2i+…+βkXki

𝑂𝑅 =

𝑝1
1 − 𝑝1

𝑝0
1 − 𝑝0

=
𝑝1(1 − 𝑝0)

𝑝0(1 − 𝑝1)
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(بخت)شانسنسبت❖

شانسوریسک

Y)شانس وقوع = Xبرای‌‌(‌1 = برابر‌است‌با؛‌1

𝑝1

1 − 𝑝1
=

𝐷
𝐵 + 𝐷

𝐵
𝐵 + 𝐷

=
𝐷

𝐵

Y)شانس وقوع = Xبرای‌‌(‌1 = برابر‌است‌با؛0

Y)وقوعنسبت شانس = Xبرای‌(‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = برابر‌است‌با؛ 0

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

OR=

𝐷
𝐵
𝐶
𝐴

=
𝐷𝐴

𝐶𝐵

𝑝0

1 − 𝑝0
=

𝐶
𝐴 + 𝐶

𝐴
𝐴 + 𝐶

=
𝐶

𝐴
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(بخت)شانسنسبت❖

شانسوریسک

Y)وقوعنسبت شانس = Xبرای‌(‌1 = Xدر‌مقایسه‌با‌ 1 = 0

OR=

𝐷
𝐵
𝐶
𝐴

=
𝐷𝐴

𝐶𝐵

Yتعداد‌مواردی‌که‌)حاصلضرب‌: صورت کسر = Xو1 = Yتعداد‌مواردی‌که‌)*(‌ 1 = Xو0 = 0 )

Yتعداد‌مواردی‌که‌)حاصلضرب‌: مخرج کسر = Xو1 = Yتعداد‌مواردی‌که‌)*(‌ 0 = Xو0 = 1 )

(X)

جمع01

(Y)

0ABA+B

1CDC+D

A+CB+Dnجمع

ریسکنسبت  = RR=
𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷
RR=

𝐷𝐴
𝐶𝐵 +

𝐶𝐷
𝐶𝐵

𝐶𝐵
𝐶𝐵 +

𝐶𝐷
𝐶𝐵

=
𝑂𝑅 +

𝐷
𝐵

1 +
𝐷
𝐵

صورت‌و‌مخرج‌
CBتقسیم‌بر‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(بخت)شانسنسبت❖

مقداربهشانس،نسبتوریسکنسبتتفاوتپس
𝐷

𝐵
.داردبستگی

نسبت
𝐷

𝐵
پس؛.می‌کندبیانرا(X=1)مواجههدارایگروهدر(Y=1)موردنظررویدادشانس

باشد؛نـادرمواجههدارایگروهدرموردنظررویدادکههنگامی1.
𝐷

𝐵
ترتیب،بدین.است(صفربهنزدیک)کوچک

RR ≅ OR.نمودتفسیرریسکنسبتمانندراشانسنسبتمی توانحالتایندر.

مقدارباشد؛رایجمواجههدارایگروهدرموردنظررویدادکههنگامی2.
𝐷

𝐵
کوچکترRRترتیب،بدین.استبزرگ

.(نمودتفسیرریسکنسبتمانندراشانسنسبتمی تواننحالتایندر)می‌شودORاز

شانسوریسک

ریسکنسبت  = RR=
𝐷𝐴 + 𝐶𝐷

𝐶𝐵 + 𝐶𝐷

صورت‌و‌مخرج‌
CBتقسیم‌بر‌

RR=

𝐷𝐴
𝐶𝐵

+
𝐶𝐷
𝐶𝐵

𝐶𝐵
𝐶𝐵 +

𝐶𝐷
𝐶𝐵

=
𝑂𝑅 +

𝐷
𝐵

1 +
𝐷
𝐵
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

شانسنسبت❖

شانسوریسک

مصدومیت در تصادف؛/فوتشانس: 1مثال 

:‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتشانس
445

775
= 0.5894

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتشانس
55

45
= 1.222

مصدومیت‌بزرگسالان‌در‌مقایسه‌با‌خردسالان؛‌/فوتنسبت شانس

؛‌بزرگسالانمصدومیت‌خردسالان‌در‌مقایسه‌با‌/فوتنسبت شانس

.مصدومیت‌بزرگسالان‌است/فوتشانس‌برابر‌بالاتر‌از‌2مصدومیت‌خردسالان‌بیش‌از‌/فوتشانس‌:‌تفسیر

ون‌در‌این‌حالت‌چون‌هر‌دو‌ریسک،‌مقدار‌بالایی‌دارد،‌اگر‌به‌دنبال‌ریسک‌نسبی‌هستیم،‌نباید‌از‌مدل‌رگرسی:‌توجه
(.را‌گزارش‌کرد RRباید‌)استفاده‌کرد،‌چون‌در‌برآورد‌ریسک‌موردنظر‌اغراق‌می‌کند‌ ORلوجستیک‌و‌

(X)سن 
:‌خردسال

0

:‌بزرگسال
1

جمع

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

45755800

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

55445500

10012001300جمع

𝑂𝑅 =
0.5894

1.222
= 0.48224

𝑂𝑅 =
1.222

0.5894
=

1

0.48224
= 2.07

سکرینسبت‌به‌مصدومیت‌خردسالان‌/فوتریسک: نسبت ریسک
بزرگسالان؛‌مصدومیت/فوت

1

0.6742
= 1.483



54
محمدمهدی بشارتی: مدرس

شانسنسبت❖

شانسوریسک

مصدومیت در تصادف؛/فوتشانس: 2مثال 

:‌‌مصدومیت‌برای‌بزرگسالان/فوتشانس
6

994
= 0.00604

مصدومیت‌برای‌خردسالان‌/فوتشانس
8

992
= 0.00806

؛بزرگسالانمصدومیت‌خردسالان‌در‌مقایسه‌با‌/فوتنسبت شانس

RRبسیار‌نزدیک‌به‌مقدار‌OR،‌مقدار‌(استنادرمصدومیت‌/که‌رویداد‌فوت)همانطور‌که‌ملاحظه‌می‌شود،‌برای‌این‌حالت‌

.تفسیر‌کردRRرا‌همانند‌ORمقدار‌بنابراین،‌در‌این‌حالت‌می‌توان‌.‌است

(X)سن 
:‌خردسال

0

:‌بزرگسال
1

جمع

وضعیت 
مصدومیت 

(Y)

:بدون‌مصدومیت
0

9929941986

:‌‌فوت‌شده/مصدوم
1

8614

100010002000جمع

𝑂𝑅 =
0.00806

0.00604
= 1.336

رگسالان؛‌بزمصدومیت/فوتریسکنسبت‌به‌مصدومیت‌خردسالان‌/فوتریسک: نسبت ریسک
0.008

0.006
= 1.333



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس

یبیلوجیت‌آشیانه‌ای‌و‌ترک
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مثلاً؛.داردحالتدوازبیشبررسی،موردپدیدهکهشرایطی❖

oآلترناتیو،مسیر3بینازشدهانتخابمسیر

o(فوتیشدید،جرحیخفیف،جرحیخسارتی،صرفاً)تصادفنوع

o(شخصیخودرومترو،اتوبوس،تاکسی،)انتخابیقلحمل ونشیوه

o...؟

oسطوحازیکیشرایطایندر(Y=0) مقایسهآنباراسطوحبقیهوگرفته،درنظرمرجععنوانبهرا
.می کنیم

oمی کنیماستفادهپدیده هااینبررسیبرایچندگانهلوجیتمدلاز.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های
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گانهسهلوجیتمدل❖

oکنیدفرضpداریمتوصیفیمتغیر.

𝐱𝒊
′ =  X1i X2i ⋯ Xpi ; X1i= 1

.می‌کنیمتعریفزیرصورتبهراY=1برایلوجیتتابع

g1 𝐱𝒊
′ = 𝑙𝑛

𝑃 𝑌 = 1 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ = β11+β12X2i+…+β1𝑝Xpi = 𝐱𝒊

′𝛃𝟏

.می‌کنیمتعریفزیرصورتبهراY=2برای

g2 𝐱𝒊
′ = 𝑙𝑛

𝑃 𝑌 = 2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ = β21+β22X2i+…+β2𝑝Xpi = 𝐱𝒊

′𝛃𝟐

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های
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گانهسهلوجیتمدل❖

oاز؛استعبارتپیامدهربرایشرطیاحتمال های

می‌کنیم؛استفادهزیرنام‌گذاری‌هایازاختصار،وسادگیبرای

𝜋𝑗 𝐱𝒊
′ = 𝑃 𝑌 = 𝑗 𝐱𝒊

′ =
𝑒g𝑗 𝐱𝒊

′

σ𝒌=𝟎
𝟐 𝑒g𝑘 𝐱𝒊

′  ;  𝑗 = 0,1,2 ; g0 𝐱𝒊
′ = 𝟎

′𝛃بردارازتابعیاحتمالهربنابراین، = (𝛃𝟏
′  , 𝛃𝟐

′ .است2pبابرابرضرایبتعدادکهاست؛(

.می‌شودبرآورددرستنماییحداکثرروشبامدلاینضرایب

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃 𝑌 = 0 𝐱𝒊
′ =

1

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 1 𝐱𝒊
′ =

𝑒g1 𝐱𝒊
′

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′

𝑃 𝑌 = 2 𝐱𝒊
′ =

𝑒g2 𝐱𝒊
′

1 + 𝑒g1 𝐱𝒊
′

+ 𝑒g2 𝐱𝒊
′
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گانهسهلوجیتمدل❖

oمی شود1و0شاملیکهرکهمی سازیم(باینری)دوتاییمتغیرسهدرستنمایی،تابعتشکیلبرای.

oندارداربردیکلوجیتمدلتفسیردرومی‌کنیماستفادهدرستنماییتابعتشکیلبرایفقطرامتغیرهااین:توجه.

oمی‌شوند؛تعریفروبروصورتبهمتغیرها

oباشد؛1بابرابربایدمتغیرهااینجمع

oدرستنماییتابع(برایnمستقلمشاهده)؛

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌 = 0                    𝑌0 =1 ,  𝑌1 = 0 ,  𝑌2 = 0 

𝑌 = 1                    𝑌0 =0 ,  𝑌1 = 1 ,  𝑌2 = 0 

𝑌 = 2                    𝑌0 =0 ,  𝑌1 = 0 ,  𝑌2 = 1 

෍

𝒋=𝟎

𝟐

𝒀𝒋 = 𝟏

𝐿(𝛃) = ෑ

𝑖=1

𝑛

 𝜋0(𝐱𝒊
′)𝒀𝟎𝒊𝜋1(𝐱𝒊

′)𝒀𝟏𝒊𝜋2(𝐱𝒊
′)𝒀𝟐𝒊
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شانسنسبت❖

oتصادفیمتغیربرایحالت3کنیدفرضYاز،عبارتندکهاست؛متصور

𝒀 = 𝒋 = .می‌کنیممقایسهآنبارادیگرحالتدووگرفتهنظردرمرجعحالتعنوانبهرا𝟎

𝑃(𝑌درتغییرموجبکندتغییرXاگر = 𝑗)می‌شود.

آنگاه؛.باشدX=aکنیدفرض

𝑋 = 𝑎 ቊ
𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎  
𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎  ;  𝑗 = 1,2

𝑃ازتغییرمعنایبهاحتمالدرتغییربنابراین، 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎به𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎است.

𝑃این‌صورتدر(bبهaازمثلا)کندتغییرXاگرحال 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏داریمرا.

با؛استبرابرشانسنسبتبنابراین،

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌 = 𝑗 ;  𝑗 = 0,1,2 

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
 ;  𝑗 = 1,2
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شانسنسبت❖

با؛استبرابرشانسنسبت

o،پیامدبنابراینY=jبامقایسهدرراY=0ازایبهX=bمقابلدرX=aمی سنجیم.

شد؛خواهدمحاسبهزیرصورتبهشانسنسبت؛(باشدداشتهرا1و0دوگانهمقادیر)باشدباینتریصیفیتومتغیراگر

𝑂𝑅𝑗 0,1 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 1 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 1

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 0 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 0
 ;  𝑗 = 1,2

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
 ;  𝑗 = 1,2
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؛داریمراYوXمتغیردوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثال❖

.داریملوجیتمدلدوباشد،داشتهوجودپیامدسهوقتی

لگاریتمبابرابر(لوجیتتابعهربراییکی)برآوردشدهضریبدوکهمی کنیمتعریفگونه ایبهراتوابعاین
.می آیددستبهY=0وY=jطبقه بندیازکهباشند2*2جدولهربرایشانسنسبت

Y=0می‌گیریمدرنظرمرجععنوانبهرا.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
OR

جمع01

(Y)

080171251𝐎𝐑𝟎 = 𝟏

125105130𝐎𝐑𝟏 = 𝟏. 𝟗𝟔𝟓

215104119𝐎𝐑𝟐 = 𝟑. 𝟐𝟒𝟒

120380500جمع

𝐎𝐑𝟏 =

𝟏𝟎𝟓
𝟏𝟕𝟏
𝟐𝟓
𝟖𝟎

= 𝟏. 𝟗𝟔𝟓

𝐎𝐑𝟐 =

𝟏𝟎𝟒
𝟏𝟕𝟏
𝟏𝟓
𝟖𝟎

= 𝟑. 𝟐𝟒𝟒

𝑂𝑅𝑗 0,1 =
Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 1 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 1

Τ𝑃 𝑌 = 𝑗 𝑋 = 0 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 0
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مثال؛❖

داریم؛راروبرواحتمال هایدیگر،طرفاز

؛bبهaازXتغییرازایبهمی دهیم،نشان𝑂𝑅1باکهY=1برایشانسنسبت

g1اگر 𝑿بابرابرg1 𝑋 = 𝛼1 + 𝛽1𝑋،با؛استبرابرشانسنسبتآنگاه،باشد

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 =
Τ𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 𝑏 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑏

Τ𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 𝑎 𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 𝑎
=

𝑒g1 𝑿=𝒃

𝑒g1 𝑿=𝒂
= 𝑒g1 𝑿=𝒃 −g1 𝑿=𝒂  ;  𝑗 = 1,2

𝑃(𝑌 = 0) =
1

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑃(𝑌 = 1) =
𝑒g1 𝑿

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑃(𝑌 = 2) =
𝑒g2 𝑿

1 + 𝑒g1 𝑿 + 𝑒g2 𝑿

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼1+𝛽1𝒃)−(𝛼1+𝛽1𝒂) = 𝑒𝛽1(𝒃−𝒂) فقط‌دو‌Xمتغیر‌:‌حالت‌خاص
X=0,1:‌مقدار‌داشته‌باشد 𝑂𝑅1 0,1 = 𝑒𝛽1
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کلی؛حالتدر

g𝑗اگر 𝑿بابرابرg𝑗 𝑋 = 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗𝑋با؛استبرابرشانسنسبتآنگاه،،(باشدتک‌متغیرهمعادله)باشد

با؛استبرابرکلیحالتدرشانسنسبتبنابراین،

Δ𝑋)باشدX=0,1کهدرحالتی = 𝑏 − 𝑎 = بااستبرابر(෢𝑂𝑅𝑗)شانسنسبتبرآورد(1

oشدهبرآوردشیبِضریبحالت،ایندریعنی(لوجیتمدلبرایj)استشانسنسبتلگاریتمبابرابر.

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑂𝑅1 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼1+𝛽1𝒃)−(𝛼1+𝛽1𝒂) = 𝑒𝛽1(𝒃−𝒂)

𝑂𝑅2 𝑎, 𝑏 = 𝑒(𝛼2+𝛽2𝒃)−(𝛼2+𝛽2𝒂) = 𝑒𝛽2(𝒃−𝒂)

فقط‌دو‌Xمتغیر‌:‌حالت‌خاص
X=0,1:‌مقدار‌داشته‌باشد

𝑂𝑅1 0,1 = 𝑒𝛽1

𝑂𝑅2 0,1 = 𝑒𝛽2

𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑒g𝑗 𝑿=𝒃 −g𝑗 𝑿=𝒂

෢𝑂𝑅𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑒
෡𝛽𝑗 لگاریتم‌گیری 𝑙𝑛 ෢𝑂𝑅𝑗 = መ𝛽𝑗
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اطمینان؛فاصلهبرآورد

መ𝛽𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

෢𝑂𝑅𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

መ𝛽𝑗 ± 1.96 𝑆𝐸( መ𝛽𝑗)

𝐸𝑥𝑝( መ𝛽𝑗 ± 1.96 𝑆𝐸 መ𝛽𝑗 )
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روبرو،جدولداده‌هایازکنیدفرض:مثال
است؛شدهبرآوردزیرمدل‌های

𝑂𝑅𝑗رابطهباORمقادیر = 𝑒𝛽𝑗می‌آیددستبه.

با؛استبرابرضرایباستانداردخطای

فراوانی‌هامعکوسمجموعجذر

:෢𝑂𝑅𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

مدل 
لوجیت

ضرایبمتغیر
برآورد 
ضرایب

خطای 
استاندارد 

ضرایب

نسبت 
شانس

95فاصله اطمینان 
برای نسبت شانس

1
𝛼1-1.1250.225ثابت

1.965
X𝛽10.6750.2611.178 , 3.276

2
𝛼2-1.5450.25ثابت

3.244
X𝛽21.1770.3081.774 , 5.934

𝑆𝐸 ෠𝛽1 =
1

80
+

1

171
+

1

25
+

1

104
= 0.261

𝑂𝑅1 ∶  𝐸𝑥𝑝 መ𝛽1 ± 1.96 𝑆𝐸 መ𝛽1 = (1.178 , 3.276)

(X)
OR

جمع01

(Y)

080171251𝑂𝑅0 = 1

125105130𝑂𝑅1 = 1.965

215104119𝑂𝑅2 = 3.244

120380500جمع
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روبرو،جدولداده‌هایازکنیدفرض:مثال
است؛شدهبرآوردزیرمدل‌های

𝑂𝑅𝑗رابطهباORمقادیر = 𝑒𝛽𝑗می‌آیددستبه.

با؛استبرابرضرایباستانداردخطای

فراوانی‌هامعکوسمجموعجذر

:෢𝑂𝑅𝑗برایدرصدی95اطمینانفاصله

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

مدل 
لوجیت

ضرایبمتغیر
برآورد 
ضرایب

خطای 
استاندارد 

ضرایب

نسبت 
شانس

95فاصله اطمینان 
برای نسبت شانس

1
𝛼1-1.1250.225ثابت

1.965
X𝛽10.6750.2611.178 , 3.276

2
𝛼2-1.5450.25ثابت

3.244
X𝛽21.1770.3081.774 , 5.934

𝑆𝐸 ෠𝛽1 =
1

80
+

1

171
+

1

25
+

1

104
= 0.261

𝑂𝑅1 ∶  𝐸𝑥𝑝 መ𝛽1 ± 1.96 𝑆𝐸 መ𝛽1 = (1.178 , 3.276)

(X)
OR

جمع01

(Y)

080171251𝑂𝑅0 = 1

125105130𝑂𝑅1 = 1.965

215104119𝑂𝑅2 = 3.244

120380500جمع
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باشدداشتهوضعیتدوازبیشXکهحالتی❖

oرمتغیدوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثال
XوY؛داریمرا

.می‌گیریمدرنظرمرجععنوانبهراX=0وY=0حالت

می آید؛دستبهزیرصورتبهشانس هانسبت

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
جمع0123

(Y)

0305060100240
115305040135
25204060125

50100150200500جمع

𝐎𝐑𝟏 𝟏, 𝟎 =

𝟑𝟎
𝟓𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟏. 𝟐

𝐎𝐑𝟏 𝟐, 𝟎 =

𝟓𝟎
𝟔𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟏. 𝟔𝟕

𝐎𝐑𝟏 𝟑, 𝟎 =

𝟒𝟎
𝟏𝟎𝟎
𝟏𝟓
𝟑𝟎

= 𝟎. 𝟖

𝐎𝐑𝟐 𝟏, 𝟎 =

𝟐𝟎
𝟓𝟎
𝟓

𝟑𝟎

= 𝟐. 𝟒

𝐎𝐑𝟐 𝟐, 𝟎 =

𝟒𝟎
𝟔𝟎
𝟓

𝟑𝟎

= 𝟒

𝐎𝐑𝟐 𝟑, 𝟎 =

𝟔𝟎
𝟏𝟎𝟎

𝟓
𝟑𝟎

= 𝟑. 𝟔
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باشدداشتهوضعیتدوازبیشXکهحالتی❖

oمتغیردوسطوحفراوانیجدولکنیدفرض:مثالX

؛داریمراYو

توانبهeبااستبرابرشانسنسبتدیگر،طرفاز
لوجیترگرسیونضریب

j حالت هایYوiحالت هایXمی دهدنشانرا.

(متغیرهاسایرماندنثابتو)Xمتغیردرافزایشواحدیکازایبه
.می یابدتغییر𝑒𝛽𝑗𝑖ضریبباپایه،حالتبهنسبتjپیامدوقوعبخت

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

(X)
جمع0123

(Y)

0305060100240
115305040135
25204060125

50100150200500جمع

𝑂𝑅𝑗 𝑖, 𝑜 = 𝑒𝛽𝑗𝑖  ;  𝑗 = 1,2 ;  𝑖 = 1,2,3
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شانسنسبتدوبرابریآزمون❖

:شانسنسبتدوبرابریصفرفرضیه

:استزیرفرضیهآزمونمعادلفرضیهاین

می کنیم؛استفادهلوجیترگرسیونمعادلاتشیبدوبینتفاضلرابطهاز

ی کند؛مپیرویزیرواریانسومیانگینبانرمالتوزیعازتفاضلاینآنگاهباشد،درستصفرفرضیهاگر

𝐸 ෠𝛽2− ෠𝛽1 = 𝛽2 − 𝛽1 

𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽2− ෠𝛽1 = 𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽2 − 𝑉𝑎𝑟 ෠𝛽1 − 2𝐶𝑜𝑣 ෠𝛽1, ෠𝛽2

می کنیمتعریفروبروصورتبهراtآماره

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝐻0: 𝑂𝑅1 = 𝑂𝑅2 𝐻0: 𝑂𝑅1 − 𝑂𝑅2 = 0

𝐻0:
𝑂𝑅1

𝑂𝑅2
= 1 𝐻0: ln(𝑂𝑅1) = ln(𝑂𝑅2)یا

ln( ෢𝑂𝑅2) − ln( ෢𝑂𝑅1) = መ𝛽2- መ𝛽1

𝑡 =
መ𝛽2− መ𝛽1

𝑣𝑎𝑟( መ𝛽2− መ𝛽1)
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شانسنسبتدوبرابریآزمون❖

𝛽2)برایدرصدی95اطمینانفاصله − 𝛽1)

آنگاهباشد،𝐿2و𝐿1بابرابراطمینانفاصلهاینپایینوبالاحداگر

𝑂𝑅2نسبتبرایدرصدی95اطمینانفاصله

𝑂𝑅1
با؛استبرابر

:سوال

ندارند؟معناداریتفاوت𝑂𝑅2و𝑂𝑅1می گوییمصورتیچهدر

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

( መ𝛽2 − መ𝛽1) ± 1.96 𝑉𝑎𝑟( መ𝛽2 − መ𝛽1)

(𝑒𝐿1  , 𝑒𝐿2)
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(لوجیترگرسیونشیب)مدلضرایببودنمعنادارآزمون❖

oلوجیترگرسیونشیببودنمعنادارآزمونبرای(ضریبX)می کنیماستفادهدرستنمایینسبتاز.

oاست؛رگرسیوندومقایسهبامعادلآزموناین

oشاملکهرگرسیونیX(غیرمقیدرگرسیون)است

oفاقدکهرگرسیونیX(مقیدرگرسیون)است

.می دهیمانجاملوجیتمدل هایازیکهربرایراکاراین

.می دهیمنشان𝑳𝟏بارادرستنمایینسبتغیرمقید،رگرسیونبرای▪

.می دهیمنشان𝑳𝟎بارادرستنمایینسبتمقید،رگرسیونبرای▪

:𝐻0:صفرفرضیه 1لوجیترگرسیونبرایمثلا.استصفرXضریب:صفرفرضیه 𝛽1 = 0

.می کندپیرویآزادیدرجه2با𝝌𝟐توزیعاز(زیررابطه)𝛌درستنمایینسبتصفر،فرضیهبودندرستدرصورت

𝑘بابرابرآزادیدرجهباشد،kبابرابرXمتغیرگروه‌هایتعدادوsبابرابروابستهمتغیرحالت‌هایتعداداگرکلی،درحالت − 1 𝑠 − .است1

چندگانهلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝛌 = 𝟐(𝑳𝟏 − 𝑳𝟎)



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس

یبیلوجیت‌آشیانه‌ای‌و‌ترک
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کنند؛استفادهوسیله نقلیهچهارازمی توانندروزانهوآمدرفتبرایافرادکنیدتصور❖

oشخصیخودرو
oتاکسی
oاتوبوس
oمترو

j=1,2,3,4استگزینهچهاردارایiفردبنابراین

آنگاه؛باشد،iفردانتخاببیانگر𝑌𝑖اگر

𝑌𝑖باشد1،2،3،4مقدارچهارشاملمی تواند:

.داردiفردخصوصیاتبهبستگیjگزینهانتخاباحتمال

درآمد،مانندمتغیرهاییشاملمی توانددهیم،نشانxباراiفردانتخاببرایتوصیفیمتغیرهایبرداراگر

.باشدغیرهوجنسیتشغل،سن،

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑌𝑖1 = 1        , 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖3 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖2 = 1 ,  𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖3 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖3 = 1 ,  𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖4 = 0 

𝑌𝑖4 = 1        ,             𝑌𝑖1  = 𝑌𝑖2 = 𝑌𝑖3 =0
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درآمد،مانندمتغیرهاییشاملمی توانددهیم،نشانxباراiفردانتخاببرایتوصیفیمتغیرهایبرداراگر

.باشدغیرهوجنسیتشغل،سن،

می کنیم؛تعریفزیرصورتبهراچندگانهلوجیتمدلیکحالت،ایندر

ه هاگزینویژگی هایبهتوجهیهیچودارند،اهمیتکهاستفردیویژگی هایفقطاینجادرکهشودتوجه

.نداریم(حمل ونقلیشیوهویژگی هایاینجادر)

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜋𝑗 𝐱𝒊
′ = 𝑃 𝑌 = 𝑗 𝐱𝒊

′ =
𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝑗

σ𝒋=𝟏
𝟒 𝑒𝐱𝒊

′𝛃𝑗
 ;  𝑖 = 0,1, … , 𝑛
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.دهیمقرارمدلدروننیزگزینه هاخاصویژگی هایبخواهیمکنیدفرضاکنون

.می باشدخودخاصویژگی هایدارایjگزینههروj=1,2,3,4استگزینهچهاردارایiفردهربنابراین

.استمتفاوتموردنظر،گزینه هایبرای(𝑇𝑖𝑗)سفرزمانو(𝐶𝑖𝑗)هزینهمتغیردوکنیدفرضمثلا

.برسدخودمقصدبهتامی کندصرفرا(𝑇𝑖𝑗)سفرزمانومی پردازدرا(𝐶𝑖𝑗)هزینه،iفردهرپس

هیچو)گزینه هاستویژگی هایبراساسفقطiفردبرایگزینههرانتخابوتصمیم گیریترتیب،بدین

.(نداردفردیویژگی هایبهوابستگی

.است(Conditional Logit)شرطیلوجیتمدلبهمعروفمدلیچنین❖

قیمتمثلا)باشدافرادسایربامتفاوتiفردبرایمی تواند(jگزینههزینهمثلا)jگزینهویژگی های:توجه

(دانشجویانودانش آموزانبرایتخفیفیاوشهریمختلفمناطقدراتوبوسمتفاوت

𝐶𝑖𝑗آنگاهباشد،یکسانافرادهمهبرایقیمتاگر = 𝐶𝑗

.شکلهمینبههممتغیرهاوویژگی هاسایربرای

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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.باشدگزینهmبینانتخاببیانگر𝑌𝑖کهکنیدتصور

.می گیریمنظردرiفردبرایjگزینهانتخابمطلوبیترا𝑈𝑖𝑗دیگر،طرفاز

𝑈𝑖𝑗استجزءدوشاملکهاستتصادفیمتغیریک:

𝑉𝑖𝑗غیرتصادفیجزء

𝜀𝑖𝑗تصادفیجزء

.دارداوبرایرامطلوبیتبیشترینکهمی‌کندانتخابراگزینه‌ایومی‌کندعملعاقلانهفرد:فرض

.باشد(𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚)بینازمقداربزرگترینبابرابر𝑈𝑖𝑗کهمی‌شودانتخابدرصورتیjگزینهپس

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 𝑌𝑖 = 𝑗 = 𝑃(𝑈𝑖𝑗 = max 𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚 )

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝑉𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗
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از؛عبارتستکهاست،گامبلچگالیتابعدارای𝜀𝑖𝑗تصادفیمتغیرکهمی شودثابتمبنا،اینبر

از؛عبارتستiفردتوسطkوjگزینهدومقایسهبرای𝑝𝑖𝑗دیگر،طرفاز

𝜀𝑖𝑘تفاضلاینکهاحتمالیعنی − 𝜀𝑖𝑗ازکوچکتر𝑉𝑖𝑗 − 𝑉𝑖𝑘باشد.

آنهالتفاضکهمی شودثابتمی کنند،پیرویگامبلتوزیعازکههستندتصادفیمتغیردو𝜀𝑖𝑘و𝜀𝑖𝑗چون

𝜀𝑖𝑗یعنی) − 𝜀𝑖𝑘)( آیدمیدستبهلوجیتاحتمالفرمولطریق،اینازو)می کندپیرویلوجستیکتوزیعاز.

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑓 𝜀𝑖𝑗 = 𝑒−𝜀𝑖𝑗𝑒−𝑒
−𝜀𝑖𝑗

= 𝑒(−𝜀𝑖𝑗−𝑒
−𝜀𝑖𝑗)

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 𝑌𝑖 = 𝑗 = 𝑃 𝑈𝑖𝑗 ≥ 𝑈𝑖𝑘

 = 𝑃 𝑉𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗  ≥ 𝑉𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑘

 = 𝑃(𝜀𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑘 ≥ 𝑉𝑖𝑘 − 𝑉𝑖𝑗) = 𝑃(𝜀𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑗 ≤ 𝑉𝑖𝑗 − 𝑉𝑖𝑘)

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝑉𝑖𝑗−𝑉𝑖𝑘

1 + 𝑒𝑉𝑖𝑗−𝑉𝑖𝑘
=

𝑒𝑉𝑖𝑗

𝑒𝑉𝑖𝑗 + 𝑒𝑉𝑖𝑘
=

𝑒𝑉𝑖𝑗

σ𝑗=1
2 𝑒𝑉𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝑉𝑖𝑗

σ𝑘=1
𝑚 𝑒𝑉𝑖𝑘

:حالت‌کلی
m-1با‌𝑈𝑖𝑗مقایسه‌

گزینه‌دیگر
(𝑈𝑖1, …, 𝑈𝑖𝑚)
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؛(خطیمطلوبیتتابع)داشتخواهیمکنیم،تعریفگزینه هاویژگی هایحسببررا𝑉𝑖𝑗اگر

:نکته

ونه هاست؛گزیازحاصلمطلوبیتمقایسهوتصادفیمطلوبیتنظریهشرطی،لوجیتمدلپایهکهآنجااز•

𝑝𝑖𝑗استشدهبیانگزینه هامطلوبیتتفاضلبرحسب.

صورتبهها𝛼𝑗ازیکهربرآوردامکانوکنیم؛حسابرا«ها𝛼𝑗تفاضل»می توانیمفقطبنابراین،•

.نیستجداگانه

صفربابرابرونمودنرمال سازیرا𝛼1می توانبگیریم،نظردرمبناعنوانبهرا1گزینهاگراساس،اینبر•

.نمودبرآوردها𝛼𝑗بقیهسپس،گرفت؛نظردر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉𝑖𝑗 = 𝐱𝒊
′𝛃 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑗 =
𝑒𝛼𝑗+𝛽1𝐶𝑖𝑗+𝛽2𝑇𝑖𝑗

σ𝑗=1
4 𝑒𝛼𝑗+𝛽1𝐶𝑖𝑗+𝛽2𝑇𝑖𝑗
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نیازموردداده‌های❖

.هستیممواجه(Discrete Choice Experiment)گسستهانتخابآزمایشیاتجربهمسألهباشرطیلوجیتمدلدر

.استافرادترجیحاتبهمربوطحوزهایندرموردنیازداده های

oاست؛استفادهوجمع آوریقابلدادهنوعدومبنا،اینبر

ادافرواقعیی(رفتارها)انتخاب هادهندهنشانبنابراین،ومی شود؛جمع آوریمستقیمطوربهکهداده هایی-1
.داده اندنشانخودازواقعیشرایطدرکهاست

داده هایگردآوری:مثلا.می شوداستفاده(Revealed preferences)«آشکارشدهترجیحات»ازحالتایندر
.غیرهوتاکسیاتوبوس،مترو،ازاستفادهواقعی

ودادهقرارموردنظرموقعیتدررافردمنظور،اینبرای.می شوندگردآوریپرسشنامهطریقازکهداده هایی-2
.می گرددسوالترجیحاتشخصوصدراوازسپس

استفادهمختلفسناریوهایزیر(Stated preferences)«شدهبیانیااظهارشدهترجیحات»ازحالتایندر
اختپردبهتمایلمورددرومی دهیمقراراتوبوسوشخصیخودروبینانتخابموقعیتدررافردمثلا.می شود

.می پرسیممختلفیسوالاتجابجاییزمانکاهشبانسبتدرهزینه

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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𝜀𝑖𝑗مورددرمفروضات❖

.هستندمستقل(i)مشاهداتمیاندرهم(j)گزینه هامیاندرهمها𝜀𝑖𝑗می شودفرض

.هستندگامبلتوزیعدارایمی شودفرضوبودهiidها𝜀𝑖𝑗بنابراین،

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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شرطیلوجیتمدلبرآورد❖

MLEروشازاستفادهباشرطیلوجیتمدلبرآورد

با؛استبرابرiفردبرایگزینه هاانتخاباحتمال

؛ازعبارتستدرستنماییتابعداریم،گزینهmوفردnچون

؛ازعبارتستدرستنماییتابعلگاریتم

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝐿𝑖 = 𝑃 𝑌𝑖1 = 1, 𝑌𝑖2 = 0, … 𝑌𝑖𝑚 = 0  
 × 𝑃 𝑌𝑖1 = 0, 𝑌𝑖2 = 1, … 𝑌𝑖𝑚 = 0

 × ⋯ × 𝑃 𝑌𝑖1 = 0, 𝑌𝑖2 = 0, … 𝑌𝑖𝑚 = 1 = ෑ

𝑗=1

𝑚

𝑝𝑖𝑗
𝒀𝒊𝒋

𝐿 = 𝐿1 × 𝐿2 × ⋯ × 𝐿𝑛 = ෑ

𝑖=1

𝑛

𝐿𝑖 = ෑ

𝑖=1

𝑛

ෑ

𝑗=1

𝑚

𝑝𝑖𝑗
𝒀𝒊𝒋

𝑙 = ln 𝐿 = ෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑚

𝑌𝑖𝑗 𝑙𝑛 𝑝𝑖𝑗 مدل،پارامترهایتمامبهنسبتمشتق گیریبا
.دمی آیدستبهمدلپارامترهایبرایبرآوردگرهایی
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

می گیریم؛مشتق𝑋𝑖𝑗بهنسبت 𝑝𝑖𝑗از،(jگزینهانتخاباحتمالبر)𝑋𝑖𝑗درتغییرنهاییاثراتمحاسبهبرای

𝛽متغیرضریب𝑋است.

می گیریم؛مشتق𝑋𝑖𝑘بهنسبت 𝑝𝑖𝑗از،(jگزینهانتخاباحتمالبر)𝑋𝑖𝑘درتغییرنهاییاثراتمحاسبهبرای

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝜕 X𝑖𝑗
=

𝜕 𝑝𝑖𝑗

𝜕 X𝑖𝑗
= 𝑝𝑖𝑗(1 − 𝑝𝑖𝑗)𝛽

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝜕 X𝑖𝑘
=

𝜕 𝑝𝑖𝑗

𝜕 X𝑖𝑘
= −𝑝𝑖𝑗𝑝𝑖𝑘𝛽
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

عبارتستیشخصوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرشخصی،وسیله نقلیه(قیمت)هزینهدرتغییراثرمثال؛
از؛

𝛽1متغیرضریبC𝑖𝑗است.

از؛عبارتستشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرتاکسی،(قیمت)هزینهدرتغییراثر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕 C𝑖1
= 𝑝𝑖1(1 − 𝑝𝑖1)𝛽1

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕C𝑖2
= −𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝛽1
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شرطیلوجیتمدلنتایجتفسیر❖

از؛بارتستعشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرشخصی،وسیله نقلیهسفرزماندرتغییراثرمثال؛

𝛽2متغیرضریبT𝑖𝑗است.

از؛عبارتستشخصیوسیله نقلیهازاستفادهاحتمالبرتاکسی،سفرزماندرتغییراثر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕 T𝑖1
= 𝑝𝑖1(1 − 𝑝𝑖1)𝛽2

𝜕 𝑃(Y𝑖 = 1)

𝜕T𝑖2
= −𝑝𝑖1𝑝𝑖2𝛽2
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مثال،❖

مطلوبست؛.استشدهبرآوردزیرصورتبهشهریکدرحمل ونقلاصلیشیوه هایمطلوبیتمدل

.(شیوههرانتخاباحتمال)جدولدرموجودداده هایازاستفادهباجابجاییشیوههرسهمبرآورد(الف

تغییریچهحمل ونقلیشیوههرسهمیابد،افزایشسفرهربرایریالهزار10پارکینگهزینهاگر(ب
می کند؟

𝐶𝑗:حمل ونقلیشیوههزینهj(ریالصدبرحسب)

𝑇𝑗:حمل ونقلیشیوهباسفرزمانj(دقیقهبرحسب)

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉1 = −0.3 − 0.002𝐶1 − 0.05𝑇1

𝑉2 = −0.35 − 0.002𝐶2 − 0.05𝑇2

𝑉3 = −0.4 − 0.002𝐶3 − 0.05𝑇3

(دقیقه)زمان‌سفر(هزار‌ریال)هزینهشیوه‌حمل‌ونقلی
1325خودرو‌شخصی

7.535اتوبوس
940مترو
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مثال،❖

.(شیوههرانتخاباحتمال)جدولدرموجودداده هایازاستفادهباجابجاییشیوههرسهمبرآورد(الفحل

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉1 = −0.3 − 0.002𝐶1 − 0.05𝑇1

𝑉2 = −0.35 − 0.002𝐶2 − 0.05𝑇2

𝑉3 = −0.4 − 0.002𝐶3 − 0.05𝑇3

𝑉1 = −0.3 − 0.002 ∗ 130 − 0.05 ∗ 25 = −1.81

𝑉2 = −0.35 − 0.002 ∗ 75 − 0.05 ∗ 35 = −2.25

𝑉3 = −0.4 − 0.002 ∗ 90 − 0.05 ∗ 40 = −2.58

𝑝𝑐𝑎𝑟 =
𝑒𝑉1

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.1636

0.3448
= 0.4745 (47.45%)

𝑒𝑉1 = 0.1636      ; 𝑒𝑉2 = 0.1054     ; 𝑒𝑉3 = 0.0758
𝑝𝑏𝑢𝑠 =

𝑒𝑉2

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.1054

0.3448
= 0.3057 (30.57%)

𝑝𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 =
𝑒𝑉3

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.0758

0.3448
= 0.2198 (21.98%)
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مثال،❖

می کند؟تغییریچهحمل ونقلیشیوههرسهمیابد،افزایشسفرهربرایریالهزار10پارکینگهزینهاگر(بحل

.استشدهایجادافزایشقیمتمتغیردرواحد100مقیاس ها،براساس✓

%2/0.7متروو%2/88اتوبوسسهمومی یابدکاهش%42/50به%47/45ازشخصیحمل ونقلسهمبدین ترتیب،✓
.می یابدافزایش

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑉1 = −0.3 − 0.002𝐶1 − 0.05𝑇1

𝑉2 = −0.35 − 0.002𝐶2 − 0.05𝑇2

𝑉3 = −0.4 − 0.002𝐶3 − 0.05𝑇3

𝑉1−𝑛𝑒𝑤 = −0.3 − 0.002 ∗ 230 − 0.05 ∗ 25 = −2.01

𝑉2 = −0.35 − 0.002 ∗ 75 − 0.05 ∗ 35 = −2.25

𝑉3 = −0.4 − 0.002 ∗ 90 − 0.05 ∗ 40 = −2.58

𝑝𝑐𝑎𝑟 =
𝑒𝑉1

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.1339

0.3151
= 0.4250 (42.5%)

𝑒𝑉1−𝑛𝑒𝑤 = 0.1339      ; 𝑒𝑉2 = 0.1054     ; 𝑒𝑉3 = 0.0758

𝑝𝑏𝑢𝑠 =
𝑒𝑉2

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.1054

0.3151
= 0.3345 (33.45%)

𝑝𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 =
𝑒𝑉3

σ𝑘=1
3 𝑒𝑉𝑖𝑘

=
0.0758

0.3151
= 0.2405 (24.05%)
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(Probability Ratio)احتمالنسبت❖

با؛استبرابرkگزینهبهنسبت jگزینهانتخاب(نسبیاحتمال)احتمالنسبت

با؛استبرابراحتمالنسبتلگاریتملگاریتم گیری،با

داریم؛آنگاهکند،تغییرC𝑖𝑗فقطاگرحمل ونقل،مسألهدرمثالبرای

واحدیکشخصیخودروهزینهمثلا)kبهنسبتjگزینهبرایمتغیریکمقداردرافزایشواحدیکازایبه:تفسیر
𝛽1اگـرمثلا)می کنـدتغییـر𝑒𝛃ضریـبانـدازهبهاحتمـالنسبت،(نکندتغییرتـاکسیویابدافـزایش = و0.2−

𝑒−0.2 = .(می شودقبلازکمتر%18.2تاکسی،بهنسبتشخصیخودروانتخابنسبیاحتمالکهمعناستبدین0.818

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃𝑅 =
𝑃(Y𝑖 = 𝑗)

𝑃(Y𝑖 = 𝑘)
=

𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑘
=

𝑒𝐱𝒊𝒋
′ 𝛃

𝑒𝐱𝒊𝒌
′ 𝛃

= 𝑒(𝐱𝒊𝒋
′ −𝐱𝒊𝒌

′ )𝛃

ln 𝑃𝑅 = (𝐱𝒊𝒋
′ − 𝐱𝒊𝒌

′ )𝛃

ln 𝑃𝑅 = ln
𝑒𝛼1+𝛽1𝐶𝑖1+𝛽2𝑇𝑖1

𝑒𝛼2+𝛽1𝐶𝑖2+𝛽2𝑇𝑖2
= 𝛼1 − 𝛼2 + 𝛽1 𝐶𝑖1 − 𝐶𝑖2 + 𝛽2(𝑇𝑖1 − 𝑇𝑖2)
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(Marginal Rate of Substitution (MRS))جانشینینهایینرخ❖

.استجانشینینهایینرختحلیلومحاسبهشرطی،لوجیتمدلازحاصلتحلیل هایازدیگریکی

.استمطلوبیتماندنِثابتازایبهگزینه هادرتغییربیانگرجانشینی(حاشیه ای)نهایینرخ

بگیرید،درنظررازیرمدلحمل ونقلمثالدر

قرارفرصبابرابروکردهحسابشده،صرفزماندرتغییروحمل‌ونقلهزینهدرتغییرازایبهرامطلوبیتتغییرات
دهیم؛می

با؛استبرابرجانشینینهایینرخ

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗

Δ𝑈𝑖𝑗 = 𝛽1Δ𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2Δ𝑇𝑖𝑗 = 0

𝑀𝑅𝑆 = −
Δ𝐶𝑖𝑗

Δ𝑇𝑖𝑗
=

𝛽2

𝛽1
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جانشینینهایینرخ❖

با؛استبرابرجانشینینهایینرخ

𝛽2واست،(شدهصرفزمان)غیرپولیگزینهیکاثربیانگر𝛽1(حمل ونقلهزینه)پولیگزینهیکاثربیانگر

بهتمایل)هزینهبهچقدرشود،کاستهشدهصرفزماندرواحدیکاگرکهاستآنبیانگر𝑀𝑅𝑆 نسبت

𝛽2بااستبرابرکهشد؛خواهداضافه(پرداخت

𝛽1

نوشت؛می تواننیزروبروصورتبهرا𝑀𝑅𝑆رابطه

.استشدهتلفزماندرتغییربابتهزینهپرداختبهتمایلمیزانبیانگررابطهاین

𝛽2اگـرمثلا

𝛽1
= Δ𝑇𝑖𝑗)شدهتلفزماندرکاهشواحدیکگفتمی توانآنـگاه1.5 = افزایشامکان،(1−

.می کندفراهممطلوبیت،میزاندرتغییربدونرابرابر1/5میزانبهحمل ونقلهزینه

.بپردازدتومان1500استحاضرکاربرزمان،درکاهشواحدیکازایبهباشد؛تومان1000قیمتاگریعنی

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑀𝑅𝑆 = −
Δ𝐶𝑖𝑗

Δ𝑇𝑖𝑗
=

𝛽2

𝛽1

Δ𝐶𝑖𝑗 = −
𝛽2

𝛽1
Δ𝑇𝑖𝑗
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(Preference heterogeneity)ترجیحاتدرناهمگونی❖

oسانیکپرداختبهتمایلوترجیحاتدارایمختلف،ویژگی هایباافرادهمهکهبوداینبرفرضاینجاتا
.هستند

oضرایبدلیلهمینبه𝛽شدگرفتهدرنظریکسانافرادهمهبرای.

o(اشدبمتفاوتمختلف،افرادبرایمتغیریکاهمیتمیزانیعنی)باشندمتغیرمی توانندضرایباین.

o،مثلا𝛽1یابدافزایشدرآمد،افزایشبامی توانداستحمل ونقلهزینهضریبکه.

oمی کنندانتخابراگران ترحمل ونقلشیوهافراددرآمد،افزایشبایعنی.

oکنندانتخابراداردکمتریسفرزمانکهحمل ونقلیشیوهدارندتمایلدرآمد،افزایشبایا.

oهستند،مترکسفرزمانباحمل ونقلیشیوهانتخابدنبالبهدرآمدافزایشباافرادکهباشداینفرضیهاگر
.نمودلحاظدرآمد،وشدهصرفزمانِحاصلضربکردنواردباراموضوعاینمی توان

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝛾2𝑇𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗 + ⋯
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ترجیحاتدرناهمگونی❖

𝐼𝑖𝑗فرددرآمدiگزینهکهمی دهدنشانراjمی کندانتخابرا.

.می کنیمبازنویسیروبروصورتبهرامعادلهاین

𝛽2)بابرابر𝑇𝑖𝑗ضریب + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)داردفرددرآمدسطحبهبستگیومی باشد،متغیرکهاست.

بود؛خواهدزیربه𝑈𝑖𝑗باشد،درآمدتابعنیز𝛽1اگر

با؛استبرابر(جانشینینهایینرخ)شدهصرفزمانکاهشبرایپرداختبهتمایلحالت،ایندر

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + 𝛽2𝑇𝑖𝑗 + 𝛾2𝑇𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗 + ⋯

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝛽1𝐶𝑖𝑗 + (𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)𝑇𝑖𝑗 + ⋯

𝑈𝑖𝑗 = 𝛼𝑗 + +(𝛽1 + 𝛾1𝐼𝑖𝑗) 𝐶𝑖𝑗 + +(𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗)𝑇𝑖𝑗 + ⋯

𝑀𝑅𝑆 =
𝛽2 + 𝛾2𝐼𝑖𝑗

𝛽1 + 𝛾1𝐼𝑖𝑗

هبتمایلیاجانشینینهایینرخحالتایندربنابراین،
آمددرسطحبهبستگیشده،تلفزمانکاهشبرایپرداخت

.داشتخواهدiفرد
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(Independence of Irrelevant Alternatives (IIA))نامربوطگزینه‌هایاستقلال❖

زینه هایگاستقلالشرطدارایبایدگزینه هامجموعهبینازانتخابکهاستاینشرطیلوجیتمدلالزاماتازیکی

.باشدنامربوط

oکه؛می کندبیاننامربوطگزینه هایاستقلالفرض

.باشدCنامربوطگزینهویژگی هایبهوابستهنبایدBوAگزینهدوبینانتخاب✓

.کنندانتخابشخصیخودروواتوبوسگزینهبینمی توانندافرادکنیدفرضمثلا

ترجیحدرییریتغنبایدباشد،برقرارنامربوطگزینه هایاستقلالفرضاگر،مترومثلاجدید،شیوهیکمعرفیبا

.شودایجادشخصیخودروواتوبوسگزینهدوبینانتخاببرایافرادنسبی

ازبعدبایدنبود؛کردهانتخابرااتوبوسگزینه،شخصیخودروواتوبوسگزینهدوبیننفریکاگریعنی✓

!کندانتخابراشخصیخودروگزینه،متروگزینهمعرفی

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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(Independence of Irrelevant Alternatives (IIA))نامربوطگزینه‌هایاستقلال❖

یعنی،هستند،iidها𝜀𝑖𝑗کهکرده ایمفرضشرطیلوجیتمدلدرکهشودتوجه

و(افراداستقلال)استهمازمستقلافرادتصمیمات▪

(گزینه هااستقلال)هستندهمازمستقلنیزگزینه ها▪

.می شودنقضگزینه هااستقلالفرضباشند،داشتهشباهتگزینه هااگرامااست،منطقیافراد،تصمیماتاستقلال

با؛استبرابراحتمالنسبتلگاریتم،kوjگزینهدوبرای

.(نیستگزینه هاسایرتابعو)استkوjگزینه هایازتابعی𝑃𝑅گزینه ها،استقلالفرضبرقراریصورتدرکهمی شودمشاهده

.هستندنامربوطگزینه هاسایر،kوjگزینهدومیانانتخابدربنابراین،

.دنداراهمیتیگزینه هاسایرحضورعدمیاحضورکنیم،بررسیگزینهدواینخصوصدرراiفردترجیحاتمی خواهیموقتییعنی

.نداردگزینه هاسایرویژگی هایبهربطیگزینه،دونسبیاحتمالدیگر،عبارتبه•

.گزینه هاستسایرازمستقلگزینه،دونسبیریسکیا•

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های

ln 𝑃𝑅 = ln
𝑃(𝑌𝑖 = 𝑗)

𝑃(𝑌𝑖 = 𝑘)
=  (𝐱𝑖𝑗 − 𝐱𝑖𝑘)′𝛃
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Conditional LogitوMNLمدل‌هایمهممفروضاتخلاصه❖

(Independence of Irrelevant Alternatives (IIA))نامربوطگزینه هایاستقلال1.

.هستندمستقلافراد،میاندرتصادفیخطایجملات2.

.هستندمستقلگزینه ها،میاندرتصادفیخطایجملات3.

.هستندمشابهتوزیعدارای(ها𝜀𝑖𝑗)تصادفیخطایجملاتهمه4.

.می کنندپیرویگامبلتوزیعازخطاجملات5.

هستند(همگن)یکسانترجیحاتدارایمختلف،ویژگی هایباافرادهمه.نداردوجودپنهانناهمگنی6.

.(استشدهلحاظمتغیرهاطریقازتفاوت ها)

شرطیلوجیت-لوجیتمدل‌های



مدل‌رگرسیون‌داده‌های‌گسسته
فصل‌
یازدهم

Discrete data Regression Model

پروبیت‌دوگانه

(کلوجستی)لوجیت‌دوگانه‌

مقدمه

شمعیارهای‌نیکویی‌براز

لوجیت‌چندگانه

لوجیت‌شرطی

ریسک‌و‌شانس

یبیلوجیت‌آشیانه‌ای‌و‌ترک
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(IIA)نامربوطگزینه‌هایاستقلالفرضکهاستشدهطراحیمواردیبرای(Nested Logit)آشیانه ایلوجیتمدل

.می‌شودنقضگزینه هاازگروهیبین

.دارندهمبستگیهمبا(دسترسیقابلیتراحتی،مانند)مشاهدهغیرقابلدلایلبهگزینه‌هابرخیدیگر،عبارتبه

.باشندهمبستههمباآنهاخطاهایمی‌دهداجازهومی‌دهدقرار«(nest)آشیانه»یکدرراگزینه‌هااینآشیانه‌ایلوجیت

:می‌شودمدل(چندسطحییاسطحیدو)درختیصورتبهتصمیم‌گیریفرآیند

(«شخصیحمل‌ونقل»برابردر«عمومیحمل‌ونقل»مثلاً)آشیانه‌هابینانتخاب:بالاسطح•

(تاکسییامتروبرابردراتوبوسمثلاً)آشیانهیکدرونگزینه‌هایبینانتخاب:پایینسطح•

ردفابتدا:می‌شودمدل(درختی)سلسله‌مراتبیصورتبهانتخابفرآیند،(Nested Logit)آشیانه‌ایلوجیتمدلدردیگر،عبارتبه
.‌گزیندبرمیراخاصگزینهیکآشیانه،آندرونسپس.کندانتخابرا(مشابهگزینه‌هایازدسته)آشیانهکداممی‌گیردتصمیم

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های
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:(باشدگزینهlشاملکه)mآشیانهبرایروابط

:داردقرارmآشیانهدرکهjگزینهانتخابقیدبدوناحتمال

mآشیانهانتخاباحتمال-1

𝑀:آشیانه‌هاتعداد

mآشیانهبرای (Inclusive value) شاملمقدار-2

mآشیانهدرjگزینهانتخابشرطیاحتمال-3

.استشدهارائهروابطاینازیکهردربارهمختصریتوضیحبعد،اسلایدهایدر

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑚) × 𝑃 𝑗 𝑚

𝑃 𝑗 𝑚 =
𝑒 Τ𝑉𝑖𝑗 𝜆𝑚

σ𝑙∈ 𝑁𝑒𝑠𝑡 𝑚 𝑒 Τ𝑉𝑖𝑙 𝜆𝑚

𝐼𝑚 = ln ෍
𝑙∈𝑁𝑒𝑠𝑡 𝑚

𝑒 Τ𝑉𝑖𝑙 𝜆𝑚

𝑃(𝑚) =
𝑒𝜆𝑚𝐼𝑚

σ𝑘=1
𝑀 𝑒𝜆𝑘𝐼𝑘
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:(باشدگزینهlشاملکه)mآشیانهبرایروابط

:داردقرارmآشیانهدرکهjگزینهانتخابقیدبدوناحتمال

mآشیانهانتخاباحتمال-1

.داردنامmآشیانهدر(dissimilarity) ناهمگونیپارامتر𝜆𝑚پارامتر•

0 آنمجازمحدوده• < 𝜆𝑚 ≤ 𝜆𝑚اگر.است 1 = .(استبرقرارIIAفرض)می‌شودتبدیل(آشیانهبدون)سادهلوجیتبهمدل،1

یکدیگربراینزدیکیجانشین‌هایآشیانهدرونگزینه‌های)استبیشترآشیانهدرونهمبستگیباشد،کوچک‌تر𝜆𝑚 هرچه•

.(هستند

.کنیممحاسبهراmآشیانهبرای(آشیانه هابین)بالاسطحمطلوبیتمی‌کنیمسعی𝜆𝑚𝐼𝑚جملهکمکبهواقعدر•

.می‌کندمحاسبهرا(پایینسطحمطلوبیت)mآشیانهدرموجودگزینه‌هایمطلوبیت‌هایمجموعلگاریتم𝐼𝑚مقدار•

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃(𝑚) =
𝑒𝜆𝑚𝐼𝑚

σ𝑘=1
𝑀 𝑒𝜆𝑘𝐼𝑘

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑚) × 𝑃 𝑗 𝑚
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:(باشدگزینهlشاملکه)mآشیانهبرایروابط

:داردقرارmآشیانهدرکهjگزینهانتخابقیدبدوناحتمال

mآشیانهبرای (Inclusive value) شاملمقدار-2

مقدارایندیگر،عبارتبه.می‌کندخلاصهراmآشیانهدرونگزینهبهترینانتخابازفردانتظارموردمطلوبیتکهاستمعیاری:شاملمقدار

.ویژگی‌هایشانوآندرونگزینه‌هایتمامگرفتننظردربااست،جذابفردبرایچقدرکلیطوربهmآشیانهکهمی‌دهدنشان

یانه‌شامل‌هر‌آش(.‌دو‌آشیانه)فرض‌کنید‌می‌خواهید‌تصمیم‌بگیرید‌که‌با‌شیوه‌حمل‌ونقل‌عمومی‌جابجا‌شوید‌یا‌حمل‌ونقل‌شخصی‌: تفسیر شهودی
:گزینه‌های‌مختلفی‌است

.مترواتوبوس،تاکسی،:«عمومیحمل‌ونقل»آشیانه•
.خودروموتورسیکلت،پیاده،:«شخصیحمل‌ونقل»آشیانه•

شمابرایهآشیانآنباشد،عالیخیلی(مترومثلاً)گزینهیکعمومی،حمل‌ونقلآشیانهدروناگراما.کنیدانتخابراآشیانهکدامنمی‌دانیدابتداشما
.باشندمتوسطآنگزینه‌هایبقیهاگرحتیمی‌شود،جذاب‌تر

.است(نماییوزنبا)آشیانهدرونگزینه‌هایهمهمطلوبیتازترکیبیکه،می گیرداندازهرا«کلیجذابیت»همیندقیقاًشاملمقدار
.بودخواهدبزرگتر𝐼𝑚باشد،بیشترآشیانهآندرخوبگزینه‌هایتعدادچههریاباشد،مطلوب‌ترآشیانهدرونگزینهبهترینچههر✓

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝐼𝑚 = ln ෍
𝑙∈𝑁𝑒𝑠𝑡 𝑚

𝑒 Τ𝑉𝑖𝑙 𝜆𝑚

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑚) × 𝑃 𝑗 𝑚
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:(باشدگزینهlشاملکه)mآشیانهبرایروابط

:داردقرارmآشیانهدرکهjگزینهانتخابقیدبدوناحتمال

mآشیانهدرjگزینهانتخابشرطیاحتمال-3

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑚) × 𝑃 𝑗 𝑚

𝑃 𝑗 𝑚 =
𝑒 Τ𝑉𝑖𝑗 𝜆𝑚

σ𝑙∈ 𝑁𝑒𝑠𝑡 𝑚 𝑒 Τ𝑉𝑖𝑙 𝜆𝑚
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کاربردیمثال

:می‌کنندانتخابفرودگاهبهرفتنبرایگزینهسهبینافرادکنیدفرض

.مترو(3تاکسی،(2شخصی،خودرو(1

مانندعواملیدلیلبهآن‌هاخطاهایاستممکنومی‌شوندمحسوب«عمومیحمل‌ونقل»جزودوهرمترووتاکسی
:بنابراین.باشدهمبستههمبا«ایستگاهبهدسترسی»یا«رانندگیازپرهیز»

(گزینهتک)شخصیخودرو:1آشیانه

(مترووتاکسیشامل)عمومیحمل‌ونقل:2آشیانه

𝜆2اگرمدل،برآوردبا = سادهیتلوجوداردوجودمترووتاکسیبینبالایینسبتاًهمبستگییعنیآید،دستبه0.5
.دادخواهداریب‌دارنتایج(می‌گیردنادیدهراهمبستگیاینکه)

آشیانه‌ایلوجیت-لوجیتمدل‌های

انتخاب

حمل‌ونقل‌
همگانی

مترو تاکسی

حمل‌ونقل‌
شخصی

خودرو‌سواری
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(Random Parameters Logit)تصادفیپارامترهایبالوجیتیا(Mixed Logit)ترکیبیلوجیتمدل

استفادهتهگسسانتخابرویدادهایمدلسازیبرایکهاستلوجیتمدلنسخهپیشرفته ترینومنعطف ترین

.می شود

:می کندبرطرفراشرطیلوجیتاصلیمحدودیتدومدلاین

.باشدداشتهوجودمشابهگزینه هایبینهمبستگیمی دهداجازه:IIAفرضنقض1.

هراهمیتمیزان)مدلضرایبمی دهداجازه.ترجیحاتدرمشاهده نشدهناهمگونینمودنلحاظ2.

واناییتمانند)افرادمیانپنهانتفاوت هایطریق،اینازتا)باشدمتفاوتجامعهافرادبیندر(ویژگی

کهشودموجبمی تواندتفاوت هااینزیرا.(گرددلحاظآن هاترجیحاتمدلسازیدرنیز(بدنی

.باشدمتفاوتافراد،بینگزینهیکارزش گذاری

ترکیبیلوجیت-لوجیتمدل‌های
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𝑈𝑖𝑗گزینهانتخابمطلوبیتراjفردبرایiمی گیریمنظردرروبروصورتبهو.

𝐱𝒊𝒋آن،درکه
.(گامبلحدیمقدارتوزیعبا)خطاستجمله𝜀𝑖𝑗وافراد،وگزینه هاویژگی هایبردار′

𝑓)مشخصتوزیعیکازوبودهiفردبهمربوطتصادفیضرایببردارهاβ𝑖اینجا،درکهاستاینمهمتفاوت✓ 𝛽 𝜃)

:می کندپیروی(غیرهویکنواخت،لگ نرمال،یا)نرمالتوزیعمانند

✓(𝜃(استواریانسومیانگینمانند)توزیعپارامترهای.

ویربراستانداردلوجیتاحتمال هایانتگرالبااستبرابرترکیبی،لوجیتمدلدرiفردتوسطjگزینهانتخاباحتمال

:استشدهوزن دار𝛽مقادیراحتمالچگالیبراساسکه𝛽مقداربرایممکنحالت هایتمامی

𝑓آن،درکه 𝛽 𝜃مقادیرچگالیتابع𝛽است.

مانندشبیه سازیروش هایازاستفادهبابایدوندارد(closed form)بستهفرمصورتبهپاسخیکانتگرالاین

.زدتقریبراآنمونت کارلو

ترکیبیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = x𝑖𝑗
′ β𝑖 + 𝜀𝑖𝑗

𝑃𝑖𝑗 = න
𝑒x𝑖𝑗

′ β𝑖

σ𝑘=1
𝑚 𝑒x𝑖𝑗

′ β𝑖
𝑓 𝛽 𝜃 𝑑𝛽

𝛽𝑖  ~ 𝑓 𝛽 𝜃

𝛽𝑖 = 𝜇 + 𝜂𝑖  ; 𝜂𝑖~ 𝑁 (0, 𝜎2)
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کاربردیمثال
(تصادفیرپارامتبا)ترکیبیلوجیتمدلیکازاینجا،در.بگیریددرنظرزیرصورتبهراسفرشیوهانتخابمدلیک

مدل(ثابترپارامتنهو)تصادفیپارامترصورتبهراسفرهزینهوسفرزمانمتغیردوبهمربوطضرایبتاشدهاستفاده
:کند

فرادامیاندر(نرمالتوزیعیکبراساس)تصادفیصورتبهمتغیر،دوپارامترهایمقدارکهاستشدهفرضاینجادر
.می‌کندتغییرجامعه
.باشدکمترسفرهزینهمی‌دهندترجیحمتوسط،طوربهافرادهمهمثلایعنی،

.باشدمتفاوتافراد،میاندرمی‌تواندهزینه،متغیراهمیتمیزاناما

.می‌دهدنشانرامتغیرهربهافرادحساسیتمیزانمیانگین(𝜇)توزیعامیدریاضی
.می‌دهدنشانراجامعهمیاندرترجیحاتاینپراکندگیمیزان(𝜎2)توزیعواریانس

ترکیبیلوجیت-لوجیتمدل‌های

𝑈𝑖𝑗 = 𝛽𝑖
 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑇𝑖𝑗 + 𝛽𝑖

 𝑐𝑜𝑠𝑡𝐶𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗
𝛽𝑖

 𝑡𝑖𝑚𝑒~ 𝑁 (𝜇 𝑡𝑖𝑚𝑒 , 𝜎 𝑡𝑖𝑚𝑒
2 )

𝛽𝑖
𝑐𝑜𝑠𝑡~ 𝑁 (𝜇𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝜎𝑐𝑜𝑠𝑡

2 )
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