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معبر،آندرمجازسرعتبامعبریکدرخودروهاترددسرعتمیانرابطه❑

ناحیهآندرساکنخانوارهایتعدادباترافیکیناحیهیکدرتولیدشدهسفرهایتعدادمیانرابطه❑

متغیرهابینموجودرابطه‌هایانواعازخاصنوعیک:خطیرگرسیون❑

بهراهاآنبتوانیاوباشندخطیپارامتر،لحاظازکهاستهاییمدلخطی،رگرسیونهایمدلازمنظور❑
.کردتبدیلپارامترلحاظازخطیهاییمدل

.نباشندیاباشندخطیاستممکنمتغیرهالحاظازهامدلاین❑

واردیخطمتغیرهایصورتبهراهاآنهایی،تبدیلکمکبهتوانمیمعمولاًباشند،غیرخطیصورتبهمتغیرهااگر❑
.کردمدل

مقدمه
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.معلولیوعلتروابطنهاست؛آماریهمبستگیروابطجنسازفصل،ایندرمطالعهموردروابط❑

چه؟یعنی❑

یسفرهاتعدادبرایمناسبکنندهپیش بینییکاستممکنتنهاناحیهیکدرساکنخانوارهایتعداد:مثال❑
.باشدناحیهآنازتولیدشده

ساکنخانوارهایتعدادمورددرتنهاوکنیدبرآوردراناحیهیکدرتولیدشدهسفرهایتعدادبخواهیداگرکهمعنابدین❑
بارادشدهتولیسفرهایتعدادمتوسطکندکمکشمابهمی‌تواندمدلاینباشید؛داشتهدستدراطلاعاتیناحیه،آندر

.کنیدبینیپیشناحیهآندرساکنخانوارهایتعدادازاستفاده

یکنساکخانوارهایتعدادمثلاً)متغیریکمستقیمدست‌کاریبالزوماًتوانیدمیشماکهنیستمعنابدینایناما❑
.دهیدتغییررا(ناحیهآنازتولیـدشدهسفرهایتعدادمثلاً)دیگرمتغیرمقدار،(ناحیه

معلولیوعلترابطهیکبهکند؛بینیپیشرادیگرمتغیرمقدارمتغیر،یکدست‌کاریبابخواهدگرتحلیلدرصورتی‌که❑
.داردنیازمتغیردواینمیان

معلولی؟وعلترابطهازمثال❑

افزایشنیزحرکتاندازهشکبدونجرم،افزایشباوداردبستگیآنجرمبهمستقیماًخودرویک(مومنتم)حرکتاندازه❑
.یابدمی

مقدمه
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پراکنشینمودارترسیمطریقازرابطهبودنخطیبررسی❑

یانمرابطهبودنخطیازآماریهایآزمونانجاموپراکنشینموداررسمکمکبهابتدااستلازمخطی،رگرسیونمدلساختازپیش
.گرددحاصلاطمینانوابستهمتغیروتوصیفی(های)متغیر
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تعداد‌خانوارهای‌ناحیه

(طهرابخطی‌بودنبررسی)سادهخطیرگرسیون
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پیرسونهمبستگیضریب❑

.می‌شوداستفادههمبستگیضریبآزمون‌هایازکمّیصورتبهمتغیر،دوبینخطیهمبستگینوعومیزانبررسیبرای

شدت ‌ازمعیاری،𝑟پیرسون،همبستگیضریب.داریماختیـاردررا‌i=۱,۲,…,nکه(Xi, Yi)صورتبهزوجیداده‌تعدادیکنیدفرض
.ودمی‌شتعریفزیررابطهباکهاستنمونههمبستگیضریبمعیار،ایندیگرنام.می‌دهددستبهمتغیردورابطهبودنخطی

r=
σi=۱

n (Xi−ഥX)(Yi−ഥY)

σi=۱
n (Xi−ഥX)۲ σi=۱

n (Yi−ഥY)۲

.استمتغیردومیانخطیرابطهوجودعدممعنایبه، r = 0کهداشتخاطربهباید

.نداردوجودمتغیردوبینرابطه‌ایهیچلزوماًکهنیستمعنـابداناینامـا

.باشندداشتهغیرخطیرابطهیکدیگرباموردنظرمتغیردواستممکنبلکه

.کندکمکنیزغیرخطیروابطشناساییبرایگرتحلیلبهتواندمیپراکنشینمودارترسیم

معنایبهمتغیردومیانهمبستگیضریبمقداربودن بزرگواستآماریشاخصیکهمبستگی،ضریبکهشودمیتأکیدعلاوه،به
.نیستمتغیردوآنبینمعلولیوعلترابطهوجود

(طهرابخطی‌بودنبررسی)سادهخطیرگرسیون
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پیرسونهمبستگیضریب❑

فرضیهآزمونکمکبههمبستگیضریبمقداربودنمعناداربررسی

 Ha: ρ≠0وH0: ρ=0.خیریاداردصفربامعنـاداریتفـاوت(جامعهدر)همبستگیضریبمقدارآیابدانیمخواهیممی

استقابل‌محاسبهزیررابطهازهمبستگیضریباستـانداردخطایشود،انتخابجـامعهازnاندازهباتصـادفینمونهیکاگر

S.E. r = Τ۱−r۲ n−۲

.کندمیپیرویآزادیدرجه n-۲باtتوزیعازومی‌شودتعریفزیرصورتبهآزمونآماره

tH0
=

r

Τ۱−r۲ n−۲  
= 𝑟

n−۲

۱−r۲
 ~ tn−۲

tH0)آزمونآمارهمقدارمطلققدردرصورتی‌کهبنابراین،
,t۱−α/۲)بحرانیمقدارازبیشتر،( n−۲)شودمیردصفرفرضیهآنگاهباشد؛.

معناداریخطیهمبستگیموردنظرمتغیردومیانگفتتوانمیاطمینان%(α۱-)با،αمعناداریسطحدرصفرفرضیهشدنردازپس
.داردوجود

(طهرابخطی‌بودنبررسی)سادهخطیرگرسیون
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رگرسیونمدلبرآورد❑

.شودمشاهدهمتفاوتیyمقادیرمعین،xمقداریکازایبهاستممکنواقعی،دنیایازگیرینمونهبارهردر

.است Yiتصادفیمتغیرازمقداریک،(xi , yi)دادهزوجهردرyiبه‌عبارت‌دیگر،

.باشدمی xiمعینمقدارازایبه YiتصادفیمتغیریکY|xiگفتتوانمیبنابراین

xiمعینمقدار هرازایبه Yiمقادیرفرضیتوزیع‌های:نمودار

μY|x1

μY|x2

μY|x3

۱Y ۲Y
۳YY

۱x
۲x ۳x

𝑋

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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رگرسیونمدلبرآورد❑

بانرمالتوزیعیکاز،xiمعینمقدارهرازایبهYiمقادیرتوزیعکهاستآنسادهخطیرگرسیونتحلیلهایفرضپیشازیکی،درواقع

.است(۲σ)ثابتیمقدار،xمقادیرهمهبرایهاتوزیعاینواریانسکهکندمیپیرویμY|x=a+bxiمیانگین

راxمقدارXمتغیرکهشرطیبه Yتصادفیمتغیرریاضیامیدتعیینازاستعبارت«XرویبرYرگرسیون»توزیع،اینتابعداشتنبا
کند؛اختیار

E Y X=x =μY|x=a+bxi

μY|x1

μY|x2

μY|x3

۱Y ۲Y
۳YY

۱x
۲x ۳x

𝑋

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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رگرسیونمدلبرآورد❑

بانرمالتوزیعیکاز،xiمعینمقدارهرازایبهYiمقادیرتوزیعکهاستآنسادهخطیرگرسیونتحلیلهایفرضپیشازیکی،درواقع

.است(۲σ)ثابتیمقدار،xمقادیرهمهبرایهاتوزیعاینواریانسکهکندمیپیرویμY|x=a+bxiمیانگین

راxمقدارXمتغیرکهشرطیبه Yتصادفیمتغیرریاضیامیدتعیینازاستعبارت«XرویبرYرگرسیون»توزیع،اینتابعداشتنبا
کند؛اختیار

E Y X=x =μY|x=a+bxi

Eبابرابرمتوسططوربه،Yمتغیرمقدارآنگاهکند،اختیارراxمقدارXاگرکهشودمیبینیپیشعبارت‌دیگر،‌به Y X=xشدخواهد.
(های)متغیرفمختلمقادیرازایبهراوابستهمتغیرشرطیریاضیامیدمقـادیرکهاستخطیرگرسیـون،منحنیگفتتوانمیبنـابراین،

.کندمیمتصلهمبهبینپیش

باشد؛منحنیضرایبازخطیتابعیصورتبهXرویبرYرگرسیونکهاستحالتیرگرسیون،ازکاربردیوسادهحالتیک

E Y X=x =μY|x=a+bx

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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aو b،استغیرممکنهـاآنواقعیمقادیرآوردندستبهوهستند؛(جامعهپارامتر)واقعیرگرسیونخطازثابتیمقادیر.

.می‌آوریمدستبه bوaازاینقطهبرآوردهای،(xi ,‌yi)مقادیرزوجازنمونهیکآوریجمعبارگرسیون،مدلبرآوردرونددر

.دهندمینمایش෡bو෡aباترتیب،بهرابرآوردهااین

باشد؛می(b وaاینجادر)مدلپارامترهایکردنبرآورد،«خطیرگرسیونمدلساخت»ازمنظورخلاصهطوربه

ഥyx=‌෡a+෡bx

.گیرندنمیقرارمستقیمخطیکرویبرهازوجهمهکهکنیممیمشاهده،(xi ,‌yi)مقادیرزوجصورتبهنمونهآوریجمعازپس

.دادعبورهادادهاینمیانازتوانمیرامستقیمخطنهایتبی

کند؟ارائهجامعهرگرسیونخطازرابرآوردبهترینتواندمیخطوطاینازیککدام:سؤال

.هستیم෡bو෡aبرایبرآوردگرهابهتریندنبالبهیعنی

روش،(෡bو෡aبرایبرآوردگرهابهترینکردنپیدایعنی)کاندیدهایخطمیـانازخطبهترینشنـاساییبرایهاروشترینرایجازیکی

.باشدمی«خطامعمولیمربعاتحداقل»

.شودپرداختهمدلخطایمفهومبررسیبهاستلازمابتداروش،اینتشریحبرای

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون

Ordinary Least Squares (OLS)
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رگرسیونمدلبرآورد❑

معادله

E Y X=x =μY|x=a+bx

.(مدلمعینبخش)استXازمتاثرکهمی‌دهدتوضیحراYتغییراتازبخشیآنفقط
.کنیممدلواردنیزرااستکنترلغیرقابلوتصادفیکهراعواملسایرتاثیربایدحال

:گیریممینظردرزیرصورتبهراYiتصادفیمتغیر

Yi=‌a+bxi+Ei

Ei،مقادیرپراکندگیتصادفیمتغیرYiحولμY|x گویندمیتصادفیخطایآنبهوباشدمی(ًصورتبهمعمولاuiمی‌شوددادهنمایش).

.است۲σواریانسوصفرمیانگینبانرمالتوزیعدارای،xمقادیرازهریکازایبهکهاستتصـادفیمتغیریک Ei:پیش‌فرض

.کردخواهدصدقزیررابطهدر،(xi ,‌yi)جامعهدرمشاهداتازیکهرترتیب،بدین

yi=‌a+bxi+εi
.کردخواهندصدقزیررابطهدر(xi ,‌yi)مشاهداتازیکهرتصادفی،نمونهیکبرایدیگر،سویاز

yi=‌ොa+෠bxi+ei
ei،شودمینامیدهباقیماندهمقدار.

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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رگرسیونمدلبرآورد❑

തyxiصورتبهراxیکازایبهمدلتوسطپیش‌بینی‌شده yمقادیروyiشکلبهرانمونهدرشدهمشاهدهyمقـادیراگر،به‌عبارت‌دیگر
.(چرا؟)باشدداشتهتفاوتنمونهدرشدهمشاهدهواقعیمقادیربااستممکنمدل،توسطپیش‌بینی‌شدهمقادیرکهاستواضحدهیم؛نشان

തyxiمقادیرمیانرابطهبنابراین،
.دهیممینمایشزیررابطهصورتبهراyiو

yi=‌തyxi
+ei

തyxi
Eازبرآوردی، Y|xiوeiمقادیرمیانتفاوتyاستمدلتوسطشدهبرآوردونمونهدرشدهمشـاهده.

می شود؛تقسیمدستهدوبهYتغییراتبنابراین،

غیرتصادفییامعینجزءآنبه.(می‌دانیمغیرتصادفیوکنترلقابلراآنو)استXازمتأثرکهتغییراتی-۱
.می‌گویند

جزء،اخلالجزء،تصادفیجزءآنبه.استکنترلغیرقابلیاوپنهانتصادفی،عواملسایرازناشیکهتغییراتی-۲
.می‌گویندخطاجملهیااختلال

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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رگرسیونمدلبرآورد❑

തyxiمقدارقـائم انحرافeiگفتتوانمیبه‌عبارت‌دیگر،
.استYiاز

.کنیمحداقلراخطاهاکهاستآنرگرسیونمدلپارامترهایبرآوردبرایمناسبمعیارهایازیکی

.شودایجادخطاکمترینکهکندعبورمشاهداتنقاطمیانازگونه‌ایبهرگرسیونخطیعنی

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون

رای‌براساس‌این‌ایده‌می‌توانیم‌برآوردگرهایی‌را‌ب
پارامترهای‌مدل‌بسازیم‌که‌به‌آن‌ها،‌

( ෡𝜽𝑶𝑳𝑺)برآوردگرهای حداقل مربعات معمولی 
.می‌گویند
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خطامربعاتمجموعحداقلروش❑

و i=۱,۲,…,nکهداریم(xi, yi)صورتبهزوجیداده‌تعدادیکنیدفرض

.کنیمارائهجامعهرگرسیونخطازبرآوردیمشاهدات،اینازاستفادهباخواهیممی

از«اهباقیماندهمربعاتمجموع»کهشوندمیبرآوردایگونهبهرگرسیونخطپارامترهایخطا،مربعاتمجموعحداقلروشدر

.شودحداقل،(زیررابطه)شدهبرآوردخط

SSE= ෍

i=۱

n

(ei)
۲ = ෍

i=۱

n

(yi−ොa−෠bxi)
۲

رمقادیبینعمودیفواصلمربعاتمجموعمقدارکمترینکهاستخطیمربعات،حداقلرگرسیونخطبه‌عبارت‌دیگر،

.باشددارارارگرسیونخطونمونهدرشدهمشـاهده

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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خطامربعاتمجموعحداقلروش❑

قرارصفربابرابرهامشتقاینوگرفتهجزئیمشتق෠bوොaبهنسبتهاباقیماندهمربعاتمجموعرابطهازاگرترتیب،بدین

دستبهرگرسیونخط (a)مبدأازعرضو (b)شیببرآوردبرایزیرروابط،෠bوොaبهنسبتمعـادلاتحلازپسدهیم؛

آمد؛خواهد

෠b=
σi=۱

n (Xi−ഥX)(Yi−ഥY)

σi=۱
n (Xi−ഥX)۲

 

ොa=ഥY −෠bഥX 

.استسادهخطیرگرسیونمدلپارامترهایبرآوردگرهایواقعدرروابطاین✓

«Best Linear Unbiased Estimator (B.L.U.E.)))نااریبخطیبرآوردگربهترین»عنوانباآمارعلمادبیاتدر✓

.می‌شودشناخته

(رگرسیونمدلبرآورد)سادهخطیرگرسیون
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطیرگرسیونمدلمعناداری❑

واصلفمربعاتمجموعمقدارکمترینکهبودخواهدخطیباشد،شدهبرآوردخطامربعاتحداقلروشباکهرگرسیونیخط

.داراسترانمونهدرشدهمشـاهدهمقادیربهنسبتعمودی

است؟معنادارآمارینظرازلزوماًبرازش،اینکهمعناستبداناینآیا:سوال

oخیر.

oدلموبودهغیرخطیرابطهیکتوصیفی،(های)متغیرووابستهمتغیرمیانرابطهاصولاًاستممکنمثالبرای

.نباشدرابطهایندادننمایشبرایمناسبیمدلخطی،رگرسیون

o،چقدراهدادهبرشدهبرآوردهخطبرازشنیکوییمیزانکهدهیمپاسخسؤالاینبهاستلازمبعد،گامدربنابراین

است؟

oشودمیاستفادهآماریهایشاخصوهاآزمونازمنظور،اینبرای.

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

.بگیریدنظردررامستقیمخطدو

بارابربتوصیفی،متغیـرمقادیرتمامازایبهوابستهمتغیـرمقدارآندروبودهافقیبه‌صورتکهاستخطیاول،خط

.(yi=തy=a)استشدهمشاهدهyمقادیرمیـانگین

yi=തyxiرگرسیونمدلهماندومخط
=a+bxiبرراوابستهمتغیرمقدارتوصیفی،متغیرمقدارهرازایبهکه؛است

.کندمیبینیپیششده،ساختهمدلاساس

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

خط)اولمدلتواناییمیانمعناداریتفاوتآیاکهدهیمپاسخسؤالاینبهخواهیممیمرحلهایندرخلاصه،طوربه

.خیریاداردوجودyمقادیربینیپیشدر(رگرسیونخط)دوممدلو(میانگین

مدلکهنیمکمیتعریفصورتاینبهراصفرفرضیهوکردهاستفادهواریانستحلیلآزمونازسؤال،اینبهپاسخبرای

.(نداردمیانگینسادهمدلبامعناداریتفاوت)نیستمعناداررگرسیون،

.شودمیتبیینH0: b = 0صورتبهسادهخطیرگرسیونمعناداریآزموندرصفرفرضیهبه‌عبارت‌دیگر،

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

.کردتقسیمجزءدوبهتوانمیراهادادهمیانگینبهنسبت yiمشاهدههرپراکندگی

مدلتوسطشدهبینیپیشy»مقداربینتفاوتشاملشود،میگفتهرگرسیونمدلتوسطشدهتبیینپراکندگیآنبهکهاولجزء

.است«میانگینمدلتوسطشدهبینیپیشy »مقداربا«رگرسیون

مدلتوسطشدهبینیپیشy»مقداربینتفاوتشاملگویند،مینشدهتبیینپراکندگییاوخطاازناشیپراکندگیآنبهکهدومجزء

.باشدمی«شدهمشاهدهy»مقداربا«رگرسیون

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

مجموعشاملبخش،دوبهزیرصورتبهرا(SST)هادادهمیـانگینازY مقادیردرشدهمشـاهدههایانحرافمربعاتمجموعبه‌عبارت‌دیگر،
کنیممیتقسیم(SSM)مدلتوسطشدهتبیینانحرافاتمربعاتمجموعو(SSE)نشدهتبیینهایانحرافمربعات

SS
T
=SS

E+SS
M

= ෍

i=۱

n
(yi−ഥy)۲ = ෍

i=۱

n
(yi−ෝyi)

۲+ ෍

i=۱

n
(෡Yi−ഥy)۲

−෡Yi))مدلتوسطشدهتبیینانحرافاتمربعاتمجموعهرچه
ഥY)۲)اختصـاصخودبهراانحرافـاتکلمربعاتمجموعازبیشتریسهم

رگرسیون ‌رابطهبه‌عبارت‌دیگر،.داردXازایبه Yمقادیرپراکندگیبینیپیشدربیشتریتواناییرگرسیون،مدلکهمعناستبدیندهد؛
.داردوجودYوXمیانمعنـاداری

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون



23
محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

معناداریطوربهXمقادیرازایبه Yمقادیربینیپیشدررگرسیونمدلتواناییکهاستآنرگرسیونمدل«بودنمعنادار»ازمنظور
.کندمیبینیپیشوابسته،متغیرمقدارعنوانبهراYمیانگین مقدار،Xمقادیرتمامیازایبهکهاستسادهمدلیکازبیشتر

oجامعهخطایمقادیردرصورتی‌که(εiها)خطاپراکندگیمربعاتمجموعمیانگینآمارهآنگاه،؛(پیش‌فرض)باشندداشتهنرمـالتوزیع
𝑀𝑆𝐸 = Τ𝑆𝑆𝐸 (𝑛 − .بودخواهد(۲σ)هادادهمشترکواریانسازبرآوردی(2

oمـدلگیپراکندمربعـاتمجموعمیـانگینآنگاه؛نبـاشدمعنـاداررگرسیوـن،رابـطهوبودهصحیـحصفرفرضیـهدرصورتی‌کـه
𝑀𝑆𝑀 = Τ𝑆𝑆𝑀 .بودخواهد ۲σازدیگریبرآوردنیز(1)

آنگاه،؛باشدتهنداشمیانگینسادهمدلیکبامعناداریتفاوتخطیرگرسیونمدلوباشدصحیحصفرفرضیهدرصورتی‌کهاساس،اینبر

=Fآماره Τ𝑀𝑆𝑀 𝑀𝑆𝐸 توزیعاز𝐹1,𝑛−2 کردخواهدپیروی.

(αمعناداریسطحدر)رسیونـرگمـدلمعنـاداریعدمفرضیه،اشدـب n،۱،αF-۲بحرانیمقدارازبزرگ‌تر،Fآمـارهمقداراگرترتیب،بدین

.شودمیرد

خطیرگرسیونمـدلبودنترموفقنشانگراینوبودهبزرگ‌تر Fآمـارهمقدارباشد،بیشترمدلتوسطشدهبیانپراکندگیهرچهعلاوه،به
.استوابستهمتغیرمقادیربینیپیشدر

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلمعناداریآزمون❑

oجامعهخطایمقادیردرصورتی‌که(εiها)خطاپراکندگیمربعاتمجموعمیانگینآمارهآنگاه،؛(پیش‌فرض)باشندداشتهنرمـالتوزیع

𝑀𝑆𝐸 = Τ𝑆𝑆𝐸 (𝑛 − .بودخواهد(۲σ)هادادهمشترکواریانسازبرآوردی(2

oمـدلگیپراکندمربعـاتمجموعمیـانگینآنگاه؛نبـاشدمعنـاداررگرسیوـن،رابـطهوبودهصحیـحصفرفرضیـهدرصورتی‌کـه

𝑀𝑆𝑀 = Τ𝑆𝑆𝑀 .بودخواهد ۲σازدیگریبرآوردنیز(1)

آنگاه،؛باشدتهنداشمیانگینسادهمدلیکبامعناداریتفاوتخطیرگرسیونمدلوباشدصحیحصفرفرضیهدرصورتی‌کهاساس،اینبر

=Fآماره Τ𝑀𝑆𝑀 𝑀𝑆𝐸 توزیعاز𝐹1,𝑛−2کردخواهدپیروی.

(αمعناداریسطحدر)رسیونـرگمـدلمعنـاداریعدمفرضیهباشد، n،۱،αF-۲بحرانیمقدارازبزرگ‌تر،Fآمـارهمقداراگرترتیب،بدین

.شودمیرد

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلپارامترهایمعناداریآزمون❑

oرگرسیونمدلدربرآوردشدهپارامترهای(ොaو෠b)،جـامعهپارامترهایمجهولمقادیرازاینقطهبرآوردیک(aوb)

.هستند

oواهدخدستبهجامعهپارامترهایبرایاینقطهبرآوردهایعنوانبهجدیدیمقادیراحتمالاًگیری،نمونهتکرارصورتدر

.آمد

oآزمودجـامعهپـارامترهایواقعیمقادیرمورددرراهاییفرضیهبرآوردها،اینازاستفادهبااستلازمپس.

oدارند؟صفرمقداربامعناداریتفاوتجامعه،واقعیمبدأازعرضوشیبآیا:سوال

oسوالنایبهبه‌دست‌آمده،نمونهاساسبرکهمبدأازعرضوشیبازبرآوردهاییداشتنباوفرضیهآزمونازاستفادهبا

.می‌دهیمپاسخ

oفرصبامعناداریتفاوتمبدأ،ازعرضوشیببرایبرآوردشدهمقدارکهکندمیبیانها،آزمونایندرصفرفرضیه

.نداردوجودرگرسیونمدلدرونموردنظرپارامترگنجاندنبرایدلیلیبنابراین،وندارند

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلپارامترهایمعناداریآزمون❑

 (n-۲)بنابراین،.باشدمی۲σ(۲-n)بابرابر SSEریاضیامیدکهدادنشانتوانمی،SSEرابطهبهتوجهبا:یادآوری

SSE/۲براینااریببرآوردکنندهیکσ (زیررابطه)بودخواهد.

ෝσ۲=
σi=۲

n (yi−തyi)
۲

n−۲

.کنیممیاستفادهمحاسباتدر(ෝσ۲)نااریبشبرآوردازآنجایبهاست؛مجهول۲σازآنجاکه

ෝσ۲متوسط،طوربهمی‌دهدنشانواستبرآوردمعیارانحرافYازچقدرواقعهایYدارندانحرافشدهبرآوردهای.

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلپارامترهایمعناداریآزمون❑

.باشدمی۲σمشترکواریانسوصفرمیانگینبامستقلنرمالتوزیعدارایهاεi:فرضپیش

Eیا)ها Yi:معـادلطوربه Y|xi)میـانگینبامستقـلنرمـالتوزیعدارایتصـادفیمتغیرa+bxi۲مشترکواریـانسوσ

ازارامترهاپاینواریانسومیانگینکهبودخواهندنرمالتوزیعداراینیزرگرسیونمدلپـارامترهـایهایبرآوردکنندهآنگـاه

:بودخواهندقابل‌محاسبهزیرجدولدرشدهارائهروابط

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلپارامترهایمعناداریآزمون❑

.a ≠ 0مقابلفرضیهوa = 0صفرفرضیهمبدأ،ازعرضمقدارمعناداریبررسیبرای

.(مدلپارامترهایتعدادp)کندمیپیروی tn−pتوزیعاز،(a = 0)باشدصحیحصفرفرضیهدرصورتی‌کهزیرآماره

ta=
ොa−a

ෝσ
۱
n

+
ഥX۲

σi=۱
n (Xi−ഥX)۲

taشرطاگرسـادهخطیرگرسیونمـدلدربنـابراین، >t۱−α/۲, n−۲ صفرفرضیهآنگاهباشد؛برقرار(a = 0)رد

.داردصفربامعناداریتفاوتجامعهواقعیمبدأازعرضمقدارگفت،توانمیترتیببدین.شودمی

oاطمینانِفاصلهعلاوه،به(-α1)رگرسیونخطمبدأازعرضبرایدرصدی(a)بودخواهدقابل‌محاسبهزیرصورتبه.

ොa±t ۱−α/۲, n−۲ ෝσ෡a

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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خطیرگرسیونمدلپارامترهایمعناداریآزمون❑

 b≠0مقابلفرضیهوb=0صفرفرضیهتوصیفی،متغیرضریبمورددرفرضیهآزمونانجامبرای

.(مدلپارامترهایتعدادp)کندمیپیروی tn−pتوزیعاز،(b = 0)باشدصحیحصفرفرضیهدرصورتی‌کهزیرآماره

tb=
رگرسیونضریب

رگرسیونضریباستانداردخطای
=

෠b−b

ൗෝσ σi=۱
n (Xi−ഥX)۲

taشرطاگرساده،خطیرگرسیونمدلدر >t۱−α/۲, n−۲ صفرفرضیهباشد؛برقرار(b = 0)بدین.شودمیرد

.داردصفربامعناداریتفاوتbپارامترمقدارگفتتوانمیترتیب

oاطمینانِفاصلهعلاوه،به(-α1)سادهرگرسیونخطشیببرایدرصدی(b)بودخواهدقابل‌محاسبهزیرصورتبه.

oموردنظرپارامتربرایقبولیقابلمقادیرتوانندمیآماریازنظرگیرند،میقراربازهایندرکهمقادیریتمام(b)باشند.

෠b±t ۱−α/۲, n−۲ ෝσ෡b

(نرگرسیومدلارزیابی)سادهخطیرگرسیون
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؛مثال

تیاراخدررا«شهرآنازناحیههردرساکنخانوارهایتعداد»و«شهریکترافیکینواحیازشدهتولیدسفرهایتعداد»بهمربوطهایداده

.ناحیههرازتولیدشدهسفرهایتعدادبینیپیشبرایسادهخطیرگرسیونمدلیکساختاستمطلوب.داریم

سادهخطیرگرسیون



مدل‌رگرسیون‌خطی
فصل‌
دهم

Linear Regression Model

رگرسیون‌خطی‌ساده

رگرسیون‌خطی‌چند‌متغیره

مقدمه

پیش‌فرض‌های‌رگرسیون‌خطی

معیارهای‌نیکویی‌برازش

(لدستکاری‌متغیرهای‌مد)تبدیلات‌
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توصیفیتغیرمیکازبیشکهرگرسیونیمدلبه.هستیمروبرومتغیریکازبیشبارگرسیونهایمدلبامعمولاًکاربردی،مطالعاتدر

گویندمیچندمتغیرهرگرسیونمدلدارد،

Yi=β0+β۱X۱i+β۲X۲i+…+βkXki+εi

داشتهیهمبستگیکدیگرباونبودهیکدیگرازمستقلکاملاًاستممکنهاآنازبرخیکهداردوجودتوصیفیمتغیرkمدل،ایندر

.باشند

.شودهاستفادمتغیرهااینبهاشارهبرای«توصیفیمتغیر»اصطلاحاز«مستقلمتغیر»واژهجایبهاستبهتردلیل،همینبه

.دهدمیتوضیحبهترنیزرامتغیرهااینازاستفـادهازهدف،«توصیفیمتغیر»اصطلاحدرواقع،

استفادهتهوابسمتغیردرشدهمشاهدههایپراکندگیتوصیفبرایمتغیرهااینازرگرسیون،مـدلقالبدرکندمیتلاشگرتحلیلزیرا

.کند

مبدأازعرضبامتناظر)ثـابتمقداریکدارایشیب،یکومبدأازعرضیکجایبهچندمتغیرهخطیرگرسیـونمعادلهاین،برعلاوه

.استتوصیفیمتغیرهایازهریکبرایضریبیکو(سادهخطیرگرسیوندر

.شوندمینامیده«مدلپارامترهای»یا«جزئیرگرسیونضرایب»ضرایب،این

چندمتغیرهخطیرگرسیون

Independent variableExplanatory variable
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.باشندمیجامعهمجهولپارامترهایازبرآوردی،جزئیرگرسیونضرایبدرواقع،

آنمقـداردرافزایشواحـدیکباکهگویدمیمابهتوصیفیمتغیریکبرایجزئیرگرسیـونضریبچندمتغیره،رگرسیونمدلدر
.کندمیتغییرچقدروابستهمتغیرمقدار،(مدلدرونتوصیفیمتغیرهایسایرمقدارماندنثابتشرطباو)متغیـر

.می‌شوداستفادهماتریس‌هاوبردارهاجبرازمعمولاًمتغیرهچندرگرسیونتشریحدر

.می‌نمایدکوتاه‌تروساده‌ترراآن‌هاتحلیلونتایججاستخرازیرا

𝑦 =

𝑌1

𝑌2

⋮
𝑌𝑛 𝑛×1

              ,     𝐗 =

1 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝐾

1 𝑋22 ⋯ 𝑋2𝐾

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
1 𝑋𝑛2 ⋯ 𝑋𝑛𝐾 𝑛×𝐾

𝐲 = 𝐗𝛃 + 𝐮

𝑌1

𝑌2

⋮
𝑌𝑛

=

1 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝐾

1 𝑋22 ⋯ 𝑋2𝐾

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
1 𝑋𝑛2 ⋯ 𝑋𝑛𝐾

𝛽1

𝛽2

⋮
𝛽𝑘

+

𝑢1
𝑢2

⋮
𝑢𝑛

چندمتغیرهخطیرگرسیون

y وu بردارهای ستونی𝐧 × 𝟏

X ماتریس𝐧 ×k

𝛃 بردار ستونی𝐤 × 𝟏
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(OLSبرآوردگرهای)چندمتغیرهرگرسیونضرایببرآورد

.می‌آینددستبه(SSE)خطامجذورمجموعنمودنحداقلطریقازOLSبرآوردگرهای

ො𝐲 = 𝐗෡𝛃

𝒆 = 𝒚 − ො𝐲 = 𝐘 − 𝐗෡𝛃

SSE= ෍

i=۱

n

(ei)
۲ = 𝒆′𝒆

𝑒وخطاهاستونیبردار𝑒′استآنترانسپوز.

.می‌گیریممشتق෠βبهنسبت𝑒′𝑒شدنحداقلبرای

می‌آید؛دستبهزیرصورتبهOLSروشازاستفادهبا෠βبرآوردگرهایمربوطه،معادلاتحلبا
෡𝛃𝑶𝑳𝑺 = (𝐗′𝐗)−𝟏(𝐗′𝐘)

چندمتغیرهخطیرگرسیون

𝒆′ = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑛
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

چندمتغیرهرگرسیونمدلمعناداریآزمون

Yi=β0+β۱X۱i+β۲X۲i+…+εi

 Yiتغییراتبرمدلدرونتوصیفیمتغیرهایازهیچ‌کدامکهکنیمآزمونرافرضیهاینخواهیممیرگرسیون،مدلمعناداریبرای

:کنیممیتبیینزیرصورتبهراصفرفرضیهبنابراین.ندارندتأثیری

H0: β۱=β۲=…=βk=0

کهداردوجودβ𝑖یکحداقل)استمؤثر Yiتغییراتدرکهداردوجودتوصیفیمتغیریکحداقلکهکندمیبیان(Ha)مقابلفرضیهو

:داشتخواهیمباشد،صحیحصفرفرضیهدرصورتی‌که.(نیستصفربابرابر

Yi = β0+εi

β0آن،درکه = ഥy تغییراتکهمعناستبدانصفرفرضیهبودنصحیحبنابراین،.استYi ًازتابعیفقطوبودهتصادفیصرفاεiخواهد

طیخرگرسیوندر)شودمیاستفادهرگرسیونمـدلمعنـاداریآزمونبرایواریانستحلیلروشازشد،اشارهقبلاًکهطورهمان.بود

توصیفیمتغیریکفقطساده،رگرسیونمدلدرزیرا.(استH0: b=0صفرفرضیهبررسیبرایtآزمونهماندقیقاًآزموناینساده،

معنـاداریبررسیبرایFآزمونوواریانستحلیلازبایدتوصیفی،متغیرهایتعدددلیلبهچندمتغیرهرگرسیونمدلدراما.داردوجود

.شوداستفادهرگرسیونمدل

چندمتغیرهخطیرگرسیون
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

چندمتغیرهرگرسیونمدلمعناداریآزمون

صفرفرضیهدرصورتی‌کهپارامترkبارگرسیونمدلیکبرایکهدادنشانتوانمیگفتیم،سادهخطیرگرسیونمورددرآنچهمشابه

(H0: β۱=β۲=…=βk=0)توزیعاززیرآمارهباشد،صحیحFکندمیپیروی.

F=
SS

M
/(k−۱)

SS
E

/(n−k)
~ F(k−۱, n−k) 

.شودمیردرگرسیونمدلمعناداریعدمفرضیهباشد،Fα, k−۱, n−kبحرانیمقدارازبزرگ‌تر،Fآمارهمقداراگرترتیب،بدین

ابطهرتوصیفیمتغیرهایووابستهمتغیربینکهکندمیآزمونراصفرفرضیهاین،Fآمارهازاستفادهباواریانستحلیلجدولبنابراین،
 .نامندمی(Overall regression F-test)کلیرگرسیونآزمونراآزموناین.نداردوجودخطی

چندمتغیرهخطیرگرسیون



مدل‌رگرسیون‌خطی
فصل‌
دهم

Linear Regression Model

رگرسیون‌خطی‌ساده

رگرسیون‌خطی‌چند‌متغیره

مقدمه

پیش‌فرض‌های‌رگرسیون‌خطی

معیارهای‌نیکویی‌برازش

(لدستکاری‌متغیرهای‌مد)تبدیلات‌
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

oپیشاینبرقراریمستلزمخطیرگرسیـونروشازاستفادهومدلساختکهداردوجودزیربناییفرضپیشتعدادی-

.استهافرض

oومدلمعناداریمورددرآماریهایآزمونانجامومدلبرازشازپسخود،مدلاعتبارسنجشبرایگرتحلیل
.کندبررسینیزراخطیرگرسیـونزیربنـاییهایفرضپیشبودنبرقراربایدآن،پارامترهای

oموردنظرپدیدهسازیمدلبرایمناسبیمدلعادی،خطیرگرسیونمدلها،فرضپیشاینبرقراریعدمصورتدر
.شوداندیشیدهمشکلرفعبرایتمهیداتیاستلازموبودنخواهد

oخطیرگرسیونمدلیکبرای(برآورددرOLS)،خطاجملهشودمیفرض𝜀𝑖،هرازایبهکهاستمستقلتصادفیمتغیریک𝑋𝑖

.استσ۲ثابتواریانسوصفرمیانگینبانرمالتوزیعدارای

o،هاباقیماندهمقادیرباشد؛مناسبموردمطالعههایدادهبرایخطیرگرسیونمدلدرصورتی‌کهبنابراین(ei)هایویژگیبایستمی

.کنندمنعکسرا𝜀𝑖برایمفروض

oشودمیاستفادهرگرسیونمدلهایفرضپیشبررسیبرایهاباقیماندهمقادیرازدلیل،همینبه.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(OLSروشازاستفادهمنظوربه)رگرسیونمدل(تصادفیجزء)خطاجزءخصوصیات❖

(Zero mean of disturbances.‌)میانگین‌جملات‌خطا‌برابر‌با‌صفر‌است-۱

E Ei|Xi = 0

(Homoscedasticity  of disturbances).‌همسان‌است(‌برای‌همه‌مقادیر‌متغیر‌توصیفی)جملات‌خطا‌واریانس‌-۲

var Ei|Xi = E 𝐸𝑖
2|Xi = 𝜎2

(Non-Autocorrelation of disturbances(.‌)عدم‌رابطه‌میان‌جزءهای‌خطا)عدم‌خودهمبستگی‌-۳

𝑐𝑜𝑣 𝐸𝑘 , 𝐸𝑗 = 𝐸 𝐸𝑘𝐸𝑗 = 0 𝑘 ≠ 𝑗

(‌‌Exogeneous regressors.‌)استقلال‌جزء‌تصادفی‌از‌جزء‌غیرتصادفی-4

𝑐𝑜𝑣 𝐸𝑖 ,𝑋𝑖 = 0

(Normality of disturbances)ال‌بودن‌جملات‌خطا‌نرم-۵

𝐸𝑖~𝑁(0,𝜎2)

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهامیانگینبودنصفر-1

که؛می‌کندبیانفرضاین

E(εi) = 0

اینکه؛بهتوجهبا

𝑒 = 𝑦 − ොy

.استواقعیمقداربابرابرمتوسططوربهبرآوردشدهمقدارکهمعناستبدانباشد،صفربابرابرخطاهاامیدریاضیوقتی

E(εi)فرضباشد،مبداازعرضدارایرگرسیونمعادلهاگردیگر،طرفاز = مبداازعرضفاقدرگرسیوناگرامانمی‌شود؛نقض0

اینکه؛جملهاز.بودخواهدنامطلوبیآثاردارایوشدنخواهدصفرلزوماًخطاهامتوسطمقدارباشد،

.دهدتوضیح،(مدل)توصیفیمتغیرهایازبهترراYتغییراتمی‌تواند(ത𝑌)نمونهمتوسطیعنی.شودمنفیاستممکن۲R(الف

.شودمدلشیببرآورددرشدیداریببهمنجرمی‌تواندبالقوهطوربه(ب

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

.اشدب(برابر)ثابتتوصیفی،متغیرمقادیرهمهازایبهبایدرگرسیونخطحولشده،مشاهدهYمقادیرواریانسکهکندمیبیانفرضاین

شود،انجامگیرینمونهبارچندین،xمقدارداشتننگهثابتبااگرکهکنندمیبیان«خطاهاواریانسثابت‌بودن »و«نرمال‌بودن»فرضدو

.استثابت،xمقادیرهمهازایبههاتوزیعاینواریانسکهکردخواهدپیروینرمالتوزیعیکاز،xهرازایبه Yمقادیرتوزیعآنگاه

σ2ثابتواریانسوصفرمیانگینبانرمالتوزیعازکهبودهمستقلتصادفیمتغیریکx،εiمقادیرازهریکازایبهبه‌عبارت‌دیگر،

.کندمیپیروی

واریانسیهمنامبااست؛مشاهداتازمستقلوبودهثابتتوصیفی،متغیرمقادیرهمهازایبهخطاجملهواریانسکهفرضاین

(Homoscedasticity)شودمیشناخته.

صادفیتنیزوهاگیریاندازهدرخطاپنهان،اثراتشاملکه)مدلدرونموجوداطمینانعدمخالصتأثیرکهمعناستاینبهویژگیاین

.استتصادفیصورتبهبلکهنبوده،سامانمندصورتبههادادهمیاندر،(استگیرینمونهبودن

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

.یابدمیکاهشرگرسیونمدلکاراییبه‌عبارت‌دیگر،یاویافتهکاهشمدل،هایپارامتربرآورددقتکهاستآنفرضایننقضنتیجه

اثر(واریانس)کاراییرویبرفقطونمی‌شود OLSبرآوردگرهایبودنسازگاروبودننااریبدرتغییرموجبواریانس،ناهمسانیویژگی

(ندارندراواریانسحداقلدیگربرآوردگرهااینیعنی)می‌گذارد

.می‌کنداریبدچارراخطاجملهواریانسبرآوردیعنی

.بودنخواهنداطمینانقابلمی‌شوند،انجامکای‌دوو Fو tباکهفرضیه‌هاییآزمونلذانمی‌شوند،برآورددرستیبهواریانس‌هاکهانجاازو

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

ناهمسانواریانستشخیصآزمون‌های

.بارتلتآزمون-1

(سال۲۰طیکشوراستان‌هایبهمربوطداده‌هایمثلا)باشندتکراریمشاهداتکهاستاستفادهقابلوقتی

سال۲۰طیکشوراستان‌هایجمعیتیگروه‌هایبرایسالانهترددحجممدل‌سازیای

.می‌یابدافزایشنیزواریانس‌هاجمعیت،افزایشبامثلاباشد،داشتهوجودواریانسناهمسانیشکلماگر

.استهمسانواریانس‌ها:صفرفرضیه

.داردوجودواریانسناهمسانیمشکل:صفرفرضیهرد

می‌خواهیمکهاستگروه‌هاییتعداد:n)می‌کندپیرویآزادیدرجهn-1باکای‌دوتوزیعازصفر،فرضیهصحتدرصورتآزمونآماره

(بیازماییمراآن‌هاواریانسهمسانی

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

ناهمسانواریانستشخیصآزمون‌های

.اسپیرمنرتبه ایآزمون-2

.نموداستفادهاسپیرمنرتبه‌ایهمبستگیضریبازمی‌توانXiوEiواریانسمیانرابطهبررسیبرای

.می‌کنیمرتبه‌بندیهاXiهمراهبهوکردهحسابرا(εi)مدلباقیمانده‌هایقدرمطلقمقادیرمنظور،اینبرای

.می‌دهیمانجامرااسپیرمنرتبه‌ایهمبستگیضریبآزمونسپس

.استهمسانواریانس‌ها:صفرفرضیه

.داردوجودواریانسناهمسانیمشکل:صفرفرضیهرد

.می‌کندپیرویآزادیدرجهn-2باtتوزیعازصفر،فرضیهصحتدرصورتآزمونآماره

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

ناهمسانواریانستشخیصآزمون‌های

.پاگان-بروشآزمون-3

می‌شود؛انجامزیرمراحلقالبدرکلیطوربهآزموناین

.می‌گرددمحاسبه(εi)باقیمانده‌هامقادیروگردیدهبرآوردOLSروشباموردنظررگرسیونمدل(الف

=ෝσ۲صورتبهرگرسیونمدلواریانس(ب
σi=i

n (εi)
۲

n
.می‌شودمحاسبه 

گرفتندرنظربارگرسیونمدلیک(ج
(εi)

۲

෡σ۲
توسطداده‌شدهتوضیحتغییراتمجموعوگردیدهبرآوردOLSروشباوابسته،متغیرعنوانبه

.می‌شودمحاسبه(𝑆𝑆𝑀)مدل

(جمرحلهمدلدرموجودمتغیرهایتعداد:r)می‌کندپیرویآزادیدرجهr-1باکای‌دوتوزیعازصفر،فرضیهصحتدرصورتآزمونآماره(د

.استهمسانواریانس‌ها:صفرفرضیه

.داردوجودواریانسناهمسانیمشکل:صفرفرضیهرد

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

ناهمسانواریانستشخیصآزمون‌های

شامل؛رایجآزمون هایسایر

وایتآزمون

لاگرانژضریبآزمون

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

ناهمسانواریانستشخیصبرایکیفیروشیک

شدهبینیپیشمقـادیربرابردرهاباقیمـاندهمقادیرنموداربررسی

.نمودترسیمشدهبینیپیشمقـادیربرابردرراهاباقیمـاندهمقادیرنمودارمی‌توان«واریانسهمسانی»فرضبررسیبرای

قیفیصورتبهنمودارایندرموجودنقاطیابد،کاهشیاافزایشوابستهمتغیرواریـانستوصیفی،متغیرمقدارافزایشبادرصورتی‌که

.بودخواهدواریانسبودنثابتفرضبرقراریعدمازحاکیشرایط،اینوآمددرخواهدشکل

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

مثال؛

است؟برقرارمدلخطاهایواریانسبودنثابتفرضپیشآیابدانیمخواهیممیبگیرید،نظردردوبارهراقبلیمثال

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

o؛(نندکتغییرمشاهداتمیاندرسامانمندصورتبهخطاها)باشندمی(غیرثابت)ناهمسانصورتبهخطاهاکههنگامی

(GLS)تعمیم یافتهمربعاتحداقلیاوداروزنمربعاتحداقلمانندسازیمدلروش‌هایسایرازاستلازمآنگاه

.شوداستفاده

oرگرسیـونامانجبرایمنـاسبیشرایطوابستهمتغیرمقیاستغییربابتواناستممکناوقاتگاهیدیگر،سویاز

.آوردوجودبهخطی

oازگرفتنجذراباستممکنیابد،افزایشتوصیفی،متغیرمقدارافزایشباوابستهمتغیرواریانساگرمنظور،اینبرای

.کردحلرامشکلاینبتوانوابستهمتغیرمقادیر

oلگاریتمباتاسممکنکند،پیداکاهشتوصیفی،متغیرمقادیرافزایشباوابستهمتغیرواریانساگرمعکوس،طوربه

.کردحلرامشکلاینبتوانوابستهمتغیرازگرفتن

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(Homoscedastic disturbances)خطاهاواریانسبودن(همسان)ثابت-2

.است(ها εt−i)گذشتهخطاهایازتابعیεtواریانسآن،طبقکهداردوجودواریانسناهمسانیازدیگرینوع

.هستند Autoregressive Conditional Heteroskedastic (ARCH)مدل‌هایبهمعروفمدل‌هانوعاین

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(خودهمبستگیعدم)خطاهابودنتصادفیومستقل-3

oتاسشدهانجامتصادفیومستقلصورتبهگیرینمونهکهاستآنرگرسیونزیربناییهایفرضپیشازیکی.

oنداردایرابطهدیگر،مشاهدهمقداربامشاهدهیکمقدارکهمعنابدین.

oمقادیرازهریکازایبهکهشودمیبیانشکلاینبهاوقاتگاهیفرضاینx،خطامقادیر(εi)متغیریکصورتبه

.هستندهمازمستقلوتصادفی

oخطاهااستقلال»،«خطاهابودنناهمبسته»،«خطاهاخودهمبستگیعدم»:دیگرنام های»

oهستندیکدیگرازمستقلمشاهدات،میاندرخطاهامقدارکهمعنابدین.

oاستضروریمعتبر،«پیش‌بینیبازه»و«اطمینانفاصله»یکآوردندستبهبرایخطاهااستقلالفرض.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(خودهمبستگیعدم)خطاهابودنتصادفیومستقل-3

oرتأثیتحتجامعه،درونمقادیرازهریکمشاهدهاحتمـالکهاستاین(هاباقیماندهیا)مشـاهداتاستقلالازمنظور

:شودمیبیاننیززیرصورتبهفرضاین.نباشدقبلیمشاهدات

 Cov(εi,εj)=0    ،i≠j اگر

oنباشندمستقلها،مکانیاوهازمانافراد،میاندرمشاهداتکهداشتخواهندهمبستگیهنگامیخطاها.

oافراد،میانخودهمبستگیزمانی،خودهمبستگیمکانی،خودهمبستگی....

o(...زمانی،مکانی،مجاورت)استهممجاورمشاهداتمیانهمبستگیمیزانازشاخصیخودهمبستگی.

oندارددیروزخطاهایمقدارباارتباطیامروزخطاهایمقدارمثلا.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

(Spatial Autocorrelation)مکانیخودهمبستگی

oباشد؛هشدآوریجمع(هستندیکدیگرمجاورمثلا)دارندمشترکیهایویژگیکهجغرافیایینواحیازهادادهکههنگـامی

.باشیمروبرومکانیهمبستگیمشکلبااستممکن

oرمجاونواحیدرساکنخانوارهایدرآمدباارتباطبیشهری،نواحیازبسیـاریدرساکنهـایخانواردرآمدمثال،برای

.نیست

oفضاییآمار(Spatial Statistics)،هایتحلیلدرنیزرامکانیهمبستگیموضوعکهاستخاصیمطالعاتیحوزه

.باشدداشتهزمینکاربریوونقلحملریزیبرنامهحوزهدرفراوانیکاربردهایتواندمیوگیردمینظردرآماری

oمورانآی آماره(Moran’s I)استمکانیخودهمبستگیوجودبررسیبرایشاخصی.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

(Serial Correlation)-(Autocorrelation)- (Temporal Correlation)زمانیخودهمبستگی

oتاسممکنکههستندهـاییدادهترینرایج(زمانیسریداده‌های)اندشدهانجاممتوالیهایزمانطولدرکهمشاهداتی

.کندصدقهاآنمورددرمشـاهداتمیانهمبستگیموضوع

oمبستگیخودهیاسریالیهمبستگیباشند،داشتههمبستگیپشت‌سر‌همزمانیهایبازهبهمربوطخطاهایکههنگامی

.داردوجودخطاجمله

o۱۵کیترافیکحجمیاودارندهمبستگییکدیگربامعمولاً‌شود،میثبتدقیقه۱۵هرکهترافیکیاحجاممثال،برای

.داشتخواهدهمبستگیبعدروزبااحتمالاًکاریهرروزدرمشخصدقیقه

o،دباشداشتهزمانیهمبستگیاستممکننیززمانطولدرمشخصفردیکرویبرانجام‌شدهمشاهداتهمچنین.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

(Serial Correlation)-(Autocorrelation)- (Temporal Correlation)زمانیخودهمبستگی

سیلهوکردنمدلبرایرگرسیونمدلیکماهیانه،زمانیسریهایدادهازاستفادهبااستقرارکنیدفرض:دیگرمثالیک•

ساختهسفردتولیمتغیرهایوسوختکارگر،تعدادمتغیرهایازاستفادهباهمگانیونقلحملتوسطشدهطیکیلومتر-نقلیه

.شود

اینکهگفتانبتواستممکنبگذارد،تأثیرشدهطیکیلومتر-نقلیهوسیلهرویبرماهیکدرکارگراناعتصابدرصورتی‌که•

.گذاشتخواهدتأثیرنیزبعدی(های)ماهدرشدهطیکیلومتر-نقلیهوسیلهرویبرناگهانیتغییر

.شدخواهدخطاهادرسریالیهمبستگیبروزموجبپدیدهاین•

ـدلمبودنناقصازجملهدیگریمشکلاتیدرنتیجههاشوکیاایدورههایپدیدهازغیراستممکنسریـالیهمبستگی•

.باشدModel misspecification(مدلاشتباهفرمول‌بندی)یا(مـدلدرونازمؤثرتوصیفیمتغیرهـایحذف)

وجهیتبیموردعملدرهموتحقیقاتدرهمایگستردهطوربهامادهدمیرخونقلیحملمطالعاتازبسیاریدرمشکلاتاین•

.گیردمیقراراغماضو

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

(Serial Correlation)-(Autocorrelation)- (Temporal Correlation)زمانیخودهمبستگی

توالیرمتغییکمقابلدرراهاباقیماندهمقادیرکهاستنموداریسریالی،همبستگیشناساییبرایمناسبنمودار•

.دهدمینمایش

.باشد(قبلیدورهوفعلیدوره)مشـاهداتانجامترتیبیاومشـاهداتانجامزمانتواندمیتوالیمتغیراین•

بدونبایداهداتمشانجامتوالیبهنسبتهاباقیماندهنمودارباشند،نداشتهسریـالیهمبستگیهاباقیمـاندهدرصورتی‌که•

تفاوتXمختلفمقادیرازایبههاباقیماندهتغییراتبازهوباشندشدهپراکندهصفرخطحولخـاصی،الگویهیچ

.باشدنداشتهچندانی

ها؛آنزمانیالگویباشند،داشتهسریالیهمبستگیخطاهااگراما•

یاواست؛نزولییاصعودیرونددارای(۱

.استهمراه(ماهیانهمثلاً)ایدورهنوساناتبا(۲

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

داده‌هامیان(سریالیهمبستگی)خودهمبستگیازمثالی

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش

شرایط‌عدم‌وجود‌خودهمبستگینمودار‌

ها‌را‌در‌مقابل‌نمودار‌مقادیر‌باقیمانده
دوره‌فعلی‌و‌)ترتیب‌انجام‌مشـاهدات‌
(دوره‌قبلی

ها‌را‌در‌مقابل‌زمان‌نمودار‌مقادیر‌باقیمانده
انجام‌مشاهدات
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

زمانیخودهمبستگی

.آزمودراسریـالیهمبستگیوجودتوانمینیزواتسون-دوربینآزمونکمکبه

.(هستندهمازمستقلخطاها)نداردوجود(قبلیدورهوفعلیدورهدر)خطاجملاتمیانسریالیهمبستگی:صفرفرضیه

.شودمیمحاسبهزیررابطهازوOLSرگرسیونمدلیکدرخطامقادیراساسبرآزموناینآماره

d=
σ۲

n(ොεi−ොεi−۱)۲

σ۲
n ොεi

۲ ≅ 2(1 − ො𝜌)

ො𝜌:قبلیدورهوفعلیدورهدرخطاجملاتمیانهمبستگیضریب

.بودخواهد۲بابرابرتقریباًآزموناینآمارهمقدار،(باشدصحیحصفرفرضیه)باشندمستقلخطاهادرصورتی‌که•

خطاهامقـادیربین(منفی)مثبتهمبستگیوجودعدممورددرکمتریاطمینانباشد،۲از(بیشتر)کمترآزمونآمارهمقداراگراما•

.داشتخواهیم

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

زمانیخودهمبستگی

.آزمودراسریـالیهمبستگیوجودتوانمینیزواتسون-دوربینآزمونکمکبه

ازهیچکدامازآزموناینآماره)داشتخواهدمتفاوتیمقدارمختلف،هایدادهبرایوداردبستگیXiبهdآمارهبحرانیمقادیر•

.(نم‌کندپیرویشدهشناختهتوزیع‌های

درونتوصیفیمتغیرهایتعدادازایبهبحرانیمقادیربرایرا(dL)پایینیو(dU)بالاحدودواتسونودوربینمشکل،اینرفعبرای•

.شودمیارائهآمادهجداولدربحرانیمقادیر.کردندارائهمدل

استقلالشرطگفتتوانمی؛باشد2.5تا1.5بینواتسون-دوربینآزمونآمارهمقداردرصورتی‌کهکلی،قاعدهیکعنوانبهاما•

.استبرقرارخطاها

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

مثال؛

خیر؟یاداردوجودسریالیهمبستگیها،دادهاینمیاندرآیابدانیمخواهیممیبگیرید،نظردردوبارهراقبلیمثال

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهابودنتصادفیومستقل-3

خطاجملاتخودهمبستگینمودنلحاظروش‌های

نظردررا(مشـاهدات)خطـاهامیـانهمبستگیوجودکهزیرروش‌هایباشد؛داشتهوجود خودهمبستگیهادادهمیاندرکهشرایطیدر

باشند؛موردنظرپدیدهتحلیلبرایمناسبیهایگزینهتوانندمیگیرند،می

oتعمیم یافتهمربعاتحداقل(GLS)،

oزمانیهایسریمدل(پویا،مدل هایARIMA،ARIMAX)،

oفضاییرگرسیونمدل های(Spatial regression)

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهاتوزیعبودننرمال-4

.کندمیپیروینرمالتوزیعازکهاستمستقلتصادفیمتغیریکεiشودمیفرض،xمقادیرازهریکازایبه

خطاجملاتشودمیفرضخطیرگرسیوندرکهگرفتنتیجهتوانمینماییم؛ترکیبخطاهااستقلالفرضبارافرضایندرصورتی‌که

.(Independent and identically distributed (iid))هستند(زیرصورتبه)هممشابهنرمالتوزیعباومستقلصورتبه

εi≈N(0 , σ۲)

Yi≈N(bXi , σ
2)

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش

متغیریکخودمعین،xیکازایبهشدهمشاهدهYمقدارکهدانیممی•

مقدار،xمقدارهمانازایبهدیگر،نمونهیکدراستممکنواستتصادفی

.شودمشاهدهYبرایجدیدی

معینارمقدهرازایبهوابستهمتغیرمقادیرتوزیعکهکندمیبیانفرضاین•

.کندمیپیروینرمالتوزیعازتوصیفیمتغیراز

.ردکبیان(خطاها)هاباقیماندهبرایتوانمیرافرضاینترتیب،همینبه•
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهاتوزیعبودننرمال-4

oکردهاستفادمستطیلینمودارازتوانمیها،باقیماندهمقادیرتوزیعبودننرمالبررسیبرایگاماولینعنوانبه.

oنمودارازتوانمیدیگر،سویازQ-Qبردبهرهبودننرمالبررسیبراینیز.

oنموداردرداریمانتظارکنند،پیروینرمالتوزیعازهادادهدرصورتی‌کهQ-Q،قراراریبخطرویبروبیشکمها،داده
.بگیرند

oنداردرگرسیونتحلیلنتایجبرزیادیتأثیرنرمالتوزیعازهاباقیماندهتوزیعاندکانحراف.

oبوداهدخوقابل‌قبولرگرسیونتحلیـلنتـایجباشد،نشدهنقضشدیدصورتبهبودننرمالفرضکهزمـانیتا.

oنبودنبتثایاورگرسیونمـدلبودنغیرخطیخصوصبه)خطیرگرسیـونهـایفرضپیشسایرنبودنبرقرار:توجه
.شودنرمالغیرها،باقیماندهتوزیعکهشودموجبتواندمینیز(خطـاهاواریـانس

oونرگرسیهایفرضپیشسایربودنبرقرارخطاها،توزیعبودننرمالغیرمورددرنگرانیازقبلاستلازمهمواره
.کنیمبررسیراخطی

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهاتوزیعبودننرمال-4

مثال؛

است؟برقرارمدلاینبرای«خطاهاتوزیعبودننرمال»فرضپیشآیابدانیمخواهیممیبگیرید،نظردردوبارهراقبلیمثال

oردکاستفادهنیزخطاجملاتتوزیعواستانداردنرمالتوزیعبرایکشیدگیوچولگیشاخصدومقایسهازمی‌توان.

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

خطاهاتوزیعبودننرمال-4

کرد؛استفادهزیرروش‌هایازمشکلاینرفعبرایتوانمینباشد،برقرارهاباقیماندهتوزیعبودننرمالفرضدرصورتی‌که

oوابستهمتغیرمقادیرتبدیل

ولگاریتمیتبدیلازباشد،داشتهمثبتچولگیهاباقیماندهتوزیعاگر▪

.رسانددوتوانبهراوابستهمتغیرمقادیرتمـامتوانمیتبدیل،عنوانبهباشد،داشتهمنفیچولگیاگر▪

oکندنقضرابودننرمالفرضمی تواندنیزپرتمشاهدات.

.آیدوجودبهنادرپدیده‌هایوقوعدلیلبهاستممکنپرتمشاهدات▪

.است(dummy)مجازیمتغیرهایازاستفادهپدیده،اینحلراهکار‌هایازیکی▪

آنراثطریق،اینازوکردهمدلواردمجازیمتغیریکعنوانبهراموردنظرخاصرویدادمی‌توانمجازی،متغیرازاستفادهبا▪
.نمودتعدیلرامدلباقیمانده‌هایبرخاصرویداد

.رگرسیونمدلیکدریارانه‌هاهدف‌مندیاثرنمودنلحاظبرای۱۳8۵سالمتغیرگنجاندن،مثالبرای▪

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

(Exogeneity)برون زایی-خطاجملاتباتوصیفیمتغیرهایبودنناهمبسته-5

.ندارندهمبستگیخطـاجملهبامتغیرهـاآنکهمعناستبدینتوصیفیمتغیرهایبرون‌زایی

.استدلمخودازغیرعواملیتأثیرتحتمتغیرآنمقدارکهکندمیبیانمستقلمتغیریکزاییبرونبه‌عبارت‌دیگر،

.شودمیانبیزیرصورتبهریاضیزباندرویژگیاین.نداردتأثیریزابرونمتغیریکمقداردرمستقیمطوربهYبنابراین،

جایگزینهایروشازبایستمیآنگاه؛(Endogeneity)باشد(Yبهوابسته)زادرونمهم،توصیفیمتغیریکهنگامی‌که
یساختارمعادلاتهایمدلیاو(ابزاریمتغیرهایازاستفادهبا)ایمرحلهسهیادومربعاتِحداقلهایروشمانند
.نموداستفادهتوصیفیمتغیرهایباوابستهمتغیررابطهسازیمدلبرای

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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وابستهمتغیربودنپیوسته-6

oباشدداشتهپیوستهماهیتوابسته،متغیراستلازمخطی،رگرسیونمدلدر.

oباشدشدهگیریاندازهنسبتییاایفاصلههایمقیاسدرکهاستمتغیریپیوسته،متغیرازمنظور.

oمی‌شود؛استفادهزیررویکردهایازنباشد؛برقرارشرایطایندرصورتیکه

ازفادهاستباباید(تصادفاتفراوانیمانند)دارندشمارشیماهیتکهمتغیرهایی:شمارشیهایدادهرگرسیون✓

.وندشسازیمدلغیره،ومنفیایدوجملهرگرسیونپواسون،رگرسیونمانندشمارشیهایدادهرگرسیونهایروش

-مدلرویکردهاینیازمنددارند؛اسمیمقیاسکهایوابستهمتغیرهایسازیمدل:گسستهمتغیرهایسازیمدل✓

.استگسستهمتغیرهایسازی

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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توصیفیمتغیرهایمیانهمخطیوجودعدم-7

.باشندداشتههمبستگییکدیگربانبایدمدلیکدرونشدهگنجاندهتوصیفیمتغیرهای

.نداردوجودتوصیفیمتغیرهایبینکاملهمبستگینوعهیچیعنی«خطیهموجودعدم»

.استرگرسیونهایمدلدرمهممباحثازیکیخطیهممسئله

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

بابالاییگیهمبستدرعین‌حال،وداشتهوابستهمتغیربابالاییهمبستگیتوصیفیمتغیرهایرودمیانتظـاررگرسیـون،تحلیلدر

.باشندنداشتهیکدیگر

نزدیکیارتباطتوصیفیمتغیرهایازیکیحداقلآندرکهاستشرایطی«(هم‌خطیاختصار،بهیاو)چندگانههم‌خطی»راستـا،ایندر

.باشدداشتهمدلدروندیگرتوصیفیمتغیرچندیایکبا(بالاخیلییاوکاملهمبستگی)

.آن‌هاستبینهمبستگیشدتبیانگرمتغیردومیانخطیهمبستگییاهمخطی

:هم‌خطیانواع

.(تدمی‌افاتفاقندرتبه)باشددیگرمتغیرازضریبیتوصیفیمتغیریک.(perfect collinearity)کاملهمخطیوجود-۱

متغیردونبیهمبستگیضریبوکوواریانس)باشدنداشتهوجودتوصیفیمتغیردوبینخطیرابطههیچ.همخطیوجودعدم-۲

.(باشدصفر

وصفربینتوصیفی،متغیرهایبینهمبستگیمیزان.(متداولحالت)(imperfect collinearity)ناقصهمخطیوجود-۳

.باشدشدیدهمخطیکهمی‌آیدوجودبهمشکلزمانی.باشدیک

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

:دهدرخزیردلایلبهاستممکنچندگانههم‌خطی

رضفمثالبرای)شودمیمحاسبهمدلدرونتوصیفیمتغیرهایسایرطریقازخودشکهمدلدرونتوصیفیمتغیریکوجود•
افرادتعداد»،«صنعتیمشاغلدرشاغلافرادتعداد»متغیرسهمجموعاز«ترافیکیناحیهیکدرشاغلافرادکلتعداد»متغیرکنید
روندهم‌زمانطوربهمتغیرچهاراینهمهوباشد؛شدهتشکیل،«تولیدیمشاغلدرشاغلافرادتعداد»و«خدماتیمشاغلدرشاغل
.(باشندشدهگنجاندهرگرسیونمدل

یکگیریازهاندبرایدوهرکهمتغیردوگنجاندنمثلاً.رگرسیونمدلیکدرونهمبهشبیهبسیاریاویکسانمتغیردوگنجاندن•
دوهر،شهریکهایخیاباندرشدهطیکیلومتراژوشدهگذاریپلاکخودروهایتعدادنمونه،برای.شوندمیاستفادهواحدمفهوم 
مدلکیدرمتغیرهردوگنجاندنبنابراین،.باشندترافیکایمنیحوزهدرمواجههمفهومگیریاندازهبرایمتغیرهاییتوانندمی

.گرددهم‌خطیمشکلبروزموجبتواندمیتصادفات،ریسکسازیمدلبرایرگرسیون

 perfect)داریمکاملهمخطیباشند،مدلدرون«متربرحسبراه‌هاطول»و«کیلومتربرحسبراه‌هاطول»متغیردواگرمثلا

collinearity).

صیفیتومتغیرهایگنجاندندرمجموع،امـا.شداشـارهدهد،رخگرتحلیلتوسطاستممکنکهخطاهاییبهبیشتربالا،موارددر•
.شودمیهم‌خطیمشکلبروزموجبدارند،یکدیگربابالاییبسیاریاکاملهمبستگیکه

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

:داردهمراهبههم خطیپدیدهکهپیامدهاییترینمهمازبرخی

وردهابرآاینواریانساماباشند؛مینااریبکماکانمربعات،حداقلروشازبه‌دست‌آمدهبرآوردهایچندگانه،هم‌خطیبروزهنگامدرکهاینعلیرغم1.
هم‌خطیهکمتغیرهاییپارامترهایبرآورداستانداردخطایباشد؛بیشترهم‌خطیهرچه.باشدواقعیمقدارازبیشترقابل‌توجهیطوربهاستممکن
به‌عبارت‌دیگر،.گرددمیمدلپارامترهایمعناداریعدمصفر فرضیهنشدنردوtآمارهمقدارکاهشموجبموضوعاین.بودخواهدبیشتراند،داشته

شدهمشاهدهتغییراتبینیپیشدربسزاییتأثیرموردنظرتوصیفیمتغیرهایدرحالی‌کهاستممکنمدل،متغیرهایمیـانهم‌خطیوجودصورتدر
.کردردنتوانرامتغیرهاآنپارامترهایمعناداریعدمصفر فرضیهاند،داشتهوابستهمتغیردر

.نشوندمعنادارtهایآزمونیاجزئیFهایآزموناست؛شدهمعنادارکلی،رگرسیونFآزموندرحالی‌کهاستممکن2.

مفهوم کیتقریباًکهمتغیردوکهدهدمیرخهنگامیخصوصبهموضوعاین.شودغیرمنطقیمدل،درونمتغیرهایضرایبعلامتاستممکن3.
توصیفی،یرمتغدوهنگامی‌کهدرواقع،.کنندمیخنثیرایکدیگراثراتمعکوس،علامتگرفتنباوگنجانده‌شدهمدلدرونکنند؛میتشریحراواحد

.داشتخواهندبالاییومنفیهمبستگیرگرسیون،مدلدرهاآنضرایبدارند،بالاییومثبتهمبستگی

.آورددستبهمدلپارامترهایازاتکاییقابلبرآوردهایتواننمیبرآورد،استانداردخطایبودنبالادلیلبهوبودهپایدارغیرغالباًمتغیرهاضرایب4.
واقعیمقدارازیشبراپـارامتریکتأثیرگرتحلیلاگردرواقع،.کنندمیتغییرمتغیرهاضرایبنمونه،هایدادهدرکوچکتغییریکباکهمعنااینبه

غیرمترها،پـارابرایشدهارائهبرآوردهایبنابراین،.نمایدبرآوردواقعیمقدارازکمتررادیگریپـارامتراثراتشودمیموجبموضوعاینکند؛برآورد
.بودخواهدمتفاوتشدتبهدیگر،نمونهبهنمونهیکازوبودهپایدار

.گرددیم(اندبودهمدلدرونقبلاًکه)متغیرهاسایرضرایبعلامتومقداردرچشمگیرتغییراتموجبمدلبهمتغیرهانمودناضافهیاوحذفعلاوه،به

بهترین»عنوانبهرامختلفیهایمدلشوند،میاستفادهافزارهانرمتوسطمدلبهترینانتخابوشناساییبرایکهخودکارروندهایشرایط،ایندر1.
.کنندمیپیشنهاد«مدل

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

توجه

استشدهجدیمشکلبروزباعثهم‌خطیپدیدهخاص،مسئلهیکدرکهسؤالاینبهپاسخبرایوداردمختلفیدرجاتهم‌خطی،•
.نداردوجودقطعیآزمونیکخیر؛یا

.استآزمـایشیکدقیقطراحیاست؛شدهحذفکاملاًیاورسیدهحداقلبههم‌خطیکهاینازاطمینانبرایراهتنها•

.نیستقابل‌استفادهواقعی،مسائلازبسیـاریدرآزمایش‌هاطراحیرویکرداما•

.نداریمراموردنظرپدیدهبرمؤثرمتغیرهایتمامنمودنکنترلتواناییمسائل،اکثردرزیرا•

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

هم‌خطیمشکلشناساییهایروش

•۲Rمقادیرولیبالاtآزموناساسبرهنگامی‌که.غیرمعنادارt،باشندنشدهمعنادارمدلضرایبازیکهیچ(۰.۰۵Sig.>)اما؛
تنهااستممکنکهداشتتوجهبایدالبته.(>.۰.۰۵Sig)باشدشدهمعناداربه‌طورکلیرگرسیونمدل،Fآزموناساسبر

.باشدداشتهوجودهم‌خطیمشکلکماکان،اماباشد؛نشدهمعنادارضرایبازبرخی

.بماندپایدارمدل،ضرایببایستمیسازیم؛میمختلفیهاینمونهازاستفادهبارارگرسیونمدلهنگامی‌که•

مدلاختنسازپسونمودهتقسیمقسمتدوبهتصادفیصورتبهراموجودنمونهابتدا،ازتوانمیموضوع،اینبررسیبرای
.سنجیددوم،زیرمجموعهازاستفـادهبارامدلاعتبـاراول،زیرمجموعهبا

هم‌خطیکلمشاحتمالاًگفتتوانمیباشند،متفاوتیکدیگرباقابل‌ملاحظه‌ایطوربهمدلدومتغیرهایضرایبدرصورتی‌که
.داردوجودچندگانه

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

هم‌خطیمشکلشناساییهایروش

دیدیجمدلوکردهایجادقبلیمدلدراندکتغییریکقبلی،نمونههایدادهازاستفادهبادوبارهکهاستآندیگرروش•
کهدیگریمتغیربامتغیر،یککردنجایگزینیاوجدیدمتغیریککردناضافهیامتغیر،یککردنحذفمثلاً)بسازید
درایهملاحظقابلتغییرمتغیر،یکنمودناضافهیاحذفدرصورتی‌که.(کندمیگیریاندازهراقبلیمتغیرمفهومهمان
.داردوجودچندگانههم‌خطیمشکلاحتمالاًگفتتوانمیبیاورد؛وجودبهمدلضرایبمقادیر

ازبیشیفیتوصمتغیردومیانهمبستگیضریبدرصورتی‌که.توصیفیمتغیرهایجفتازهریکمیانهمبستگیبررسی•
.شدخواهدهم‌خطیمشکلبروزموجبمدل،درونمتغیردواینهم‌زمانحضورگفتتوانمیباشد،۰.8

نمونه،اندازههنگامی‌کهعلاوه،به.داردموردمطالعهمسئلهبهبستگی۰.8پیشنهادیمقدار(۱کهداشتتوجهبایدالبته
ترکیبازتوصیفی،متغیریکاستممکن(۲.دادکاهشراهمبستگیشناساییبرای۰.8حدیمقدارتوانمیاست؛کوچک
.باشدهنداشتهاآنتکتکمقادیربابالاییهمبستگیدرعین‌حال،امابیاید؛دستبهدیگرتوصیفیمتغیرچندخطی 

استلازموبودنخواهدمدلدرهم‌خطیپدیدهوجودمعنایبهلزوماًتوصیفیمتغیرهـایمیـانهمبستگیوجودبنـابراین،
.شودتوجهنیزمواردسایربه

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

هم‌خطیمشکلشناساییهایروش

است«تُلرانس»شاخصیاو«واریانستورمعامل»چندگانه،هم‌خطیپدیدهگیریاندازهوشناساییبرایرایجومناسبشاخصیک
Variance Inflation Factor (VIF)

۲Rمقداروکردهسازیمـدلتوصیفی،متغیرهایسـایربراساسراXتوصیفیمتغیرهایازهریکابتداشاخص،اینمحـاسبهبرای•

.کنیممیمحاسبهرامدلآنبهمربوط

.کنیممیمحاسبهراموردنظرمتغیربهمربوطVIFمقدارزیر،رابطهکمکبهسپس،•

VIFi=
۱

۱−Ri
۲

•i
۲R،۲مقدارRکهاسترگرسیونیمدلبهمربوطi-کندمیبینیپیشتوصیفی،متغیرهایسایرباراتوصیفیمتغیرامین.

.پردازیممیاست،شدههم‌خطیبروزباعثکهمتغیریشناساییبهشاخص،اینازبه‌دست‌آمدهمقدارازاستفادهبانهایتاً،•

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

هم‌خطیمشکلشناساییهایروش

𝑅𝑖بامتناظرکهشودVIFi≅۱متغیر،یکبرایکهاستآنحالتبهترین•
2 ≅ .بودخواهد0

i>۰.9)باشدبرقرارVIFi>۱۰شرطهرگـاه،سرانگشتی،قـاعدهیکعنوانبهاما•
۲R ازکمترتلرانسمعادل،طوربهیاو

.داردوجودقابل‌ملاحظه‌ایطوربهچندگانههم‌خطیمشکلگفتتوانمیآنگاه؛(شود۰.۱

اطمینانفاصلهعرضکهگرددمیموجبچندگانههم‌خطیوجودبگوییمکهاستآن VIFبرایمناسبتفسیریک•

همازمستقلکاملاًتوصیفی،متغیرهایکهحالتیبهنسبتVIFiبه‌اندازهمتغیر،امین-iرگرسیونضریببرای

بیشترچقدر،iمتغیرضریببرآورداستانداردخطایکهدهدمینشانVIFiمقداربه‌عبارت‌دیگر،.شودمتورمباشند؛

.باشدنداشتههمبستگیمدل،درونتوصیفیمتغیرهایسـایربا،iمتغیرکهاستحالتیاز

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

چندگانههم‌خطیمشکلحلهایروش

.استندادهرخرگرسیونمدلدرونمتغیرهاگنجاندندرآشکاریاشتباهکهاینازاطمینان1.

امعهجکلازمعینومحدودفضاییکازگیرینمونهکهمی‌دهدرخدلیلاینبههم‌خطیپدیدهاوقات،گاهی.نمونهاندازهافزایش2.
تاسممکنگردد،آوریجمعنمونهفضایکلازتصادفیهایینمونهشودتلاشکههنگامیبنابراین،.استشدهآوریجمعآماری
.نمودمرتفعراهم‌خطیمشکلبتوان

هایگزینهازیکیتواندمیمـدلدرونازهاآنازیکیحذفاوقـاتاغلبهستند،جدیهم‌خطیدارایمتغیرهـاکهشرایطیدر3.
بتواناستممکنکنند؛میتوصیفرامشترکیمفهومدارند،هم‌خطیمشکلکهمتغیرهاییکهحالتیدرمثال،برای.باشدروپیش 

باشداشتهدنظریتوجیهبایستمیمتغیریکحذفکهداشتتوجهبایدالبته.کردحلراهم‌خطیمشکلمتغیرهـاازیکیحذفبا
تغیرمبامعلولیوعلترابطهدارایکهمتغیریمثال،برای.نیستمجازدارد،مدلدرمعناداریتأثیرواقعاًکهمتغیریکحذفو

مدلندرومتغیـریتنهاکهاستآنشود،میمطرحرابطهایندرکهدیگریتوجیه.کردحذفمدلازتواننمیراباشدمیوابسته
.باشدداشتهوجودآنبهمربوطهایدادهآوریجمعامکانعمـل،درکهشودداشتهنگه
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(multicollinearity)چندگانهخطیهم

چندگانههم‌خطیمشکلحلهایروش

برآوردهایدراریباندکیکردناضافهباکهشدهبنانهادهایدهاینبر.(Ridge regression)ریـجرگرسیونمدلازاستفاده4.
برآوردگرمحاسبهدردرواقع،.دادکـاهشقابل‌توجهیطوربهرابرآوردهاایناستـانداردخطـایمقدارتوانمیمدل،پارامترهای

رآورد،باینکهایگونهبه.آیدمیدستبهمدلپارامتربرایاریبیبرآوردوشدهپوشیچشمبرآوردهابودننااریبفرضازریج،
برآوردهایکهشودمیموجبموضوعاین.باشدداشتهمربعاتحداقلروشازبه‌دست‌آمدهبرآوردبهنسبتکمتریواریانس

متغیرها،سایربرایشدهبرآوردضرایبمدل،بهجدیدتوصیفیمتغیریکنمودناضافهیاحذفباوبمانندپایداربه‌دست‌آمده،
.نکنندچندانیتغییر

.ناهمبستهمتغیرهایبههمبستهمتغیرهایتبدیلبرایPrincipal Component Analysis (PCA)روشازاستفاده5.

-ساختهمدل هایمحدودیتازیکیعنـوانبهرامدلدرونچندگـانههم‌خطیوجودکهاستآنممکن،اقـدامتنهااوقـات،گاهی6.

!کنیمگزارشوکردهقبولشده،

یخطرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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.خطیرگرسیونمدلماتریسیشکل:یادآوری

𝑦 =

𝑌1

𝑌2

⋮
𝑌𝑛 𝑛×1

              ,     𝐗 =

1 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝐾

1 𝑋22 ⋯ 𝑋2𝐾

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
1 𝑋𝑛2 ⋯ 𝑋𝑛𝐾 𝑛×𝐾

𝐲 = 𝐗𝛃 + 𝐮

𝑌1

𝑌2

⋮
𝑌𝑛

=

1 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝐾

1 𝑋22 ⋯ 𝑋2𝐾

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
1 𝑋𝑛2 ⋯ 𝑋𝑛𝐾

𝛽1

𝛽2

⋮
𝛽𝑘

+

𝑢1
𝑢2

⋮
𝑢𝑛

y وu بردارهای ستونی𝐧 × 𝟏

X ماتریس𝐧 ×k

𝛃 بردار ستونی𝐤 × 𝟏

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش



80
محمدمهدی بشارتی: مدرس

می‌دهیم؛نشانΩماتریسباراuکوواریانس-واریانسماتریس

Ω = var − cov 𝐮 𝐗 = 𝐸 𝐮𝐮′ 𝐗 = 𝐸

𝑢1
𝑢2

⋮
𝑢𝑛

𝑢1 𝑢2 ⋯ 𝑢𝑛 = 𝐸

𝑢1
2 𝑢1𝑢2 ⋯ 𝑢1𝑢𝑛

𝑢2𝑢1 𝑢2
2 ⋯ 𝑢2𝑢𝑛

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑢𝑛𝑢1 𝑢𝑛𝑢2 ⋯ 𝑢𝑛

2

=

𝜎1
2 𝜎12 ⋯ 𝜎1𝑛

𝜎21 𝜎2
2 ⋯ 𝜎2𝑛

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝜎𝑛1 𝜎𝑛2 ⋯ 𝜎𝑛

2

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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است؛صفربابرابرخطاجملهریاضیامید-1

𝑬 𝐮 𝐗 =E

𝑢1
𝑢2

⋮
𝑢𝑛

=

0
0
⋮
0

= 𝟎

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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Cov.ندارندخودهمبستگیوبودهمستقلخطاجملات-2 εi,εj 𝑬یعنی 0= 𝒖𝒖′ = 𝟎

اصلی،قطرغیرمولفه‌هایزیرا)شودقطریماتریسیکبهتبدیل𝐮کوواریانس-واریانسماتریسکهمی‌شودموجبفرضاین
(.استها𝑢𝑖کوواریانسبیانگر

Ω =

𝜎1
2 0 ⋯ 0

0 𝜎2
2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑛

2

کوواریانس‌ها)بودخواهدزیرصورتبه𝐮کوواریانس-واریانسماتریسنباشد،برقرارخطاجملاتخودهمبستگیعدمفرضاگر
(بودخواهندغیرصفر

Ω =

𝜎1
2 𝜎12 ⋯ 𝜎1𝑛

𝜎21 𝜎2
2 ⋯ 𝜎2𝑛

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝜎𝑛1 𝜎𝑛2 ⋯ 𝜎𝑛

2

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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V𝑎𝑟.است(همسان)ثابتخطاجملهواریانس-3 εi =σ۲

شود؛زیرماتریسبهتبدیل𝐮کوواریانس-واریانسماتریسکهمی‌شودموجبقبلیفرضهمراهبهفرضاین

Ω =

𝜎2 0 ⋯ 0
0 𝜎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎2

= 𝛔𝟐𝐈𝐧

𝐸(𝑢𝑖آن،درکه
2) = 𝜎2و𝐈𝐧 یکهماتریسnدرnاست.

خواهدزیرصورتبه𝐮کوواریانس-واریانسماتریسباشد،برقرارخودهمبستگیعدمفرضامانباشدبرقرارواریانس‌‌هاهمسانیفرضاگر
.بود

Ω =

𝜎1
2 0 ⋯ 0

0 𝜎2
2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑛

2

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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V𝑎𝑟.است(همسان)ثابتخطاجملهواریانس-3 εi =σ۲

.کرداستفادهواریانس‌هاناهمسانیمشکلحلبرایGLSروشازمی‌توانشد،گفتهقبلاکههمان‌طور

است؛زیرصورتبهOLSروشازاستفادهبا෠βبرآوردگرهای
෡𝛃𝑶𝑳𝑺 = (𝐗′𝐗)−𝟏(𝐗′𝐘)

می‌گردد؛لحاظنیزمدلخطایجملاتناهمسانیومی‌شوددادهتعمیمعبارتاین،GLSروشدر

෡𝛃𝑮𝑳𝑺 = (𝐗′𝛀−𝟏𝐗)−𝟏(𝐗′𝛀−𝟏𝐘)

.بودخواهدزیرصورتبه𝐮کوواریانس-واریانسماتریس𝛀آن،درکه

Ω =

𝜎1
2 0 ⋯ 0

0 𝜎2
2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑛

2

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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است؛نرمالتوزیعدارایتصادفیجزء-4

𝐮 ~ 𝑵(𝟎, 𝛔𝟐𝐈𝐧)

(یماتریسصورتبه)خطیرگرسیونزیربناییهایفرضپیش
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محمدمهدی بشارتی: مدرس

مقادیردرهشدمشاهدهواریانسازبیشتریبخشکهاستآنچندمتغیره،مدلیکبهتوصیفیمتغیریککردناضافهازهدف•
.دهیمتوضیحراوابستهمتغیر

یهاآزموندرمعناداررابطهیافتنشدنترسخت،آزادیدرجاتکاهشمدل،بهجدیدمتغیریککردناضافههزینه•
.باشدمیاطمینانفواصلبازهافزایشوفرضیه

.کندبینیپیشاروابستهمتغیرواریانسازبخشبیشترینتوصیفی،متغیرهایتعدادکمترینباکهاستمدلیمدل،بهترین•

oخیر؟یاداردمعناداریتأثیرمدلبرازشمیزانبرمدلبهتوصیفیمتغیریککردناضافهآیاکهبفهمیمکجااز

oمدل‌ها،برازشنیکوییبررسیبرایمورداستفادهمعیارهـایترینرایجازمـوردپنج

✓
۲R،

✓
۲Rشده،تعدیل

✓Cp،

✓AICو

✓BIC

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(۲R)تعیینضریب

بینیشپیمـدل،توسطوابسته،متغیرشدهمشـاهدهمقـادیردرموجودپراکندگیکلازمقدارچهکهدهدمینشانتعیین،ضریب•
.استشده

.(۲r = ۲R)پیرسونهمبستگیضریبدومتوانبااستبرابر۲Rساده،خطیرگرسیـونبرای•

.می‌شودمحاسبهزیررابطهازاستفادهبا۲Rکلی،حالتدر•

• R۲=
(SSM)

(SST)
=

σi=۱
n (෡Yi−

ഥY)۲

σ
i=۱
n (Yi−

ഥY)۲
=۱−

SSE
SST

 

•SSM ومدلمربعاتمجموعSSTاستواریانستحلیلچهارچوبدرکلمربعاتمجموع.

.گیردمیقراریکوصفربین۲Rمقدار•

به ۲Rداد،توضیحرگرسیـونخطبابتوانرابیشتریپراکندگیهرچه،Yمقادیردرشدهمشـاهدههایپراکندگیکلمیانازدرواقع،•
.استداشتههادادهرویبربیشتریبرازشمـدل،کهاستآندهندهنشـاناینوشود؛میترنزدیک۱

.استداشته Yدرشدهمشاهدههایپراکندگیبینیپیشدرکمتریتواناییمدلکهمعناستبدینباشد،ترنزدیکصفربه ۲Rهرچه•

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(۲R)تعیینضریب

.دادارائه ۲Rبرایقبولقابلمقدارعنوانبهرامشخصمقداریکقاطع،طوربهتواننمیمتأسفانه•

.داردبستگیموردمطالعهموضوعبه،۲Rبرایقبولقابلمقدار•

درقبولقابلمقداریکعنوانبهتوانمیرا ۲R≥6/۰اقتصادی،مطالعاتمانندونقلیحملمطالعاتهایحوزهازبرخیدرمثال،برای•
.ساختنیز8۵/۰ازبیش ۲Rباهاییمدلبتواناستممکنسفر،جذبوتولیدهایمدلدرشایددرحالی‌که.گرفتنظر

•۲Rاستهادادهرویبرمدلبرازشمیزانسنجشبرایخاممعیاریکتنها.

.دهدنشاندارد،وجودواقعیتدرازآنچهبدتریابهتررامدلوگذاشتهتأثیر۲Rرویبرمی‌تواندپرتداده‌هایوجود•

صفربهنزدیکها،دادهاینبرای۲Rمقداربگیرید،نظردر(۳،۳)،(۲،4)،(۲،6)،(۱،4)صورتبهرا(x,y)زوجیهایدادهمثال،برای•
تقریباً‌جدید،دادهمجموعهاینبرای۲Rکهشودمیمشاهده.شوداضافههادادهبهنیز(۱۰۰۰،۱۱۰۰)زوجکنیدفرضاکنون.است
.شدخواهد۱بابرابر

دومیانهرابطنبودنیابودنمعنادارمورددرشدهارائهاستنباطرویبرپرتدادهچندوجودکهبودمراقببایستمیهموارهبنابراین•
.نگذاردتأثیرمتغیرچندیا

.بودخواهدمعنابی۲Rازاستفادهاست؛غیرخطیکاملاًتوصیفی(های)متغیرووابستهمتغیرمیانرابطهکهمواردیدر•

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(۲R)تعیینضریب

:داشتنظردرنیزرازیرنکاتبایستمیمدل،دو2Rمقایسههنگامدر

بادیگریوداده۱۰۰بامدلیکپارامترهایاگرمثال،برای.باشندبرابرباهممـدلدوهربرآوردبرایشدهاستفـادههاینمونهاندازه1)

بهتریمدللزوماًبیشتر، ۲Rبامدلگفتتواننمیباشد؛دیگریازکمترتایی۱۰۰۰مدلبهمربوط۲Rوشدهبرآوردداده۱۰۰۰

.است

:کردمقایسهیکدیگرباتواننمیرازیرمدلدو۲Rمثال،برای.باشدیکسانمدل،وابستهمتغیر2)

Yi=β0+β۱X۱+β۲X۲+…+βpXp+εi

Ln(Yi)=α0+α۱X۱+α۲X۲+…+αpXp+εi

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(شدهتعدیل۲R)شدهتعدیلتعیینضریب

موعمجکاهشموجبحدودیتاتواندمیمـدلدر(موردبررسیمسئلهبهربطبیمتغیرهـایحتی)توصیفیمتغیرهرگنجاندن•
.گردد۲Rافزایشیاوخطامربعات

.ماندمیباقیتغییربدونیاویابدمیافزایشمعمولاًنیز۲Rمقداررگرسیون،مدلیکبهجدیدتوصیفیمتغیریکشدناضافهبا•

.نیستموردنظرمدلدرونمتغیریکگنجاندنبرایکافیتوجیه۲Rافزایشبنابراین،•

یااستپذیرتوجیهآزادی،درجهکاهشبابتازمدلبهشدهتحمیلهزینهبامقایسهدرمدل،بهمتغیریککردناضافهفایدهدیدباید•
خیر؟

.باشدفایده-هزینهتحلیلیکپایهبربایستمیمدل،بهمتغیریککردناضافهمورددرگیریتصمیمپس•

.نامندمی«شدهتعدیلتعیینضریب»راباشدبه‌دست‌آمدهآزادی،درجاتبهنسبت۲Rتعدیلباکهتعیینیضریب•

آیدمیدستبهزیررابطهازشدهتعدیلتعیینضریبتوصیفی،متغیرkبارگرسیونمدلیکبرای•

• RAdjusted
۲ =

ൗσi=۱
n ei

۲ n−k

Τσ
i=۱
n (Yi−

ഥY)۲ n−۱
=۱−(

n−۱
n−k

)(۱−R۲)

•nومشاهداتتعدادkزدتخمینبایدرگرسیونمدلدرکهاستپارامترهاییتعداد.

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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Cpشاخص

ومناسبمتغیرهایتمامگنجاندنطریقازyتشریحقابلواریانسمیزانسازیحداکثرمیاناستتعادلیکایجاد،Cpمعیارایده•
برآورداستقرارکهپارامترهاییتعدادکاهشطریقاز(برآورداستانداردخطـایکردنحداقل)برآوردهـاواریـانسکردنحداقل
.شودمیمحاسبهزیررابطهازCpآماره.گردند

Cp=
SSEp

ෝσ۲
−(n−۲p)

•n،مشـاهدات،تعدادpمـدل،پـارامترهایتعدادSSEp،باموردنظرمدلبرایخطامربعاتمیـانگینpوپارامترෝσ۲برآوردبهترین
.شودمیگرفتهنظردررقیبمدل k۲میاندرMSEمقدارکمترینبابرابرمعمولاًکهاست؛واقعیخطایاز

.باشدداشتهراCpمقدارکمترینکهاستمدلیمدل،بهترین•

.است Cp=pهموارهباشد،داشتهخوددرونراموردبررسیپارامترهایهمهکهمدلی•

.کرداستفادهCpمعیارازتواننمیاست،گنجاندهخوددرونراموردبررسیپارامترهایهمهکهمدلیبررسیبرایبنابراین،•

شکلمبوده،ترمناسبمنطقی،ازلحاظکهمدلیتوانمیباشند؛برابرباهمتقریباًمختلفمدلچندبرایCpمقدارکهشرایطیدر•
.ردکانتخـابمدلبهترینعنوانبهرااستکمترآنمتغیرهایگیریاندازههزینهوداردچندگانههم‌خطیباارتباطدرکمتری

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(BICوAIC)اطلاعاتمعیارهای

.گیرندمینظردرایجریمهمـدل،بهجدیدتوصیفیمتغیرهایکردناضافهبرایCpو۲Raمعیـاردو

مدل،هبجدیدمتغیرهایکردناضافهبرایمدل،برازشافزایشومدلپیچیدگیمیانتعادلایجادمنظوربهنیزBICو AICمعیاردو
.شودوگیریجلکنند،نمیمدلبرازشبهبودبهچندانیکمککهتوصیفیمتغیرهـایافزودنازطریقاینازتاگیرندمینظردرجریمه

داکثرحبرآورداساسبرمعیار،دواین.(شوارتزبیزین معیار)بیزیناطلاعاتمعیاروآکائیکاطلاعاتمعیارازعبارت‌اندمعیاردواین
.آیندمیدستبهمدلپارامترهایدرستنمایی

.بودخواهدترمناسبموردنظرمدلباشد،کمترمدل،یکبرایمعیاردواینمقدارهرچه

محاسبهیرزروابطازبیزینوآکائیکاطلاعاتمعیارهایباشد؛شدهبرآورددرستنمایی،حداکثرروشبارگرسیونمدلکهحالتیبرای
.شودمی

AIC=۲− ln (෠L) +۲p

BIC=۲− ln (෠L) +p. ln (n)

 pتعداد‌پارامترهای‌مدل‌و‌،෡L باشدمقدار‌حداکثر‌تابع‌درستنمایی‌برای‌مدل‌برآوردشده،‌می.

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای
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(BICوAIC)اطلاعاتمعیارهای

عاتاطلامعیارهایمقادیرحالت،ایندر.باشدشدهبرآوردخطاها،نرمالتوزیعفرضبامربعاتحداقلروشبارگرسیونمدلکهزمانی

آیندمیدستبهزیرروابطازبیزینوآکائیک

AIC=n. ln (SSE) −n. ln (n) +۲p

BIC=n. ln (SSE) −n. ln (n) +p. ln (n)

 n،ونمونهاندازهSSEp،بامدلبرایخطامربعاتمجموعpاستپارامتر.

استبرابرpحالت،ایندربنابراین،.شودمیگرفتهنظردرمدلپارامترهایازیکیعنوانبهنیزبرآوردشدهواریانسحالت،ایندرعلاوه،به

.یکاضافهبهمدلپارامترهایتعدادبا

(Goodness Of Fit(GOF))برازشنیکوییمعیارهای



مدل‌رگرسیون‌خطی
فصل‌
دهم

Linear Regression Model

رگرسیون‌خطی‌ساده

رگرسیون‌خطی‌چند‌متغیره

مقدمه

پیش‌فرض‌های‌رگرسیون‌خطی

معیارهای‌نیکویی‌برازش

(لدستکاری‌متغیرهای‌مد)تبدیلات‌
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oکنددست‌کاریرارگرسیونمدلدرونمتغیرهایبگیردتصمیماستممکنمختلفیدلایلبهگرتحلیل.

oکندمقایسهیکدیگربارامدلدرونتوصیفیمتغیرهاینسبیاهمیتبخواهداستممکنگرتحلیلمثال،برای.

oنموداستفاده«استانداردشدهرگرسیونهایمدل»ازتوانمیمنظوراینبرای.

oبتوان،تبدیلاتکمکبهمتغیرهامقیاسدست‌کاریبااستممکننباشد،برقراررگرسیونمـدلهایفرضپیشکهشرایطیدر

.نمودارضـارافرضیات

o،حالتمتغیرهایازاستفادهباهمچنین(Indicator variables)رگرسیونمدلدرونراترتیبییااسمیمقیاسبامتغیرهایتوانمی

 .گنجاند

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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استانداردشدهرگرسیونمدل‌های

.استقدرچهوابستهمتغیربرتوصیفیمتغیرهایازهریکنسبیاثراتبدانداستمندعلاقهگرتحلیلاوقاتازبسیاری

.مبدانیمتغیرآنبودنبااهمیتمعادل رامدلدرونمتغیریکضریببزرگیکهاستآنرگرسیونتحلیلدررایجاشتباهاتازیکی

بافیتوصیمتغیرهایاهمیتمقایسهامکانعادی،حالتدرونداشتهیکسانیهایمقیاسمدل،درونموجودتوصیفیمتغیرهایموارداغلبدر
.نیستفراهممـدل،درمتغیرهـاآنضرایبازاستفـاده

دهشمدلخانواردرآمدوخانواربُعدمتغیردوکمکبهخانواریکروزانهسفرهایتعدادخطی،رگرسیونمدلیکدرکنیدفرضمثـالبرای
بینیپیشدریرمتغدوایننسبیاهمیـتبهمتغیرهـا،اینازهریکبرایبرآوردشدهپارامترهایمقایسهبامستقیماًتواننمیکهاستواضح.باشد
.استمتفاوتباهمخانواردرآمدوخانواربعدمتغیردوگیریاندازهواحـدهایزیرا.بردپی Yمقدار

گرسیونرمدلازمنظور.آوردفراهمرامتغیرهااهمیتنسبیمقایسهامکانتواندمیاستانداردشدهرگرسیونمدلیکازاستفادهشرایط،ایندر
.باشنداستانداردشدهزیررابطهاساسبرآنتوصیفیمتغیرهایتمامکهاسترگرسیونیمدلاستانداردشده،

Xi
∗=

Xi−ഥXi
S(Xi)

.آیدمیدستبهیکواریـانسوصفرمیـانگینبااستـانداردشدهمتغیریکتوصیفی،متغیرهرازایبهرابطه،اینکمکبه

.بودخواهدپذیرامکانهاآننسبیاهمیتمقایسهوشدهیکسانمتغیرها،همهمقیـاسترتیب،بدین

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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(Transformations)تبدیلات

.استغیرخطیهایمدلازپرکاربردتروترسادهبسیـارخطیهایمدلساختن

ندارند؛همبهنسبتبرتریهیچبه‌خودی‌خود،متغیریکگیریاندازهواحدهای

.کردتبدیلخطیرابطهبهراغیرخطیمعـادلهیکتوانمیمتغیر،یکگیریاندازهمقیـاسکردنتبدیلبااوقات،گاهی

.دارداعتبارگیریاندازهواحدیکعنوانبهسفرزمانخود اندازهبهسفرزمانلگاریتممثـال،برای

شفکهـادادهمیاندرراداردتمایلکهایرابطهکندمیتلاشگرتحلیلهـا،آنکمکبهکههستندهـاییروشهـادادهتبدیلهایروش
.کند

:شوندتبدیلزیر،اهدافازیکیبهدستیابیبرایاستممکنهـاداده
هادادهتقـارنافزایش1.
هادادهواریـانسکاهش2.
متغیرهامیانرابطهبودنخطیمیزانافزایش3.

غیره،وهاگزینهمطلوبیتلگاریتمسفر،زمانلگاریتم.استلگاریتمونقل،حملریزیبرنامهمهندسیدرهاتبدیلپرکاربردترینازیکی
.هستندنوعاینازهاییمثال

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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(Transformations)تبدیلات

متغیرودآنبینخطیرابطهایجادبهمنجرآن‌هاازیکیحداقلیافتهتبدیلکهدارندارتباطباهمنحویبهمتغیردواوقاتگاهی•

.می‌شود

.تاسخطیمدلیکبهمتغیرها،برحسبغیرخطیمدلیکنمودنتبدیلها،تبدیلکاربردمواردتریناصلیازیکیازاین‌رو•

.کرداستفادهمتغیرهامیانرابطهسازیمدلبرایخطیرگرسیونروشازبتوانها،دادهتبدیلازپسکهایگونهبه•

متغیرهاازییکنمودنتبدیلاستممکناست،متغیردومیان«غیرخطی»رابطهوجودازحاکیپراکنشینمودارهنگامی‌کهبنابراین،•

.بیانجامدهاآنمیانرابطهکردنخطیبهها،آندوهریا

.بوددادهمجموعههربرایتبدیلبهتریندنبالبههموارهنباید•

تبدیلکیبهتراستاست،مناسبهریکبرایکهایجداگانههایتبدیلیافتنجایبهدارید،مشابهدادهمجموعهسهاگرمثال،برای•

.نماییدانتخابرااستمناسبنسبتاًمجموعه،سههربرایکه

امعه،جهمانازدیگرنمونهیکبنابراین.استجامعهیکازتصادفیاینمونهداده،مجموعههرکهداشتخاطربهبایدهموارهدرواقع،•

.بودخواهدمتفاوتقبلینمونهباکمیاحتمالاً

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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(Transformations)تبدیلات

:(log-log)لُگ-لُگمدل

:باشدزیرصورتبهمتغیردورابطهکنیدفرض

Y=αXβeu

:درآوردخطیصورتبهرارابطهاینتوانمیلگاریتمی،تبدیلباصورت،ایندر

Ln Y =Ln α +βLn X +u

Y∗=α∗+βX∗ + u

.استخطیمتغیرها،لگاریتمبرحسبهمچنینوپارامترهابرحسبمدلاین

.نمودبرآوردراآنپارامترهایOLSروشبامی‌توانبنابراین،

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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(Transformations)تبدیلات

:(Log-Linear)خطی-لُگمدل

:باشدزیرصورتبهمتغیردورابطهکنیدفرض

Y=αeβX+u = αeβXeu

:درآوردخطیصورتبهرارابطهاینتوانمیلگاریتمی،تبدیلباصورت،ایندر

Ln Y =Ln α +βX+u

Y∗=α∗+βX+u

.استخطی،XبهنسبتولگاریتمیYبهنسبتمدلاین

.شودمیگفته«(Log-Linear Model)خطی-لگ»مدلآنبهدلیل،همینبه

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری
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(Transformations)تبدیلات

:استضروریزیرنکتهسهبهتوجهتوصیفیووابستهمتغیرهایمقیاستبدیلباارتباطدر

.گرددمی(مدلدرخطاجملهبالتبعو)وابستهمتغیرتوزیعتغییرموجبوابستهمتغیرتبدیل.۱

مشکل،اینحلبرایوابستهمتغیرتبدیلازتوانمینباشد،موردنظرهایفرضپیشبامطابقمدلخطایتوزیعدرصورتی‌کهبنابراین،

.گرفتکمک

.کردکمکوابستهوتوصیفیمتغیرمیانرابطهشدنخطیبهتوانمیتوصیفیمتغیرتبدیلبا.۲

.آوردنمیوجودبهخطاجملهتوزیعدرتغییریتوصیفیمتغیرتبدیلعلاوه،به

ازترانآسوترجذابتواندمییافته،تعمیممربعاتحداقلروشازاستفادهیاوغیرخطیرگرسیونمدلیکساختناوقاتگاهی.۳

.باشدخطیرگرسیونمدلساختامکانآوردنفراهمبرایخامهایدادهرویبرتبدیلاتازایمجموعهاعمال

رگرسیونمدلدرمتغیرهادست‌کاری



مدل‌رگرسیون‌خطی
فصل‌
دهم

Linear Regression Model

متغیرهای‌مجازی
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.می گیردقراراستفادهموردکیفیحالت(چند)دوتوصیفبرایمجازیمتغیر

Yi=‌𝛼+𝛽𝐷𝑖+ui

𝐷𝑖 = ൝
1 نظر مورد حالت

0 دیگر حالت

.می کنیمبرآوردOLSروشبارامعادله

:می آیددستبهYiبرایمقداردوفقطپسدارد،مقداردوفقطDچون

.βبااستبرابرموردنظرعاملتاثیربنابراین،

عبارتستDرویدادوقوعازایدرYافزایشدرصدآنگاهکنیم،بیاندرصدصورتبهراموردنظرعاملتاثیراگر
از

مجازیمتغیرهای

𝚫𝑌𝑖

𝚫𝐷𝑖
=

β

α

𝐷𝑖 = 0 Yi=‌α           

𝐷𝑖 = 1 Yi=‌α + β
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مثال؛

تغیرممنظوربدین.کنیمبررسیراشهریکآزادراه هایدرترددسرعتبرجنسیتاثرمی خواهیمکنیدفرض
(مردانبرایD=1وزنانبرایD=0)می کنیمتعریفرا𝐷𝑖مجازی

Yi=‌α+β𝐷𝑖+uiمدلدراگر

β > .استزنانازبیشترمتوسططوربهمردانترددسرعتگفتمی توانآنگاهباشد،معنادارو𝟎

.بودخواهدβبابرابرجنسیتخاطربهسرعتافزایشمیزان•

βبابرابرجنسیتازناشیسرعتافزایشدرصد•

α
.بودخواهد

مجازیمتغیرهای
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مجازی؛متغیرهایدام

گروهکیبرایتنهامی کنیم،تقسیمگروهدوبهراجامعهاگرکهشوددقتبایدمجازیمتغیرهایازاستفادهدر
.کردتعریفمجازیمتغیرمی توان

می افتد؟اتفاقیچهاینصورتغیردر

.گرددتعریفمجازیمتغیرm-1فقطبایستیمی شود،تقسیم(گروه)حالتmبهجامعهاگرکلی،حالتدر

.نمودتعریفمجازیمتغیرmمی تواناست،مبدأازعرضفاقدرگرسیوناگرکهشودتوجهالبته

مجازیمتغیرهای
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؛توصیفیمتغیرهایومجازیمتغیرهایرویرگرسیون

است؛زیرصورتبهرگرسیونمدلکنیدفرض

Yi=‌𝛼+𝛽𝑋𝑖+𝛾𝐷𝑖+ui

𝐷𝑖 = ൝
1 نظر مورد حالت

0 دیگر حالت

روبروست؛صورتبهرگرسیونمعادلهنتایجبنابراین،

.شودجابجارگرسیونخطمی شودباعثموردنظررویدادواقع،در

.می کندتغییرمعادلهمبدأازعرضیعنی

مجازیمتغیرهای

𝐷𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽𝑋𝑖

𝐷𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛽𝑋𝑖 + 𝛾 = (α + 𝛾) + 𝛽𝑋𝑖
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؛توصیفیمتغیرهایومجازیمتغیرهایرویرگرسیون

است؛زیرصورتبهرگرسیونمدلکنیدفرض

Yi=‌𝛼+𝛽𝑋𝑖+𝜃𝐷𝑖𝑋𝑖+ui

𝐷𝑖 = ൝
1 نظر مورد حالت

0 دیگر حالت

روبروست؛صورتبهرگرسیونمعادلهنتایجبنابراین،

.کندتغییررگرسیونخطشیبمی شودباعثموردنظررویدادحالت،ایندر

مجازیمتغیرهای

𝐷𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽𝑋𝑖

𝐷𝑖 = 1 Yi=‌α + (𝛽 +𝜃)𝑋𝑖
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؛توصیفیمتغیرهایومجازیمتغیرهایرویرگرسیون

است؛زیرصورتبهرگرسیونمدلکنیدفرض

Yi=‌𝛼+𝛽𝑋𝑖+𝛾𝐷𝑖+𝜃𝐷𝑖𝑋𝑖+ui

𝐷𝑖 = ൝
1 نظر مورد حالت

0 دیگر حالت

روبروست؛صورتبهرگرسیونمعادلهنتایجبنابراین،

.کندتغییرمبدأازعرضهمورگرسیونخطشیبهممی شودباعثموردنظررویدادحالت،ایندر

مجازیمتغیرهای

𝐷𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽𝑋𝑖

𝐷𝑖 = 1 Yi=‌(α + 𝛾) + (𝛽 +𝜃)𝑋𝑖
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؛رگرسیونمدلدرکیفیعامل2وجود

.نیمکبررسیراشهریکآزادراه هایدرترددسرعتبرجادهسطحبودنلغزندهوجنسیتاثرمی خواهیمکنیدفرض
؛(می کنیمتعریفبودنلغزندهوجنسیتبرایمجازیمتغیردومنظوربدین

Yi=‌𝛼+𝛽𝐷1𝑖+𝛾𝐷2𝑖+ui

𝐷1𝑖 = ൝
1 مردان

0 زنان
                   𝐷2𝑖 = ൝

1 لغزنده

0 خشک

داشت؛خواهدوجودروبروصورتبهحالتچهار

رددتسرعتبرجادهسطحبودنلغزندهوجنسیتگفتمی توانآنگاهباشند،معنادار𝛾و𝛽اگرمدل،برآوردازپس
.داردمعناداریاثر

𝐷1کهمی دهدنشانحالتیدرراترددسرعتαهمچنین، = 𝐷2 = .(راهخشکیوضعیتدرزنرانندهسرعت) 0

مجازیمتغیرهای

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α
𝐷1𝑖 = 1 ; 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽

𝐷1𝑖 = 0 ; 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾 + 𝛽
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؛رگرسیونمدلدرکیفیعامل2وجود

سیبررراشهریکآزادراه هایدرترددسرعتبرجادهسطحبودنلغزندهوجنسیتاثرمی خواهیمکنیدفرض
؛(می کنیمتعریفبودنلغزندهوجنسیتبرایمجازیمتغیردومنظوربدین.کنیم

داشت؛خواهدوجودروبروصورتبهحالتچهار

𝛽می دهد؛نشانرااثرترددسرعتبرجنسیتتأثیر

؛«باشدخشکراهسطح»کهحالتیبرایتردد،سرعتبرجنسبتتأثیر-1

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α
𝐷1𝑖 = 1 ; 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽

مجازیمتغیرهای

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α
𝐷1𝑖 = 1 ; 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽

𝐷1𝑖 = 0 ; 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾 + 𝛽

𝚫𝑌𝑖

𝑌𝑖
=

β

α
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؛رگرسیونمدلدرکیفیعامل2وجود

سیبررراشهریکآزادراه هایدرترددسرعتبرجادهسطحبودنلغزندهوجنسیتاثرمی خواهیمکنیدفرض
؛(می کنیمتعریفبودنلغزندهوجنسیتبرایمجازیمتغیردومنظوربدین.کنیم

داشت؛خواهدوجودروبروصورتبهحالتچهار

𝛽می دهد؛نشانرااثرترددسرعتبرجنسیتتأثیر

؛«باشدلغزندهراهسطح»کهحالتیبرایتردد،سرعتبرجنسبتتأثیر-2

𝐷1𝑖 = 0 ; 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾 + 𝛽

مجازیمتغیرهای

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α
𝐷1𝑖 = 1 ; 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽

𝐷1𝑖 = 0 ; 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾 + 𝛽

𝚫𝑌𝑖

𝑌𝑖
=

𝛽

𝛼 + 𝛾
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؛رگرسیونمدلدرکیفیعامل2(اندرکنش)متقابلتأثیر

می کنیم؛مدلواردمتغیریکصورتبهنیزرااندرکنشیاثر

Yi=‌𝛼+𝛽𝐷1𝑖+𝛾𝐷2𝑖+𝜃𝐷1𝑖𝐷2𝑖+ui

داشت؛خواهدوجودروبروصورتبهحالتچهار

.می دهدنشانوابستهمتغیربررا𝐷2و𝐷1متقابلاثر 𝜃پارامتر

مجازیمتغیرهای

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α
𝐷1𝑖 = 1 ; 𝐷2𝑖 = 0 Yi=‌α + 𝛽

𝐷1𝑖 = 0 ; 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛾

𝐷1𝑖 = 𝐷2𝑖 = 1 Yi=‌α + 𝛽 + 𝛾 + 𝜃
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؛(استانجامقابلصورتدودوبه)مدلدرونیارانه‌هاهدفمندیاثرنمودنلحاظ:مثال

آن،ازبعدوقبلدورهدوبهتقسیم:اولحالت

Yt=‌𝛼+𝛽𝑋𝑡 + 𝛾𝐷𝑡+𝜃𝐷𝑡𝑋𝑡+u𝑡

𝐷𝑡 = ቊ
1 𝑡 ≥ 1385
0 𝑡 < 1385 

؛(آنازپسبراییکیو1385ازقبلبراییکی)داشتخواهیمرگرسیونمدلدوبنابراین،

مجازیمتغیرهای

𝐷𝑡 = 0 Yt=‌𝛼+𝛽𝑋𝑡+u𝑡                           ;  𝑡 < 1385 

𝐷𝑖 = 1 Yt=‌(𝛼+𝛾) + (𝛽 + 𝜃)𝑋𝑡+u𝑡      ;  𝑡 ≥ 1385



115
محمدمهدی بشارتی: مدرس

؛(استانجامقابلصورتدودوبه)مدلدرونیارانه‌هاهدفمندیاثرنمودنلحاظ:مثال

شود،گرفتهدرنظرآنوقوعزماندرفقطموردنظررویداداثر:دومحالت

Yt=‌𝛼+𝛽𝑋𝑡 + 𝛾𝐷𝑡+u𝑡

𝐷𝑡 = ቊ
1 𝑡 = 1385
0 𝑡 ≠ 1385 

مجازیمتغیرهای
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