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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم برخͬ یادآوری

کرد. خواهیم یادآوری را شده دانسته قبل از و پایه ای مفاهیم خلاصه صورت به فصل این در
مبانͬ بر تسلط احساس دانشجویی اگر است. ریاضͬ مبانͬ درس به مربوط بخش این حجم بیشتر
باید شود. دوم فصل وارد مستقیم صورت به و نماید پوشͬ چشم فصل این از ͬ تواند م دارد ریاضͬ
جزییات دیدن برای و آمده اند فهرست وار صورت به فصل این مطالب که کنیم ذکر را مطلب این

نمایید. مراجعه مربوطه کتاب های به مثال ها و بیشتر

مجموعه ͷی اصلͬ عدد تابع ها، رابطه ها، مجموعه ها، ١ . ١

فلسفͬ بعضا جزییات وارد ما بخش این در هستند. مجموعه ها ریاضیات در اساسͬ مفاهیم از
ناپذیر تعریف مفاهیم از مجموعه است شده گفته بارها که همانطور ͬ شویم. نم مجموعه ها نظریه

است. مجموعه از نادقیقͬ بیان که ͬ کنیم م شروع زیر تعریف با را بخش این است.

تکراری و مشخص دقیق صورت به اشیا این که است اشیا از دسته ای مجموعه .١ . ١ . ١ تعریف
ͬ شوند. م داده نمایش بزرگ انگلیسͬ حروف با مجموعه ها معمولا نیستند.

است X به متعلق x گوییم باشد X از عنصری x و باشد مجموعه ͷی X اگر .١ . ١ . ٢ نمادگذاری
نشان ∅ با و گوییم تهͬ مجموعه را ندارد عضوی هیچ که مجموعه ͬ دهیم. م نشان x ∈ X با و

.x ̸∈ X ͬ نویسیم م نباشد X از عضوی x اگر ͬ دهیم. م

گوییم آنگاه باشد B در A از عضو هر اگر باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
B و A گوییم آنگاه B ⊆ A و A ⊆ B اگر ͬ دهیم. م نشان A ⊆ B با و است B زیرمجموعه A
که باشد داشته عضوی B و A ⊆ B اگر ͬ دهیم. م نشان A = B با و هستند یͺسان مجموعه دو

ͬ دهیم. م نمایش A ⊊ B با و است B سره زیرمجموعه A گوییم آنگاه نیست، A در

که را (x, y) مرتب زوج های همه مجموعه باشند. مجموعه دو Y و X کنیم فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
به ͬ دهیم. م نشان A × B با و گوییم مجموعه دو دکارتͬ ضرب حاصل است y ∈ Y و x ∈ X

١



دیͽر عبارت
A×B = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

ͷی R مانند A× B از زیرمجموعه هر به باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض .۵ . ١ . ١ تعریف
R آنگاه باشد A = B اگر ͬ دهیم. م نشان xRy با را (x, y) ∈ R مفهوم گوییم. B به A از رابطه

گوییم. A روی رابطه ایی را

گوییم: باشد. X روی رابطه ای R و مجموعه ͷی X کنیم فرض .۶ . ١ . ١ تعریف
.xRx باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه است (بازتابی) انعکاسͬ R (١)
.yRx شود نتیجه xRy که x, y ∈ X هر برای هرگاه است متقارن R (٢)

.x = y شود نتیجه yRx و xRy که x, y ∈ X هر برای هرگاه است متقارن پاد R (٣)
.xRz شود نتیجه yRz و xRy که x, y, z ∈ X هر برای هرگاه است متعدی R (۴)

باشد. متعدی و متقارن بازتابی، هرگاه است ارزی هم X روی R رابطه گوییم .١ . ١ . ٧ تعریف

متعدی و متقارن پاد بازتابی، هرگاه است جزیی ترتیب X روی R رابطه گوییم .١ . ١ . ٨ تعریف
باشد. جزیی ترتیب R رابطه هرگاه گوییم جزیی مرتب X مجموعه به باشد.

داشته x, y ∈ X هر برای اگر باشد. جزیی ترتیب X روی R رابطه کنیم فرض .١ . ١ . ٩ تعریف
نامیم. زنجیر یا مرتب کلا را جزیی ترتیب آنگاه yRx یا xRy باشیم

یا کلاس از منظور .a ∈ X و باشد X روی ارزی هم رابطه ͷی R کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف
زیر مجموعه یعنͬ ͬ دهیم، م نشان ā یا [a] با را آن که R تحت a رده

[a] = ā = {x ∈ X | xRa}.

که باشد موجود a ∈ X هرگاه گوییم X در R ارزی هم رده یا کلاس ͷی را X از A زیرمجموعه
X/R با و نامیم قسمتͬ خارج مجموعه را X در R ارزی هم کلاس های همه مجموعه .A = ā

دیͽر عبارت به ͬ دهیم. م نشان

X/R = {A ⊆ X | A = ā که درXباشد .{aای

زیرمجموعه های آن عناصر که باشد مجموعه ای A و مجموعه ͷی X کنیم فرض .١ . ١ . ١١ تعریف
ͷی A به آنگاه باشد X آنها اجتماع و باشند هم از جدا دو به دو A عنصرهای اگر Xاند. از ناتهͬ

گوییم. افراز

افراز ͷی X/R صورت این در باشد. X روی ارزی هم رابطه ͷی R کنیم فرض .١ . ١ . ١٢ قضیه
است. X برای

X روی R ارزی هم رابطه صورت این در باشد. X برای افراز ͷی A کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ قضیه
.X/R = A که دارد وجود چنان
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|X|= صورت این در باشد. X برای افراز ͷی A = {A۱, ..., An} کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ قضیه
.
∑n

i=۱|Ai|

ͷی f رابطه گوییم باشد. B مجموعه به A مجموعه از رابطه ͷی f کنیم فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف
B به A از تابعͬ f اگر .xfy که باشد موجود b ∈ B ͷی دقیقا a ∈ A هر برای هرگاه است تابع

آنگاه xfy اگر گوییم. برد B به و دامنه A به .A f−→B یا f : A −→ B ͬ نویسیم م آنگاه باشد
گوییم. x تصویر y به و y تصویر پیش x به و y = f(x) ͬ نویسیم م

نمایش id یا idX با و گوییم همانͬ تابع f(x) = x که f : X −→ X تابع به .١۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م

گوییم. شمول تابع i(a) = a که i : A −→ X تابع به آنگاه باشد A ⊆ X اگر .١ . ١ . ١٧ تعریف

تمام که B از زیرمجموعه ای باشد. تابع ͷی f : A −→ B که کنیم فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
که شود (دقت ͬ دهند م نشان Im(f) با و گویند f تصویر هستند A از عنصر تصویری آن عناصر

است). B تابع برد

.B به A از تابع ها همه مجموعه یعنͬ BA نماد از منظور .١ . ١ . ١٩ نمادگذاری

از تابع ͷی فقط آنگاه تهͬ) (حتͬ دلخواه مجموعه B و باشد تهͬ مجموعه A اگر .١ . ١ . ٢٠ تذکر
(چرا؟). ندارد وجود A به B از تابعͬ هیچ اما دارد. وجود B به A

f(a) = که a, a′ ∈ A هر برای هرگاه گوییم ͷبه ی ͷی را f : A −→ B تابع .١ . ١ . ٢١ تعریف
وجود A در a عنصر b ∈ B هر برای هرگاه است پوشا تابع f گوییم .a = a′ که شود نتیجه f(a′)
را تناظرها باشد. پوشا هم و ͷبه ی ͷی هم هرگاه گوییم تناظر را f تابع .f(a) = b که باشد داشته

ͬ نامیم. م نیز جایͽشت

صورت این در باشد. پوشا تابع ͷی f : X −→ Y کنیم فرض .١ . ١ . ٢٢ قضیه

f−۱(y) = {x ∈ X | f(x) = y}

.y ∈ Y آن در که است X برای افراز ͷی

تناظر f آنگاه باشد ͷبه ی ͷی تابع ͷی f : X −→ X و متناهͬ مجموعه X اگر .١ . ١ . ٢٣ قضیه
است.

صورت این در باشند. تابع دو g : B −→ C و f : A −→ B کنیم فرض .٢۴ . ١ . ١ تعریف
gf یا gof با را h تابع .h(x) = g(f(x)) که h : A −→ C تابع یعنͬ g با f ترکیب از منظور

ͬ دهیم. م نمایش نیز

،f : A −→ B اگر یعنͬ است پذیر شرکت باشیم) مجاز (اگر تابع ها ترکیب .٢۵ . ١ . ١ قضیه
.h(gf) = (hg)f آنگاه h : C −→ D و g : B −→ C

٣



است. (پوشا) ͷبه ی ͷی تابع ͷی (پوشا) ͷبه ی ͷی توابع ترکیب .٢۶ . ١ . ١ قضیه

تابع هرگاه است) (وارونپذیر است وارون دارای f : A −→ B تابع گوییم .١ . ١ . ٢٧ تعریف
ͬ دهیم. م نشان f−۱ با را g تابع .gf = idA و fg = idB که باشد موجود g : B −→ A

باشد. تناظر f اگر تنها و اگر است وارونپذیر f تابع .١ . ١ . ٢٨ قضیه

موجود Y و X بین تناظر ͷی هرگاه هستند همتوان Y و X مجموعه دو گوییم .١ . ١ . ٢٩ تعریف
ͬ دهیم. م نشان X ∼= Y با را مطلب این باشد.

هستند یͺسان) (کاردینالیتͬ یͺسان اصلͬ عدد دارای Y و X مجموعه دو گوییم .١ . ١ . ٣٠ تعریف
ͬ دهیم. م نشان |X| با را X مجموعه اصلͬ عدد باشند. همتوان هرگاه

صفر”). “الف (بخوانید ͬ دهیم م نمایش ℵ۰ با را N اصلͬ عدد .١ . ١ . ٣١ نمادگذاری

موجود n طبیعͬ عدد هرگاه دارد عضو متناهͬ تعداد X ناتهͬ مجموعه گوییم .١ . ١ . ٣٢ تعریف
نامتناهͬ را نباشد متناهͬ که مجموعه ای باشد. داشته وجود {۱, ..., n} و X بین تناظر ͷی که باشد

.|X|= ℵ۰ هرگاه است پذیر) (شمارش شمارا X مجموعه گوییم گوییم.

است. ℵ۰ برابر Q و Z اصلͬ عدد .١ . ١ . ٣٣ قضیه

است. شمارا یا متناهͬ شمارا، مجموعه ͷی زیرمجموعه هر .٣۴ . ١ . ١ قضیه

هستند. شمارا شمارا، مجموعه های اجتماع و دکارتͬ ضرب حاصل .٣۵ . ١ . ١ قضیه

گوییم. ناپذیر) (شمارش ناشمارا را نباشد شمارا که مجموعه ای .٣۶ . ١ . ١ تعریف

.|R|= ۲ℵ۰ و است ناشمارا R .١ . ١ . ٣٧ قضیه

ͷبه ی ͷی تابع ͷی هرگاه |X|≤ |Y | گوییم باشند. مجموعه دو Y Xو کنیم فرض .١ . ١ . ٣٨ تعریف
ͬ نویسیم م نیست پوشا که باشد موجود Y به X از ͷبه ی ͷی تابعͬ اگر باشد. موجود Y به X از

.|X|< |Y |

و |X|≤ |Y | باشیم داشته Y و X مجموعه دو برای اگر (شرودر‐برنشتاین) .١ . ١ . ٣٩ قضیه
.|X|= |Y | آنگاه |Y |≤ |X|

زیرمجموعه های همه (مجموعه باشد X مجموعه توانͬ مجموعه نمایش P(X) اگر .۴١ . ١ . ٠ قضیه
.|X|< |P(X)| آنگاه (X

.|B||A| با است برابر BA مجموعه اصلͬ عدد .۴١ . ١ . ١ قضیه

ͬ کنیم. م ارائه را خانواده مفهوم از نادقیق تعریفͬ زیر در

ͷی و هستند مشخص دقیق صورت به اشیا این که است اشیا از دسته ای خانواده .۴١ . ١ . ٢ تعریف
شود. تکرار ͬ تواند م شͬ

۴



اعضای از دنباله ͷی را f : N −→ X تابع هر باشد. مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴١ . ١ . ٣ تعریف
یا (f۱, f۲, ...) صورت به گاهͬ را دنباله ͷی ͬ دهیم. م نشان fn با را f(n) معمولا گوییم. X

ͬ دهیم. م نشان {fi}∞i=۱

از خانواده ͷی را f : I −→ X تابع هر باشند. مجموعه دو I و X کنیم فرض .۴۴ . ١ . ١ تعریف
گذار اندیس مجموعه I مجموعه به ͬ دهیم. م نشان {fi | i ∈ I} یا (fi)i∈I با و گوییم X عناصر

گوییم.

باشد. مجموعه ها از I با شده گذاری اندیس خانواده ͷی {Ai}i∈I کنیم فرض .۴۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف چنین این را {Ai}i∈I دکارتͬ ضرب ∏حاصل

i∈I

Ai = {f : I −→
∪
i∈I

Ai | ∀i ∈ I, f(i) ∈ Ai}.

است. AI همان
∏

i∈I Ai دکارتͬ ضرب حاصل Ai = A ،i ∈ I هر برای اگر خاص حالت در
داریم آنگاه I = {۱, ..., n} مانند باشد متناهͬ مجموعه I اگر

∏
i∈I

Ai =
n∏

i=۱
Ai = A۱ × ...× An = {(a۱, ..., an) | ai ∈ Ai}.

دارد زیادی بسیار صورت های انتخاب اصل ͬ کنیم. م بیان زیر تعریف قالب در را انتخاب اصل
ͬ کنید. م مشاهده را آن ساده ترین زیر در که

ناتهͬ، مجموعه های از ناتهͬ خانواده ای دکارتͬ ضرب حاصل انتخاب) (اصل .۴۶ . ١ . ١ تعریف
است. ناتهͬ

باشد. A ⊆ X و R رابطه با جزیی مرتب مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴١ . ١ . ٧ تعریف
.aRy باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه است A برای بالا کران y ∈ X عنصر گوییم (الف)
.yRa باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه است A برای پایین کران y ∈ X عنصر گوییم (ب)

.x = y شود نتیجه xRy که x ∈ X هر برای هرگاه است ماکسیمال y ∈ X عنصر گوییم (ج)
.y = x شود نتیجه yRx که x ∈ X هر برای هرگاه است مینیمال y ∈ X عنصر گوییم (د)

X از ناتهͬ زیرمجموعه هر هرگاه است خوشترتیب X مرتب کلا مجموعه گوییم .۴١ . ١ . ٨ تعریف
باشد. داشته مینیمال عنصر

هر که طوری به باشد، جزیی مرتب مجموعه ͷی ناتهͬ) (مجموعه A اگر زرن) (لم .۴١ . ١ . ٩ قضیه
ماکسیمال عضو دارای A آنگاه باشد، (A (در بالا کران دارای آن، (زنجیر) مرتب کلا زیرمجموعه

است.

است. شدنͬ خوشترتیب مجموعه هر خوشترتیبی) (اصل .۵١ . ١ . ٠ قضیه

۵



مختلط و حقیقͬ گویا، پیمانه ای، صحیح، طبیعͬ، اعداد ١ . ٢

ͬ شویم. نم جزییات وارد قبل بخش مشابه و کرد خواهیم صحبت اعداد به راجع کمͬ بخش این در
با چͽونه که شده اید متوجه و شده اید آشنا ریاضͬ مبانͬ درس در صحیح و طبیعͬ اعداد تعریف با
و ͬ شوند م ایجاد صحیح اعداد ارزی هم رابطه ͷکم با و ͬ شوند م ساخته طبیعͬ اعداد پئانو اصول
نحوه با ریاضͬ مبانͬ یا آنالیز مبانͬ درس در ͬ شوند. م ساخته صحیح اعداد روی از گویا اعداد سپس
ͬ کنیم م معرفͬ زیر در اعداد برای را نماد های ما راحتͬ برای شده اید. آشنا حقیقͬ اعداد شدن ساخته

ͬ کنیم. م معرفͬ را خودمان استفاده مورد و کاربردی قضیه های کمͬ و

،W ،N با ترتیب به را حقیقͬ و گویا صحیح، حسابی، طبیعͬ، اعداد مجموعه .١ . ٢ . ١ نمادگذاری
ͬ دهیم. م نمایش R و Q ،Z

n ∈ S اگر و ۱ ∈ S که باشد N زیرمجموعه S کنیم فرض ضعیف) (استقرای .١ . ٢ . ٢ قضیه
.S = N صورت این در .n+ ۱ ∈ S آنگاه

برای آنگاه n ∈ S اگر و ۱ ∈ S که N زیرمجموعه S کنیم فرض قوی) (استقرای .١ . ٢ . ٣ قضیه
.S = N صورت این در .m ∈ S ،n از کمتر m مثبت صحیح عدد هر

است b از مضربی a یا است a صحیح عدد علیه مقسوم ͷی b صحیح عدد گوییم .۴ . ١ . ٢ تعریف
چنین اگر ͬ دهیم. م نمایش b|a با را مفهوم این گاهͬ .a = bc که باشد موجود c صحیح عدد هرگاه

.b ∤ a ͬ نویسیم م آنگاه نباشد موجود cای

علیه های مقسوم تنها و باشد −۱ و ۱ با مخالف هرگاه گوییم اول را p صحیح عدد .۵ . ١ . ٢ تعریف
باشند. −p و p ،−۱ ،۱ آن

صورت به روش ͷی تنها و ͷی به را آن ͬ توان م یا است ۱ یا مثبت صحیح عدد هر .۶ . ١ . ٢ قضیه
نوشت. مثبت اول اعداد از ضربی حاصل

صحیح اعداد صورت این در .b > ۰ و a, b ∈ Z کنیم فرض تقسیم) (الͽوریتم .١ . ٢ . ٧ قضیه
خارج را q به و باقیمانده r به .۰ ≤ r < b و a = bq + r که دارند وجود r و q مانند یͺتایی

نامیم. قسمت

است b و a صحیح عدد دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین d صحیح عدد گوییم .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ دهیم. م نشان (a, b) = d با را مفهوم این .c|d آنگاه c|b و c|a اگر و d|b و d|a هرگاه

.(a, b) = ۱ هرگاه گوییم اول هم به نسبت را b و a صحیح عدد دو .١ . ٢ . ٩ تعریف

است. معروف بزو١ قضیه به زیر قضیه

چنان s و r صحیح اعداد (a, b) = d شرط با b و a صحیح عدد دو هر برای (بزو) .١ . ٢ . ١٠ قضیه
.ar + bs = d که دارند وجود

١Bezout
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یا p|a آنگاه p|ab باشیم داشته b و a صحیح اعداد برای که باشد اول عدد p اگر .١ . ٢ . ١١ قضیه
.p|b

ͬ کنیم م تعریف زیر ضرب و جمع با R× R مجموعه را مختلط اعداد مجموعه .١ . ٢ . ١٢ تعریف

(a, b) + (x, y) = (a+ x, b+ y) (a, b).(x, y) = (ax− by, ay + bx)

گوییم مختلط اعداد C اعضای به ͬ دهیم. م نمایش C با را مختلط اعداد

مانند (۱,۰) یعنͬ .(x, y).(۱,۰) = (x, y) که داریم (x, y) ∈ C هر برای .١ . ٢ . ١٣ تذکر
ͬͺی a با را (a,۰) و i = (۰,۱) کنیم فرض اگر همچنین است. حقیقͬ اعداد در ۱ حقیقͬ عدد
خواهیم (a, b) مختلط عدد برای a+ ib نمایش به (a, b) = (a,۰)+ (۰,۱)b چون آنگاه بͽیریم
با را (۰,۰) عضو .i۲ = −۱ ما داد قرار طبق نتیجه در و i۲ = i.i = (−۱,۰) علاوه به رسید.

است. حقیقͬ اعداد در ۰ حقیقͬ عدد مانند که ͬ دهیم م نشان ۰
گوییم. موهمͬ بخش b به و حقیقͬ بخش a به a+ ib مختلط عدد در .١۴ . ١ . ٢ تعریف

z−۱ = a
a۲+b۲ + i( b

a۲+b۲ ) ضربی وارون دارای z = a+ ib ناصفر مختلط عدد .١۵ . ١ . ٢ قضیه
.zz−۱ = z−۱z = ۱ داریم یعنͬ است

داریم همواره .١۶ . ١ . ٢ تذکر

N ⊆ W ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

گوسͬ اعداد a, b ∈ Z و هستند a+ ib صورت به که مختلط اعداد مجموعه به .١ . ٢ . ١٧ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Z[i] با و گوییم

kX + t از منظور مختلط، اعداد از X زیرمجموعه و t ،k صحیح اعداد برای .١ . ٢ . ١٨ نمادگذاری
.{kx+ t | x ∈ X} مجموعه یعنͬ

رابطه ͬ گیریم. م نظر در را n طبیعͬ عدد .١ . ٢ . ١٩ تعریف

a, b ∈ Z : aRb ⇔ n|a− b

داریم حال است. ارزی هم

۰̄ = [۰] = {a ∈ Z | aR۰} = {a ∈ Z | n|a} = nZ

باقیمانده n به که صحیح اعداد تمام عبارتͬ به یا است n عدد صحیح مضرب های کلاس۰همه یعنͬ
اما دارند. ۰

۱̄ = [۱] = {a ∈ Z | aR۱} = {a ∈ Z | n|a− ۱} = nZ+ ۱
nتا به n − ۱ تا روند این ادامه با دارند. ۱ باقیمانده n به که صحیح اعداد تمام ۱ کلاس یعنͬ

زیر شͺل به مجموعه ای یعنͬ یافت. خواهیم دست کلاس

{nZ, nZ+ ۱, nZ+ ۲, ..., nZ+ (n− ۱)} = {۰̄, ۱̄, ..., n− ۱}.
ͬ دهیم. م نشان Zn با و گوییم n پیمانه اعداد بالا مجموعه به

٧



ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ضرب و جمع پیمانه ای اعداد برای .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

x̄+ ȳ = x+ y x̄ · ȳ = xy

n|a− b جای به گاهͬ باشند. صحیح اعداد b ،a و طبیعͬ عدد n کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ نمادگذاری
ͬ کنیم. م استفاده a n≡ b نماد از

.(p− ۱)! p
≡ −۱ داریم اول عدد هر برای ویلسون) (قضیه .١ . ٢ . ٢٢ قضیه

n به نسبت که n از کوچͺتر طبیعͬ اعداد تعداد که است تابعͬ φ یا اویلر فͬ تابع .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
طبیعͬ اعداد تعداد با است برابر φ(n) آنگاه باشد، مثبت طبیعͬ عدد ͷی n اگر ͬ شمارد. م را اول اند

.(k, n) = ۱ طوری که به  n تا ١ بازه در k

در اویلرباشد. تابع φ(n) و مثبت صحیح عدد n کنیم فرض اویلر‐فرما) (قضیه .٢۴ . ١ . ٢ قضیه
.aφ(n) n≡ ۱ داریم (a, n) = ۱ که a صحیح عدد هر برای صورت این

.ap
p
≡ a داریم است، اول عددی p که a, p ∈ Z هر برای فرما) ͷکوچ (قضیه .٢۵ . ١ . ٢ قضیه

٨



ماتریس ها ١ . ٣
ابزار ماتریس ها اما ͬ شوند. م مطالعه خطͬ جبر درس در بیشتر ماتریس ها کارشناسͬ مقطع در
مختصری بنابراین کنیم. فراهم جبر مبانͬ درس در را متنوعͬ مثال های بتوانیم تا هستند خوبی بسیار

گفت. خواهیم ماتریس ها به راجع بخش این در

تابع هر باشد. مجموعه ͷی X و طبعیی عدد دو n و m کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف

f : {۱,۲, ...,m} × {۱,۲, ..., n} −→ X

و i ∈ {۱,۲, ...,m} که گوییم درایه f((i, j)) به گوییم. X روی m × n ماتریس ͷی را
بهره زیر شͺل از بهتر نمایشͬ برای ͬ دهیم. م نشان fij با را آن راحتͬ برای .j ∈ {۱,۲, ..., n}

ͬ بریم. م
f۱۱ f۱۲ · · · f۱n
f۲۱ f۲۲ · · · f۲n

...
fm۱ fm۲ · · · fmn


m×n

ͬ دهیم. م نمایش (fij) با گاهͬ را ماتریس ͷی همچنین

ͬͺی را X مجموعه و ͬ دهیم م نمایش انگلیسͬ بزرگ حروف با را ماتریس ها معمولا .١ . ٣ . ٢ تذکر
ͬ گیریم. م نظر در C یا و R ،Q ،Z ،N شده شناخته مجموعه های از

ماتریس به .١ . ٣ . ٣ نمادگذاری

O =


۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ · · · ۰

...
۰ ۰ · · · ۰


m×n

ماتریس به آنگاه باشد m = n اگر و گوییم صفر ماتریس

I =


۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰

...
۰ ۰ · · · ۱


n×n

.۱ ∈ C و ۰ ∈ C آن در که گوییم همانͬ ماتریس

نامیم. ماتریس مرتبه را n و گوییم مربعͬ ماتریس به آنگاه باشد m = n اگر .۴ . ١ . ٣ تعریف

٩



درایه های با m×n ماتریس های تمام مجموعه یعنͬ Mm×n(X) نماد از منظور .۵ . ١ . ٣ نمادگذاری
ͬ کنیم. م استفاده Mn(X) نماد از باشد m = n اگر .X از

دو جمع آنگاه B = (bij) ∈ Mm×n(C) و A = (aij) ∈ Mm×n(C) اگر .۶ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ماتریس

A+B = (aij + bij).

دو ضرب آنگاه B = (bij) ∈ Mn×l(C) و A = (aij) ∈ Mm×n(C) اگر .١ . ٣ . ٧ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ماتریس

C = AB =


c۱۱ c۱۲ · · · c۱l
c۲۱ c۲۲ · · · c۲l

...
cm۱ cm۲ · · · cml


.cij =

∑n
k=۱ aikbkj آن در که

۱× n ماتریس یعنͬ iام سطر از منظور باشد. m× n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١ . ٣ . ٨ تعریف
)زیر

ai۱ ai۲ · · · ain
)

زیر j × ۱ ماتریس یعنͬ jام ستون از منظور و
a۱j
a۲j

...
amj


حذف از که ماتریسͬ به صورت این در باشد. m × n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف
اگر ͬ دهیم. م نمایش M j

i (A) با و گوییم خُرد یا کهاد ماتریس ͬ آید م دست به jام ستون و iام سطر
ͬ کنیم. م استفاده M j

i نماد از فقط نباشد A ماتریس برای ابهام بیم
است زیر صورت به C از درایه های با ۲ مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان .١ . ٣ . ١٠ تعریف

det

(
a۱۱ a۱۲
a۲۱ a۲۲

)
= a۱۱a۲۲ − a۱۲a۲۱

است زیر صورت به C از درایه های با ۳ مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان و

det

a۱۱ a۱۲ a۱۳
a۲۱ a۲۲ a۲۳
a۳۱ a۳۲ a۳۳

 =

a۱۱det

(
a۲۲ a۲۳
a۳۲ a۳۳

)
+ a۱۲det

(
a۲۱ a۲۳
a۳۱ a۳۳

)
+ a۱۳det

(
a۲۱ a۲۲
a۳۱ a۳۲

)
=

a۱۱det M
۱
۱ + a۱۲det M

۲
۱ + a۱۳det M

۳
۱

١٠



است زیر صورت به C از درایه های با n مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان استقرایی روند با و

det


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n

...
an۱ an۲ · · · ann

 = a۱۱det M
۱
۱ + a۱۲det M

۲
۱ + ...+ a۱ndet M

n
۱

.det AB = det A det B داریم B و A مربعͬ ماتریس دو هر برای .١ . ٣ . ١١ قضیه

باشد موجود B مربعͬ ماتریس هرگاه است پذیر وارون A مربعͬ ماتریس گوییم .١ . ٣ . ١٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش A−۱ با را B مربعͬ ماتریس .AB = BA = I که

باشد. صفر عدد با مخالف det A اگر تنها و اگر است پذیر وارون A مربعͬ ماتریس .١ . ٣ . ١٣ قضیه

مانند n×m است ماتریسͬ A ترانهاده باشد. m×n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ آید. م دست به B ماتریس iام jام مͺان در A از jام iام درایه دادن قرار از که B

١١



٢ فصل

گروه ها نظریه با آشنایی

هستند. معروف گروه ها به که ͬ پردازد م ریاضͬ موجودات مطالعه به گروه نظریه نوین جبر در
برداری فضاهای و حلقه ها مانند نوین جبر موجودات سایر و است نوین جبر مرکزی بخش گروه مفهوم
تاثیر تحت نیز را ریاضͬ شاخه های سایر گروه ها مطالعه گرفته اند. شͺل گروه مفهوم همین پایه بر
در گروه ها ویژه، طور به ͬ شود. م دیده ریاضͬ بخش های از بسیار در آن کاربردهای و ͬ دهد م قرار
در کرد. اشاره ل١ͬ گروه و خطͬ گروه های به ͬ توان م آنها مهمترین که دارند خاصͬ جایͽاه نوین جبر
تکمیلͬ مطالب با ͬ توانید م ١ جبر درس در و است گروه نظریه با مختصر آشنایی ما هدف فصل این

بیاموزید. را پیشرفته مطالب بالاتر مقاطع در و شوید آشنا گروه نظریه از

دوتایی عمل ٢ . ١
ریاضͬ ساختار از را خود منظور سپس و ͬ کنیم م آشنا دوتایی عمل مفهوم با را شما بخش این در

ͬ کنیم. م آغاز زیر تعریف با را کار ͬ کنیم. م بیان
تابع هر باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف

∗ : S × S −→ S

از مرتب زوج های روی دوتایی عمل حقیقت در گوییم. S مجموعه روی دوتایی عمل ͷی را
تابع متداول نماد جای به را دوتایی عمل ͬ دهد. م نسبت را S از عنصر ͷی دقیقا S عنصرهای

ͬ دهیم. م نمایش o یا و · ،∗ با ... و g ،f مانند

ͷی + که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،+ جمع، عمل را ∗ و S = Z کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ مثال
پیاده آنها روی را عادی جمع و ͬ گیرید م را صحیح عدد دو + واقع در است. Z روی دوتایی عمل

ͬ کند. م
١Lie

١٢



ͷی · که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،· ضرب، عمل را ∗ و S = R کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ مثال
پیاده آنها روی را عادی ضرب و ͬ گیرید م را حقیقͬ عدد دو · واقع در است. R روی دوتایی عمل

ͬ کند. م

که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،· ضرب، عمل را ∗ و S = Mn(R) کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ مثال
عادی ضرب و ͬ گیرید م را ماتریس عدد دو · واقع در است. ماتریس ها روی دوتایی عمل ͷی ·

ͬ کند. م پیاده آنها روی را ماتریسͬ

ضابطه با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [−۱,۰] بازه S کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ مثال
پس .a ∗ b = ۱ ̸∈ S آنگاه b = −۱ و a = ۰ دهیم قرار اگر زیرا نیست. عمل a ∗ b = |a− b|

نیست. تابع ∗

اشتراک، اجتماع، صورت این در ͬ گیریم. م نظر در P(X)را باشد، مجموعه ͷیX اگر .۶ . ٢ . ١ مثال
هستند. P(X) روی دوتایی عمل های تفاضل

این در .XX مجموعه یعنͬ ͬ گیریم م نظر در را X مجموعه روی توابع همه  مجموعه .٢ . ١ . ٧ مثال
است. XX روی دوتایی عمل ͷی توابع ترکیب صورت

دارد. وجود S روی دوتایی عمل n(n۲) آنگاه باشد |S|= n اگر .٢ . ١ . ٨ گزاره

ͷی دوتایی عمل هر که ͬ دانیم م باشد. دوتایی عمل ͷی ∗ : S × S −→ S کنیم فرض اثبات.
به را S به S × S از توابع تعداد ͬ خواهیم م واقع در دوتایی عمل هایی تعداد برای پس است تابع
حال عضو. n تعداد آن برد و دارد عضو n۲ = n×n ،∗ دامنه که است واضح اکنون آوریم. دست

.n(n۲) با است برایر ∗هایی چنین تعداد ،۴١ . ١ . ١ قضیه طبق

:S مجموعه روی ∗ : S × S −→ S دوتایی عمل گوییم .٢ . ١ . ٩ تعریف
.s ∗ s′ = s′ ∗ s باشیم داشته s, s′ ∈ S هر برای هرگاه است جابجایی (الف)

.s∗(s′∗s′′) = (s∗s′)∗s′′ باشیم داشته s, s′, s′′ ∈ S هر برای هرگاه است پذیر شرکت (ب)

است. پذیر شرکت و جابجایی عمل ͷی Z روی + دوتایی عمل .٢ . ١ . ١٠ مثال

است. پذیر شرکت و جابجایی عمل ͷی P(X) روی اجتماع دوتایی عمل .٢ . ١ . ١١ مثال

زیرا نیست. جابجایی M۲(R) روی ماتریسͬ ضرب عمل .٢ . ١ . ١٢ مثال

A =

(۱ ۰
۲ ۳

)
, B =

(
−۱ ۰
۲ −۱

)
: A.B ̸= B.A

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢ . ١ . ١٣ مثال
زیرا نیست. پذیر شرکت که (چرا؟) است دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a− b| ضابطه

۱ ∗ (۲ ∗ ۳) = ۱ ∗ (|۲− ۳|) = ۱ ∗ ۱ = ۰ ̸= (۱ ∗ ۲) ∗ ۳ =

(|۱− ۲|) ∗ ۳ = ۱ ∗ ۳ = |۱− ۳|= ۲.

١٣



ͬ دهد م اجازه پذیری شرکت باشد. S روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .١۴ . ٢ . ١ تذکر
تغییری حاصل و نباشد مهم ما برای پرانتز گرفتن قرار S از عنصر سه روی دوتایی عمل انجام در که
را پرانتزها ͬ توان م هم باز شود، عنصر سه از بیشتر تعداد اگر که است طبیعͬ سوال این اما نکند.

داریم را زیر حالت های S از d و c ،b ،a عنصر ۴ برای مثلا دهیم؟ قرار بخواهیم که هرگونه

a∗ ((b∗c)∗d) (a∗b)∗ (c∗d) ((a∗b)∗c)∗d (a∗ (b∗c))∗d (a∗ (b∗ (c∗d))

تفاوتͬ نهایی حاصل در پرانتز جایͽاه باشد پذیر شرکت ∗ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه در
در را ͬ نشیند م ذهن در راحتر که حالت ͷی گذاری پرانتز حالت های از کار این برای ͬ کند. نم ایجاد
با حالت ها باقͬ ͬ دهیم م نشان سپس و ͬ گوییم م استانده آن به و بالا) مثال ٣ (حالت ͬ گیریم م نظر

است. ͬͺی استانده حالت همین

.S از عناصری an ،... ،a۱ و باشد S روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .١۵ . ٢ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف چنین استقرا با را aiها استانده عمل

۱∏
i=۱

ai = a,

۲∏
i=۱

ai = (a۱∗a۲),
۳∏

i=۱
ai = (

۲∏
i=۱

ai)∗a۳, ...,
n∏

i=۱
ai = (

n−۱∏
i=۱

ai)∗an.

با است برابر a۵ و a۴ ،a۳ ،a۲ ،a۱ عنصر ۵ استانده عمل .١۶ . ٢ . ١ مثال
۵∏

i=۱
ai = (((a۱ ∗ a۲) ∗ a۳) ∗ a۴) ∗ a۵.

داریم. را زیر قضیه اکنون
آنگاه S از عناصری an ،... ،a۱ و باشد پذیر شرکت S روی ∗ دوتایی عمل اگر .٢ . ١ . ١٧ قضیه

است. aiها استانده عمل با برابر aiها برای معنͬ با دوتایی عمل انجام نوع هر

اثبات برای چیزی که باشد n = ۱ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی قوی استقرای با را حͺم اثبات.
n برای را حͺم ͬ خواهیم م باشد. صحیح حͺم m < n هر برای و n > ۱ کنیم فرض نداریم.
دوتایی عمل ͷی T (a۱, ..., an) اگر باشد. معنͬ با دوتایی عمل نمایش T کنیم فرض کنیم. اثبات
T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ که دارد وجود چنان ۱ ≤ k ≤ n آنگاه باشد aiها از معنͬ با

داریم استقرار فرض طبق .T (ak+۱, ..., an)

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ T (ak+۱, ..., an) = (
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n∏
j=k+۱

aj).

دهد. رخ است ممͺن حالت دو
پس .k = n− ۱ اول. حالت

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., an−۱) ∗ T (an) = (
n−۱∏
i=۱

ai) ∗ an =
n∏

i=۱
ai.

١۴



است. کامل اثبات حالت این در یعنͬ
داریم استانده عمل تعریف و پذیری شرکت ͷکم با صورت این در .k < n− ۱ دوم. حالت

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ T (ak+۱, ..., an) = (
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n∏
j=k+۱

aj)

(
k∏

i=۱
ai) ∗ ((

n−۱∏
j=k+۱

aj) ∗ an) = ((
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n−۱∏
j=k+۱

aj)) ∗ an

.T (a۱, ..., an−۱) یعنͬ است (n−۱)تا از معنͬ با دوتایی عمل (
∏k

i=۱ ai)∗ (
∏n−۱

j=k+۱ aj) اما
داریم اسقرا فرض طبق پس

(
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n−۱∏
j=k+۱

aj) =
n−۱∏
i=۱

ai.

داریم استانده عمل تعریف از استفاده و بالا در جایͽذاری با

T (a۱, ..., an) = (
n∏

i=۱
ai) ∗ an =

n∏
i=۱

ai

است. کامل اثبات هم حالت این در

روی دوتایی عمل دو o : S × S −→ S و ∗ : S × S −→ S کنیم فرض .٢ . ١ . ١٨ تعریف
گوییم باشند. S مجموعه

باشیم داشته x, y, z ∈ S هر برای هرگاه است چپ سمت از توزیعپذیر o روی ∗ (الف)

x ∗ (yoz) = (x ∗ y)o(x ∗ z).

باشیم داشته x, y, z ∈ S هر برای هرگاه است راست سمت از توزیعپذیر o روی ∗ (ب)

(yoz) ∗ x = (y ∗ x)o(z ∗ x).

باشد. راست و چپ توزیعپذیر هرگاه است توزیعپذیر o روی ∗ (ج)

در معمولͬ ضرب همان را o دوتایی عمل و معولͬ جمع را ∗ دوتایی عمل R روی .٢ . ١ . ١٩ مثال
است. توزیعپذیر ضرب روی جمع دیده اید کنون تا مدرسه دوران از که طوری همان ͬ گیریم. م نظر

در P(X) روی اشتراک را o دوتایی عمل و P(X) روی اجتماع را ∗ دوتایی عمل .٢ . ١ . ٢٠ مثال
از زیرا است. توزیعپذیر ∗ روی o همچنین است. توزیعپذیر o روی ∗ صورت این در ͬ گیریم. م نظر

که دیده اید ریاضͬ مبانͬ

A ∪ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ (A ∪ C)

١۵



است. مشابه هم حالت ها بقیه

o روی ∗ ͬ گیریم. م نظر در قدرمطلق را o عمل و جمع را ∗ عمل حقیقͬ اعداد روی .٢ . ١ . ٢١ مثال
زیرا نیست. (چپ‐راست) توزیعپذیر

۱ ∗ (۲o۳) = ۱ ∗ (|۲− ۳|) = ۱ ∗ ۱ = ۱+ ۱ = ۲

که حالͬ در

(۱ ∗ ۲)o(۱ ∗ ۳) = (۱+ ۲)o(۱+ ۳) = ۳o۴ = |۳− ۴|= ۱.

∗ مانند ناتهͬ مجموعه ای یعنͬ ریاضͬ دستگاه یا ریاضͬ ساختار از منظور .٢ . ١ . ٢٢ تعریف
نمایش (S, ∗۱, ..., ∗n) با معمولا که ∗n ،... ،∗۱ مانند S روی دوتایی عمل چند یا ͷی با همراه

ͬ دهیم. م

است. دوتایی عمل ͷی با است ریاضͬ ساختار ͷی (Z,+) .٢ . ١ . ٢٣ مثال

است. دوتایی عمل دو با ریاضͬ ساختار ͷی (R,+, ·) .٢۴ . ٢ . ١ مثال

شده حل تمرین های
است؟ دوتایی عمل ͷی a ∗ b = ab ضابطه با ∗ : R× R −→ R آیا .٢۵ . ٢ . ١ تمرین

ab =
√
−۱ آنگاه b = ۱

۲ و a = −۱ دهیم قرار اگر زیرا نیست. دوتایی عمل ͷی ∗ حل.
نیست. تابع ͷی ∗ یعنͬ ندارد. معنͬ است، a ∗ b همان که

است؟ دوتایی عمل ͷی a ∗ b = ۲a × ۳b ضابطه با ∗ : R× R −→ R آیا .٢۶ . ٢ . ١ تمرین

دهیم نشان باید کنید دقت ابتدا است. تابع ∗ دهیم نشان باید است. دوتایی عمل ͷی ∗ حل.
به است. حقیقͬ عددی ۲m

n =
n
√
۲m آنگاه a = m

n
یعنͬ باشد گویا عددی a اگر .a ∗ b ∈ R

حقیقͬ عدد دو ضرب حاصل و است حقیقͬ عدد نیز ۳b هم باز باشد گویا عدد b اگر مشابه صورت
آنگاه نباشد گویا عددی a اگر .a ∗ b ∈ R حالت این در بنابراین است. حقیقͬ عددی هم باز
xnها که a = limn→∞ xn یعنͬ ͬ کند م میل a به که دارد وجود گویا اعداد از دنباله ای که ͬ دانیم م
حقیقͬ عددی ۲xn قبل حالت طبق اما .۲a = ۲limn→∞ xn = limn→∞[۲xn ] پس هستند. گویا
و a = a′ اگر همچنین .a ∗ b ∈ R صورت، هر در پس .۲a ∈ R ͬ دهد م نتیجه این که هستند

است. دوتایی عمل ͷی ∗ نتیجه در .۲a × ۳b = ۲a′ × ۳b′ آنگاه b = b′

.a, b ∈ S و باشد S ناتهͬ مجموعه روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٧ تمرین
.a = b که دهید نشان آنگاه b ∗ x = x و x ∗ a = x باشیم داشته x ∈ هر برای اگر

١۶



در و بͽیریم نظر در x = b اگر مثلا کنیم. انتخاب b یا a خود را x ͬ توانیم م فرض طبق حل.
دهیم قرار b ∗ x = x در را x = a اگر مشابه روش به و b ∗ a = b آنگاه دهیم قرار x ∗ a = x

.a = b پس .b ∗ a = b آنگاه

x, y, z ∈ برای که باشد ∗ پذیر شرکت دوتایی عمل با مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٨ تمرین
ͬ شود. م جابجا y ∗ z با x که دهید نشان .x ∗ z = z ∗ x و x ∗ y = y ∗ x داریم S

داریم حل.

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ y ∗ z = y ∗ x ∗ z = y ∗ z ∗ x = (y ∗ z) ∗ x.

١٧



اولیه قضیه های و مثال ها گروه، تعریف ٢ . ٢
عمل های ریاضͬ ساختارهای بعضͬ اما شدید. آشنا قبل بخش در ریاضͬ ساختارهای تعریف با
روی فصل) این کل (حتͬ بخش این در ͬ گیرند. م قرار توجه مورد و دارند بیشتری خواص آن دوتایی
دارا را خاصͬ ͬ های ویژگ عمل آن و دارد دوتایی عمل ͷی فقط که ͬ کنیم م تمرکز ریاضͬ ساختار

ͬ کنیم. م آغاز زیر تعریف با است.
گوییم باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشد. پذیر شرکت ∗ هرگاه است نیم گروه ͷی (S, ∗)

است. نیم گروه ͷی نیز (R, ·) حتͬ است. نیم گروه ͷی (Z,+) .٢ . ٢ . ٢ مثال

ضابطه با ∗ : S×S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ مثال
(S, ∗) بنابراین (چرا؟). نیست پذیر شرکت که (چرا؟) است دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b|

نیست. نیم گروه

گوییم: باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .۴ . ٢ . ٢ تعریف
باشیم داشته s ∈ S هر برای هرگاه است چپ (همانͬ) خنثͬ عضو e ∈ S عنصر (الف)

.e ∗ s = s
باشیم داشته s ∈ S هر برای هرگاه است راست (همانͬ) خنثͬ عضو e ∈ S عنصر (ب)

.s ∗ e = s
باشد. راست خنثͬ هم و چپ خنثͬ هم هرگاه است (همانͬ) خنثͬ e ∈ S عنصر (ج)

که داریم x ∈ Z هر برای زیرا است. (چپ‐راست) خنثͬ ۰ عنصر (Z,+) در .۵ . ٢ . ٢ مثال
.x+ ۰ = ۰+ x = x

ضابطه با ∗ : S×S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ مثال
۰ پس .۰ ∗ s = s ∗ ۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b|

است. خنثͬ عنصر

ندارد. خنثͬ عضو a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .٢ . ٢ . ٧ مثال

این در .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .٢ . ٢ . ٨ مثال
راست خنثͬ عضو اصلا که حالͬ در (چرا؟). نیست هم یͺتا که دارد چپ خنثͬ عضو S صورت

ندارد!

عنصر این آنگاه باشد داشته چپ خنثͬ عنصر S و باشد جابجایی S روی ∗ اگر که است واضح
ͬ کند. م رهنمود زیر گزاره سمت به را ما قبل مثال و مطلب این ͬ باشد. م نیز راست خنثͬ چپ، خنثͬ

عضو دارای (S, ∗) اگر باشد. S مجموعه روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره
یͺتا خنثͬ عضو نتیجه در .e = f آنگاه باشد f مانند راست خنثͬ عضو و e مانند چپ خنثͬ

است.

١٨



است راست خنثͬ عضو f اما باشد. e ∗ f = f باید پس است چپ خنثͬ عضو e چون اثبات.
چپ خنثͬ خنثͬ، عضو هر چون است بدیهͬ دوم قسمت .e = f باید بنابراین .e ∗ f = e پس

است. (راست)

گوییم باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٠ تعریف
.b ∗ a = e که باشد موجود b ∈ S عنصر هرگاه است چپ وارون دارای a ∈ S عنصر (الف)
.a ∗ b = e که باشد موجود b ∈ S عنصر هرگاه است راست وارون دارای a ∈ S عنصر (ب)
(وارون باشد داشته راست وارون هم و چپ وارون هم هرگاه است پذیر وارون a ∈ S عنصر (ج)

ͬ دهیم). م نمایش a−۱ با را a

صحیح عدد هر برای و است + دوتایی عمل به نسبت ۰ خنثͬ عنصر دارای (Z,+) .٢ . ٢ . ١١ مثال
است. پذیر وارون Z در عنصر هر پس .x+ (−x) = (−x) + x = ۰ که داریم x

مخالف صحیح عدد هر است. · دوتایی عمل به نسبت ۱ خنثͬ عنصر دارای (Z, ·) .٢ . ٢ . ١٢ مثال
است. پذیر وارون −۱ که حالͬ در نیست. پذیر وارون −۱ و ۱ با

ندارد. ۰ که حالͬ در دارند وارون ناصفر عناصر همه دارد. ۱ خنثͬ عضو (R, ·) .٢ . ٢ . ١٣ مثال

ندارد. پذیری وارون عنصر هیچ اما دارد. ۱ خنثͬ عضو که است نیم گروه ͷی (N, ·) .١۴ . ٢ . ٢ مثال

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٢ مثال
.۰ ∗ s = s ∗ ۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b| ضابطه

است! خودش وارون عنصر هر که این جالب است. خنثͬ عنصر ۰ پس

خودش وارون e که است واضح باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٢ تذکر
است.

این در .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٧ مثال
عضو نیز ۲ طرفͬ از دارند. ۱ با برابر راست وارون عناصر همه است. چپ خنثͬ عضو ۱ صورت
خنثͬ عضو اصلا که حالͬ در دارند. ۲ راست وارون عناصر همه که این جالب و است چپ خنثͬ

است! معنͬ بی راست و چپ وارون پس ندارد! وجود راست

عنصر هر چپ وارون باشد داشته خنثͬ عنصر S و باشد S روی جابجایی ∗ دوتایی عمل اگر
ͬ کند. م رهنمود زیر گزاره به را ما بالا مثال و مطلب این ͬ باشد. م نیز راست وارون وجود صورت در

وارون S در x اگر باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) نیم گروه کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٨ گزاره
.a = b آنگاه باشد داشته b راست وارون و a چپ

فرض با اما .x ∗ b = e مشابه صورت به .a ∗ x = e پس است x چپ وارون a چون اثبات.
داریم نیم گروهͬ

a = a ∗ e = a ∗ (x ∗ b) = (a ∗ x) ∗ b = e ∗ b = b.

است. کامل اثبات
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گویند. مونوئید یا تکواره خنثͬ عنصر با نیم گروه ͷی به کتاب ها و مراجع بعضͬ .٢ . ٢ . ١٩ تذکر

دوتایی عمل با C(R) ͬ دهیم. م نشان C(R) با را R روی پیوسته توابع مجموعه .٢ . ٢ . ٢٠ مثال
که ͬ دانیم م اما ببینید). را ٢۵ . ١ . ١ (قضیه است idR خنثͬ عنصر با نیم گروه ͷی توابع عادی ترکیب
همه که حالͬ در ببینید). را ١ . ١ . ٢٨ (قضیه باشند پوشا و ͷبه ی ͷی که هستند پذیر وارون توابعͬ

نیستند. پوشا یا ͷبه ی ͷی C(R) عناصر

بیاوریم. را گروه تعریف که هستیم مطلب این آماده اکنون
گوییم باشد. G روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه G کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢١ تعریف

هرگاه: است گروه ͷی (G, ∗)
باشد). پذیر شرکت ∗) باشد نیم گروه (G, ∗) (الف)

باشد. داشته خنثͬ عضو (G, ∗) (ب)
باشد. داشته وارون ∗ عمل به نسبت G عنصر هر (ج)

است. گروه ͷی (R,+) .٢ . ٢ . ٢٢ مثال

ندارد. وارون ۰ زیرا نیست. گروه ͷی (R, ·) .٢ . ٢ . ٢٣ مثال

است. گروه ͷی (R \ {۰}, ·) .٢۴ . ٢ . ٢ مثال

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٢ مثال
پس .۰ ∗ s = s ∗۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a− b| ضابطه
نیم گروه (S, ∗) پس نیست. پذیر شرکت ∗ اما است. خودش وارون عنصر هر است. خنثͬ عنصر ۰

نیست. گروه نتیجه در و نیست

نیست. گروه نتیجه در و ندارد خنثͬ عضو a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .٢۶ . ٢ . ٢ مثال

ضرب که است واضح ماتریس). دو عادی جمع +) است گروه ͷی (Mn(R),+) .٢ . ٢ . ٢٧ مثال
ماتریس (aij)ماتریس هر وارون دارد. را خنثͬ عنصر Oنقش ماتریس و است پذیر شرکت ماتریس ها

است. (−aij)

ماتریس ها همه زیرا ماتریس). دو عادی ضرب ·) نیست گروه ͷی (Mn(R), ·) .٢ . ٢ . ٢٨ مثال
است. خنثͬ عنصر I که شود دقت (چرا؟). ندارند وارون

(طبق باشد پذیر وارون مربعͬ ماتریس های همه مجموعه GLn(R) کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢٩ مثال
عمل ) است گروه ͷی (GLn(R), ·) دارند). ناصفر دترمینان که ماتریس های همه ،١ . ٣ . ١٣ قضیه
اگر ،١ . ٣ . ١١ قضیه طبق همچنین است. خنثͬ عنصر I که شود دقت ماتریس). دو عادی ضرب ·
است. دوتایی) (عمل تابع GLn(R) روی · یعنͬ .A · B ∈ GLn(R) آنگاه A,B ∈ GLn(R)

ͬ رسد. م ارث GLn(R) به Mn(R) از پذیری شرکت

برای است. گروه ͷی (Zn,+) صورت این در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣٠ مثال
مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی جمع دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف
محاسبه ͷی با است. n− x صورت به x̄ عنصر وارون است. خنثͬ عضو ۰̄ که است واضح نمایید.

است. پذیر شرکت جمع عمل این راست سر
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برای نیست. گروه ͷی (Zn, ·) صورت این در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣١ مثال
مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف
سر محاسبه ͷی با ندارد. وجود ۰̄ عنصر وارون اما است. خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید.

است. پذیر شرکت ضرب عمل این راست

دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف برای نیست. گروه ͷی (Z۴ \ {۰̄}, ·) .٢ . ٢ . ٣٢ مثال
خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید. مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب

(چرا؟). ندارد وجود ۲̄ عنصر وارون اما است.

است. گروه ͷی (Zp \ {۰̄}, ·) صورت این در باشد. اول عدد ͷی p کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣٣ مثال
دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب دوتایی عمل و Zp پیمانه ای اعداد تعریف برای
ضرب عمل این راست سر محاسبه ͷی با است. خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید. مراجعه
پس است ۰̄ با مخاف x̄ چون ͬ کنیم. م ارئه را x̄ مانند عضو ͷی وارون اکنون است. پذیر شرکت
که دارند وجود s و r صحیح اعداد ،١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه طبق .(x, p) = ۱ داریم Z در

است. پذیر وارون x̄ یعنͬ .r̄ · x̄ = ۱̄ پس .rx+ sp = rx = ۱̄ نتیجه در .rx+ sp = ۱
یعنͬ است، گروه ͷی مختلط اعداد معمولͬ ضرب با واحد nام ریشه های مجموعه .٣۴ . ٢ . ٢ مثال

G = {w ∈ C | wn = ۱}.

است. بسته ضرب به و ww′ ∈ G پس .(ww′)n = wnw′n = ۱ انگاه w,w′ ∈ G اگر
برابر w عنصر هر وارون و است ۱ برابر خنثͬ عنصر ͬ رسد. م ارث به مختلط اعداد از شرکتپذیر

است. wn−۱

گروه ͷی G کنیم فرض ͬ کند. م ساده تر را کار گروه برای جدول ͷی کشیدن گاهͬ .٣۵ . ٢ . ٢ تذکر
عنصر e که G = {e, a۱, a۲, ..., an−۱} کنیم فرض مثلا است. متناهͬ آن کاردینال که باشد

کنیم. وابسته زیر مانند جدولͬ G به ͬ توانیم م است. G برای خنثͬ

e a۱ a۲ · · · an−۱
e e a۱ a۲ · · · an−۱
a۱ a۱ a۱a۱ a۱a۲ · · · a۱an−۱
... ... ... ... ... ...

an−۱ an−۱ an−۱a۱ an−۱a۲ · · · an−۱an−۱

است زیر صورت به جدولͬ نمایش (Z۴,+) گروه برای .٣۶ . ٢ . ٢ مثال

۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۰̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۱̄ ۱̄ ۱̄+ ۱̄ ۱̄+ ۲̄ ۱̄+ ۳̄
۲̄ ۲̄ ۲̄+ ۱̄ ۲̄+ ۲̄ ۲̄+ ۳̄
۳̄ ۳̄ ۳̄+ ۱̄ ۳̄+ ۲̄ ۳̄+ ۳̄

داریم محاسبه از بعد که
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۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۰̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۱̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄ ۰̄
۲̄ ۲̄ ۳̄ ۰̄ ۱̄
۳̄ ۳̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄

این مͽر .G گروه خنثͬ عنصر یعنͬ e یا eG از منظور فصل این سرتاسر در .٢ . ٢ . ٣٧ نمادگذاری
eH ،eG نماد از باشد مطرح گروه چند مبحثͬ در اگر کنیم. ذکر را مطلب این خلاف صراحت به که

نشود. ایجاد ابهامͬ تا ͬ کنیم م استفاده ... و

باشد. جابجایی ∗ هرگاه گوییم آبلͬ را (G, ∗) گروه .٢ . ٢ . ٣٨ تعریف

است. آبلͬ گروه ͷی (Z,+) .٢ . ٢ . ٣٩ مثال

حالت در پذیرها) وارون (حتͬ ماترس ها (ضرب نیست آبلͬ گروه (GLn(R), ·) .۴٢ . ٢ . ٠ مثال
نیست). جابجایی کلͬ

که شود اهمیت بی پذیر شرکت دوتایی عمل برای گذاری پرانتز که ͬ شود م سبب ٢ . ١ . ١٧ قضیه
ͬ شود. م زیر تعریف به منجر این

.n ∈ N و (نیم گروه) باشد S روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .۴٢ . ٢ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به استقرا به را a توان a ∈ S برای

a۱ = a, a۲ = a ∗ a, a۳ = a۲ ∗ a, an = an−۱ ∗ a.

ͬ کنیم م تعریف g ∈ S برای آنگاه k ∈ Z و باشد e خنثͬ عنصر با گروه S اگر ویژه، طور به

gk =



g ∗ g ∗ ... ∗ g︸ ︷︷ ︸
kتا

k > ۰

e k = ۰
g−۱ ∗ g−۱ ∗ ... ∗ g−۱︸ ︷︷ ︸

kتا

k < ۰

داریم n طبیعͬ عدد هر و x ∈ Z برای و است پذیر شرکت Z روی + دوتایی عمل .۴٢ . ٢ . ٢ مثال

x+ x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
nتا

= nx.

داریم n طبیعͬ عدد هر و x ∈ R برای و است پذیر شرکت R روی · دوتایی عمل .۴٢ . ٢ . ٣ مثال

x · x · ... · x︸ ︷︷ ︸
nتا

= xn.
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داریم. n و m صحیح اعداد برای .a ∈ S و باشد گروه (S, ∗) کنیم فرض .۴۴ . ٢ . ٢ قضیه
(am)n = amn (الف)

am ∗ an = am+n (ب)

است. راست سر اثبات.

است. گروه ͷی نیم گروه ͷی زمانͬ چه در ͬ دهد م نشان که آورد خواهیم را قضیه های ادامه در
a∗x = bمعادلات a, b ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) نیم گروه .۴۵ . ٢ . ٢ قضیه

باشند. داشته جواب y ∗ a = b و

دارای a ∗ x = b صورت این در .x = a−۱ ∗ b ͬ دهیم م قرار است، گروه G چون .(⇐) اثبات.
ͬ کنیم. م استفاده y = b ∗ a−۱ از دوم معادله برای است. جواب

معالات چون دارد. خنثͬ عضو G ͬ دهیم م نشان است. پذیر شرکت است نیم گروه G چون .(⇒)

e جواب دارای a ∗ x = a معادله پس ͬ گیریم. م مساوی b با را a دارند، جواب b و a هر برای
دارای y ∗ a = c معادله است. چپ خنثͬ e یعنͬ c ∗ e = c ͬ دهیم م نشان ،c برای حال است.

پس .f ∗ a = c یعنͬ است. f جواب

c ∗ e = (f ∗ a) ∗ e = f ∗ (a ∗ e)f ∗ a = c.

است. گروه خنثͬ عضو e ،٢ . ٢ . ٩ گزاره طبق ͬ شود. م اثبات راست خنثͬ عضو وجود مشابه روش با
دارای c ∗ x = e معادله است. پذیر وارون c ͬ دهیم م نشان باشد. دلخواه c ∈ G کنیم فرض اکنون
چپ و راست وارون ترتیب به c′′ و c′ است. c′′ جواب دارای y ∗ c = e معادله و است c′ جواب

است. پذیر وارون c و c′ = c′′ ،٢ . ٢ . ١٨ گزاره طبق هستند. c برای

گوییم: باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .۴۶ . ٢ . ٢ تعریف
شود نتیجه آنگاه c ∗ a = c ∗ b و a, b, c ∈ S اگر است برقرار S در چپ از حذف قانون (الف)

.a = b
شود نتیجه آنگاه a ∗ c = b ∗ c و a, b, c ∈ S اگر است برقرار S در راست از حذف قانون (ب)

.a = b
باشد. برقرار راست حذف هم و چپ حذف هم هرگاه است برقرار حذف قانون (ج)

کافͬ فقط و است آبلͬ گروه ͷی (Z,+) زیرا داریم. حذف قانون (Z,+) گروه در .۴٢ . ٢ . ٧ مثال
داریم −c با تساوی طرفین جمع با .c + a = c + b کنیم فرض دهیم. نشان را چپ حذف است

.a = b

حذف قانون است، معمولͬ ضرب دوتایی عمل همان ∗ که (N, ∗) نیم گروه در .۴٢ . ٢ . ٨ مثال
است. برقرار (چپ‐راست)

راست. حذف نه است برقرار چپ حذف نه a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .۴٢ . ٢ . ٩ مثال
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واضح .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٠ مثال
نشان ساده بررسͬ ͷی است. برقرار چپ حذف پس .a = b آنگاه c ∗ a = c ∗ b اگر که است

نیست. برقرار راست حذف ͬ دهد م

داریم. را زیر قضیه حال
باشد. برقرار G در حذف قانون اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) متناهͬ نیم گروه .۵٢ . ٢ . ١ قضیه

پس است گروه G چون .c ∗ a = c ∗ b باشیم داشته a, b, c ∈ G برای کنیم فرض .(⇐) اثبات.
داریم c−۱ در چپ سمت از بالا تساوی طرفین دوتایی عمل انجام با دارد. وارون G در c

c−۱ ∗ c ∗ a = c−۱ ∗ c ∗ b ⇒ e ∗ a = e ∗ b ⇒ a = b.

داریم. حذف قانون نتیجه در و ͬ شود م اثبات بالا مشابه راست از حذف قانون
گروه G دهیم نشان که این برای ،۴۵ . ٢ . ٢ قضیه طبق .G = {a۱, a۲, ..., an} کنیم فرض .(⇒)
دارند. جواب y ∗ a = b و a ∗ x = b معادلات ،a, b ∈ G برای دهیم نشان است کافͬ است،

ͬ گیریم م نظر در را زیر مجموعه

A = {a ∗ a۱, a ∗ a۲, ..., a ∗ an}.

طبق بر آنگاه ،۱ ≤ i, j ≤ n که a ∗ ai = a ∗ aj اگر حال (چرا؟). A ⊆ G که است واضح
متمایز A اعضای که ͬ دهد م نشان این .ai = aj درنتیجه و است قرار بر چپ از حذف قانون فرض

داریم یعنͬ (چرا؟). |A|= n باید و هستند

A = {a ∗ a۱, a ∗ a۲, ..., a ∗ an} = G = {a۱, a۲, ..., an}.

دارای ax = b معادله یعنͬ این و a ∗ aj = ai که دارد وجو چنان aj پس .b = ai کنیم فرض
گرفتن نظر در با و مشابه روش به است. x = aj جواب

B = {a۱ ∗ a, a۲ ∗ a, ..., an ∗ a}

است. کامل اثبات ۴۵ . ٢ . ٢ قضیه طبق بر بنابراین دارد. جواب y ∗a = b که داد نشان ͬ توان م

ͬ رسانیم. م پایان به است هʿیز٢ شخص به منسوب که زیر قضیه با را بخش این اکنون
عنصر ،G در a عنصر هر برای اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) نیم گروه (هʿیز) .۵٢ . ٢ . ٢ قضیه

.aa′a = a که باشد داشته وجود a′ ∈ G یͺتای

کم دست یعنͬ این و بͽیریم نظر در a−۱ همان را a′ است کافͬ است گروه G چون .(⇐) اثبات.
پس .a′′ ∈ G که a ∗ a′′ ∗ a = a باشیم داشته اگر حال .a ∗ a′ ∗ a = a که دارد وجود a′ ͷی

.a′ = a′′ داریم ،۵٢ . ٢ . ١ قضیه از استفاده دوبار با .a ∗ a′′ ∗ a = a ∗ a′ ∗ a

٢Hays
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ͬ کنیم: م اثبات را زیر ادعای دو ابتدا قسمت این اثبات برای .(⇒)

.b۲ = b که دارد وجود چنان G در b عنصر :١ ادعا
.a∗a′ ∗a = a که دارد وجود a′ ∈ G یͺتای عنصر فرض طبق .a ∈ G کنیم فرض :١ ادعا اثبات

داریم و b = a ∗ a′ ͬ دهیم م قرار

b۲ = b ∗ b = (a ∗ a′) ∗ (a ∗ a′) = (a ∗ a′ ∗ a) ∗ a′ = a ∗ a′ = b

شد. اثبات ١ ادعای پس
.b۲ = b که دارد وجود b ∈ G در عنصر ͷی فقط :٢ ادعا

طبق نتیجه در و (چرا؟) b ∗ c ∈ G که است واضح .c۲ = c و c ∈ G کنیم فرض :٢ ادعا اثبات
که دارد وجود (b ∗ c)′ فرض

(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم حال

(b ∗ c) ∗ [(b ∗ c)′ ∗ b] ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ b) ∗ c =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ b۲ ∗ c = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ b ∗ c =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم مشابه روش به .(b ∗ c)′ ∗ b = (b ∗ c)′ باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c) ∗ [c ∗ (b ∗ c)′] ∗ (b ∗ c) = b ∗ (c ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
b ∗ c۲ ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم دیͽر سوی از .c ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c) ∗ [(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′] ∗ (b ∗ c) =
[(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)] ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ (I)

حال

((b ∗ c)′)۲ = (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ =
[(b ∗ c)′ ∗ b] ∗ [c ∗ (b ∗ c)′] = (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′
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بنابراین .((b ∗ c)′)۲ = (b ∗ c)′ یعنͬ

(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ (II)

(b∗c)۲ = b∗c نتیجه در .(b∗c)′ = b∗c که ͬ دهند م نشان یͺتایی فرض با همراه (II) و (I) اما
داریم حال (چرا؟).

(b ∗ c) ∗ b ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c) ∗ (b ∗ b) ∗ c = (b ∗ c) ∗ b۲ ∗ c =
(b ∗ c) ∗ b ∗ c = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c)۲ = b ∗ c.

اثبات .b = c باید یͺتایی فرض از کنید). (بررسͬ (b ∗ c) ∗ c ∗ (b ∗ c) = b ∗ c مشابه روش به
است. کامل ٢ ادعای

طبق .e۲ = e که است e مانند عنصری ذارای G ،١ ادعا طبق است. گروه G ͬ دهیم م نشان اکنون
که دارد وجود g′ ∈ G فرض طبق باشد. دلخواه g ∈ G کنیم فرض حال است. یͺتا e ،٢ ادعا
طرفͬ از .g ∗ g′ = e پس است یͺتا e چون .(g ∗ g′)۲ = g ∗ g′ که است واضح .g ∗ g′ ∗ g = g

.e ∗ g = g = g ∗ e بنابراین .g′ ∗ g = e که ͬ دهد م نتیجه e یͺتایی .(g′ ∗ g)۲ = g′ ∗ g دیͽر
این اثبات است. پذیر وارون g پس g′ ∗ g = e و g ∗ g′ = e چون است. همانͬ عنصر e یعنͬ این

است. گروه G که

شده حل تمرین های

هر وارون و خنثͬ عضو بͽیرید. نظر در Q روی را a ∗ b =
ab

۱۳ دوتایی عمل .۵٢ . ٢ . ٣ تمرین
کنید. معلوم را عضو

معنͬ بی راست و چپ از صحبت پس (چرا؟) است جابجایی عمل این که شود دقت حل.
است.

a ∈ Q هر برای پس باشد. دوتایی عمل این خنثͬ عضو x ∈ Q کنیم فرض خنثͬ: عضو معرفͬ
است. خنثͬ عنصر e = ۱۳ یعنͬ این و x = ۱۳ نتیجه در . ax۱۳ = a یعنͬ .a ∗ x = a داریم

این با معادل x پذیری وارون ͬ گیریم. م درنظر را x ∈ Q دلخواه عنصر عضو: هر وارون معرفͬ
ͬ دهد م نشان این . ax۱۳ = ۱۳ یعنͬ .a ∗ x = e = ۱۳ که باشد موجود a ∈ Q عنصر که است

است. a−۱ =
۱۳۲

a
وارون دارای آنگاه باشد ناصفر a اگر که

کنیم فرض .۵۴ . ٢ . ٢ تمرین

S = {
(
a b
۰ ۰

)
| a, b ∈ Z}.

عضو ∗ آیا است؟ پذیر شرکت ∗ آیا بͽیرید. ماتریسͬ عادی ضرب همان را ∗ دوتایی عمل S روی
دارد؟ (چپ‐راست) خنثͬ
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زیرا ͬ شود. نم خارج S از ماتریسͬ عادی ضرب که شود دقت ابتدا )حل.
a b
۰ ۰

)
·
(
a′ b′

۰ ۰

)
=

(
aa′ ab′

۰ ۰

)
∈ S.

داریم. را پذیری شرکت نیز S روی پس است پذیر شرکت کلͬ حالت در ماتریسͬ عادی ضرب چون
عنصر x صحیح عدد هر ۱)برای x

۰ ۰

)
زیرا است. چپ خنثͬ عنصر ͷی S ۱)در x

۰ ۰

)
·
(
a b
۰ ۰

)
=

(
a b
۰ ۰

)
.

راست خنثͬ S اگر زیرا باشد. داشته راست خنثͬ ͬ تواند نم S اما دارد. چپ خنثͬ نامتناهͬ S یعنͬ
گزاره طبق که حالͬ در داریم راست خنثͬ عنصر نامتناهͬ آنگاه ،٢ . ٢ . ٩ گزاره طبق آنگاه باشد داشته

باشد. باید یͺتا خنثͬ عنصر ،٢ . ٢ . ٩
پذیر وارون b و a عنصر دو و e خنثͬ عضو دارای (S, ∗) نیم گروه کنیم فرض .۵۵ . ٢ . ٢ تمرین
وارون سپس است. (چپ‐راست) پذیر وارون a ∗ b که دهید نشان آنگاه باشند. (چپ‐راست)

کنید. پیدا را a۱ ∗ a۲ ∗ ... ∗ an
فرض است. مشابه راست وارون کنیم، اثبات را a ∗ b داشتن چپ وارون است کافͬ فقط حل.
ͬ کنیم م ادعا .d ∗ b = e یعنͬ باشد d ،b چپ وارون و c ∗ a = e یعنͬ باشد c ،a چپ وارون کنیم

داریم نیم گروه فرض با زیرا است. d ∗ c وارون دارای a ∗ b

(d ∗ c) ∗ (a ∗ b) = d ∗ c ∗ a ∗ b = d ∗ e ∗ b = d ∗ b = e.

است برابر a۱ ∗ a۲ ∗ ... ∗ an عنصر وارون ضعیف، استقرای با که است واضح دوم، قسمت برای
.a−۱

n ∗ ... ∗ a−۱
۲ ∗ a−۱

۱ با
.(a−۱)−۱ = a که دهید نشان (G, ∗) گروه برای .۵۶ . ٢ . ٢ تمرین

است. حل مسئله وارون تعریف طبق و است a−۱ وارون a پس .a ∗ a−۱ = e که داریم حل.

با Q[
√
۲] که دهید نشان .Q[

√
۲] = {a + b

√
۲ | a, b ∈ Q} کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٧ تمرین

است. گروه ͷی زیر دوتایی عمل

(a+ b
√
۲) + (a′ + b′

√
۲) = (a+ a′) + (b+ b′)

√
۲

ͬ کنیم. م بررسͬ را پذیری شرکت ابتدا حل.

(a+ b
√
۲) + [(a′ + b′

√
۲) + (a′′ + b′′

√
۲)] =

(a+ b
√
۲) + [(a′ + a′′) + (b′ + b′′)

√
۲] = (a+ a′ + a′′) + (b+ b′ + b′′)

√
۲ =

[(a+ b
√
۲) + (a′ + b′

√
۲)] + (a′′ + b′′

√
۲)

.−a− b
√
۲ با است برابر a+ b

√
۲ وارون است. خنثͬ عنصر ۰+ ۰

√
۲ که است واضح
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نیست. گروه (P(X),∩) ،X مجموعه ͷی برای که دهید نشان .۵٢ . ٢ . ٨ تمرین

عمل ͷی اشتراک یعنͬ ،A ∩ B ∈ P(X) که است واضح آنگاه A,B ∈ P(X) اگر حل.
خنثͬ عنصر نقش در X مجموعه است. واضح اشتراک دوتایی عمل پذیری شرکت است. دوتایی
،A ∩ Y ⊊ X همواره X از Y زیرمجموعه هر برای که است واضح آنگاه A ̸= X اگر است.

نیست. گروه (P(X),∩) پس ندارد. وارون A یعنͬ

ضرب عمل به نسبت Zn پذیر وارون عناصر باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٩ تمرین
که: کنید ثابت ͬ دهیم. م نشان U(Zn) با را

.U(Zn) = {x̄ | (x, n) = ۱} (الف)
است. گروه ͷی Zn ضرب همان با U(Zn) (ب)

وجود چنان ȳ عنصر پس .x̄ ∈ U(Zn) و T = {x̄ | (x, n) = ۱} کنیم فرض (الف) حل.
و (n, xy) = ۱ پس .n|xy − ۱ که ͬ دهد م نتیجه این .xy = ۱̄ معادلا یا x̄ · ȳ = ۱̄ که دارد

.U(Zn) ⊆ T و x̄ ∈ T پس .(n, x) = ۱ نتیجه در
و r صحیح اعداد ،١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه از نتیجه در و (x, n) = ۱ پس .x̄ ∈ T کنیم فرض
x̄ یعنͬ .r̄ · x̄ = ۱̄ پس .rx+ sn = rx = ۱̄ نتیجه در .rx + sn = ۱ که دارند وجود s

.x̄ ∈ U(Zn) ⊆ T بنابراین است. پذیر وارون
روی · یعنͬ است، پذیر وارون پذیر، وارون عنصر دو ضرب حاصل ،۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق (ب)

ͬ رسد. م ارث به Zn از هم پذیری شرکت و است خنثͬ عضو ۱̄ است. دوتایی عمل U(Zn)

عنصر آنگاه باشد e خنثͬ عنصر با عضو ۲ از بیشتر متناهͬ گروه ͷی (G, ∗) اگر .۶٢ . ٢ . ٠ تمرین
.(g۲ = g ∗ g) g۲ = g که دارد وجود e ̸= g ∈ G

G چون ͬ گیریم. م نظر در را T = {g۲, g۴, g۸, ...} مجموعه .g ∈ G کنید فرض حل.
است، متناهͬ G اما .T ⊆ G نتیجه در .gk ∈ G که داریم k طبیعͬ عدد هر برای است، نیم گروه
فرض کلیت از شدن کم بدون .g۲i

= g۲
j باشیم داشته j و i متمایز طبیعͬ اعداد برای باید پس

داریم ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق پس .۱ ≤ i < j کنیم

g۲
j

= (g۲
i

)۲
j−i

= g۲
i

.

ͬ دهد. م رخ حالت دو حال .hk = h پس .h = g۲
i و k = ۲j−i ͬ دهیم م قرار

است. مسئله مطلوب همان h و است تمام کار که k = ۲ اول. حالت
داریم ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه با که k > ۲ دوم. حالت

hk−۲ ∗ hk = hk−۲ ∗ h ⇒ (hk−۱)۲ = hk−۱.

است. مسئله مطلوب همان hk−۱ حالت این در

دهید نشان .g۲ = e داریم g ∈ G عنصر هر برای که باشد گروهͬ G کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ١ تمرین
است. آبلͬ G
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طبق نتیجه در .g, h ∈ G کنیم فرض .a = a−۱ پس a۲ = e چون ،a ∈ G هر برای حل.
پس .(g ∗ h)۲ = e داریم فرض

g ∗ h ∗ g ∗ h = e ⇒ g−۱ ∗ g ∗ h ∗ g ∗ h = g−۱ ⇒ h ∗ g ∗ h = g−۱ = g.

ͬ کنیم م دوتایی عمل h−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین حال

h ∗ g ∗ h = g ⇒ h−۱ ∗ h ∗ g ∗ h = h−۱ ∗ g = h ∗ g ⇒ g ∗ h = h ∗ g.

.a∗bn∗a−۱ = (a∗b∗a−۱)n که دهید نشان n طبیعͬ عدد و (G, ∗) گروه برای .۶٢ . ٢ . ٢ تمرین

داریم حل.

(a ∗ b ∗ a−۱)n = a ∗ b ∗ a−۱ ∗ a ∗ b ∗ a−۱ ∗ ... ∗ a ∗ b ∗ a−۱︸ ︷︷ ︸
nتا

با است برابر ،۴۴ . ٢ . ٢ قضیه با تساوی راست سمت پس b ∗ e = b و a−۱ ∗ a = e چون
.a ∗ bn ∗ a−۱

است. آبلͬ عضو ۵ حداکثر گروه هر دهید نشان .۶٢ . ٢ . ٣ تمرین

سه گروه G کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی عضوی دو و عضوی ͷی گروه برای حل.
اگر است! a ∗ b ما اساسͬ مشͺل است. همانͬ عنصر e که G = {e, a, b} یعنͬ باشد. عضوی
سه با تناقض که است b = e یعنͬ a−۱ ∗ a ∗ b = a−۱ ∗ a = e داریم آنگاه باشد a ∗ b = a

a ∗ b ∗ b−۱∗ = b ∗ b−۱ = e داریم آنگاه باشد a ∗ b = b اگر مشابه است. گروه بودن عضوی
b و a آنگاه شود e برابر a ∗ b اگر است. گروه بودن عضوی سه با تناقض که است a = e یعنͬ
e کنیم فرض باشد. عضوی چهار گروه کنیم فرض حال ͬ شوند. م جابجا لذا و هستند هم وارون
مشابه ͬ کنیم. م انتخاب b و a مانند e از متمایز و هم از متمایز عنصر دو باشد. گروه خنثͬ عنصر
a ∗ b و b ،a ،e از ͬͺی باید b ∗ a حال باشد. چهارم عنصر a ∗ b باید عضوی، سه گروه استدلال
تناقض که ͬ شود م عضوی سه گروه نتیجه در و هستند هم وارون b و a آنگاه b ∗ a = e اگر باشد.
و a چون ͬ دهد نم رخ هم دیͽر حالت دو نداریم. اثبات برای چیزی آنگاه b ∗ a = a ∗ b اگر است.

کنید. تکرار را بالا روند عضوی پنج گروه برای هستند. e مخالف b

شدن گروه برای ax = b مثلا معادله ͷی برای جواب وجود ،۴۵ . ٢ . ٢ قضیه در آیا .۶۴ . ٢ . ٢ تمرین
است؟ کافͬ G

a, b ∈ S هر برای و G = {۱,۲} کنیم فرض دارد. وجود نقض مثال و نیست کافͬ خیر حل.
ax = b همواره a, b ∈ G برای و است نیم گروه G که است واضح .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف

ندارد. وجود راست خنثͬ عضو زیرا نیست. گروه G اما است. x = b جواب دارای

است؟ لازم بودن متناهͬ شرط ۵٢ . ٢ . ١ قضیه در آیا .۶۵ . ٢ . ٢ تمرین
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در است برقرار حذف قانون نیم گروه این در ͬ گیریم. م نظر در را (N, ·) نامتناهͬ نیم گروه حل.
(چرا؟). نیست گروه که حالͬ

و a۴ = e اگر .a, b ∈ G و باشد e خنثͬ عضو با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶۶ . ٢ . ٢ تمرین
.a = e که دهید نشان آنگاه a۲ ∗ b = b ∗ a

a۲ ∗ b = b∗a تساوی طرفین دوتایی عمل با و دارند وارون اعضا پس است گره G چون حل.
داریم ،۶٢ . ٢ . ٢ تمرین طبق .b−۱ ∗ a۲ ∗ b = a داریم b−۱ با چپ از

a۲ = (b−۱ ∗ a۲ ∗ b)۲ = b−۱ ∗ a۴ ∗ b.

.b∗a = b که ͬ کند م ایجاب a۲ ∗ b = b∗a فرض اما باشد. a۲ = e باید نتیجه در a۴ = e چون
.a = e داریم b−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین دوتایی عمل با

دهید نشان است. زوج عدد |G| که باشد متناهͬ گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ٧ تمرین
است). گروه خنثͬ عضو e) a۲ = e که دارد وجود e ̸= a ∈ G

مجموعه حل.
A = {g ∈ G | g ̸= g−۱}

A ⊆ G چون طرفͬ از (چرا؟). g−۱ ∈ A آنگاه g ∈ A اگر که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را
مجموعه ͷی B = {e} ∪ A مجموعه اکنون (چرا؟). باشد زوج عدد باید |A| پس متناهͬ G و
a ∈ G \B عنصر پس .B ⊊ G که ͬ دهد م نشان این است. فرد عدد آن کاردینال و است متناهͬ

.a۲ = e یعنͬ این و a = a−۱ که دارد وجود

داریم a, b ∈ G برای که باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ٨ تمرین
.a۴ = b۴ = e که دهید نشان .b ∗ a = a ∗ b−۱ و a ∗ b = b ∗ a−۱

نتیجه در و .a = b ∗ a−۱ ∗ b−۱ که ͬ شود م نتیجه فرض از حل.

b ∗ a = a ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ b−۱ ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ b−۲.

داریم b−۱ با چپ سمت از بالا تساوی طرفین دوتایی عمل انجام با

a = a−۱ ∗ b−۲.

بنابراین .a۲ = b−۲ که م٢ͬدهد نشان آخر تساوی

a۴ = a۲ ∗ a۲ = a۲ ∗ b−۲ = a ∗ (a ∗ b−۱) ∗ b−۱ = a ∗ (b ∗ a) ∗ b−۱ =

(a ∗ b) ∗ a ∗ b−۱ = (b ∗ a−۱) ∗ a ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ a ∗ b−۱ = e

.b۴ = e که ͬ شود م اثبات مشابه روندی با
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داشته n مانند متوالͬ صحیح عدد سه برای ،(G, ∗) گروه در اگر که دهید نشان .۶٢ . ٢ . ٩ تمرین
است. آبلͬ G آنگاه (a ∗ b)n = an ∗ bn باشیم

کنیم فرض حل.

(a ∗ b)n = an ∗ bn (a ∗ b)n+۱ = an+۱ ∗ bn+۱ (a ∗ b)n+۲ = an+۲ ∗ bn+۲

پس
an+۱ ∗ bn+۱ = (a ∗ b)n+۱ = (a ∗ b) ∗ (a ∗ b)n = a ∗ b ∗ an ∗ bn.

دیͽر طرفͬ از (چͽونه؟). an ∗ b = b ∗ an داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل  انجام با

an+۲ ∗ bn+۲ = an+۱ ∗ bn+۱ = (a ∗ b) ∗ (a ∗ b)n+۱ = a ∗ b ∗ an+۱ ∗ bn+۱.

بنابراین (چͽونه؟). an+۱ ∗ b = b ∗ an+۱ داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل انجام با

b ∗ an+۱ = an+۱ ∗ b = a ∗ an ∗ b = a ∗ b ∗ an.

است. آبلͬ G یعنͬ .a ∗ b = b ∗ a داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل انجام با
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گروه ها از خاص مثال چند ٢ . ٣
هستند اهمیت با بسیار مثال ها این ͬ دهیم. م دست به را گروه ها از ویژه مثال چند قسمت این در
از مناسب مثال ها ساختن برای آینده بخش های در شود. مسلط ها آن روی دانشجو که است لازم و
در را مثال ها این رو این از است. کننده ͷکم بسیار زیر مثال های بر دانشجو تسلط جدید مفاهیم

کرده ایم. آوری جمع بخش ͷی
(گروه بنز مرسدس مانند معروف شرکت های آرم در که بدانید مثال ها این اهمیت از قدر همین
لوگوی تا ،(D۵ (گروه لوکس خانه های زیبایی تا ،(D۳ (گروه NH۳ مانند مواد ملͺول های تا ،(D۳
مانند زنده موجودات تا ماسه، و شن و کریستال و برف دانه های تا ،(D۵ (گروه کرایسلر٣ معروف

ͬ شوند! م ظاهر متقارن گروه های ... و HIV ویروس بیرونͬ غشای حتͬ یا دریایی ستاره
نامیم. جایͽشت ͷی را X مانند مجموعه ͷی روی پوشا و ͷبه ی ͷی تابع هر .٢ . ٣ . ١ تعریف
باشد X = {۱,۲, ..., n} اگر ͬ دهیم. م نمایش SX با را X روی جایͽشت ها همه مجموعه

ͬ کنیم. م استفاده SX جای به Sn نماد از آنگاه

است. گروه ͷی ترکیب عمل با SX آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه ͷی X اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

٢۵ . ١ . ١ قضیه طبق و است عمل ͷی توابع ترکیب واقع به ٢۶ . ١ . ١ قضیه طبق کنید دقت ابتدا اثبات.
قضیه طبق و است خنثͬ عضو ،idX همانͬ، تابع که است واضح است. پذیر شرکت عمل این

است. وارونپذیر SX در عنصر هر ،١ . ١ . ٢٨

متقارن گروه ،Sn گروه به گوییم. X مجموعه روی متقارن گروه SX گروه به .٢ . ٣ . ٣ تعریف
و τ ،σ حروف با معمولا را گروه این اعضای گوییم. n درجه از متقارن گروه یا حرف n روی

ͬ دهیم. م نشان ...

همچنین است. {۱,۲, ..., n} روی تناظر ͷی σ یعنͬ ،σ ∈ Sn کنیم فرض .۴ . ٢ . ٣ نمادگذاری
که ͬ شود م سبب مطلب این .i 7→ σ(i) یعنͬ ͬ کند م نظیر σ(i) به را Sn از i عنصر σ که ͬ دانیم م
مواجه راحتتر صورت به اعضا این با بتوانیم و دهیم نمایش جالبی شͺل به را Sn اعضای بتوانیم

شویم

σ =

( ۱ ۲ ... n
σ(۱) σ(۲) ... σ(n)

)
.

اگر

τ =

( ۱ ۲ ... n
τ(۱) τ(۲) ... τ(n)

)
٣Chrysler
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را j عنصر τ و ͬ شود م نگاشته j = σ(۳) به σ توسط ۳ عنصر مثلا آنگاه باشد دیͽری جایͽشت
ͬ شود م اعمل زیر شͺل به ترکیب پس ͬ نگارد. م τ(j) به

στ =

( ۱ ۲ ... n
τσ(۱) τσ(۲) ... τσ(n)

)
.

خنثͬ عنصر همان که دارد را σ =

(۱
۱

)
عنصر فقط S۱ آنگاه باشد X = {۱} اگر .۵ . ٢ . ٣ مثال

است.
عنصر دو فقط S۲ آنگاه باشد X = {۱,۲} اگر .۶ . ٢ . ٣ مثال

σ۱ =

(۱ ۲
۱ ۲

)
σ۲ =

(۱ ۲
۲ ۱

)
است. خودش σ۲ عنصر وارون است. خنثͬ عنصر همان σ۱ که دارد را

عنصر شش S۳ آنگاه باشد X = {۱,۲,۳} اگر .٢ . ٣ . ٧ مثال

σ۱ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۱ ۲

)
σ۴ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
σ۵ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۲ ۱

)
σ۶ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
همچنین است. σ۳ عنصر σ۲ عنصر وارون است. خنثͬ عنصر همان σ۱ که دارد را

σ۳σ۵ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
= σ۶.

.|Sn|= n! داریم همواره ،n طبیعͬ عدد هر برای .٢ . ٣ . ٨ قضیه

(n− ۱) حالت تعداد ۲ عنصر برای و است ممͺن انتخاب حالت n تعداد ۱ عنصر برای اثبات.
ضرب اصل طبق و ͬ دهیم م ادامه را روند باشد! تناظر است قرار که شود دقت است. ممͺن انتخاب

داریم
|Sn|= n× (n− ۱)× (n− ۲)× ...× ۳× ۲× ۱ = n!

است. کامل اثبات و

عنصر وارون .٢ . ٣ . ٩ )قضیه ۱ ۲ ... n
σ(۱) σ(۲) ... σ(n)

)
)برابر

σ(۱) σ(۲) ... σ(n)
۱ ۲ ... n

)
است.
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است. راست سر اثبات.

گروه های که کردید مشاهده دوم فصل از دوم بخش شده حل تمرینات قسمت در .٢ . ٣ . ١٠ تذکر
زیرا است آبلͬ غیر که است عضوی |S۳|= ۶ گروه ͷی S۳ اما هستند آبلͬ عضوی پنج حداکثر

.σ۲σ۴ ̸= σ۴σ۲

کنید. توجه زیر مثال به

X = {۱,۲,۳} با را آن رئوس که بͽیرید نظر در را الاضلاع متساوی مثلث ͷی .٢ . ٣ . ١١ مثال
یعنͬ ͬ کنیم م رسم راس ها از تقارن خطوط کرده ایم گذاری شماره

جایͽشت انعکاس ͷکم با بالا شͺل به ͬ توان م

σ۱ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
جایͽشت های به کنیم رسم را تفارن خطوط بقیه اگر کرد. نظیر را

σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۲ ۱

)
دوران ساعت عقربه خلاف جهت در درجه ١٢٠ اندازه به را مثلث رئوس کنید فرض حال ͬ رسیم. م

یعنͬ دهیم،

جایͽشت بالا شͺل به ͬ توان م

τ۱ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۱ ۲

)
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داریم درجه ٣۶٠ و درجه ٢۴٠ دوران با کرد. نظیر را

τ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
τ۳ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی حال ͬ رسیم. م

D۳ = {σ۱, σ۲, σ۳, τ۱, τ۲, τ۳}

.τ۳ همانͬ عنصر با است گروه ͷی

به نسبت انعکاس nتا از متشͺل گروه بͽیرید. نظر در منتظم n‐ضلعͬ ͷی .٢ . ٣ . ١٢ تعریف
را k ∈ {۱, ..., n} که ۲kπ

n
زاویه با منتظم ضلعͬ چند مرکز به نسبت دوران nتا و تقارن محور
ͬ دهیم. م نشان Dn با را گروه این گوییم. n مرتبه وجهͬ دو گروه

ریزه برف ͷی وجهͬ دو گروه .٢ . ٣ . ١٣ مثال

است. D۶ گروه

است. ۲n برابر Dn اعضای تعداد .١۴ . ٢ . ٣ قضیه

.|Dn|= n+ n = ۲n پس داریم دوران nتا و انعکاس nتا ،Dn ساختن به توجه با اثبات.

همانͬ عضو e که است e و c ،b ،a عضو چهار دارای کلاین چهارتایی گروه .١۵ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن اعضای ضرب است.

ea = ae = a eb = be = b ec = ce = c ee = e

a۲ = b۲ = c۲ = e ab = ba = c ac = ca = b bc = cb = a

ͬ دهیم. م نمایش K۴ با را گروه این و
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است. آبلͬ گروه این و است زیر شͺل به K۴ گروه جدول .١۶ . ٢ . ٣ مثال

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

صورت به عضو هشت دارای کوترنیون ها گروه .٢ . ٣ . ١٧ تعریف

{۱,−۱, i,−i, j,−j, k,−k}

ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن اعضای ضرب و است

i۲ = j۲ = k۲ = −۱ ij = k jk = i

ki = j ik = −j ji = −k kj = −i

است. ١ خنثͬ عنصر ͬ دهیم. م نمایش Q۸ با را گروه این و

.ij = k ̸= ji = −k داریم زیرا است. آبلͬ غیر Q۸ گروه .٢ . ٣ . ١٨ مثال

داریم زیرا است. −j برابر j عنصر وارون Q۸ گروه در .٢ . ٣ . ١٩ مثال

j(−j) = jik = (ji)k = −kk = (−۱)kk = (−۱)k۲ = (−۱)(−۱) = ۱.

موارد این چند هر ͬ گذارد. م باز متنوع گروه های داشتن برای را ما دست ͬ آید م زیر در که مواردی
ͬ آوریم. م آشنایی جهت فقط و ͬ دهیم نم گسترش است شایسته که آنچنان را

صورت به دنباله ها تمام باشد. ازگروه ها خانواده ای {Gi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٠ تعریف
صورت به را دوتایی عمل ͬ گیریم. م نظر در را xi ∈ Gi ،i ∈ I هر برای که (xi)i∈I

(xi)i∈I ∗ (yi)i∈I = (xiyi)i∈I

دوتایی عمل ام i مͺان در واقع، در ͬ کنیم. م تبدیل گروه ͷی به را دنباله ها این و ͬ کنیم م تعریف
ها Gi دکارتͬ ضرب حاصل یا مستقیم ضرب حاصل را جدید گروه ͬ شود. م پیاده Gi گروه
استفاده نیز G۱ × ... × Gk نماد از باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م نشان

∏
i∈I Gi با و گوییم

.
∏

i∈I Gi = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م
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صورت به دنباله ها تمام باشد. گروه ها از خانواده ای {Gi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢١ تعریف
عناصر مولفه ها بقیه اندیس متناهͬ تعداد جز به که ͬ گیریم م نظر در را

∏
i∈I Gi از (xi)i∈I

جدید گروه ͬ دهند. م تشͺیل گروه دنباله ها این
∏

i∈I Gi دوتایی عمل همان با هستند. خنثͬ
ͬ دهیم. م نشان

⊕
i∈I Gi با و گوییم ها Gi مستقیم جمع حاصل را (

∏
i∈I Gi زیرگروه واقع (در

باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م استفاده نیز G۱ ⊕ ... ⊕ Gk نماد از باشد متناهͬ I اگر
.
⊕

i∈I Gi = ۰ ͬ کنیم م تعریف

Gi گروه خنثͬ عنصر ei که است (ei)i∈I صورت به
∏

i∈I Gi گروه همانͬ عنصر .٢ . ٣ . ٢٢ مثال
است.

است. (x−۱
i )i∈I صورت به

∏
i∈I Gi گروه از (xi)i∈I عنصر وارون .٢ . ٣ . ٢٣ مثال

صورت دراین .H = Z۴ و G = S۳ کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٣ مثال

G×H = {(σ, ī) | σ ∈ G, ī ∈ H}

زیر عمل با
(σ, ī) ∗ (τ, j̄) = (στ, ī+ j̄)

است. گروه ͷی

صورت دراین .H = G = Z۲ کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٣ مثال

G×H = {(̄i, j̄) | ī, j̄ ∈ H}

زیر عمل با
(̄i, j̄) ∗ (̄i′, j̄′) = (̄īi′, j̄j̄′)

است. گروه ͷی

شده حل تمرین های

شود؟ همانͬ σσ که دارد وجود σ مانند عنصری S۳ گروه در آیا .٢۶ . ٢ . ٣ تمرین

ͬ دهیم م قرار آورده ایم، دست به را S۳ اعضای که درس متن به توجه با حل.

σ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
.

داریم حال

σσ = σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
.
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شود؟ همانͬ σσσ که دارد وجود σ مانند عنصری S۳ گروه در آیا .٢ . ٣ . ٢٧ تمرین

ͬ دهیم م قرار آورده ایم، دست به را S۳ اعضای که درس متن به توجه با حل.

σ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
.

داریم حال

σσσ = σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
.

بنویسید. را D۴ گروه اعضای .٢ . ٣ . ٢٨ تمرین

کرده ایم. گذاری شماره X = {۱,۲,۳,۴} با را آن رئوس که بͽیرید نظر در را مربع ͷی حل.
یعنͬ است، چهارتا مربع تقارن خطوط

جایͽشت های انعکاس ͷکم با بالا شͺل به ͬ توان م حال

σ۱ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۱ ۴ ۳ ۲

)
σ۲ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۲ ۱ ۴

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۴ ۳

)
σ۴ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۴ ۱

)
خلاف جهت در درجه ٣۶٠ و ٢٧٠ ،١٨٠ اندازه٩٠، به را مربع رئوس کنید فرض حال کرد. نظیر را

جایͽشت های دهیم، دوران ساعت عقربه

τ۱ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۱ ۲ ۳

)
τ۲ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۲ ۱ ۴

)
τ۳ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۳ ۴ ۱

)
τ۴ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۱ ۲ ۳ ۴

)
داریم حال

D۴ = {σ۱, σ۲, σ۳, σ۴, τ۱, τ۲, τ۳, τ۴}

.τ۴ همانͬ عنصر با است عضوی هشت گروه ͷی که
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آورید. دست به ماتریسͬ نمایش ͷی K۴ برای .٢ . ٣ . ٢٩ تمرین

اعضای حل.

E =

(۱ ۰
۰ ۱

)
A =

(۱ ۰
۰ −۱

)
B =

(
−۱ ۰
۰ ۱

)
C =

(
−۱ ۰
۰ −۱

)
ماتریسͬ ضرب و E = e و C = c ،B = b ،A = a فرض با ͬ گیرم. م نظر در را M۲(R) از

ͬ شود. م حاصل K۴ گروه همان عادی

آورید. دست به ماتریسͬ نمایش ͷی Q۸ برای .٢ . ٣ . ٣٠ تمرین

اعضای حل.

A =

(۱ ۰
۰ ۱

)
B =

(
i ۰
۰ −i

)
C =

( ۰ ۱
−۱ ۰

)
D =

(۰ i
i ۰

)
ماتریسͬ ضرب و D = k و C = j ،B = i ،A = ۱ فرض با ͬ گیرم. م نظر در را M۲(C) از

ͬ شود. م حاصل Q۸ گروه همان عادی
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زیرگروه ۴ . ٢
است. گروه ͷی خود گروه، ͷی از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی زمانͬ چه ͬ کنیم م بررسͬ بخش این در

است G زیرگروه H گوییم .H ⊆ G و باشد گروه ͷی ∗ عمل با G کنیم فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
شود. تبدیل گروه به ͬ شود، م الحاق G از که ∗ عمل با H هرگاه ͬ دهیم م نمایش H ≤ G با و

الحاق جمع عمل با Q و Z زیرمجموعه های است. گروه ͷی (R,+) که ͬ دانیم م .٢ . ۴ . ٢ مثال
عضو همچنین و است شرکتپذیری و بسته Z روی شده الحاق جمع زیرا هستند. گروه R از شده

.Q ≤ R و Z ≤ R لذا و است برقرار Q و Z در پذیری وارون و خنثͬ

G وضوح به همچنین است. زیرگروه ͷی {e} آنگاه باشد G گروه خنثͬ عنصر e اگر .٣ . ۴ . ٢ مثال
گوییم. بدیهͬ زیرگروه های دارد، وجود هرگروه در که زیرگروه دو این به است. G زیرگروه

که است واضح است. (Z,+) از زیرگروه ͷی ۲Z = {۲k | k ∈ Z} زیرمجموعه .۴ . ۴ . ٢ مثال
+ دوتایی عمل به نسبت ۲Z پس .۲(k + k′) = ۲k + ۲k′ ∈ ۲Z داریم k, k′ ∈ Z هر برای
نیز وارونپذیری و شرکتپذیری است. خنثͬ عضو وضوح به و است ۲Z از عنصر صفر است. بسته

است. واضح

ساده ͷمح ͷی زیر قضیه باشد. کننده خسته شاید بالا تعریف ͷکم با بودن زیرگروه بررسͬ
ͬ دهد. م قرار ما اختیار در

هستند. معادل زیر موارد صورت این در باشد. گروه G کنیم فرض .۵ . ۴ . ٢ قضیه
است. زیرگروه G از H ناتهͬ زیرمجموعه (١)

.a−۱ ∈ H و ab ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای (٢)
.ab−۱ ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای (٣)

دارد. قرار H در a−۱ پس است زیرگروه H چون .a, b ∈ H کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
.ab ∈ H لذا و است بسته القایی عمل به نسبت است زیرگروه H چون

a = y حقیقت (در دارد قرار H در y−۱ فرض طبق .x, y ∈ H کنیم فرض .(۳) ⇐ (۲)
فرض b = y−۱ و a = x حقیقت (در باشد H در xy−۱ باید فرض طبق دوباره ایم). کرده فرض

کرده ایم).
،xx−۱ ∈ H فرض طبق .x ∈ H کنیم فرض است. ناتهͬ H که شود دقت ابتدا .(۱) ⇐ (۳)
برای حال e ∈ H. لذا .xx−۱ = e داریم G گروه در اما .a = b = x کرده ایم فرض حقیقت در

دارد. را e خنثͬ عنصر H نتیجه در و a = ae = ea داریم a ∈ H هر
فرض طبق بر بنابراین .b = x و a = e که ͬ دهیم م قرار اکنون .x ∈ H کنیم فرض حال

دارد. قرار H خود در H از عضو هر وارون یعنͬ .ab−۱ = ex−۱ = x−۱ ∈ H
xy = x(y−۱)−۱ ∈ H باید فرض طبق لذا و y−۱ ∈ H بالا قسمت طبق .x, y ∈ H کنیم فرض
داریم ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین  طبق که شود (دقت b = y−۱ و a = x کرده ایم فرض حقیقت در باشد.

است. بسته الحاقͬ عمل به نسبت H پس .((y−۱)−۱ = y
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زیرگروه H تعریف طبق لذا و ͬ رسد م ارث H به G از شرکتپذیری است G زیرمجموعه H چون
است.

حقیقͬ اعداد مجموعه ،R+ صورت این در بͽیرید. نظر در را (R \ {۰}, .) گروه .۶ . ۴ . ٢ مثال
است R+ از عضوی b−۱ = ۱

b
صورت این در .a, b ∈ R+ کنیم فرض است. زیرگروه ͷی مثبت،

باشد. زیرگروه R+ باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .ab−۱ = a
b
∈ R+ وضوح به و

A = {a ∈ R | |a|∈ N} صورت این در بͽیرید. نظر در را (R \ {۰}, .) گروه .٧ . ۴ . ٢ مثال
داریم زیرا نیست. A از عضوی ۲−۱ = ۱

۲ اما .۲ ∈ A که است واضح نیست. زیرگروه ͷی
دهیم قرار اگر که است حالͬ در این نیست. زیرگروه A ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .|۲−۱|= ۱

۲ ̸∈ A

است. زیرگروه B آنگاه B = {a ∈ R | |a|∈ Q}

زیرگروه های تمام ͬ کنیم م ادعا کنیم. شناسایی را (Z,+) زیرگروه های تمام ͬ خواهیم م .٨ . ۴ . ٢ مثال
صورت به جمع دوتایی عمل با Z

nZ = {nk | k ∈ Z}

کنیم فرض حال است. ناتهͬ nZ لذا و ۰ ∈ nZ که است واضح .n ∈ Z آن در که است
داریم و است −nk′ وارون دارای nk′ عنصر Z گروه در .nk, nk′ ∈ Z

nk + (−nk′) = nk − nk′ = n(k − k′) = nk′′.

ͷی H کنیم فرض اکنون است. زیرگروه nZ ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .nk′′ ∈ nZ که است واضح
.H ̸= {۰} کنیم فرض نداریم! اثبات برای چیزی باشد H = {۰} اگر باشد. Z از دلخواه زیرگروه
آنگاه نبود مثبت x اگر زیرا است. مثبت عنصر ͷی شامل حتما H دارد. قرار H در ناصفری x پس
در است مثبت که ۰− x = −x ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس (چرا؟)، دارد را ۰ خنثͬ عنصر H چون
فرضͬ چنین (چرا باشد H در مثبت صحیح عدد کوچͺترین n کنیم فرض بنابراین دارد. قرار H
لذا و −n ∈ H داریم بالا استدلال مشابه n ∈ H چون .H = nZ ͬ دهیم م نشان است؟). معتبر
هر پس کنید! تکرار را روند این دارد. قرار H در n− (−n) = n+ n = ۲n ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق
طبق باشد. دلخواه t ∈ H کنیم فرض حال .nZ ⊆ H یعنͬ این و دارد قرار H در n از مضربی
نشان بالا که مطلبی طبق .۰ ≤ r < n که t = nq + r ،١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم قضیه
نقض را n بودن کوچͺترین این و r = t − nq ∈ H ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس .nq ∈ H دادیم

.H ⊆ nZ و t ∈ nZ پس .r = ۰ که این مͽر ͬ کند م

ͬ کند. م ارائه ساده تری ͷمح آن زیرمجموعه ͷی بودن زیرگروه و متناهͬ گروه های برای زیر قضیه
اگر است زیرگروه G از H ناتهͬ زیرمجموعه باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .٩ . ۴ . ٢ قضیه

.ab ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای اگر تنها و

لذا و است بسته القایی عمل به نسبت است زیرگروه H چون .a, b ∈ H کنیم فرض .(⇐) اثبات.
.ab ∈ H

باشد. xy ∈ H باید فرض طبق .x, y ∈ H کنیم فرض است. ناتهͬ H که شود دقت ابتدا .(⇒)
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ارث H به G از شرکتپذیری است G زیرمجموعه H چون است. بسته الحاقͬ عمل به نسبت H پس
G چون آنگاه ax = ay و a, x, y ∈ H اگر است. متناهͬ نیم گروه H تعریف طبق لذا و ͬ رسد م
مشابه صورت به است. برقرار چپ از حذف لذا .x = y یعنͬ a−۱ax = a−۱ay داریم است گروه
این و باشد گروه الحاقͬ عمل با H باید ۵٢ . ٢ . ١ قضیه طبق حال است. برقرار نیز راست از حذف

است. G زیرگروه H یعنͬ

داریم a, b ∈ N هر برای زیرا است. اساسͬ شرط قبل قضیه در بودن متناهͬ .١٠ . ۴ . ٢ تذکر
نیست. گروه ͷی معمولͬ ضرب دوتایی عمل با N که ͬ دانیم م اما .ab ∈ N

صورت این در .k ∈ N کنیم فرض بͽیرید. نظر در را (Zm,+) گروه .١١ . ۴ . ٢ مثال

kZm = {k̄ī | ī ∈ Zm}

داریم حال .ȳ = k̄j̄ و x̄ = k̄ī پس .x̄, ȳ ∈ kZm کنیم فرض است. زیرگروه ͷی

x̄+ ȳ = k̄ī+ k̄j̄ = k̄(̄i+ j̄) = k̄i+ j

ͬ شود. م حاصل بودن زیرگروه ٩ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و

داریم. را زیر گزاره اکنون
این در باشد. G زیرگروه های از خانواده ای {Hi}i∈I و گروه ͷی G کنیم فرض .١٢ . ۴ . ٢ گزاره

است. زیرگروه ͷی H =
∩

i∈I Hi صورت

e ∈
∩

i∈I Hi لذا (چرا؟). است Hi از عضوی e خنثͬ عنصر ،i ∈ I هر برای که ͬ دانیم م اثبات.
i ∈ I هر برای پس .a, b ∈ H که کنیم فرض حال است. ناتهͬ H و e ∈ H نتیجه در و
برای لذا (چرا؟). b−۱ ∈ Hi باید است زیرگروه Hi ،i ∈ I هر برای چون .a, b ∈ Hi داریم
باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق و ab−۱ ∈ H یعنͬ این .ab−۱ ∈ Hi داریم ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق i ∈ I هر

.H ≤ G

گروه در مثلا باشد. زیرگروه که نیست لازم زیرگروه های اجتماع که است جالب .١٣ . ۴ . ٢ تذکر
داریم اما .۲,۳ ∈ ۲Z ∪ ۳Z صورت این در بͽیرید. نظر در را ۳Z و ۲Z زیرگروه های (Z,+)

.۲+ ۳ = ۵ ̸∈ ۲Z ∪ ۳Z

داریم. را زیر گزاره زیرگروه های اجتماع برای
است زیرگروه H ∪K صورت این در .H,K ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۴ . ۴ . ٢ گزاره

.K ⊆ H یا H ⊆ K اگر تنها و اگر

h ∈ H \ K عناصر حال .K ̸⊆ H و H ̸⊆ K کنیم فرض خلف برهان به .(⇐) اثبات.
لذا .k ∈ H ∪ K و h ∈ H ∪ K که است واضح اما ͬ گیریم. م نظر در را k ∈ K \ H و
H چون آنگاه باشد hk ∈ H اگر .hk ∈ K یا hk ∈ H باید اکنون (چرا؟). hk ∈ H ∪ K
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باشد hk ∈ K اگر است. تناقض این و h−۱hk = k ∈ H لذا و h−۱ ∈ H داریم است زیرگروه
است. تناقض نیز این و hkk−۱ = h ∈ K لذا و k−۱ ∈ K داریم است زیرگروه K چون آنگاه

نداریم. اثبات برای چیزی و H ∪K = K یا H ∪K = H فرض طبق .(⇒)

ͬ دهیم م قرار آورید! یاد به را K۴ کلاین چهارتایی گروه .١۵ . ۴ . ٢ مثال

A = {e, a} B = {e, b} C = {e, c}

.K۴ = A∪B∪C و هستند K۴ از سره زیرگروه های ساده بررسͬ ͷی با C و B ،A صورت این در

تعمیم زیرگروه دلخواه تعداد یا زیرگروه سه اجتماع برای را قبل گزاره ͬ توانیم م آیا .١۶ . ۴ . ٢ سوال
دهیم؟

گروهͬ است؟ چͽونه است، خود سره زیرگروه دو اجتماع که گروهͬ شما نظر به .١٧ . ۴ . ٢ سوال
چطور؟ است، خود سره زیرگروه سه اجتماع که

زیر تعریف با کنیم. معرفͬ شما برای را گروه ͷی از مهم بسیار زیرگروه دو ͬ خواهیم م ادامه در
ͬ کنیم. م شروع

مجموعه به باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١٨ . ۴ . ٢ تعریف

Z(G) = {x ∈ G | xa = ax ∀a ∈ G}

گوییم. G گروه مرکز

.Z(G) = G که است واضح بسیار آنگاه باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر .١٩ . ۴ . ٢ مثال

و است آبلͬ غیر گروه ͷی S۳ که دیده اید قبل بخش در آنگاه باشد G = S۳ اگر .٢٠ . ۴ . ٢ مثال
آنگاه باشد S۳ گروه خنثͬ عضو e اگر که دید ͬ توان م ͬ شناسیم م را S۳ عناصر که این به توجه با

.Z(S۳) = {e}

و است آبلͬ غیر گروه ͷی Q۸ که دیده اید قبل بخش در آنگاه باشد G = Q۸ اگر .٢١ . ۴ . ٢ مثال
.Z(Q۸) = {۱,−۱} که دید ͬ توان م ͬ شناسیم م را ان عناصر که این به توجه با

.Z(G) ≤ G داریم G گروه هر برای .٢٢ . ۴ . ٢ گزاره

لذا .x, y ∈ Z(G) کنیم فرض حال است. ناتهͬ Z(G) لذا و e ∈ Z(G) که است واضح اثبات.
a ∈ G هر برای بنابراین .ay = ya و xa = ax داریم a ∈ G هر برای

a(xy) = (ax)y = (xa)y = xay = x(ay) = x(ya) = xya = (xy)a.

x−۱ در راست از طرفین ضرب با xaپس = ax داریم a ∈ G هر برای چون .xy ∈ Z(G) درنتیجه
.ax−۱ = x−۱a داریم x−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین ضرب با و xax−۱ = a داریم

.Z(G) ≤ G باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .x−۱ ∈ Z(G) لذا
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مجموعه به باشد. G از ناتهͬ زیرمجموعه A و گروه ͷی G کنیم فرض .٢٣ . ۴ . ٢ تعریف

CG(A) = {x ∈ G | xa = ax ∀a ∈ A}

مجموعه به آنگاه A = {a} اگر گوییم. G گروه در A ساز مرکز

CG(a) = {x ∈ G | xa = ax}

استفاده نیز C(a) و C(A) نمادهای از نباشد ابهام بیم اگر گوییم. G گروه در a عنصر ساز مرکز
ͬ کنیم. م

.CG(e) = G که است واضح بسیار آنگاه باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G اگر .٢۴ . ۴ . ٢ مثال

و باشد G = S۳ اگر .٢۵ . ۴ . ٢ مثال

σ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
کنیم فرض آوریم. دست به را CS۳(σ) = C(σ) ͬ خواهیم م آنگاه

τ =

(۱ ۲ ۳
a b c

)
لذا .τσ = στ داریم پس باشد. C(σ) در عنصری

τσ =

(۱ ۲ ۳
a c b

)
.

.a = ۱ باید لذا و ͬ شود م نقض τσ = στ تساوی ساده بررسͬ ͷی با باشد ۳ یا ۲ برابر a اگر حال
باشد b = ۳ اگر است. S۳ از e خنثͬ عنصر همان τ لذا و است c = ۳ انگاه باشد b = ۲ اگر

.C(σ) = {e, σ} لذا ͬ شود. م حفظ τσ = στ تساوی و τ = σ یعنͬ است c = ۲ آنگاه

.CG(A) ≤ G داریم ∅ ≠ A ⊆ G و G گروه هر برای .٢۶ . ۴ . ٢ گزاره

.x, y ∈ CG(A) کنیم فرض حال است. ناتهͬ CG(A) لذا و e ∈ CG(A) که است واضح اثبات.
که ͬ شود م نتیجه a ∈ A هر برای بنابراین .ay = ya و xa = ax داریم a ∈ A هر برای لذا

a(xy) = (ax)y = (xa)y = xay = x(ay) = x(ya) = xya = (xy)a.

در راست از طرفین ضرب با پس ،xa = ax داریم a ∈ A هر برای اما .xy ∈ CG(A) درنتیجه
داریم x−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین ضرب با و xax−۱ = a که ͬ شود م نتیجه x−۱

.CG(a) ≤ G باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .x−۱ ∈ CG(A) لذا .ax−۱ = x−۱a

۴۴



یعنͬ HK از منظور .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٧ . ۴ . ٢ تعریف

{hk | h ∈ H, k ∈ K}.

باشد. زیرگروه HK ندارد لزومͬ که ͬ دهد م نشان زیر مثال

زیرگروه دو است). ماتریس عادی ضرب دوتایی (عمل G = Gl۲(R) کنیم فرض .٢٨ . ۴ . ٢ مثال
صورت به G

H = {
(۱ x
۰ ۱

)
| x ∈ R} K = {

(۱ ۰
۰ ۱

)
,

(۰ ۱
۱ ۰

)
}

داریم حال ͬ گیریم. م نظر در را

HK = {
(۱ x
۰ ۱

)
,

(
x ۱
۱ ۰

)
| x ∈ R}.

اکنون

A = {
(۱ ۱
۰ ۱

)
B =

(۲ ۱
۱ ۰

)
اما دارند صفر درایه ͷی HK اعضای زیرا نیست. HK از عضوی BA اما هستند. HK اعضای

نیست! G زیرگروه HK لذا ندارد. صفر درایه اصلا BA

داریم. را زیر گزاره حال
زیرگروه HK صورت این در .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٩ . ۴ . ٢ گزاره

.HK = KH اگر تنها و اگر است

و k ∈ K که x = kh لذا .x ∈ KH کنیم فرض .KH ⊆ HK ͬ دهیم م نشان .(⇐) اثبات.
طبق اما .x−۱ ∈ HK نتیجه در و x−۱ = h−۱k−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق اکنون .h ∈ H

.x ∈ HK کنیم فرض اکنون .KH ⊆ HK یعنͬ این و x ∈ HK پس است زیرگروه HK فرض

.k ∈ K و h ∈ H که x−۱ = hk کنیم فرض .x−۱ ∈ HK پس است زیرگروه HK چون
بنابراین .x = (x−۱)−۱ = k−۱h−۱ ∈ KH که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق

.HK ⊆ KH
لذا و e = ee ∈ HK نتیجه در و هستند e خنثͬ عنصر دارای هستند زیرگروه K و H چون .(⇒)
b, v ∈ و u, a ∈ H که y = uv و x = ab بنابراین .x, y ∈ HK کنیم فرض است. ناتهͬ HK

.xy−۱ = abv−۱u−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق ببریم. کار به را ۵ . ۴ . ٢ قضیه ͬ خواهیم م .K
کنیم فرض پس .bv−۱u−۱ ∈ HK فرض از لذا .bv−۱u−۱ ∈ KH پس bv−۱ ∈ K اما

داریم حال .k ∈ K و h ∈ H که bv−۱u−۱ = hk

xy−۱ = abv−۱u−۱ = ahk = (ah)k = h′k ∈ HK.

.HK ≤ G داریم ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق اکنون

۴۵



گرفت نتیجه hk ∈ HK از ͬ توان م آنگاه باشند G گروه زیرگروه های K و H اگر .٣٠ . ۴ . ٢ سوال
k؟ ∈ K و h ∈ H که

ͬ رسانیم. م پایان به زیر مهم و کاربردی قضیه با را بخش این
داریم همواره صورت این در .H,K ≤ G و باشد متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣١ . ۴ . ٢ قضیه
صادق نیز متناهͬ لزوما نه گروه ͷی از متناهͬ زیرگروه های برای قضیه این .|HK|= |H| |K|

|H∩K|
است.

ͬ دهیم م قرار اثبات.

f : H ×K −→ HK, f((h, k)) = hk.

نتیجه در .k ∈ K و h ∈ H که x = hk انگاه x ∈ HK اگر کنید). (برسͬ است تابع ͷی f
f−۱(x)ها که داریم ١ . ١ . ٢٢ قضیه طبق حال است. پوشا تابع ͷی f یعنͬ .f((h, k)) = hk = x

ادعا x ∈ HK هر برای اکنون .H ×K =
∪

x∈HK f−۱(x) لذا است. افراز ͷی x ∈ HK که
آنگاه y ∈ H ∩K اگر .x = hk ∈ HK کنیم فرض .|f−۱(x)|= |H ∩K| ͬ کنیم م

f((hy, y−۱k)) = hyy−۱k = hk = x.

نتیجه در .(hy, y−۱k) ∈ f−۱(x) لذا

T = {(hy, y−۱k) | y ∈ H ∩K} ⊆ f−۱(x).

پس .(a, b) ∈ f−۱(x) کنیم فرض اکنون

ab = f((a, b)) = x = hk = f((h, k)).

h−۱a ∈ H که است واضح .h−۱a = kb−۱ داریم راست و چپ سمت از مناسب ضرب های با لذا
ͬ شود م نتیجه h−۱a = y از بنابراین .h−۱a = kb−۱ = y ∈ H ∩K باید پس .kb−۱ ∈ K و
لذا و (a, b) = (hy, y−۱k) یعنͬ .b = y−۱k ͬ شود م نتیجه kb−۱ = y از و a = hy
اثبات ادعا پس .|T |= |H ∩ K| که است واضح اما .f−۱(x) = T بنابراین .f−۱(x) ⊆ T
قضیه طبق بنابراین .|H × K|= |H| |K| داریم هستند، متناهͬ K و H چون حال ͬ شود. م

داریم ١۴ . ١ . ١

|H| |K|= |H ×K|=
∑

x∈HK

|f−۱(x)|=∑
x∈HK

|H ∩K|= |HK| |H ∩K|

است. کامل اثبات و
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G زیرگروه دو K و H اگر .|G|= n و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٣٢ . ۴ . ٢ مثال
یعنͬ دارند بدیهͬ غیر اشتراک K و H حتما آنگاه باشد بیشتر

√
n از آنها اعضای تعداد که باشند

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق زیرا .H ∩K ̸= {e}

n ≥ |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

>
n

|H ∩K|

.H ∩K ̸= {e} باید لذا و

شده حل تمرین های

بنویسید. را (Z۶,+) زیرگروه های .٣٣ . ۴ . ٢ تمرین

مجموعه دو هستند. بدیهͬ زیرگروه دو Z۶ و {۰̄} که است واضح حل.

۲Z̄۶ = {۰̄, ۲̄, ۴̄} ۳Z̄۶ = {۰̄, ۳̄}

که باشد زیرگروه های از متمایز زیرگروه H کنیم فرض حال هستند. زیرگروه ساده برسͬ ͷی با نیز
است. Z۶ برابر H آنگاه باشد bar۱ شامل اگر باشد. ۵̄ یا ۱̄ شامل باید H پس کرده ایم. شناسایی
با دارد. قرار H در ۲̄+ ۱̄ = ۳̄ همینطور دارد. قرار H در ۱̄+ ۱̄ = ۲̄ پس است زیرگروه H زیرا
۵̄+ ۵̄ = ۴̄ آنگاه باشد ۵̄ شامل H اگر است. تناقض این و باشد گروه خود باید H روند این ادامه
باشد گروه خود H باید روند این تکرار با دارد. قرار H در ۵̄+ ۴̄ = ۳̄ همینطور است. H عضو

شد! شناسایی زیرگروه ها تمام پس است. تناقض باز که

HH = H اگر باشد. ناتهͬ Hزیرمجموعه و باشد متناهͬ گروه ͷیG کنیم فرض .٣۴ . ۴ . ٢ تمرین
.H ≤ G که دهید نشان آنگاه

حال .ab ∈ H فرض طبق لذا و ab ∈ HH که است واضح .a, b ∈ H کنیم فرض حل.
.H ≤ G باید ٩ . ۴ . ٢ قضیه طبق

،x ∈ G برای که دهید نشان .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۵ . ۴ . ٢ تمرین

T = xHx−۱ = {xhx−۱ | h ∈ H}

.|H|= |xHx−۱| و است G زیرگروه

تمرین طبق .h, h′ ∈ H که b = xh′x−۱ و a = xhx−۱ پس .a, b ∈ T کنیم فرض حل.
پس .b−۱ = (x−۱)−۱h′−۱x−۱ = xh′−۱x−۱ که داریم ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۵ . ٢ . ٢

ab−۱ = xhx−۱xh′−۱
x−۱ = xhh′−۱

x−۱ = xh′′x−۱ ∈ T

۴٧



ͬ کنیم م تعریف دوم، قسمت برای ͬ شود. م حاصل T بودن زیرگروه ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و

f : H −→ T, f(h) = xhx−۱.

این و f(h) = x آنگاه x = xhx−۱ ∈ T اگر است. خوشتعریف تابع ͷی f که کنید بررسͬ
آخر تساوی طرفین ضرب با .xhx−۱ = xh′x−۱ آنگاه f(h) = f(h′) اگر است. پوشا f یعنͬ
است. ͷبه ی ͷی f یعنͬ .h = h′ که ͬ آید م دست به x در راست سمت از و x−۱ در چپ سمت از

.|H|= |xHx−۱ لذا

Ha = H ،a ∈ Gبرای که دهید نشان Gباشد. گروه از Hزیرگروهͬ کنیم فرض .٣۶ . ۴ . ٢ تمرین
.a ∈ H اگر تنها و اگر

فرض طبق لذا است. e خنثͬ عنصر دارای است زیرگروه H چون .Ha = H کنیم فرض حل.
.a ∈ H درنتیجه و ea ∈ H

به بنابراین .ha ∈ H داریم است زیرگروه H چون آنگاه h ∈ H اگر .a ∈ H کنیم فرض اکنون
برای پس است. زیرگروه H که دلیل این به هستند، H عضو ha−۱ و a−۱ اما .Ha ⊆ H وضوح
است. کامل اثبات و H ⊆ Ha لذا .h = he = ha−۱a = (ha−۱)a ∈ Ha داریم h ∈ H هر

.Z(G) =
∩

a∈G CG(a) که دهید نشان G گروه برای .٣٧ . ۴ . ٢ تمرین

هر برای پس .x ∈ CG(a) داریم a ∈ G هر برای پس .x ∈
∩

a∈G CG(a) کنیم فرض حل.
.
∩

a∈G CG(a) ⊆ Z(G) نتیجه در و x ∈ Z(G) لذا .xa = ax داریم a ∈ G
داریم ͬ شود م جابجا a با x چون .xa = ax داریم a ∈ G هر برای پس .x ∈ Z(G) کنیم فرض

است. کامل اثبات و Z(G) ⊆
∩

a∈G CG(a) نتیجه در و x ∈ CG(a)

آورید. دست به را Sn گروه مرکز .٣٨ . ۴ . ٢ تمرین

.Z(Sn) = Sn لذا و است آبلͬ Sn آنگاه باشد n ≤ ۲ اگر ،۶٢ . ٢ . ٣ تمرین طبق حل.
در j و i متمایز عناصر پس نیست، خنثͬ عنصر σ چون .e ̸= σ ∈ Sn و n ≥ ۳ کنیم فرض
در را l ̸= j ͬ توانیم م است n ≥ ۳ چون حال .σ(i) = j که دارند وجود چنان {۱,۲, ..., n}

داریم اکنون .τ(i) = i و τ(j) = l که کنیم انتخاب چنان را τ ∈ Sn عنصر و {۱,۲, ..., n}

l = τ(j) = τ(σ(i)) = τσ(i) = στ(i) = σ(τ(i)) = σ(i) = j

.Z(Sn) = {e} و است خنثͬ عنصر σ پس است. آشͺار تناقض که

،H ∩K = {e} اگر .H,K ≤ G و باشد عضوی ۱۲ گروه ͷی G کنیم فرض .٣٩ . ۴ . ٢ تمرین
.G = HK که دهید نشان آنگاه باشد |K|= ۶ و |H|= ۲

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق حل.

|HK|= |H| |K|
|H ∩K|

= ۱۲

.G = HK باید لذا ،HK ⊆ G چون و
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آنگاه H ∪K = HK اگر .H,K ≤ G و باشد آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۴٠ . ۴ . ٢ تمرین
.K ⊆ H یا H ⊆ K که دهید نشان

HK ⊆ KH لذا باشد. hk = kh باید پس است آبلͬ G چون .hk ∈ HK کنیم فرض حل.
چون باشد. زیرگروه HK باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق و KH = HK یعنͬ .KH ⊆ HK و

.K ⊆ H یا H ⊆ K باید ١۴ . ۴ . ٢ گزاره طبق پس است H ∪K = HK

که دهید نشان باشند. G از متناهͬ زیرگروه های K و H گروه، ͷی G کنیم فرض .۴١ . ۴ . ٢ تمرین
.|HK|= |H| |K| اگر تنها و اگر H ∩K = {e}

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و |H ∩ K|= ۱ بنابراین .H ∩ K = {e} کنیم فرض حل.
.|HK|= |H| |K|

طبق نتیجه در .|H ∩K|> ۱ لذا .H ∩K ̸= {e} کنیم فرض خلف، برهان به برعکس، برای
داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه

|H| |K|= |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

است. آشͺار تناقض این و
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دوری گروه های و گروه ͷی مولد ۵ . ٢
تمام گروه، ͷی عناصر از منتخبی تعداد داشتن با ͬ شود م آیا که ببینیم ͬ خواهیم م بخش این در

ͬ شود. م ساده کمͬ گروه مطالعه دهد رخ اتفاقͬ چنین اگر کرد. تولید را گروه
صورت این در باشد. G از زیرمجموعه ͷی X و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش < X > با را هستند X شامل که G زیرگروه های همه اشتراک

< X >=
∩

X⊆H≤G

H.

خود کم دست زیرا است. بامعنͬ بالا اشتراک اینکه اول دهیم. قرار نظر مد باید را مهم نکته دو
به رو این از است. G از زیرگروه ͷی < X > ،١٢ . ۴ . ٢ گزاره طبق اینکه دوم است. X شامل G

.< X >= {e} ͬ دهیم م قرار آنگاه X = ∅ اگر گوییم. X توسط شده تولید زیرگروه < X >

مثال به توجه با .X = {۲} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٢ . ۵ . ٢ مثال
به باشد X شامل که G زیرگروه تنها لذا است. nZ صورت به G زیرگروه های تمام ͬ دانیم م ٨ . ۴ . ٢

.< X >= ۲Z پس است. ۲Z صورت

مثال به توجه با .X = {۲,۴} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٣ . ۵ . ٢ مثال
به باشد X شامل که G زیرگروه های لذا است. nZ صورت به G زیرگروه های تمام ͬ دانیم م ٨ . ۴ . ٢

.< X >= ۴Z پس است. ۴Z یا ۲Z صورت

باید و نیست ساده ای کار < X > شناسایی که ͬ آورد م وجود به را تصور این بالا مثال های
خواهیم را نتایجͬ ادامه در است! اشتباه تصور این اما داشت. گروه ͷی زیرگروه های تمام روی تسلط

شود. آسانتر < X > شناسایی که آورد
رابطه به (نسبت < X > صورت این در .X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۴ . ۵ . ٢ لم

است. X شامل که است G زیرگروه کوچͺترین (⊆

∩
X⊆H≤G H اشتراک در حتما K پس .X ⊆ K که باشد G از زیرگروهͬ K کنیم فرض اثبات.

X شامل که است G زیرگروه کوچͺترین < X > یعنͬ این و < X >⊆ K لذا است. شده ظاهر
است.

است. کننده ͷکم < x > محاسبه برای زیر قضیه
آنگاه ∅ ̸= X ⊆ G و باشد گروه ͷی G اگر .۵ . ۵ . ٢ قضیه

< X >= {xϵ۱
۱ xϵ۲

۲ ...xϵn
n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N}.
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کنیم فرض راحتͬ برای اثبات.

T = {xϵ۱
۱ xϵ۲

۲ ...xϵn
n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N}.

قرار زیرا .X ⊆ T که است واضح .T ≤ G که ͬ دهیم م نشان .T =< X > دهیم نشان باید
پس .a, b ∈ T کنیم فرض حال است. ناتهͬ T لذا .ϵ۱ = ۱ و n = ۱ ͬ دهیم م

a = xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...x

ϵn
n b = y

ϵ′۱
۱ y

ϵ′۲
۲ ...yϵ

′
m
n

داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق که است واضح حال

b−۱ = y−ϵ′m
m ...y

−ϵ′۲
۲ y

−ϵ′m
۱ .

لذا −ϵj ∈ {−۱,۱} چون

ab−۱ = xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...x

ϵn
n y−ϵ′m

m ...y
−ϵ′۲
۲ y

−ϵ′m
۱

شامل زیرگروه ͷی T ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق بنابراین .ab−۱ ∈ T یعنͬ است T اعضای شͺل به نیز
.< X >⊆ T باید ۴ . ۵ . ٢ لم طبق لذا است. X

کنیم فرض حال
a = xϵ۱

۱ xϵ۲
۲ ...xϵn

n ∈ T.

ϵj = −۱ اگر .xϵj
j ∈ X ⊆< X > داریم باشد، ϵj = ۱ که j هر برای پس X ⊆< X > چون

چون دوباره .xϵj
j ∈< X > پس است زیرگروه < X > چون .x−ϵj

j ∈ X ⊆< X > آنگاه
.T ⊆< X > و a ∈< X > لذا است بسته دوتایی عمل به نسبت پس است زیرگروه < X >

است. کامل اثبات

قضیه طبق حال .X = {۱} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .۶ . ۵ . ٢ مثال
داریم است، جمعͬ گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢

< X >= {ϵ۱x۱ + ϵ۲x۲ + ...+ ϵnxn | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{±۱± ۱± ...± ۱︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} = {m | m ∈ Z} = Z.

قضیه طبق حال .X = {۲} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٧ . ۵ . ٢ مثال
داریم است، جمعͬ گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢

< X >= {ϵ۱x۱ + ϵ۲x۲ + ...+ ϵnxn | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{±۲± ۲± ...± ۲︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} = {۲m | m ∈ Z} = ۲Z.
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حال .X = {
(۲ ۰
۰ ۱

)
} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (GL۲(R), .) گروه .٨ . ۵ . ٢ مثال

داریم است، ضربی گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق

< X >= {xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...xϵn

n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{
(۲ ۰
۰ ۱

)±۱(۲ ۰
۰ ۱

)±۱
...

(۲ ۰
۰ ۱

)±۱

︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} =

{
(۲ ۰
۰ ۱

)m

| m ∈ Z} = {
(۲m ۰

۰ ۱

)
| m ∈ Z}.

نمایش < x۱, ..., xn > با را < X > آنگاه باشد X = {x۱, ..., xn} اگر .٩ . ۵ . ٢ نمادگذاری
ͬ دهیم. م

داریم. را زیر نتیجه حال
.∅ ≠ X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١٠ . ۵ . ٢ نتیجه

آنگاه باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر (١)

< X >= {xk۱
۱ xk۲

۲ ...xkn
n | xi ∈ X, xi ̸= xj, ki ∈ Z, n ∈ N}.

داریم ضربی گروه برای آنگاه باشد آبلͬ G و X = {x۱, x۲, ..., xn} اگر (٢)

< x۱, x۲, ..., xn >= {xk۱
۱ xk۲

۲ ...xkn
n | k ∈ Z}

داریم جمعͬ گروه برای و

< x۱, x۲, ..., xn >= {k۱x۱ + k۲x۲ + ...+ knxn | k ∈ Z}.

داریم ضربی گروه برای آنگاه باشد آبلͬ G و X = {x} اگر (٣)

< x >= {xk | k ∈ Z}

داریم جمعͬ گروه برای و

< x >= {kx | k ∈ Z}.

دیͽر و بͽیرند قرار هم کنار مشابه ها تا ͬ کنیم م جابجا را اعضا آنقدر است آبلͬ گروه چون (١) اثبات.
صحیح عددی و ͬ شوند م جمع توان ها ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق حال نباشد. دیͽری مͺان در مشابه ای

بود. خواهند
است. (١) مستقیم نتیجه (٢)
است. (٢) مستقیم نتیجه (٣)
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کنید. دنبال را زیر مثال های اکنون

که است واضح .X = {۲,۳} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .١١ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق آبلͬ G

< ۲,۳ >= {۲k + ۳k′ | k, k′ ∈ Z} = Z.

است واضح .X = {۲,۴,۶} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .١٢ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق آبلͬ G که

< ۲,۴,۶ >= {۲k + ۴k′ + ۶k′′ | k, k′, k′′ ∈ Z} =

{۲(k + ۲k′ + ۳k′′) | k, k′, k′′ ∈ Z} = ۲Z.

است آبلͬ غیر گروه این .X = {i} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = Q۸ گروه .١٣ . ۵ . ٢ مثال
بنابراین .i۳ = i−۳ = −i و i۴ = i−۴ = ۱ پس i۲ = i−۲ = −۱ چون و

< X >= {xk | k ∈ Z} = {ik | k ∈ Z} = {۱,−۱, i,−i}.

است. آبلͬ < x > همواره x ∈ G و G گروه هر برای .١۴ . ۵ . ٢ گزاره

که دارند وجود k′ و k صحیح اعداد ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس .a, b ∈< x > کنیم فرض اثبات.
داریم لذا .b = xk′ و a = xk

ab = xkxk′ = xk+k′ = xk′+k = xk′xk = ba

است. تمام اثبات و

G برای مولد مجموعه X گوییم .X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١۵ . ۵ . ٢ تعریف
همچنین .< X >= G هرگاه

گوییم. دوری زیرگروه < x > به آنگاه باشد |X|= ۱ اگر (الف)
گوییم. شده تولید متناهیا زیرگروه < X > به آنگاه باشد |X|< ∞ اگر (ب)

گوییم. دوری گروه G به آنگاه G =< x > و باشد |X|= ۱ اگر (ج)
گوییم. شده تولید متناهیا گروه G به آنگاه G =< X > و باشد |X|< ∞ اگر (د)

.< ۱ >= Z زیرا است. دوری (Z,+) گروه .١۶ . ۵ . ٢ مثال

.< ۱̄ >= Z۴ زیرا است. دوری (Z۴,+) گروه .١٧ . ۵ . ٢ مثال
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باشیم داشته که کنیم فرض خلف، برهان به نیست. دوری G = Z×Z جمعͬ گروه .١٨ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس .< (a, b) >= G

< (a, b) >= {k(a, b) | k ∈ Z} = {(ka, kb) | k ∈ Z}.

.(۱,۰) = (ka, kb) که دارد وجود چنان k صحیح عدد پس .(۱,۰) ∈ G که است واضح اما
وجود چنان k صحیح عدد پس .(۰,۱) ∈ G که است واضح اما .b = ۰ باید لذا و kb = ۰ پس
Z× Z =< (۰,۰) > بنابراین .a = ۰ باید لذا و ka = ۰ پس .(۰,۱) = (ka, kb) که دارد

است. آشͺار تناقض این

طبق و است آبلͬ گروه این زیرا است. شده تولید متناهیا G = Z×Z جمعͬ گروه .١٩ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه

< (۱,۰), (۰,۱) >= {k۱(۱,۰) + k۲(۰,۱) | k۱, k۲ ∈ Z} =

{(k۱,۰) + (۰, k۲) | ki ∈ Z} = {(k۱, k۲) | k۱, k۲ ∈ Z} = Z× Z.

که کنیم فرض خلف برهان به نیست. شده تولید متناهیا G = Q جمعͬ آبلͬ گروه .٢٠ . ۵ . ٢ مثال
انتخاب چنان را p اول عدد ͬ توانیم م هستند، نامتناهͬ اول اعداد چون .G =< m۱

n۱
, ..., mt

nt
>

که ۱
p
= k۱

m۱
n۱

+ ... + kt
mt

nt
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق لذا و ۱

p
∈ G اما .p ∤ ni که کنیم

.ki ∈ Z

۱
p
= k۱

m۱
n۱

+ ...+ kt
mt

nt

=
k۱m۱n۲...nt + ...+ ktmtn۱...nt−۱

n۱...nt

=

s

n۱...nt

است. تناقض این و p|ni که دارد وجود چنان i اندیس و n۱...nt = ps لذا

مولد مجموعه گروه هر لذا .< G >= G داریم G گروه هر برای که است واضح .٢١ . ۵ . ٢ تذکر
خودش! کم دست دارد،

ͬ بریم. م پایان را زیر مهم قضیه با را بخش این حال
است. دوری ،G دوری گروه ͷی از زیرگروه هر .٢٢ . ۵ . ٢ قضیه

چیزی انگاه باشد بدیهͬ زیرگروه H اگر .H ≤ G و x ∈ G که G =< x > کنیم فرض اثبات.
از است. ناتهͬ پس است زیرگروه H چون باشد. سره زیرگروه H کنیم فرض نداریم. اثبات برای
H چون .i ∈ Z که است xi شͺل به عضوی دارای H ،١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس H ⊆ G طرفͬ
صحیح عدد کوچͺترین کنیم فرض ͬ توانیم م نتیجه در دارد. قرار H در هم x−i پس است زیرگروه
واضح ۴ . ۵ . ٢ لم طبق .H =< xk > ͬ کنیم م ادعا (چͽونه؟). xk ∈ H که دارد وجود k مثبت
الͽوریتم طبق .H ⊆ G که چرا y = xj لذا .y ∈ H کنیم فرض .< xk >⊆ H که است

داریم اما .۰ ≤ r < k که j = kq + r داریم ،١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم،

xr = xj−kq = xjx−kq = xj(xq)−k.
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از ما انتخاب با تناقض این .xr ∈ H نتیجه در (چرا؟). دارد قرار H در بالا تساوی راست سمت
اثبات .H ⊆< xk > و y = xj = xkq = (xk)q ∈< x > بنابراین .r = ۰ باید لذا و دارد k

است. کامل

تولید متناهیا شده، تولید متناهیا گروه ͷی زیرگروه آیا که شود ایجاد سوال این شما برای شاید
چنین ساختن نیست! اینگونه خیر که کنیم اشاره قدر همین باید سوال این به پاسخ در است؟ شده
گروه های دیدن با ͬ تواند م علاقمند خواننده دارد! گروه ها مورد در بیشتر اطلاعاتͬ داشتن به نیاز مثالͬ
تمرینات بخش در چند هر کند. ارائه را مثالͬ چنین راحتͬ به اینترنت یا جزوه انتهای مراجع در آزاد

کرده ایم. ارائه را مثالͬ گروه نظریه از مطلب ͷی پذیرفتن با بخش این شده حل

شده حل تمرین های

هستند. دوری Q شده تولید متناهیا زیرگروه های که دهید نشان .٢٣ . ۵ . ٢ تمرین

.x = m۱m۲...mt که ͬ دهیم م قرار Qباشد. Hزیرگروه =< n۱
m۱

, ..., nt

mt
> کنیم فرض حل.

داریم .H ≤< ۱
x
> که ͬ کنیم م ادعا

ni

mi

= nim۱m۲...mi−۱mi+۱...mt
۱
x
.

دوری H باید ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق اما .H ≤< ۱
x
> پس دارد قرار < ۱

x
> در H مولد هر پس

باشد.

و m با G = mZ + kZ گروه که دهید نشان m و k صحیح عدد دو برای .٢۴ . ۵ . ٢ تمرین
ͬ شود. م تولید k + ۷m

لذا .۷m + k ∈ mZ + kZ همچنین .m ∈ mZ ⊆ mZ + kZ که است واضح حل.
داریم .ma+ kb ∈ G کنیم فرض .< m, k + ۷m >⊆ G

ma+ kb = (a− ۷b)m+ b(k + ۷m).

.G =< m, k + ۷m > بنابراین .ma+ kb ∈< m, k + ۷m > لذا

که دهید نشان ندارد. نابدیهͬ سره زیرگروه اصلا که باشد گروهͬ G کنیم فرض .٢۵ . ۵ . ٢ تمرین
نمایید. ارائه را گروهͬ چنین از مثال ͷی است. دوری G

عنصر ͷی x ∈ G و G ̸= {e} کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی G = {e} اگر حل.
طبق .< x > ̸= {e} و است G زیرگروه < x > که است واضح حال باشد. خنثͬ عنصر مخالف
(حتͬ بͽیریم نطر در G = (Z۲,+) گروه است کافͬ دوم، قسمت برای .G =< x > باید فرض

.(G = (Zp,+) ،p اول عدد هر برای

شده تولید y و x عنصر دو توسط که باشد G گروه از زیرگروهͬ H کنیم فرض .٢۶ . ۵ . ٢ تمرین
است. آبلͬ H آنگاه xy = yx اگر که دهید نشان است.
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داریم ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق .a, b ∈ H کنیم فرض .H =< x, y > که داریم فرض طبق حل.

a = xϵ۱yϵ۲ ...xϵn−۱yϵn (ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N)
b = xϵ′۱yϵ

′
۲ ...xϵ′

n−۱yϵ
′
n (ϵ′i ∈ {−۱,۱}, n ∈ N)

داریم مناسب جابجایی تعدادی با پس xy = yx چون

a = xsyl b = xs′yl
′

(s, l, s′, l′ ∈ Z)

داریم مناسب جابجایی تعداد و xy = yx ͷکم با دوباره لذا

ab = xsylxs′yl
′
= xsxs′ylyl

′
= xs+s′yl+l′ = xs′xsyl

′
yl = xs′yl

′
xsyl = ba.

.G =< G \H > که دهید نشان G گروه از H سره زیرگروه برای .٢٧ . ۵ . ٢ تمرین
که داریم ١۴ . ۴ . ٢ گزاره طبق بنابراین .G = H∪ < G \ H > که است واضح حل.
تناقض این و G = H آنگاه < G \H >⊆ H اگر .< G \H >⊆ H یا H ⊆< G \H >

.G =< G \H > لذا و H ⊆< G \H > پس است. فرض با
پس

که کنید ارائه چنان شده تولید متناهیا گروه ͷی زیر مطلب کردن فرض دانسته با .٢٨ . ۵ . ٢ تمرین
نباشد. شده تولید متناهیا آن زیرگروه ͷی

شͺل به G زیرگروه های از زنجیر هر برای اگر تنها و اگر است شده تولید متناهیا G ”گروه

H۰ ≤ H۱ ≤ H۲ ≤ H۳ ≤ ...

شود.” متوقف زنجیر یعنͬ ،Hn = Hn+۱ = ... که باشد موجود n طبیعͬ عدد
ͬ گیریم م نظر در را زیر ماتریس دو GL۲(R) ضربی گروه در حل.

A =

(۲ ۰
۰ ۱

)
B =

(۱ ۱
۰ ۱

)
مجموعه H کنیم فرض حال است. شده تولید متناهیا گروهͬ که G =< A,B > ͬ دهیم م قرار و
ماتریس زیرا است. ناتهͬ H دارد. قرار ١ درایه آنها اصلͬ قطر روی که باشد G از اعضا آن همه
همچنین است. زیرگروه H که ͬ دهد م نشان ۵ . ۴ . ٢ قضیه ͷکم با ساده بررسͬ ͷی و دارد را همانͬ
کنید دقت کنید). (بررسͬ است H از عضو ͷی AnBA−n = AnB(A−۱)n ،n ∈ W هر برای

داریم اما است. وارونپذیر A که

An+۱BA−(n+۱) = An+۱BA−n−۱ = A(AnBA−n)A−۱.

ͬ دهیم م قرار حال .< AnBA−n > ≤ < An+۱BA−(n+۱) > که ͬ دهد م نشان این
شͺل به H زیرگروه های از زیر زنجیر حال .Hi =< AiBA−i >

H۰ ≤ H۱ ≤ H۲ ≤ H۳ ≤ ...

نیست. شده تولید متناهیا H پس ͬ شود. نم متوقف
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گروه عناصر و گروه مرتبه ۶ . ٢
کشف را گروه ها از بیشتری خواص بتوانیم آن ͷکم به تا ͬ کنیم م معرفͬ را ابزاری بخش این در

نمایید. مطالعه دقت با را بخش این شده حل تمرینات ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر تعریف با کنیم.
آن و نامیم گروه مرتبه را G مجموعه اصلͬ عدد باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۶ . ٢ تعریف
ͷی G گروه به آنگاه باشد متناهͬ o(G) اگر که است واضح ͬ دهیم. م نمایش o(G) یا |G| با را

گوییم. نامتناهͬ گروه ͷی G به صورت این غیر در و متناهͬ گروه

گروه این که است واضح .o(G) = m یعنͬ است m مرتبه از G = (Zm,+) گروه .٢ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ

.o(G) = ∞ یعنͬ است نامتناهͬ مرتبه از G = (Z,+) گروه .٣ . ۶ . ٢ مثال

اما است. متناهͬ مرتبه از Gn = (Zn,+) گروه ،n ≥ ۲ طبیعͬ عدد هر برای .۴ . ۶ . ٢ مثال
است. نامتناهͬ گروهͬ

∏∞
n=۲ Gn

گروه این که است واضح .o(G) = n! یعنͬ است، n! مرتبه از G = Sn گروه .۵ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ

است واضح .o(G) = p یعنͬ است p مرتبه از اول، عددی p که G = (Zp, .) گروه .۶ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ گروه این که

o(G) = φ(n) یعنͬ است φ(n) مرتبه از U(Zn) گروه ،۵٢ . ٢ . ٩ تمرین به توجه با .٧ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ گروه این که است واضح ببینید). را اول فصل است، اویلر تابع φ)

عدد کوچͺترین اگر .x ∈ G و باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G کنیم فرض .٨ . ۶ . ٢ تعریف
چنین اگر ͬ دهیم. م نمایش o(x) با و نامیم x مرتبه را n آنگاه xn = e که باشد موجود n طبیعͬ

.o(x) = ∞ ͬ نویسیم م و است نامتناهͬ مرتبه از x گوییم آنگاه نباشد موجود طبیعͬ عدد

بنابراین .۲̄+ ۲̄+ ۲̄ = ۰̄ زیرا است. سه مرتبه دارای (Z۶,+) گروه در ۲̄ عنصر .٩ . ۶ . ٢ مثال
.o(۲̄) = ۳

.۴۳̄ = ۱۲ = ۰̄ زیرا است. چهار مرتبه دارای (Z۴,+) گروه در ۳̄ عنصر .١٠ . ۶ . ٢ مثال
.o(۳̄) = ۴ بنابراین

گروه این در زیرا است. دو برابر ،e خنثͬ عنصر جز به عنصر هر مرتبه K۴ گروه در .١١ . ۶ . ٢ مثال
.o(a) = o(b) = o(c) = ۲ نتیجه در .a۲ = b۲ = c۲ = e داریم

.o(i) = ۴ بنابراین .i۴ = ۱ زیرا است. چهار مرتبه دارای Q۸ گروه در i عنصر .١٢ . ۶ . ٢ مثال

.o(۳) = ∞ بنابراین است. نامتناهͬ مرتبه دارای (Z,+) گروه در ۳ عنصر .١٣ . ۶ . ٢ مثال
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مͬ پاسخ مطلب همین به زیر گزاره دارد؟ وجود آن عناصر مرتبه و گروه مرتبه بین ارتباطͬ آیا
دهد.

G عنصر هر صورت این در باشد. n متناهͬ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١۴ . ۶ . ٢ گزاره
دارد. متناهͬ مرتبه

ͬ گیریم م نظر در را زیر مجموعه .x ∈ G کنیم فرض اثبات.

T = {x, x۲, x۲, ...}.

اعداد پس باشد. متناهͬ T باید است متناهͬ G چون و است G زیرمجموعه T که است واضح
چون .i > j کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون .xi = xj که دارند وجود چنان j و i طبیعͬ
x−j در طرفین ضرب با پس (چرا؟). است G در x−j وارون دارای xj است، گروه G و xj ∈ G

.xi−j = x۰ = e داریم

را زیر مثال باشد! متناهͬ که کند اجبار گروه به ͬ تواند نم گروه عناصر همه بودن متناهͬ مرتبه
کنید. مطالعه دقت به

مجموعه ها متقارن تقاضل همان را G روی دوتایی عمل .G = P(N) کنیم فرض .١۵ . ۶ . ٢ مثال
A,B ∈ G هر برای یعنͬ ͬ گیریم. م نظر در

A ∗B = (A ∪B) \ (A ∩B).

برای اما است. آن خنثͬ عنصر ∅ که است آبلͬ گروه ͷی (G, ∗) که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی
داریم A ∈ G هر

A۲ = A ∗ A = (A ∪ A) \ (A ∩ A) = ∅.

متناهͬ مرتبه آن عنصر هر ولͬ است نامتناهͬ گروه ͷی G که شود دقت .o(A) = ۲ یعنͬ این
دارد!

ببینید. را زیر مثال دیͽر، مثالͬ عنوان به

عنصر هر مرتبه .Gi = (Z۲,+) ͬ دهیم م قرار ،i طبیعͬ عدد هر برای کنیم فرض .١۶ . ۶ . ٢ مثال
است. نامتناهͬ گروه این اما است. ٢ برابر دقیقا و است متناهͬ

∏∞
i=۱ Gi گروه

داریم. را زیر گزاره حال
.x ∈ G و باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G کنیم فرض .١٧ . ۶ . ٢ گزاره

.o(x)|m و است متناهͬ o(x) آنگاه xm = e باشیم داشته m مانند صحیحͬ عدد برای اگر (١)
.k n≡ r آن در که xk = xr ،k مثبت صحیح عدد هر ازای به آنگاه o(x) = n اگر (٢)
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که دارد وجود n طبیعͬ عدد کوچͺترین نتیجه در .x−m = e پس xm = e چون (١) اثبات.
که m = nq + r داریم ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق .o(x) = n یعنͬ (چرا؟) xn = e
با تناقض در این که e = xm = xnq+r = xnqxr = (xn)qxr = xr بنابراین .۰ ≤ r < n

.n|m و r = ۰ لذا است. n از ما انتخاب
xk = بنابراین .۰ ≤ r < n که k = nq + r داریم ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق (٢)

.k n≡ r که است بدیهͬ xnq+r = (xn)qxr = xr

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
است n مرتبه < x > صورت این در .x ∈ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١٨ . ۶ . ٢ قضیه

.o(x) = n اگر تنها و اگر

باید ١۴ . ۶ . ٢ گزاره طبق .|H|= n یعنͬ باشد، n متناهͬ مرتبه از H =< x > کنیم فرض اثبات.
(٢) قسمت ١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق .o(x) = m کنیم فرض باشد. متناهͬ x مرتبه

داریم

< x >= {xk | k ∈ Z} = {xk = xr | k m≡ r} = {xr | r = ۰,۱,۲, ...,m− ۱} =

{e, x, x۲, ..., xm−۱}

.m = n که این مͽر است تناقض این و است m اصلͬ عدد دارای H پس
زیرا باشند. متمایز xn−۱ ،... ،x ،e عناصر باید صورت این در .o(x) = n کنیم فرض برعکس،
١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق و xj−i = e آنگاه xi = xj باشیم داشته ۰ ≤ i < j ≤ n − ۱ برای اگر
١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق است. آشͺار تناقض که o(x) = n|j − i باید ،(١) قسمت

داریم (٢) قسمت

< x >= {xk | k ∈ Z} = {xk = xr | k n≡ r} = {xr | r = ۰,۱,۲, ..., n− ۱} =

{e, x, x۲, ..., xn−۱}

.|< x > |= n لذا و

چنان k طبیعͬ عدد آنگاه باشد خنثͬ عنصر e ∈ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر .١٩ . ۶ . ٢ نتیجه
.xk = e داریم x ∈ G برای که دارد وجود

اگر .x ∈ G که است متناهͬ نیز H =< x > زیرگروه پس است متناهͬ G چون اثبات.
.k =

∏
x∈G nx ͬ دهیم م قرار اکنون .o(x) = nx داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق آنگاه باشد |H|= nx

.xk = e داریم x ∈ G برای که است واضح

ͬ رسانیم. م پایان به زیر قضیه با را بخش این
G صورت این در .d|n و باشد n مرتبه متناهͬ دوری گروه ͷی G کنیم فرض .٢٠ . ۶ . ٢ قضیه

.|H|= d که دارد H مانند زیرگروه ͷی دقیقا

۵٩



اگر .o(x) = n داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .x ∈ G که G =< x > کنیم فرض اثبات.
فرض نداریم. اثبات برای چیزی لذا ،H = G یا و H = {e} ترتیب به آنگاه d = n یا و d = ۱
y = xm عنصر .n = dm که دارد وجود چنان m صحیح عدد فرض، طبق .۱ < d < n کنیم
.yd = xmd = xn = e که است واضح .o(y) = d که ͬ دهیم م نشان و ͬ گیریم م نظر در را G از
o(y) = t < d اگر .o(y) ≤ d لذا .o(y)|d داریم ١۴ . ۶ . ٢ گزاره از (١) قسمت طبق لذا
بنابراین .o(x) = n|mt باید (١) قسمت ١۴ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .e = yt = xmt آنگاه
قضیه طبق و o(y) = d نتیجه در است. آشͺار تناقض که d < t لذا و n = md < mt
فرض دهیم. نشان را H یͺتایی که مطلب این مانده فقط است. d مرتبه از H =< y > ١٨ . ۶ . ٢
٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق لذا است دوری G چون .|H ′|= d که باشد موجود G از H ′ زیرگروه کنیم
داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق .H ′ =< xt > کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین باشد. دوری نیز H ′ باید
.o(x) = n = md|td باید (١) قسمت ١۴ . ۶ . ٢ گزاره از و (xt)d = xtd = e لذا .o(xt) = d
بنابراین .xt = xlm = (xm)l صورت این در .t = lm کنیم فرض .m|t که ͬ دهد م نشان این
لذا است دیͽری زیرمجموعه ͬͺی و دارند d اصلͬ عدد H ′ و H متناهͬ مجموعه دو اما .H ′ ⊆ H

است. کامل اثبات .H = H ′ باید

که شود دقت است. متناهͬ دوری گروه ͷی G = (Z۱۲,+) گروه که ͬ دانیم م .٢١ . ۶ . ٢ مثال
در ٢٠ . ۶ . ٢ قضیه طبق لذا ͬ شمارد. م را ١٢ عدد یعنͬ گروه مرتبه ٣ عدد طرفͬ از .G =< ۱̄ >
نیز H باید ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق لذا است دوری G چون دارد. وجود ٣ مرتبه H زیرگروه ͷی فقط G
عنصر G در اما .o(x̄) = ۳ داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .H =< x̄ > کنیم فرض باشد. دوری

بنابراین دارد. ٣ مرتبه ۴̄
H =< ۴̄ >= {۰̄, ۴̄, ۸̄}.

شده حل تمرین های

عنصر فردی تعداد دقیقا که دهید نشان باشد. زوج مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .٢٢ . ۶ . ٢ تمرین
هستند. ٢ مرتبه از که دارد وجود G در

ͬ گیرم م نظر در را زیر مجموعه .x ̸= x−۱ اگر تنها و اگر x۲ ̸= e که ͬ دانیم م حل.

T = {(x, x−۱) | x ∈ G, x ̸= x−۱}.

مرتبه چون .x۲ ̸= e که هست x مانند عنصر زوج تعداد نتیجه در است. زوج عدد |T | وضوح به
عناصری از ͬͺی e چون .y۲ = e که هستند G در y مانند عنصر زوجͬ تعداد است، زوج گروه

.y۲ = e که دارد وجود y مانند G در عنصر فردی تعداد پس ،e۲ = e که هست

B و A ناتهͬ زیرمجموعه دو برای و باشد متناهͬ مرتبه گروه ͷی G کنیم فرض .٢٣ . ۶ . ٢ تمرین
.G = AB که دهید نشان .|A|+|B|> |G| باشیم داشته G از

ͬ دهیم م قرار .AB ⊆ G که است واضح حل.

A∗ = {a−۱ | a ∈ A}.
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رابطه که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .g ∈ G کنیم فرض

f : A −→ A∗g, f(a) = a−۱g

داریم اما .|A|= |A∗g| لذا است. پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی

|A|+|B|> |G|≥ |A∗g ∪B|= |A∗g|+|B|−|A∗ ∩B|= |A|+|B|−|A∗g ∩B|.

عنصر پس .b ∈ A∗g ∩ B کنیم فرض است. ناتهͬ A∗g ∩ B یعنͬ .|A∗g ∩ B|≥ ۱ باید لذا
.G ⊆ AB و g = ab ∈ AB لذا .b = a−۱g که دارد وجود a−۱ ∈ A∗

.o(x) = o(x−۱) داریم G گروه از x عضو هر برای که دهید نشان .٢۴ . ۶ . ٢ تمرین

گزاره طبق لذا و (x−۱)t = (xt)−۱ = e پس .o(x−۱) = k و o(x) = t کنیم فرض حل.
١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .xk = e باید لذا و e = (x−۱)k = (xk)−۱ اما .k|t داریم ١٧ . ۶ . ٢

.k = t نتیجه در .t|k داریم

.o(xy) = o(yx) که دهید نشان آنگاه Gباشند گروه در دلخواه عناصری y و x اگر .٢۵ . ۶ . ٢ تمرین

داریم حال .o(yx) = k و o(xy) = t کنیم فرض حل.

(yx)t = yxyx...yx︸ ︷︷ ︸
tتا

= y xyxy...xy︸ ︷︷ ︸
−t)تا ۱)

x = y(xy)t−۱x.

ͬ کنیم م ضرب y در را بالا تساوی چپ سمت از

(yx)ty = y(xy)t−۱xy = y(xy)t = y.

داریم ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .(yx)t = e ͬ کنیم م ضرب چپ سمت از y−۱ در را طرفین حال
.t = k لذا و t|k مشابه روش با .k|t

.o(y) = o(x−۱yx) که دهید نشان آنگاه باشند G گروه در عناصری y و x اگر .٢۶ . ۶ . ٢ تمرین

کنیم فرض اکنون نمایید. مطالعه دیͽر یͺبار را ۶٢ . ٢ . ٢ تمرین حل، دیدن از قبل حتما حل.
داریم پس .o(y) = k و o(x−۱yx) = t

(x−۱yx)k = x−۱yx x−۱yx x−۱yx...x−۱yx︸ ︷︷ ︸
kتا

= x−۱ykx = x−۱x = e.

داریم حال .t|k داریم ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال

yt = xx−۱ytxx−۱ = x(x−۱yx)tx−۱ = xx−۱ = e.

.t = k لذا و t|k پس
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نشان دارد. x مانند n مرتبه از عنصر ͷی دقیقا که باشد گروهͬ G کنیم فرض .٢٧ . ۶ . ٢ تمرین
.n = ۲ و x ∈ Z(G) که دهید

چون .o(x) = o(y−۱xy) داریم y ∈ G هر برای که ͬ دانیم م قبل، شده حل تمرین طبق حل.
که ͬ دهد م نشان این .yx = xy لذا و x = y−۱xy باید پس دارد وجود n مرتبه از عنصر ͷی فقط
یعنͬ .x۲ = e یعنͬ این و x = x−۱ باید پس (چرا؟)، o(x) = o(x−۱) طرفͬ از .x ∈ Z(G)

.n = ۲

عدد برای اگر .o(x) = n باشیم داشته x ∈ G برای G گروه در کنیم فرض .٢٨ . ۶ . ٢ تمرین
.o(xm) = n آنگاه باشد برقرار (m,n) = ۱ رابطه m صحیح

.n|mk داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق .e = (xm)k = xmk پس .o(xm) = k کنیم فرض حل.
،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق دوباره .(xm)n = xmn = (xn)m = e اما .n|k پس (m,n) = ۱ چون

.k = n لذا و k|n داریم

m صحیح عدد برای و o(x) = n اگر .x ∈ G و گروه ͷی G که کنیم فرض .٢٩ . ۶ . ٢ تمرین
.o(xm) = n

d
که دهید نشان آنگاه (m,n) = d باشیم داشته

داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق .e = (xm)k = xmk پس .o(xm) = k کنیم فرض حل.
داریم دیͽر طرفͬ از .n

d
|k لذا و (m

d
, n
d
) = ۱ پس (m,n) = d چون .n

d
|m
d
k نتیجه در و n|mk

.k = n
d

لذا و k|n
d

داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق دوباره .(xm)
n
d = x

nm
d = (xn)

m
d = e

دارد. مولد دو فقط نامتناهͬ مرتبه از دوری گروه هر دهید نشان .٣٠ . ۶ . ٢ تمرین

G =< که است واضح باشد. نامتناهͬ دوری گروه ͷی G =< x > کنیم فرض حل.
فرض حال .x−۱ دیͽری و x ͬͺی کرده ایم پیدا را مولد دو پس .xn = (x−۱)−n زیرا .x−۱ >
صحیح عدد همچنین (چرا؟). y = xn که دارد وجود چنان n صحیح عدد .G =< y > کنیم

لذا (چرا؟). x = ym که دارد وجود چنان m

x = ym = (xn)m = xmn.

قضیه طبق حال است. متناهͬ o(x) یعنͬ ،xmn−۱ = e داریم x−۱ در تساوی طرفین ضرب با
این .mn = ۱ که این مͽر است، آشͺار تناقض این باشد. متناهͬ G =< x > باید ١٨ . ۶ . ٢

.y = x−۱ یا y = x پس .m = n = −۱ یا و m = n = ۱ با است معادل

،o(x) = ۲ که طوری به G =< x, y > و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣١ . ۶ . ٢ تمرین
.o(G) = ۶ که دهید نشان .o(xy) = ۲ و o(y) = ۳

(xy)۲ = xyxy = e اما .y−۱ = y۲ و y۳ = e چون .x = x−۱ پس x۲ = e چون حل.
xy = y۲x رابطه و ۵ . ۵ . ٢ قضیه به توجه با .xy = y۲x یعنͬ .xy = y−۱x−۱ = y۲x لذا و

داریم
G =< x, y >= {xmyn | m ∈ {۰,۱}, n ∈ {۰,۱,۲}}.
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قضیه طبق .K =< y > و H =< x > ͬ کنیم م فرض اکنون .|G|= o(G) ≤ ۶ داریم حال
٣ مرتبه K اعضای همه و هستند ٢ مرتبه H اعضای همه اما .|K|= ۳ و |H|= ۲ داریم ١٨ . ۶ . ٢

که ͬ شود م نتیجه ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا .H ∩K = {e} باید بنابراین کنید)، (بررسͬ

|G|≥ |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

= |H| |K|= ۶.

.|G|= o(G) = ۶ نتیجه در
نشان یعنͬ کنید پیدا {σ, τ} مانند عضوی دو مولد مجموعه ͷی Dn گروه برای .٣٢ . ۶ . ٢ تمرین

دهید

Dn =< {σ, τ | σn = τ۲ = (τσ)۲ = e} >=

{e, σ, σ۲, ..., σn−۱, τ, στ, σ۲τ, ..., σn−۱τ}.

کنیم فرض حل.

σ =

(۱ ۲ ... n
۲ ۳ ... ۱

)
و ۲π

n
اندازه به دوران که

τ =

(۱ ۲ ... n
۱ n ... ۲

)
.o(τ) = ۲ و o(σ) = n که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی است. ١ راس به نسبت انعکاس که

روابط τ = τ−۱ که این و آخر رابطه .o(τσ) = ۲ همچنین

τσ = σ−۱τ−۱ = σ−۱τ τσkτ = σ−k

پس ͬ دهد. م را

H =< {σ, τ | σn = τ۲ = (τσ)۲ = e} >=

{σi, σiτ | ۰ ≤ i ≤ n− ۱} =

{e, σ, σ۲, ..., σn−۱, τ, στ, σ۲τ, ..., σn−۱τ}.

.H = Dn باید ١۴ . ٢ . ٣ قضیه طبق پس |H|= ۲n و H ⊆ Dn اما
و m مرتبه از ترتیب به دوری گروه دو H =< y > و G =< x > کنیم فرض .٣٣ . ۶ . ٢ تمرین

است. mn مرتبه از و دوری G×H که دهید نشان .(m,n) = ۱ که باشند n
داریم حال .o((x, y)) = k کنیم فرض حل.

(x, y)mn = (xmn, ymn) = (eG, eH).

اما (چرا؟). k|mn یعنͬ
(eG, eH) = (x, y)k = (xk, yk).

قضیه طبق .k = mn بنابراین .mn|d نتیجه در ،n|d و m|d لذا .yk = eH و xk = eG باید پس
باید پس ،< (x, y) >⊆ G × H و |G × H|= mn اما .|< (x, y) > |= mn ،١٨ . ۶ . ٢

.< (x, y) >= G×H
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لاگرانژ قضیه و هم دسته ها ٢ . ٧

ͬ کنیم. م معرفͬ دیͽر قدرتمند ابزار ͷی این در گروه ها مطالعه برای
.a ∈ G و H ≤ G گروه، ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ١ تعریف

مجموعه به (الف)
aH = {ah | h ∈ H}

گوییم. G در H چپ دسته هم
مجموعه به (ب)

Ha = {ha | h ∈ H}

گوییم. G در H راست دسته هم
نامیم. Ha راست دسته هم یا aH چپ دسته هم نماینده را a عنصر (ج)

.a ∈ Z کنیم فرض ͬ گیرم. م نظر در را H = ۳Z زیرگروه و G = (Z,+) گروه .٢ . ٧ . ٢ مثال
چون لذا .۰ ≤ r < ۳ که a = ۳q + r که ͬ شود م نتیجه ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق

داریم است جمعͬ گروه

a+H = {k + h | h ∈ H} = {a+ ۳k | ۳k ∈ H} =

{۳q + r + ۳k | ۳k ∈ H, ۰ ≤ r < ۳} = {r + ۳k′ | ۳k′ ∈ H, ۰ ≤ r < ۳}.

از مضربی a اگر هستند. ۳Z + ۲ و ۳Z + ۱ ،۳Z صورت به G در H چپ دسته های هم پس
دسته هم باشد داشته ١ باقیمانده ٣ عدد بر a اگر ͬ شود. م حاصل H = ۳Z دسته هم باشد، ٣ عدد
ͬ شود. م حاصل ۳Z+۲ دسته هم باشد داشته ٢ باقیمانده ٣ عدد بر a اگر ͬ شود. م حاصل ۳Z+۱
nZ+ (n−۱) ،...،nZ+۱ ،nZ چپ دسته های هم مشابه، صورت به nZ دلخواه زیرگروه برای

هستند.

.aH = Ha یعنͬ هستند، ͬͺی راست و چپ دسته هم آنگاه باشد آبلͬ گروهͬ G اگر .٢ . ٧ . ٣ تذکر
دسته هم مثلا نیستند! زیرگروه لزوما ولͬ هستند گروه زیرمجموعه راست یا چپ دسته های هم

نیست. زیرگروه ۳Z+ ۱

کنیم فرض .۴ . ٢ . ٧ مثال

G = {
(
a b
۰ a

)
| a, b ∈ Z۳, a ̸= ۰̄}.

ͬ دهیم م قرار است. گروه ͷی ماتریسͬ عادی ضرب با G

H = {
(۱̄ c
۰ ۱̄

)
| c ∈ Z۳}.
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هر برای .H ≤ G که است )واضح
a b
۰ a

)
∈ G

)داریم
a b
۰ a

)
=

(
a ۰
۰ a

)(۱̄ a−۱b
۰ ۱̄

)
.

چپ دسته های هم نوشتن حال است. H از عضوی بالا تساوی راست سمت ضرب از دوم عنصر
چپ دسته های هم ،a ̸= ۰̄ چون است. شده ظاهر aH شͺل بالا تساوی طبق زیرا است ساده بسیار

یعنͬ ͬ شوند. م حاصل a = ۲̄ و a = ۱̄ انتخاب ۱̄)با ۰
۰ ۱̄

)
H = H(۲̄ ۰

۰ ۲̄

)
H = {

(۲̄ ۲̄c
۰ ۲̄

)
| c ∈ Z۳}

هستند. چپ دسته های هم
کنیم فرض .۵ . ٢ . ٧ مثال

G = {
(
a b
۰ a

)
| a, b ∈ Z۳, a ̸= ۰̄}.

ͬ دهیم م قرار است. گروه ͷی ماتریسͬ عادی ضرب با G

H = {
(۱̄ c
۰ ۱̄

)
| c ∈ Z۳}.

هر برای .H ≤ G که است )واضح
a b
۰ a

)
∈ G

)داریم
a b
۰ a

)
=

(۱̄ ba−۱

۰ ۱̄

)(
a ۰
۰ a

)
.

راست دسته های هم نوشتن حال است. H از عضوی بالا تساوی راست سمت ضرب از اول عنصر
دسته های هم ،a ̸= ۰̄ چون است. شده ظاهر Ha شͺل بالا تساوی طبق زیرا است ساده بسیار

یعنͬ ͬ شوند. م حاصل a = ۲̄ و a = ۱̄ انتخاب با راست

H

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
= H

H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
= {
(۲̄ ۲̄c
۰ ۲̄

)
| c ∈ Z۳}

هستند. راست دسته های هم
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ͷی H زیرگروه زیرا شدند! مساوی راست دسته های هم با چپ دسته های هم بالا مثال های در
ببینید. را زیر مثال اکنون کرد. خواهیم مطالعه بعد بخش در که است خاص زیرگروه

ͬ دهیم م قرار ٢ . ٣ . ٧ مثال نماد های طبق ͬ گیریم. م نظر در را G = S۳ گروه .۶ . ٢ . ٧ مثال

σ۶ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
H =< σ۶ >= {σ۱, σ۶}.

چپ دسته ها هم آنگاه دهید انجام را محاسبات دقت با و کنید حوصله اگر

σ۱H = H = σ۶H

σ۲H = {σ۲, σ۵} = σ۵H

σ۳H = {σ۳, σ۴} = σ۴H

راست دسته های هم و هستند

Hσ۱ = H = Hσ۶
Hσ۲ = {σ۲, σ۴} = Hσ۴
Hσ۳ = {σ۳, σ۵} = Hσ۵

یعنͬ نیست، ͬͺی راست دسته های هم با چپ دسته های هم هستند!

{H, σ۲H, σ۳H} ≠ {H,Hσ۲, Hσ۳}.

راست و aH چپ دسته هم اصلͬ عدد که این ͬͺی هستند. مشترک مطلب سه در بالا مثال های
و است یͺسان راست و چپ دسته های هم همه  مجموعه اصلͬ عدد که این دوم است. یͺسان Ha

شدت به مشترک نکات همین بخش این ادامه در ͬ شود! م گروه خود برابر ها آن اجتماع که آن آخر
است. ما توجه مورد

ͬ کنیم. م شروع زیر گزاره با را کار
است. قرار بر a ∈ G و H ≤ G ،G گروه برای زیر موارد .٢ . ٧ . ٧ گزاره

.aH = Ha = H آنگاه a ∈ H اگر (١)
.|aH|= |Ha|= |H| داریم همواره (٢)

.a ∈ H زیرا .ha ∈ H و ah ∈ H داریم h ∈ H هر برای پس است Hزیرگروه چون (١) اثبات.
.aH = Ha = H که است بدیهͬ بنابراین

رابطه (٢)
f : H −→ aH, f(h) = ah

رابطه .|aH|= |H| پس کنید). (بررسͬ است پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی

g : H −→ Ha, f(h) = ha

کامل اثبات .|Ha|= |H| پس کنید). (بررسͬ است پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی
است.
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داریم. را زیر مهم قضیه حال
ͬ کنیم م تعریف ،u, v ∈ G و هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٨ قضیه

u ≏ v ⇐⇒ u−۱v ∈ H.

است. قرار بر زیر موارد صورت این در
است. G روی ارزی هم رابطه ≏ (١)

.[a] = aH یعنͬ aH با است برابر a ∈ G ارزی هم کلاس (٢)
هستند. افراز ͷی G برای چپ دسته های هم (٣)

.G/≏ = {aH | a ∈ G} داریم (۴)

است. انعکاسͬ ≏ یعنͬ ،u ≏ u لذا و u−۱u = e ∈ H داریم u ∈ G هر برای (١) اثبات.
تمرین و ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق لذا است، زیرگروه H اما .u−۱v ∈ H پس .u ≏ v کنیم فرض
فرض اکنون است. تقارنͬ ≏ و v ≏ u یعنͬ این .v−۱u = (u−۱v)−۱ ∈ H داریم ۵۶ . ٢ . ٢
باید است، زیرگروه H چون .v−۱w ∈ H و u−۱v ∈ H پس .v ≏ w و u ≏ v کنیم

است. ارزی هم نتیجه در و تعدی ≏ لذا و u ≏ w یعنͬ .u−۱vv−۱w = u−۱w ∈ H
داریم ارزی هم کلاس تعریف طبق (٢)

[a] = {g ∈ G | g ≏ a} = {g ∈ G | a ≏ g} =

{g ∈ G | a−۱g ∈ H} a−۱g=h
= {ah | h ∈ H} = aH.

است. G برای افراز ͷی G/≏ ،١ . ١ . ١٢ قضیه طبق (٣)
ببینید) را اول فصل از دوم (صفحه داریم تعریف طبق (۴)

G/≏ = {A ⊆ G | A = [a] که درGباشد {aای =

{A ⊆ G | A = aH که درGباشد {aای =

{aH | a ∈ G}
است. کامل اثبات و

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما بالا قضیه
نشان (G/H)l نماد با را G گروه در H زیرگروه چپ دسته های هم مجموعه .٢ . ٧ . ٩ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم. م
(G/H)l = G/≏ = {aH | a ∈ G}.

داریم بخش این مثال وچهارمین دومین اولین، در ترتیب به .٢ . ٧ . ١٠ مثال

(Z/۳Z)l = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲} Z = ۳Z ∪ (۳Z+ ۱) ∪ (۳Z+ ۲)

(G/H)l = {
(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
H,

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H} G =

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
H ∪

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H

(S۳/H)l = {H, σ۱H, σ۲H} S۳ = H ∪ σ۱H ∪ σ۲H
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داریم. را زیر قضیه حال
ͬ کنیم م تعریف ،u, v ∈ G و هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ١١ قضیه

u ≎ v ⇐⇒ uv−۱ ∈ H.

است. قرار بر زیر موارد صورت این در
است. G روی ارزی هم رابطه ≎ (١)

.[a] = aH یعنͬ aH با است برابر a ∈ G ارزی هم کلاس (٢)
هستند. افراز ͷی G برای راست دسته های هم (٣)

.G/≎ = {Ha | a ∈ G} داریم (۴)

است. قبل قضیه مشابه اثبات.

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما بالا قضیه
نشان (G/H)r نماد با را G گروه در H زیرگروه راست دسته های هم مجموعه .٢ . ٧ . ١٢ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم. م
(G/H)r = G/≎ = {Ha | a ∈ G}.

داریم بخش این مثال چهارمین و دومین اولین، در ترتیب به .٢ . ٧ . ١٣ مثال

(Z/۳Z)r = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲} Z = ۳Z ∪ (۳Z+ ۱) ∪ (۳Z+ ۲)

(G/H)r = {H
(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
, H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
} G = H

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
∪H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H

(S۳/H)r = {H,Hσ۱, Hσ۲} S۳ = H ∪Hσ۱ ∪Hσ۲

آنگاه باشند مشترک عنصر ͷی در کم دست (راست) چپ دسته هم دو هم اگر .١۴ . ٢ . ٧ نتیجه
هستند مساوی هم با

اشتراک افرازها و ͬ باشند م گروه برای افراز راست و چپ دسته های هم بالا قضیه های طبق اثبات.
باشند. مساوی که این مͽر ندارند

هستند. معادل زیر موارد a, b ∈ G هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٧ لم
.aH = bH (١)

.Ha−۱ = Hb−۱ (٢)
.aH ⊆ bH (٣)

.a ∈ bH (۴)
.a−۱b ∈ H (۵)
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.x = ha−۱ که دارد وجود h ∈ H عنصر پس .x ∈ Ha−۱ کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
x−۱ = bh′ لذا .x−۱ = ah−۱ ∈ aH = bH که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق
.x = (x−۱)−۱ = h′−۱b−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق دوباره .h′ ∈ H که
مشابه ،Hb−۱ ⊆ Ha−۱ برعکس، .Ha−۱ ⊆ Hb−۱ لذا و x ∈ Hb−۱ که است واضح حال

.Ha−۱ = Hb−۱ پس است.
تمرین طبق .x = ah که دارد وجود h ∈ H عنصر پس .x ∈ aH کنیم فرض .(۳) ⇐ (۲)
x−۱ = h′b−۱ لذا .x−۱ = h−۱a−۱ ∈ Ha−۱ = Hb−۱ که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢
حال .x = (x−۱)−۱ = bh′−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق دوباره .h′ ∈ H که

.aH ⊆ bH لذا و x ∈ bH که است واضح
.a = ae ∈ aH ⊆ bH داریم پس e ∈ H چون .(۴) ⇐ (۳)

.a−۱b ∈ H لذا و a ≏ b پس .bH = [b] که داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .(۵) ⇐ (۴)
کلاس تعریف طبق .a ≏ b اگر تنها و اگر a−۱b ∈ H که داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .(۱) ⇐ (۵)

.aH = [a] = bH = [b] که است بدیهͬ ارزی هم

هستند. معادل زیر موارد a, b ∈ G هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٧ لم
.Ha = Hb (١)

.a−۱H = b−۱H (٢)
.Ha ⊆ Hb (٣)

.a ∈ Hb (۴)
.ab−۱ ∈ H (۵)

ͬ شود. م اثبات ١۵ . ٢ . ٧ لم مشابه اثبات.

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
داریم H ≤ G و G گروه هر برای .٢ . ٧ . ١٧ قضیه

|(G/H)l|= |(G/H)r|.

ضابطه اثبات.
f : (G/H)l −→ (G/H)r, f(aH) = Ha−۱

١۵ . ٢ . ٧ لم طبق آنگاه باشد aH = bH اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را خوشتعریفͬ ابتدا ͬ گیریم. م نظر در را
.f(aH) = f(bH) یعنͬ این و Ha−۱ = Hb−۱ داریم

است. واضح هم پوشایی است. ١۵ . ٢ . ٧ لم مستقیم نتیجه خوشتعریفͬ مشابه هم بودن ͷبه ی ͷی
رابطه اگر که کنید دقت ͬ آید. م دست به حͺم بنابراین

f : (G/H)r −→ (G/H)l, f(Ha) = a−۱H

بود. کارساز ١۶ . ٢ . ٧ لم ͬ گرفتیم، م نظر در را
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ͬ کند. م رهنمود زیر تعریف به را ما بالا قضیه
اندیس |(G/H)l|= |(G/H)r| یͺتای و اصلͬ عدد به ٢ . ٧ . ١٧ قضیه طبق .٢ . ٧ . ١٨ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش [G : H] با و گوییم G در H زیرگروه

.[Z : ۳Z] = ۳ داریم بخش این اول مثال طبق .٢ . ٧ . ١٩ مثال

.[G : H] = ۲ داریم بخش این دوم مثال طبق .٢ . ٧ . ٢٠ مثال

.[S۳ : H] = ۳ داریم بخش این چهارم مثال طبق .٢ . ٧ . ٢١ مثال

کنید. دنبال را زیر مثال دارد، نامتناهͬ اندیس که آن زیرگروه و گروه ͷی از مثال ͷی دیدن برای

مجموعه {pi}∞i=۱ کنیم فرض همچنین .H = Z و G = (Q,+) کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٢ مثال
صورت به راست یا چپ دسته هم ͷی ،i هر برای است، جمعͬ و آبلͬ گروه چون باشد. اول اعداد

۱
pi

+H = {۱
pi

+ k | k ∈ Z}

آنگاه x ∈ ( ۱
pi
+ Z) ∩ ( ۱

pj
+ Z) باشیم داشته i ̸= j برای اگر حال داشت. خواهیم

۱
pi

+ k = x =
۱
pi

+ k′

پس pi|pipj چون .pipj|pj − pi باید لذا و ۱
pi

− ۱
pj

= k′ − k ∈ Z پس .k, k′ ∈ Z که
تعداد و ندارند اشتراکͬ هیچ دسته ها هم پس است. آشͺار تناقض که pi|pj باید لذا .pi|pj − pi

.[Q : Z] = ∞ یعنͬ است. نامتناهͬ آنها

گروه نظریه و جبر قضایای پرکاربردترین و مهمترین از ͬͺی با را شما که است آن وقت اکنون
صحیح لاگرانژ قضیه عکس اگر تحقیقاتͬ مسایل برخͬ در که جهت این (از افسوس کنیم. آشنا
باید نقض مثال دیدن برای نیست! صحیح لاگرانژ قضیه عکس که ͬ شود) م راحت کار بسیار باشد
قضیه طبق متناهͬ، دوری گروه مانند خاص گروه های برای اما کنید! صبر فصل این آخر بخش تا
سبب لاگرانژ قضیه عکس نبودن صحیح همین چند هر است. صحیح لاگرانژ قضیه عکس ٢٠ . ۶ . ٢

سیلو۴! قضایای جمله از است، شده گروه نظریه در کلیدی قضایای پیدایش
این در .H ≤ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض لاگرانژ) (قضیه .٢ . ٧ . ٢٣ قضیه

.[G : H] = |G|
|H| عبارتͬ به یا |H| | |G| صورت

۴Sylow
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متناهͬ G چون و ͬ کنند. م افراز را G گروه چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق که ͬ دانیم م اثبات.
داریم ٢ . ٧ . ٧ گزاره طبق اما .[G : H] = t پس .G =

∪t
i=۱ aiH کنیم فرض ͬ توانیم م است

بنابراین .|aiH|= |H|

|G|=
t∑

i=۱
|aiH|=

t∑
i=۱

|H|= t|H|= [G : H] |H|

.[G : H] = |G|
|H| عبارتͬ به یا |H| | |G| یعنͬ این و

ببینید. ادامه در را لاگرانژ قضیه از بدیهͬ نتیجه چند
x ∈ G هر برای صورت این در باشد. n مرتبه از متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٧ نتیجه

.xn = e نتیجه در .o(x)| |G| داریم

قضیه طبق لذا و |H|= o(x) داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق .H =< x > ͬ دهیم م قرار اثبات.
.o(x)| |G|= n باید ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ،

است. آبلͬ نتیجه در و دوری اول عدد مرتبه با G متناهͬ گروه هر .٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه

نتیجه طبق .e ̸= x ∈ G کنیم فرض همچنین است. اول عددی p که |G|= p کنیم فرض اثبات.
.o(x) = p باید نیست خنثͬ عنصر x چون .o(x) = p یا o(x) = ۱ نتیجه در .o(x)|p باید قبل
گزاره طبق .< x >⊆ G زیرا .G =< x > باید لذا و |< x > |= p داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق

باشد. آبلͬ G باید ١۴ . ۵ . ٢

داریم ،(o(H), o(K)) = ۱ که K و H زیرگروه های برای ،G متناهͬ گروه در .٢۶ . ٢ . ٧ نتیجه
.H ∩K = {e}

باید بنابراین .|H ∩K| | |K| و |H ∩K| | |H| داریم ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اثبات.
.H ∩K = {e} یعنͬ .|H ∩K| | (|H|, |K|) = ۱

عدد به نسبت n صحیح عدد اگر که ͬ گوید م ،٢۴ . ١ . ٢ قضیه اویلر‐فرما، قضیه .٢ . ٧ . ٢٧ مثال
ساده ای اثبات اکنون مطلب این است. اویلر تابع φ که nφ(m) m≡ ۱ آنگاه باشد اول m صحیح
قرار G در n̄ که داریم ۵٢ . ٢ . ٩ تمرین طبق بͽیریم. نظر در را G = U(Zm) گروه است کافͬ دارد.
داریم Z در پس .n̄φ(m) = ۱̄ ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. |G|= φ(m) باید و دارد

.nφ(m) m≡ ۱

است.
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
صورت به جمله ای دو بسط در جملات ضریب که ͬ دانیم م .٢ . ٧ . ٢٨ مثال

چیزی باشد k = ۰ یا و n = m اگر است! صحیح عدد ͷی حاصل این که دهیم نشان ͬ خواهیم م
فرض .|Sn|= n! داریم ٢ . ٣ . ٨ قضیه طبق ͬ گیریم. م نظر در را Sn گروه حال نداریم. اثبات برای
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که باشد Sn اعضای از مجموعه ای H کنیم
کند، عمل ثابت {k + ۱, k + ۲, ..., n} روی و جایͽشت {۱,۲, ..., k} مجموعه روی
کند. عمل جایͽشت {k + ۱, k + ۲, ..., n} روی و ثابت {۱,۲, ..., k} مجموعه روی

به اما .|H| | n! داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق .H ≤ Sn که ͬ دهد م نشان بررسͬ ͷی
است. |H|= k! (n− k)! ضرب اصل طبق

است. مثبت پاسخ است؟ صحیح عدد ͷی (mn)!
(m!)n

آیا ،n و m طبیعͬ اعداد برای .٢ . ٧ . ٢٩ مثال
شͺل به را mn تا ١ اعداد

۱,۲, ...,m; m+ ۱,m+ ۲, ...,۲m; ۲m+ ۱,۲m+ ۲, ...,۳m; ...;

(n− ۱)m+ ۱, (n− ۱)m+ ۲, ..., nm

ͬ گیریم. م نظر در را Smn گروه حال شده اند! جدا ویرگول ها نقطه توسط عدد m تا n ͬ نویسیم. م
که باشد Smn اعضای از مجموعه ای H کنیم فرض .|Smn|= (mn)! داریم ٢ . ٣ . ٨ قضیه طبق

کند، عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {۱,۲, ...,m} مجموعه روی
کند، عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {m+۱, , ...,۲m} مجموعه روی
عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {۲m + ۱, , ...,۳m} مجموعه روی

... کند،
کند. عمل ثابت ویرگول بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {(n− ۱)m, ..., nm} مجموعه روی

به اما .|H| | n! داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق .H ≤ Sn که ͬ دهد م نشان بررسͬ ͷی
است. |H|= m! m! ...m! = (m! )n ضرب اصل طبق

آنها اثبات برای مقدماتͬ قضیه ها این آوردن از قبل ͬ بریم. م پایان به قضیه سه با را بخش این
ͬ کنیم. م معرفͬ را تراگشت۵ͬ مفهوم ابتدا داریم. لازم

T ⊆ G گوییم .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣٠ تعریف
T از عنصر ͷی حاوی دقیقا چپ دسته هم هر اگر است G در H برای چپ تراگشتͬ (الف)

باشد.
T از عنصر ͷی حاوی دقیقا چپ دسته هم هر اگر است G در H برای راست تراگشتͬ (ب)

باشد.
باشد. راست تراگشتͬ و چپ تراگشتͬ اگر است G در H برای تراگشتͬ (ج)

تراگشتͬ ͷی T = {۰,۱,۲} زیرمجموعه بیاورید! یاد به را بخش این مثال اولین .٢ . ٧ . ٣١ مثال
است. Z در ۳Z برای

ͷی T = {σ۱, σ۲, σ۳} زیرمجموعه بیاورید! یاد به را بخش این مثال چهارمین .٢ . ٧ . ٣٢ مثال
در H برای دیͽر تراگشتͬ ͷی T = {σ۱, σ۴, σ۵} زیرمجموعه است. S۳ در H برای تراگشتͬ

است. S۳
۵transversal

٧٢



است! شده تضمین انتخاب اصل ͷکم با (راست) چپ تراگشتͬ مجموعه وجود .٢ . ٧ . ٣٣ تذکر
دسته های همه که کنید دقت کنیم. انتخاب عنصر ͷی دقیقا چپ دسته های هم از است کافͬ زیرا
تراگشتͬ ͷی T اگر که است بدیهͬ بسیار لذا هستند. افراز گروه برای چون هستند مجزا هم از چپ

.|T |= [G : H] آنگاه باشد G از H زیرگروه برای (راست) چپ

مثال های در نیست. راست تراگشتͬ ͷی لزوما زیرگروه ͷی برای چپ تراگشتͬ ͷی .٣۴ . ٢ . ٧ تذکر
بعد بخش در که است نرمال زیرگروه مطلب این علت بودند! هم راست چپ، ͬ های تراگشت بالا
تراگشتͬ ͷی چپ تراگشتͬ ͷی که ͬ پذیریم) م اثبات بدون (ما ͬ شود م اثبات واقع در ͬ کنیم. م مطالعه

باشد. نرمال زیرگروه H اگر تنها و اگر است G گروه از H زیرگروه برای راست

در H برای چپ تراگشتͬ ͷی T اگر .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۵ . ٢ . ٧ لم
و t ∈ T که است th شͺل به یͺتا صورت به G عنصر هر و G =

∪
t∈T tH آنگاه باشد G

.h ∈ H

فرض ͬ توانیم م یعنͬ ͬ کنند، م افراز را G گروه G در H چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق اثبات.
دسته هم از حال .G =

∪
i∈I aiH و [G : H] = |I|= |T | که دارد وجود چنان I مجموعه کنیم

مشترک ti عنصر در tiH و aiH چپ دسته هم اکنون پس دارد. قرار T در ti نماینده aiH چپ
که ͬ دهد م نشان این .aiH = tiH باید ١۴ . ٢ . ٧ نتیجه طبق لذا و هستند

G =
∪
i∈I

aiH =
∪
t∈T

tH.

پس .h, h′ ∈ H و t, t′ ∈ T که شود نوشته t′h′ = g = th صورت به g ∈ G کنیم فرض
باید ١۴ . ٢ . ٧ نتیجه طبق لذا دارند. مشترک عنصر t′H و tH دسته هم دو یعنͬ این و th ∈ t′H

باشد. h = h′ باید و th = th′ لذا و t = t′ باید است چپ تراگشتͬ T چون .tH = t′H

صورت این در .K ≤ H ≤ G و یاشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۶ . ٢ . ٧ قضیه

[G : K] = [G : H] [H : K].

که دارند وجود چنان S ⊆ H و T ⊆ G چپ ͬ های تراگشت که بالا) اول (تذکر ͬ دانیم م اثبات.
داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .[H : K] = |S| و [G : H] = |T |

G =
∪
t∈T

tH H =
∪
s∈S

sK

لذا و
G =

∪
t∈t

t(
∪
s∈S

sK) =
∪
t∈T

∪
s∈S

tsK =
∪

(t,s)∈T×S

tsK.

باید آنگاه هستند مجزا tsK چپ هم دسته های که نشان دهیم اگر

[G : K] = |T × S|= |T | |S|= [G : H] [H : K].
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چون .k ∈ K که ts = t′s′k یعنͬ این و ts ∈ t′s′K لذا .tsK = t′s′K کنیم فرض پس
داشت خواهیم مشابه کاملا روشͬ با بنابراین .tsH = t(sH) = tH پس s ∈ K ≤ H

G در H برای چپ تراگشتͬ T اما .tH = t′H پس .tsH = t′s′kH = t′(s′k′H) = t′H
S اما .sK = s′kK = s′(kK) = s′K یعنͬ .s = s′k داریم بلافاصله .t = t′ باید لذا است

.s = s′ باید لذا است H در K برای چپ تراگشتͬ
اولین طبق کنیم. پیدا را G = (۳Z,+) گروه در ۱۵Z زیرگروه اندیس ͬ خواهیم م .٢ . ٧ . ٣٧ مثال

داریم ٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق .[Z : ۱۵Z] = ۱۵ و [Z : ۳Z] = ۳ داریم بخش این مثال

[۳Z : ۱۵Z] = [Z : ۱۵Z]
[Z : ۳Z] = ۵.

صورت این در .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣٨ قضیه

[G : H ∩K] ≤ [G : K].

.G = KH اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی بالا در ،[G : K] < ∞ وقتͬ همچنین

ضابطه حال است. K و H زیرگروه K ∩H که کنید دقت ابتدا اثبات.

f : (H/(H ∩K))l −→ (G/K)l, f(h(H ∩K)) = hK

١۵ . ٢ . ٧ لم از آنگاه h(H ∩K) = h′(H ∩K) کنیم فرض اگر زیرا است. خوشتعریف تابع ͷی
f(h(H∩K)) = یعنͬ hK = h′K باید ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق دوباره .h−۱h′ ∈ H∩K ≤ K باید

.f(h′(H ∩K))
اما .h−۱h′ ∈ K ١۵ . ٢ . ٧ لم از آنگاه hK = h′K باشیم داشته h, h′ ∈ H برای اگر حال
یعنͬ .h(H ∩K) = h′(H ∩K) باید ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق و h−۱h′ ∈ H ∩K پس h−۱h ∈ H

پس است. ͷبه ی ͷی f

[G : H ∩K] = |(H/(H ∩K))l|≤ |(G/K)l|= [G : K].

ͷبه ی ͷی f زیرا است. پوشا f یعنͬ این .[G : H ∩K] = [G : K] کنیم فرض دوم، قسمت برای
درنظر را gK چپ دسته هم .g ∈ G کنیم فرض حال است. |(G/K)l|= [G : K] < ∞ و

که دارد وجود چنان h ∈ H عنصر است، پوشا f چون ͬ گیریم. م

hK = (fh(H ∩K)) = gK.

.G ⊆ HK لذا و g = hh−۱g = h(h−۱g) ∈ HK پس .h−۱g ∈ K داریم ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق
.G = KH باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق و G = HK پس .HK ⊆ G که است واضح

نظر در را gK چپ دسته هم .G = HK باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق .G = KH کنیم فرض اکنون
داریم حال .k ∈ K و h ∈ H که g = hk پس ͬ گیریم. م

f(h(H ∩K)) = hK = hkk−۱K = (hk)k−۱K = hkK = gK

است. کامل اثبات و است پوشا f یعنͬ
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G گروه در متناهͬ اندیس با زیرگروه های K و H کنیم فرض پوانکاره) (قضیه .٢ . ٧ . ٣٩ قضیه
و [G : H ∩K] < ∞ که داریم صورت این در باشند.

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K].

.G = KH اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی بالا در همچنین

که داریم ٢ . ٧ . ٣٨ قضیه طبق و ٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق .(H ∩K) ≤ H ≤ G که ͬ دانیم م اثبات.

[G : (H ∩K)] = [G : H] [H : (H ∩K)] ≤ [G : H] [G : K] < ∞.

رخ تساوی است) ما منظور مساوی یا کوچͺتر (آخرین بالا در ٢ . ٧ . ٣٨ قضیه طبق دوم، قسمت برای
.G = HK اگر تنها و اگر [H : (H ∩K)] = [G : K] اگر تنها و اگر ͬ دهد م

شده حل تمرین های

بنویسید. را چپ دسته های هم Q۸ گروه از H = {۱,−۱, j,−j} زیرگروه برای .۴٢ . ٧ . ٠ تمرین

داریم حال است. H خود دسته ها هم از ͬͺی حل.

iH = {i,−i, ij, i(−j)} = {i,−i, k,−k} = (−i)H

jH = {j,−j, j۲,−j۲} = {j,−j,−۱,۱} = H = (−j)H

kH = {k,−k, kj, k(−j)} = {k,−k,−i, i} = (−k)H

.{i,−i, k,−k} دیͽری و H ͬͺی داریم چپ دسته هم دو پس

زیرگروه و G×G گروه برای باشد. G = (R,+) کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ١ تمرین

H = {(x,۰) ∈ G×G | x ∈ R}

xها). محور H و است مختصات صفحه همان G×G) کنید معلوم را چپ دسته های هم

داریم است جمعͬ گروه چون ،(u, v) ∈ G×G ثابت ولͬ دلخواه عنصر برای حل.

(u, v) +H = {(u, v) + (x,۰) | (x,۰) ∈ H} =

{(u+ x, v) | x, u, v ∈ R}

x محور موازی خطوط یعنͬ دارند. v عرض همواره که مختصات صفحه در نقاط همه یعنͬ این و
داریم. چپ دسته هم بیشمار پس ها!

کنید. معلوم را چپ دسته های هم Z زیرگروه  و G = (R,+) گروه برای .۴٢ . ٧ . ٢ تمرین
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گروه چون .۰ ≤ ϵ < ۱ و صحیح عدد n که است n+ ϵ صورت به r حقیقͬ عدد هر حل.
داریم است جمعͬ

r + Z = {r + x | x ∈ Z} = {n+ ϵ+ x | x ∈ Z} =

{m+ ϵ | m ∈ Z} =

چپ دسته هم بیشمار پس .۰ ≤ ϵ < ۱ که هستند ϵ+Z صورت به چپ دسته های هم یعنͬ این و
داریم.

دهید نشان .{e} با مخالف زیرگروه ͷی H و باشد دوری گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٣ تمرین
است. متناهͬ [G : H]

(چرا؟). k ∈ N که H =< xk > داریم ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق .G =< x > کنیم فرض حل.
داریم xi ∈ G ثابت و دلخواه عنصر برای حال

xiH = {xih | h ∈ H} = {xi(xk)j | j ∈ Z} =

{xixjk | j ∈ Z} = {xi+jk | j ∈ Z}.

انتخاب {۰,۱,۲, ..., k−۱} مجموعه از i باید نشود حاصل تکراری چپ دسته هم که این برای
.[G : H] = k یعنͬ شود.

و اگر است متناهͬ G \H صورت این در .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۴۴ . ٢ . ٧ تمرین
باشد. متناهͬ G یا G = H اگر تنها

قضیه طبق است. متناهͬ G ͬ دهیم م نشان .G ̸= H و است متناهͬ G \H کنیم فرض حل.
است. H خود چپ دسته های هم این از ͬͺی ͬ کنند. م افراز را G گروه چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨

بنویسیم ͬ توانیم م پس
G = H ∪ (

∪
e ̸=a∈G

aH)

.
∪

e ̸=a∈G aH ⊆ (G \H) روشنͬ به .G ̸= H زیرا است، ناتهͬ حتما
∪

e ̸=a∈G aH آن در که
Hنامتناهͬ اگر زیرا باشد. متناهͬ باید Hنیز که ͬ دهد م نشان این است. متناهͬ

∪
e̸=a∈G aH ∪یعنͬ

e ̸=a∈G aH چون دارد. وجود ... و h۳ ،h۲ ،h۱ مانند متمایز عنصر نامتناهͬ H در آنگاه باشد
hi = hj که ͬ دهد م نشان این .ahi = ahj باید لذا و است متناهͬ aH پس است، متناهͬ
متناهͬ G باید پس متناهͬ

∪
e ̸=a∈G aH و متناهͬ H حال است. آشͺار تناقض که (چͽونه؟)

باشد.
است. بدیهͬ بسیار برعکس،

دوری عضوی pq گروه ͷی از سره زیرگروه هر که دهید نشان q و p اول اعداد برای .۴۵ . ٢ . ٧ تمرین
است.

کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی است، خنثͬ عنصر شامل فقط که سره زیرگروه برای حل.
پس .|H| | pq باید ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. G از نابدیهͬ سره زیرگروه ͷی H

است. تمام کار ٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه طبق صورت هر در است. q یا و p با برابر |H|
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نابدیهͬ سره زیرگروه G دهید نشان باشد. اول عدد مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .۴۶ . ٢ . ٧ تمرین
ندارد.

|H| ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. G از نابدیهͬ سره زیرگروه H کنیم فرض حل.
آشͺار تناقض که دارد خودش و ١ غیر شمارنده اول عدد یعنͬ این اما بشمارد. را گروه مرتبه باید

است.

را G که باشد G از اعضای تعداد کمترین d(G) و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٧ تمرین
.|G|≥ ۲d(G) که دهید نشان ͬ کند. م تولید

.G =< g۱, g۲, ..., gk > کنیم فرض همچنین .d(G) = k ͬ کنیم م فرض راحتͬ برای حل.
d(H) = کنیم فرض .d(H) = k − ۱ ͬ کنیم م ادعا .H =< g۱, ..., gk−۱ > ͬ دهیم م قرار

داریم بررسͬ ͷی با لذا و H =< h۱, ..., ht > پس .t < k − ۱

G =< g۱, ..., gk >=< H, gk >=<< h۱, ..., ht >, gk >=< h۱, ..., ht, gk > .

پس است. k از ما انتخاب با تناقض در که ͬ شود م تولید عنصر k از کمتر تعداد با G یعنͬ این
G =< ∅ >= {e} آنگاه k = ۰ اگر ͬ کنیم. م اثبات اسقرا با را حͺم حال .d(H) = k − ۱
درست d(H ′) < k که H ′ گروه هر برای حͺم کنیم فرض حال است. برقرار حͺم وضوح به و
قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اما .۲k−۱ ≤ |H| داریم d(H) < k چون .|H ′|≥ ۲d(H′) یعنͬ باشد،
تعداد با G یعنͬ این و H = G آنگاه باشد l = ۱ اگر .l ∈ N که |G|= l |H| داریم ،٢ . ٧ . ٢٣

داریم لذا .l ≥ ۲ پس است. k از ما انتخاب با تناقض در که ͬ شود م تولید عنصر k از کمتر

|G|= l |H|≥ ۲ ۲k−۱ = ۲k.

[G : H] = m دهید قرار .H,K ≤ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٨ تمرین
مضرب کوچͺترین c آن در که c ≤ [G : (H ∩ K)] ≤ mn دهید نشان .[G : K] = n و

ͬ دهد. م رخ تساوی باشند اول هم به نسبت n و m اگر نتیجه در است. n و m مشترک

٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق پس .(H ∩K) ≤ K ≤ G و (H ∩K) ≤ H ≤ G که ͬ دانیم م حل.
داریم

[G : (H ∩K)] = [G : H] [H : (H ∩K)] = m[H : (H ∩K)]

[G : (H ∩K)] = [G : K] [K : (H ∩K)] = n[K : (H ∩K)].

پوانکاره، قضیه طبق اما .c|[G : (H ∩K)] لذا و n|[G : (H ∩K)] و m|[G : (H ∩K)] پس
داریم ،٢ . ٧ . ٣٩ قضیه

[G : (H ∩K)] ≤ [G : H] [G : K] = mn.

نداریم. اثبات برای چیزی است c = mn چون دوم، قسمت برای

باشیم داشته که طوری به باشند G متناهͬ گروه از زیرگروه هایی K و H کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٩ تمرین
.HK = KH نتیجه در و G = HK که دهید نشان .([G : H], [G : K]) = ۱
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داریم قبلͬ تمرین طبق پس .H ∩K = {e} داریم ٢۶ . ٢ . ٧ نتیجه طبق حل.

|G|= [G : {e}] = [G : (H ∩K)] = [G : H] [G : K].

.|G|= |K| [G : K] و |G|= |H| [G : H] داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اما
باید ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق اکنون .|G|= |K| |H|= [G : H][G : K] که ͬ  کند م ایجاب این
نتیجه دوم قسمت .G = HK که ͬ شود م نتیجه HK ⊆ G چون .|HK|= |K| |H|= |G|

است. ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره از بدیهͬ
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قسمتͬ خارج گروه و نرمال زیرگروه های ٢ . ٨

ذره بین زیر را زیرگروه ها همه نیست لازم داریم. جدید ابزاری به نیاز گروه ها بهتر شناخت برای
ͬ کنیم. م معرفͬ را جدیدی زیرگروه بخش این دهیم. قرار

است نرمال G در N زیرگروه گوییم .N ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ١ تعریف
این با است معادل مطلب این .xnx−۱ ∈ N باشیم داشته n ∈ N هر و x ∈ G هر برای هرگاه

ͬ دهیم. م نشان N � G با را نرمال زیرگروه .xNx−۱ ⊆ N که

.{e} � G و G � G که است واضح G گروه هر برای .٢ . ٨ . ٢ مثال

داریم x ∈ G هر برای که ͬ شود م نتیجه است، آبلͬ Z(G) ،G گروه برای چون .٢ . ٨ . ٣ مثال
.Z(G) = xZ(G)x−۱ � G

است. نرمال زیرگروه ͷی آبلͬ گروه ͷی از زیرگروه هر .۴ . ٢ . ٨ مثال

که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .۵ . ٢ . ٨ مثال

H = {
(
a b
۰ c

)
| a, b, c ∈ R, a ̸= ۰, c ̸= ۰}

برای زیرا نیست. نرمال زیرگروه این اما است. GL۲(R) از زیرگروه ͷ۰)ی ۱
۱ ۰

)
∈ GL۲(R)

(۱ ۱
۰ ۱

)
∈ H

۰)داریم ۱
۱ ۰

)(۱ ۱
۰ ۱

)(۰ ۱
۱ ۰

)−۱
=

(۱ ۰
۱ ۰

)
̸∈ H.

زیرگروه G گروه هر برای .۶ . ٢ . ٨ مثال

N =< {x۲ | x ∈ G} >

داریم ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق .y ∈ N کنیم فرض است. نرمال

y = (x۲
۱)

ϵ۱(x۲
۲)

ϵ۲ ... (x۲
k )

ϵk = (xϵ۱
۱ )۲(xϵ۲

۲ )
۲ ... (xϵk

k )۲.

داریم ۶٢ . ٢ . ٢ تمرین ͷکم با g ∈ G هر برای اکنون

gyg−۱ = g(xϵ۱
۱ )۲(xϵ۲

۲ )۲ ... (xϵk
k )۲g−۱ =

g(xϵ۱
۱ )۲g−۱ g(xϵ۲

۲ )۲g−۱ g ... g−۱ g(xϵk
k )۲g−۱ =

(gxϵ۱
۱ g−۱)۲ (gxϵ۲

۲ g−۱)۲ g ... g−۱ (gxϵk
k g−۱)۲

نرمال N باید لذا است. N عنصر gyg−۱ پس (چرا؟). هستند N از عضوی پرانتز داخل عبارات
باشد.
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نیست. نرمال S۳ از N =< σ۶ >= {σ۱, σ۶} زیرگروه ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق .٢ . ٨ . ٧ مثال
.σ۲σ۶σ

−۱
۲ ̸∈ N زیرا

ͬ کند. م ساده نیز را نرمال زیرگروه از مثال ساختن است. گشا راه بسیار موارد برخͬ در زیر گزاره
صورت این در .[G : N ] = ۲ و N ≤ G باشد، گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ٨ گزاره

.N � G

باید پس .g ̸∈ N کنیم فرض پس .gNg−۱ ⊆ N که است واضح آنگاه g ∈ N اگر اثبات.
پس .n, n′ ∈ N که ng = n′ آنگاه Ng = N مثلا اگر زیرا .Ng ̸= N و gN ̸= N
قضیه طبق Ng راست دسته هم و gN چپ دسته هم حال است. تناقض این و g = n−۱n′ ∈ N
زیرا ،N ∪ gN = G = N ∪Ng یعنͬ ͬ کنند، م افراز را G ،N ͷکم با ٢ . ٧ . ١١ قضیه و ٢ . ٧ . ٨
در طرفین باضرب .gN = Ng باید پس ،Ng ∩N = ∅ و gN ∩N = ∅ حال .[G : N ] = ۲

است. نرمال N بنابراین .gNg−۱ = N داریم چپ سمت از g−۱

قضیه طبق زیرا است. نرمال N = {۱,−۱, i,−i} زیرگروه Q۸ آبلͬ غیر گروه در .٢ . ٨ . ٩ مثال
باشد نرمال N باید ٢ . ٨ . ٨ گزاره طبق پس .[G : N ] = |G|

|N | = ۲ داریم ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ،
ͬ شناسید؟). م Q۸ از دیͽری نرمال زیرگروه های (چه

این نرمال زیرگروه در اما .K ≤ G آنگاه K ≤ H ≤ G اگر که ͬ شود م مشاهده آسانͬ به
ببینید. را زیر مثال نیست. برقرار خاصیت

ͬ دهیم م قرار ٣٢ . ۶ . ٢ تمرین طبق .G = D۴ کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٠ مثال

N = {e, τ}, N ′ = {e, σ۲, τ, σ۲τ}.

از پس (چرا؟) [N ′ : N ] = ۲ و [G : N ′] = ۲ اما .N ≤ N ′ ≤ G که دید ͬ توان م آسانͬ به
.στσ−۱ ̸∈ N زیرا .N ̸� G که است درحالͬ این .N ′ � G و N � N ′ داریم ٢ . ٨ . ٨ گزاره

کنید. مقایسه ٢ . ٨ . ٨ گزاره با را زیر قضیه
که [G : N ] = p و N ≤ G باشد، k مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ١١ قضیه

.N � G صورت این در .p | k شرط با اول عدد کوچͺترین p آن در

ͬ کنیم: م اثبات را زیر ادعاهای اول اثبات.
.xm ̸∈ N داریم ۱ ≤ m ≤ p− ۱ هر برای آنگاه x ̸∈ N اگر :١ ادعا

داریم q | k که q اول عدد هر برای پس ͬ شمارد، م را k که است اول عدد کوچͺترین p چون
،١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه طبق پس (چͽونه؟). (m, k) = ۱ که ͬ کند م ایجاب این .(m, q) = ۱
.xm ∈ N کنیم فرض خلف، برهان به اکنون .rk+ sm = ۱ که دارند وجود s و r صحیح اعداد

داریم ٢۴ . ٢ . ٧ نتیجه طبق پس

x = xrk+sm = xrkxsm = xsm.
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ͬ شود. م اثبات ادعا و است تناقض این و x ∈ N لذا و دارد قرار N در بالا تساوی چپ سمت
آنگاه x ̸∈ N اگر :٢ ادعای

N ∪ xN ∪ x۲N ∪ ... ∪ xp−۱N

است. G برای افراز
xj−i ∈ N باید لذا و xj−iN = N پس .۰ ≤ i < j ≤ p− ۱ که xiN = xjN کنیم فرض

پس [G : N ] = p چون حال ͬ کند. م نقض را ١ ادعا این (چرا؟).

N ∪ xN ∪ x۲N ∪ ... ∪ xp−۱N

است. G برای افراز
کنیم فرض بنابراین .yNy−۱ ⊆ N داریم وضوح به آنگاه y ∈ N اگر .y ∈ G کنیم فرض
در .z = yny−۱ ̸∈ N که دارد وجود چنان n ∈ N عنصر آنگاه yNy−۱ ̸⊆ N اگر .y ̸∈ N

پس .x = z ͬ دهیم م قرار ،٢ ادعای و ١ ادعای

N ∪ zN ∪ z۲N ∪ ... ∪ zp−۱N

پس .x = y ͬ دهیم م قرار ،٢ ادعای و ١ ادعای در لذا و y ̸∈ N طرفͬ از است. G از افراز ͷی

N ∪ yN ∪ y۲N ∪ ... ∪ yp−۱N

۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق .yN = ziN که دارد وجود ۰ ≤ i ≤ p − ۱ پس است. G از افراز ͷی
زیرگروه N چون .niy−۱ ∈ N باید نتیجه در .N = niy−۱N لذا و yN = yniy−۱N داریم
لذا و است زیرگروه N دوباره اما .y−۱ = n−iniy−۱ ∈ N و است ni ∈ N پس ،n ∈ N و

است. نرمال زیرگروه N و yNy−۱ ⊆ N بنابراین است. آشͺار تناقض که y ∈ N

ͬ دهد. م دست به نرمال زیرگروه از دیͽری معادل تعریف های زیر گزاره
معادل زیر شرایط صورت این در .N ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٢ گزاره

هستند.
است. نرمال زیرگروه N (١)

.gNg−۱ = N داریم g ∈ G هر برای (٢)
.gN = Ng داریم g ∈ G هر برای (٣)

.(gN)(g′N) = (gg′)N داریم G در g′ و g هر برای (۴)

که داریم g ∈ G هر برای اما .gNg−۱ ⊆ N ،g ∈ G هر برای که ͬ دانیم م .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
چپ سمت از طرفین ضرب با حال (چرا؟). g−۱N(g−۱)−۱ = g−۱Ng ⊆ N لذا و g−۱ ∈ G

ͬ شود. م حاصل حͺم بنابراین .N ⊆ gNg−۱ که ͬ شود م نتیجه g−۱ در راست سمت از و g در
کنید). ضرب مناسب عبارت های در را (طرفین است واضح .(۳) ⇐ (۲)

که داریم فرض ͷکم با .(۴) ⇐ (۳)

(gN)(g′N) = gNg′N = (gNg′)N = (gg′N)N = gg′NN = gg′N = (gg′)N.
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پس .g′ = g−۱ ͬ دهیم م قرار است، برقرار g′ و g هر برای فرض چون .(۱) ⇐ (۴)

(gNg−۱)N = (gN)(g−۱N) = (gg−۱)N = N.

پس .x ∈ gNg−۱ \ N کنیم فرض ͬ تواتیم م صورت این غیر در زیرا .gNg−۱ ⊆ N باید لذا
است. آشͺار تناقض که y = n′n−۱ ∈ N بنابراین .n, n′ ∈ N که yn = n′ داریم

داریم. را زیر نتایج اکنون
زیر موارد صورت این در .N �G و H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٣ نتیجه

است. برقرار
.HN ≤ G (الف)

.H ∩N � H (ب)
.HN = NH (ج)

.N � NH (د)

.hn ∈ HN کنیم فرض .HN = NH دهیم نشان است کافͬ ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق (الف) اثبات.
که hn = n′h ∈ NH لذا و hN = Nh داریم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره از پس است نرمال N چون

است. کامل اثبات .NH ⊆ HN مشابه روش به و HN ⊆ NH بنابراین .n′ ∈ N
x ∈ H ∩ N کنیم فرض حال ͬ آید. م دست به ١٢ . ۴ . ٢ گزاره طبق H ∩ N بودن زیرگروه (ب)
باید لذا .hxh−۱ ∈ N پس است نرمال N اما .hxh−۱ ∈ H که است واضح .h ∈ H و

.H ∩N � H یعنͬ hxh−۱ ∈ H ∩N
ببینید. را ٢ . ٨ . ٣٧ تمرین (ج)

و hN = Nh داریم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره طبق است نرمال N چون .nh ∈ NH کنیم فرض (د)
لذا .nN = Nn

(nh)N = n(hN) = n(Nh) = (nN)h = (Nn)h = N(nh)

ͬ شود. م حاصل حͺم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره طبق و

نرمال NN ′ صورت این در .N,N ′ � G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٨ نتیجه
است.

داریم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره از (٣) قسمت طبق .g ∈ G کنیم فرض اثبات.

gNN ′g−۱ = NgN ′g−۱ = NN ′gg−۱ = NN ′

است. نرمال NN ′ لذا و
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برقرار زیر موارد صورت این در باشد. G گروه نرمال زیرگروه N کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٨ نتیجه
است.

و ͬ دهیم م نمایش G/N با لحظه این از را آن (و (G/N)r = (G/N)l داریم همواره (الف)
گوییم). دسته ها هم مجموعه آن به
یعنͬ دسته های همه مجموعه (ب)

G/N = {gN | g ∈ G} = {Ng | g ∈ G}

دوتایی عمل با

(gN)(g′N) = (gg′)N (Ng)(Ng′) = N(gg′)

است. گروه ͷی

ͬ گذارد. نم باقͬ اثبات برای چیزی ٢ . ٨ . ١٢ گزاره (٣) حالت (الف) اثبات.
باشد yN = y′N و xN = x′N اگر و است (چپ) دسته هم ͷی (gg′)N که شود دقت (ب)

آنگاه
(xy)N = (xN)(yN) = (x′N)(y′N) = (x′y′)N

eN = N چپ دسته هم است. خوشتعریف اصطلاح به یا است تابع ͷی بالا دوتایی عمل یعنͬ این و
G از هم پذیری شرکت است. g−۱N صورت به gN (چپ) دسته هم وارون است. خنثͬ عنصر

ͬ رسد. م ارث

گوییم. قسمتͬ خارج گروه شد، حاصل ١۵ . ٢ . ٨ نتیجه در که گروهͬ به .١۶ . ٢ . ٨ تعریف

که دیدیم قبل بخش در .٢ . ٨ . ١٧ مثال

Z/۳Z = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲}.
عملا ī با ۳Z+ i نماد تعویض با پس دارند، ۰ ≤ i < ۳ باقیمانده ٣ بر که اعدادی یعنͬ ۳Z+ i

داریم
Z/۳Z = {۰̄, ۱̄, ۲̄}.

است. (Z۳,+) آشنای گروه همان که

پس است. جمع) عمل (با Q نرمال زیرگروه Z که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .٢ . ٨ . ١٨ مثال
و دهیم تشͺیل را Q/Z قسمتͬ خارج گروه ͬ توانیم م

G = Q/Z = {a
b
+ Z | a

b
∈ Q}.

زیرا است. متناهͬ عنصر هر مرتبه که این جالب است! Z خنثͬ عنصر G گروه برای

b(
a

b
+ Z) = a+ Z = Z.
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نرمال زیرگروه ͷی باید آن از قبل ͬ کنیم. م بیان را قسمتͬ خارج گروه مفید خواص برخͬ اکنون
کنیم. معرفͬ را مهم

x = عنصر ،a, b ∈ G هر برای صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٩ تعریف
مشتق زیرگروه را G جابجاگرهای توسط شده تولید گروه گوییم. جابجاگر ͷی را aba−۱b−۱

،G′′ = (G′)′ که کنیم تعریف ͬ توانیم م استقرا به همچنین ͬ دهیم. م نمایش G′ با و نامیم G
گوییم. nام مرتبه مشتق گروه آن به و G(n) = (G(n−۱))′ ،...

دلیل همین به .G′ = {e} لذا و است e آن جابجاگر تنها باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر .٢ . ٨ . ٢٠ مثال
هستند!!!

∫
{e} جواب آبلͬ گروه های همه چون نداریم! مشتق گروه ضد معنͬ به گروه انتگرال

عنصر ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق آنگاه باشد جابجاگر ͷی x = aba−۱b−۱ ∈ G اگر .٢ . ٨ . ٢١ مثال
است. جابجاگر ͷی نیز x−۱

همه برابر n ≥ ۲ برای GLn(R) گروه مشتق زیرگروه که ͬ پذیریم م اثبات بدون .٢ . ٨ . ٢٢ مثال
دارند. ١ دترمینان که است ماتریس هایی

نیز yxy−۱ ،y ∈ G هر برای آنگاه باشد جابجاگر ͷی x = aba−۱b−۱ ∈ G اگر .٢ . ٨ . ٢٣ مثال
داریم زیرا است. جابجاگر

yxy−۱ = yaba−۱b−۱y−۱ = yay−۱ yby−۱ ya−۱y−۱ yb−۱y−۱ =

(yay−۱) (yby−۱) (ya−۱y−۱) (yb−۱y−۱) = uvu−۱v−۱.

.Q′′
۸ = {۱} لذا و Q′

۸ = {−۱,۱} که ͬ دهد م نشان راست سر محاسبه ͷی .٢۴ . ٢ . ٨ مثال

است. برقرار زیر موارد صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٨ قضیه
.G′ � G (الف)

است. آبلͬ G/G′ (ب)
.G′ ⊆ N اگر تنها و اگر است آبلͬ G/N آنگاه N � G اگر (ج)

گزاره طبق پس .x ∈ G′ کنیم فرض حال است. واضح تعریف از G′ بودن زیرگروه (الف) اثبات.
داریم ۵ . ۵ . ٢

x = (a۱b۱a
−۱
۱ b−۱

۱ )ϵ۱(a۲b۲a
−۱
۲ b−۱

۲ )ϵ۲ ...(akbka
−۱
k b−۱

k )ϵk ϵi ∈ {−۱,۱}

(aibia
−۱
i b−۱

i )−۱ ،۵۶ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق آنگاه ϵi = −۱ اگر که شود دقت ابتدا در
داریم g ∈ G هر برای اکنون است. جابجاگر هم باز

gxg−۱ = g[(a۱b۱a
−۱
۱ b−۱

۱ )ϵ۱(a۲b۲a
−۱
۲ b−۱

۲ )ϵ۲ ...(akbka
−۱
k b−۱

k )ϵk ]g−۱ =

g(a۱b۱a
−۱
۱ b−۱

۱ )ϵ۱g−۱ g(a۲b۲a
−۱
۲ b−۱

۲ )ϵ۲g−۱ ... g(akbka
−۱
k b−۱

k )ϵkg−۱ =

gxϵ۱
۱ g

−۱ gxϵ۲
۲ g−۱ ... gxϵk

k g−۱
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داشت خواهیم است زیرگرده G′ چون لذا و هستند جابجاگر gxϵi
i g

−۱ از کدام هر بالا مثال طبق اما
ͬ شود. م اثبات (الف) و gxg−۱ ∈ G′

فرض حال هستند. aG′ شͺل به G/G′ اعضای ͬ دانیم م قسمتͬ، خارج گروه تعریف طبق (ب)
b−۱a−۱baG′ = G′ پس دارد. قرار G′ در b−۱a−۱ba جابجاگر که ͬ دانیم م .a, b ∈ G کنیم
و aG′bG′ = bG′aG′ بنابراین .abG′ = baG داریم چپ سمت از مناسب ضرب های با لذا و

ͬ شود. م اثبات (ب)
داریم فرض طبق لذا و b−۱a−۱ba ∈ G′ که است واضح .a, b ∈ G کنیم فرض (⇒) (ج)
چپ سمت از مناسب ضرب های با نتیجه در و b−۱a−۱baN = N رو این از .b−۱a−۱ba ∈ N

.aNbN = bNaN بنابراین .abN = baN داریم
هم معادلا یا aNbN = bNaN داریم فرض طبق باشند. دلخواه bN و aN کنیم فرض (⇐)

b−۱a−۱ba ∈ پس e ∈ N چون .b−۱a−۱baN = N داریم مناسب ضرب ای با .abN = baN

است جابجاگرها همه شامل زیرگروه کوچͺترین G′ اما دارند. قرار N در جابجاگرها تمام یعنͬ .N
.G′ ⊆ N باید لذا و (چرا؟)

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
است. آبلͬ G آنگاه باشد دوری G/Z(G) و گروه ͷی G اگر .٢۶ . ٢ . ٨ قضیه

معنͬ با G/Z(G) قسمتͬ خارج گروه لذا و است نرمال زیرگروه Z(G) که ͬ کنیم م یادآوری اثبات.
.G/Z(G) =< aZ(G) > که دارد وجود a ∈ G عنصر فرض از .x, y ∈ G کنیم فرض است.
yZ(G) = anZ(G) و xZ(G) = amZ(G) داریم xZ(G), yZ(G) ∈ G/Z(G) چون لذا
که y = anz′ و x = amz نتیجه در و e ∈ Z(G) اما هستند. صحیح اعداد n و m آن در که

بنابراین .z, z′ ∈ Z(G)

xy = amzanz′ = amanzz′ = am+nzz′ = anamz′z = anz′amz = yx

است. کامل اثبات و

نتیجه طبق زیرا است. اول عددی p که |G/Z(G)|= p که ندارد Gوجود گروه هیچ .٢ . ٨ . ٢٧ مثال
و G = Z(G) یعنͬ باشد آبلͬ G باید ٢۶ . ٢ . ٨ قضیه طبق لذا و است دوری G/Z(G) ،٢۵ . ٢ . ٧

است! آشͺار تناقض که |G/Z(G)|= ۱ نتیجه در

جایͽزین آبلͬ با را ٢۶ . ٢ . ٨ قضیه در دوری شرط بخواهید و شوید وسوسه است ممͺن .٢ . ٨ . ٢٨ تذکر
این اما است. آبلͬ دوری گروه هر ١۴ . ۵ . ٢ گزاره طبق زیرا است طبیعͬ شدن وسوسه این کنید!
همچنین و است غیرآبلͬ گروه ͷی Q۸ که ͬ دانیم م ندارد! صحیح نتیجه و است شیطانͬ وسوسه
۶٢ . ٢ . ٣ (تمرین است آبلͬ لذا و است عضوی چهار Q۸/Z(Q۸) گروه اما .Z(Q۸) = {−۱,۱}

ببینید). را

ͬ رسانیم. م پایان به دیͽر مطلب چند با را بخش
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صورت به G در S ساز نرمال .∅ = S ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٩ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر

NG(S) = {x ∈ G | xSx−۱ = S}.

نمادهای از نباشد ابهام بیم اگر ͬ دهیم. م نمایش NG(g) با را NG(S) آنگاه S = {g} اگر
ͬ کنیم. م استفاده نیز N(g) و N(G)

داریم کلͬ حالت در اما .NG(a) = CG(a) داریم G گروه از a عنصر هر برای .٢ . ٨ . ٣٠ مثال
داریم و S = {σ۱, σ۲, σ۳} دهید قرار ٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای با مثال، (برای CG(S) ⊆ NG(S)

.(CS۳(S) ⊊ NS۳(S) = S۳

.NG(H) = G که است واضح آنگاه باشد G گروه از نرمال زیرگروه ͷی H اگر .٢ . ٨ . ٣١ مثال

داریم. را زیر گزاره مهم، مثال ͷی دیدن از قبل
آنگاه S ≤ G اگر همچنین .NG(S) ≤ G داریم همواره G گروه هر برای .٢ . ٨ . ٣٢ گزاره

.S � NG(S) که است G زیرگروه بزرگترین NG(S) شمول) رابطه به (نسبت

.x, y ∈ NG(S) کنیم فرض حال نیست. تهͬ NG(S) لذا و e ∈ NG(S) که است واضح اثبات.
داریم حال .S = y−۱Sy نتیجه در و ySy−۱ = S پس

(xy−۱)S((xy−۱)−۱) = (xy−۱)S(yx−۱) = x(y−۱Sy)x−۱ = xSx−۱ = S.

ͬ آید. م دست به حͺم ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس .xy−۱ ∈ NG(S) باید لذا
فرض حال .S � NG(S) که ͬ شود م دیده روشنͬ به ٢ . ٨ . ١٢ گزاره و تعریف از دوم، قسمت برای
گزاره طبق ،S � H چون .h ∈ H کنیم فرض .H ⊆ NG(S) که ͬ دهیم م نشان .S � H کنیم

.H ⊆ NG(S) یعنͬ این و h ∈ NG(S) نتیجه در .hSh−۱ = S داریم ٢ . ٨ . ١٢

نیست. نرمال زیرگروه لزوما NG(S) که ͬ دهد م نشان زیر مثال

داریم ٣٢ . ۶ . ٢ تمرین طبق ͬ گیریم. م نظر در را D۸ گروه .٢ . ٨ . ٣٣ مثال

D۸ = {e, σ, σ۲, ..., σ۷, τ, στ, σ۲τ, ..., σ۷τ}.

داریم بر سر حوصله کار با .S =< τ >= {e, τ} ͬ دهیم م قرار

ND۸(S) = {e, τ, σ۴, σ۴τ}.

که این جالب

ND۸(ND۸(S)) = {e, τ, σ۲, σ۴, σ۶, σ۲τ, σ۴τ, σ۶τ} ̸= Dn.

که این جالبتر نیست. نرمال زیرگروه ND۸(S) قبل، مثال از بنابراین

ND۸(ND۸(ND۸(S))) = D۸.
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.CG(H) � NG(H) داریم H زیرگروه و G گروه هر برای .٣۴ . ٢ . ٨ گزاره

x ∈ CG(H) کنیم فرض حال .CG(H) ≤ NG(H) که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی اثبات.
نرمال NG(H) در H چون بͽیرید. نظر در را h ∈ H دلخواه عنصر همچنین .y ∈ NG(H) و

لذا و h′x = xh′ تعریف طبق اما .hy = yh′ که دارد وجود h′ ∈ H عنصر است،

hyxy−۱ = yh′xy−۱ = yxh′y−۱ = yx(yh′−۱
)−۱ = yx(h−۱y)−۱ = yxy−۱h.

ͬ آید. م دست به حͺم و yxy−۱ ∈ CG(H) بنابراین

شده حل تمرین های

زیرگروه G گروه هر برای .٣۵ . ٢ . ٨ تمرین

N =< {xk | x ∈ G} >

.k ∈ Z که است نرمال

داریم ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق .y ∈ N کنیم فرض حل.

y = (xk
۱)

ϵ۱(xk
۲)

ϵ۲ ... (xk
t )

ϵt = (xϵ۱
۱ )k(xϵ۲

۲ )
k ... (xϵt

t )
k.

داریم ۶٢ . ٢ . ٢ تمرین ͷکم با g ∈ G هر برای اکنون

gyg−۱ = g(xϵ۱
۱ )

k(xϵ۲
۲ )

k ... (xϵt
t )

kg−۱ =

g(xϵ۱
۱ )kg−۱ g(xϵ۲

۲ )kg−۱ g ... g−۱ g(xϵt
t )

kg−۱ =

(gxϵ۱
۱ g−۱)k (gxϵ۲

۲ g−۱)k g ... g−۱ (gxϵt
t g

−۱)k

نرمال N باید لذا است. N عنصر gyg−۱ پس (چرا؟). هستند N از عضوی پرانتز داخل عبارات
باشد.

نشان آنگاه N ∩N ′ = {e} اگر .N,N ′ � G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۶ . ٢ . ٨ تمرین
.ab = ba داریم b ∈ N ′ هر و a ∈ N هر برای که دهید

.ba−۱b−۱ ∈ N پس است نرمال N چون .a−۱ ∈ N پس است زیرگروه N چون حل.
پس است نرمال N ′ چون دیͽر سوی از .aba−۱b−۱ ∈ N پس است زیرگروه N چون دوباره
بنابراین .aba−۱b−۱ ∈ N ′ لذا و b−۱ ∈ N ′ پس است زیرگروه N چون .aba−۱ ∈ N ′

داریم مناسب ضرب های با نتیجه در و aba−۱b−۱ = e یعنͬ .aba−۱b−۱ ∈ N ∩ N ′ = {e}
.ab = ba

H زیرگروه هر برای که دهید نشان آنگاه باشد G گروه از نرمال زیرگروه N اگر .٢ . ٨ . ٣٧ تمرین
.NH = HN داریم

٨٧



.nH = Hn داریم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره طبق پس است Nنرمال چون .hn ∈ HN کنیم فرض حل.

.hn ∈ NH که ͬ دهد م نشان این .h′ ∈ H که hn = nh′ نتیجه در و hn ∈ Hn = nH اما
.HN = NH لذا و NH ⊆ HN داریم مشابه روش به .HN ⊆ NH یعنͬ

.(|N |, [G : N ]) = ۱ و باشد G متناهͬ گروه از نرمال زیرگروه N کنیم فرض .٢ . ٨ . ٣٨ تمرین
.x ∈ N داریم o(x) | |N | که x ∈ G هر برای که دهید نشان

[G : N ] = n که کنیم فرض راحتͬ برای همچنین و o(x) | |N | که x ∈ G کنیم فرض حل.
مرتبه چون .r, s ∈ Z که rm + sn = ۱ داریم ١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه طبق .|N |= m و
فرض طبق همچنین .(xN)n = N داریم ٢۴ . ٢ . ٧ نتیجه از لذا است، n با برابر G/N گروه

داریم اکنون .xm = e پس m = to(x)

xN = (xN)۱ = (xN)rm+sn = (xN)rm(xN)sn = (xmN)r((xN)n)s = NN = N

.x ∈ N باید پس e ∈ N چون و

نرمال N که دهید نشان دارد، N متناهͬ مرتبه زیرگروه ͷی فقط که G گروه برای .٢ . ٨ . ٣٩ تمرین
است.

همچنین و است G زیرگروه xNx−۱ که داریم ٣۵ . ۴ . ٢ تمرین طبق .x ∈ G کنیم فرض حل.
است N ،٢ . ٨ . ١٢ قضیه از و N = xNx−۱ باید فرض از لذا .|N |= |xNx−۱|

باشد. خود متمایز سره نرمال زیرگروه های اجتماع که باشد گروهͬ G کنیم فرض .۴٢ . ٨ . ٠ تمرین
است. آبلͬ G که دهید نشان

.x, y ∈ G همچنین .Ni∩Nj = {e} و Ni �G که G = N۱∪ ...∪Nk کنیم فرض حل.
داریم Ni ∩ Nj = {e} چون ٣۶ . ٢ . ٨ تمرین طبق آنگاه i ̸= j که y ∈ Nj و x ∈ Ni اگر
اندیس حتما ،G = N۱∪ ...∪Nk و است سره Ni چون .x, y ∈ Ni کنیم فرض پس .xy = yx

xz ∈ Ni اگر زیرا .xz ̸∈ Ni حال .e ̸= z ∈ Nj کنیم فرض .Nj ̸= {e} که دارد وجود i ̸= j

است. تناقض که z ∈ Ni ∩Nj یعنͬ این و z = x−۱xz ∈ Ni پس است زیرگروه Ni چون آنگاه
داریم بنابراین .y(xz) = (xz)y همچنین zy = yz باید قبل حالت طبق بنابراین

yxz = y(xz) = (xz)y = xzy = xyz.

است. آبلͬ G یعنͬ این و xy = yx داریم مناسب ضرب ͷی با

است. دوری دوری، گروه ͷی قسمتͬ خارج گروه که دهید نشان .۴٢ . ٨ . ١ تمرین

ادعا باشد. دلخواه نرمال زیرگروه ͷی N کنیم فرض حال .G =< a > کنیم فرض حل.
xN ∈ G/N کنیم فرض .< aN >⊆ G/N که است واضح .G/N =< aN > که ͬ کنیم م

داریم پس .m ∈ Z که x = am بنابراین .x ∈ G که

xN = amN = aN aN ... aN︸ ︷︷ ︸
mتا

= (aN)m.

.G/N =< aN > نتیجه در و xN ∈< aN > پس

٨٨



اگر تنها و اگر H �G که دهید نشان .N ≤ H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٨ . ٢ تمرین
باشد. G/N نرمال زیرگروه H/N

چون لذا و h′Nh−۱N = h′h−۱N داریم .h′N, hN ∈ H/N و H �G کنیم فرض حل.
دقت باشد. G/N زیرگروه H/N باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق و h′h−۱ ∈ H باید است زیرگروه H
.gN ∈ G/N کنیم فرض حال است. بدیهͬ H/N بودن ناتهͬ و eN = N ∈ H/N که شود

نتیجه در .ghg−۱ ∈ H داریم است نرمال G در H چون

(gN)(hN)(gN)−۱ = (gN)(hN)(g−۱N) = (ghg−۱)N ∈ H/N

است. نرمال G/N در H/N بنابراین و
داریم فرض طبق ،g ∈ G هر برای .h ∈ H و است نرمال G/N در H/N کنیم فرض برعکس،

(gN)(hN)(gN)−۱ = (gN)(hN)(g−۱N) = (ghg−۱)N ∈ H/N

است. نرمال G در H درنتیجه ghg−۱ ∈ H بنابراین و

که کنید ثابت آنگاه N ∩ G′ = {e} که باشد G گروه از نرمالͬ زیرگروه N اگر .۴٢ . ٨ . ٣ تمرین
.Z(G/N) = Z(G)/N بͽیرید نتیجه سپس .N ⊆ Z(G)

زیرگروه N چون .xyx−۱y−۱ ∈ G′ داریم y ∈ G هر برای .x ∈ N کنیم فرض حل.
زیرگروه N چون دوباره .yx−۱y−۱ ∈ N پس است نرمال N طرفͬ از .x−۱ ∈ N پس است
داریم مناسب باضرب های و xyx−۱y−۱ = e باید فرض طبق .xyx−۱y−۱ ∈ N داریم است

است. تمام اول قسمت کار و x ∈ Z(G) نتیجه در .xy = yx
داریم g ∈ G هر برای پس .z ∈ Z(G) کنیم فرض دوم، قسمت

gNzN = gzN = zgN = zNgN

g ∈ G هر برای پس .zN ∈ Z(G/N) کنیم فرض حال .Z(G)/N ⊆ Z(G/N) لذا و
.g−۱z−۱gzN = N داریم مناسب ضرب های و gzN = zgN لذا .gNzN = zNgN داریم
باید فرض طبق .g−۱z−۱gz ∈ G′ که است واضح .g−۱z−۱gz ∈ N پس e ∈ N چون
و zN ∈ Z(G)/N بنابراین .z ∈ Z(G) لذا و gz = zg نتیجه در .g−۱z−۱gz = e

.Z(G/N) ⊆ Z(G)/N

x۲ ∈ N باشیم داشته x ∈ G هر برای که باشد G گروه از زیرگروهͬ N اگر .۴۴ . ٢ . ٨ تمرین
است. آبلͬ G/N و نرمال N که کنید ثابت آنگاه

داریم .g ∈ G و y ∈ N کنیم فرض حل.

gyg−۱ = gy gy y−۱ g−۱ g−۱ = (gy)۲ y−۱ (y−۱)۲.

داریم لذا .(g−۱)۲ ∈ N و (gy)۲ ∈ N فرض طبق .y−۱ ∈ N پس است زیرگروه N چون
نظر در را gN ∈ G/N دلخواه عنصر دوم، قسمت برای است. نرمال N یعنͬ .gyg−۱ ∈ N

گروه باید ۶٢ . ٢ . ١ تمرین طبق حال .(gN)۲ = (gN)(gN) = g۲N = N داریم و ͬ گیریم م
باشد. آبلͬ G/N
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که دهید نشان .|N |= ۲ که باشد G گروه از نرمال زیرگروه N کنیم فرض .۴۵ . ٢ . ٨ تمرین
مرتبه از x مانند عنصر ͷی دقیقا G اگر N؟ ⊆ G′ که است صحیح مطلب این آیا .N ⊆ Z(G)

.x ∈ Z(G) که دهید نشان آنگاه باشد داشته ٢

.gyg−۱ ∈ N داریم g ∈ G هر برای پس است Nنرمال چون .N = {e, y} کنیم فرض حل.
بنابراین است. آشͺار تناقض که y = e آنگاه gyg−۱ = e اگر .gyg−۱ = y یا gyg−۱ = e پس

.N ⊆ Z(G) نتیجه در .y ∈ Z(G) یعنͬ این و gy = yg لذا و gyg−۱ = y باید
است واضح .N = G = Z۲ کنیم فرض مثال برای نیست. صحیح مطلب این دوم، قسمت برای

.N ̸⊆ G′ و G′ = {e} که
< x > باید ٢ . ٨ . ٣٩ تمرین طبق حال .|< x > |= ۲ داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق سوم، قسمت برای

.x ∈< x >⊆ Z(G) داریم اول قسمت طبق لذا و باشد نرمال

که دهید نشان آنگاه K ≤ NG(H) اگر .H,K ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۴۶ . ٢ . ٨ تمرین
است. KH نرمال زیرگروه H

در .kH = Hk لذا و kHk−۱ = H داریم k ∈ K هر برای پس K ≤ NG(H) چون حل.
که است واضح اما باشد. NG(H) زیرگروه KH باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق و KH = HK نتیجه

است. نرمال KH در H پس (چرا؟)، است نرمال NG(H) در H چون حال .H ⊆ KH
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گروهͬ یͺریختͬ قضایای ٢ . ٩
گروه ها مطالعه برای بخش این کنیم. ارائه را فصل این بخش مهمترین تا هستیم آماده اکنون
برخͬ ͷکم با کرد معرفͬ اینگونه ͬ توان م را بخش این هدف حقیقت در است. اهمیت با بسیار
مرتبط داریم آن از اطلاعاتͬ یا ͬ شناسیم م قبل از که گروهͬ ͷی به را ناشناخته گروه ͷی خاص توابع

ͬ بریم. م بهره گروه بیشتر شناسایی برای ارتباط این از و ͬ کنیم م
تابع صورت این در داریم. اختیار در را (H, ∗) و (G, .) گروه دو کنیم فرض .٢ . ٩ . ١ تعریف
x, y ∈ G هر برای هرگاه گوییم گروهͬ) (همومورفیسم گروهͬ همریختͬ ͷی را f : G −→ H

.f(x.y) = f(x) ∗ f(y) باشیم داشته

که داریم .٢ . ٩ . ٢ مثال

f : (Z,+) −→ (Z۲,+), f(x) = x̄

داریم x, y ∈ Z هر برای زیرا است. همریختͬ ͷی

f(x+ y) = x+ y = x̄+ ȳ = f(x) + f(y).

که داریم .٢ . ٩ . ٣ مثال

f : (R+, .) −→ (R,+), f(x) = lnx

داریم x, y ∈ R+ هر برای زیرا است. همریختͬ ͷی

f(x.y) = ln(x.y) = ln x+ ln y = f(x) + f(y).

که داریم .۴ . ٢ . ٩ مثال

f : (Z۲,+) −→ (Z,+), f(x̄) = x

نیست تابع اصلا زیرا نیست. همریختͬ ͷی

۱̄ = ۳̄ ̸⇒ ۱ = f(۱̄) = f(۳̄) = ۳.

که داریم .۵ . ٢ . ٩ مثال

f : (Z,+) −→ (Z,+), f(x) = ۲x+ ۱

داریم x, y ∈ Z هر برای زیرا نیست. همریختͬ ͷی

f(x+ y) = ۲(x+ y) + ۱ = ۲x+ ۲y + ۱ ̸= ۲x+ ۱+ ۲y + ۱ = f(x) + f(y).
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راحتͬ برای آن دوتایی عمل نوشتن از ͬ نویسیم م را گروهͬ وقتͬ بعد به لحظه این از .۶ . ٢ . ٩ تذکر
گروه که این مͽر شود، دوتایی عمل متوجه خود دانشجو که است این ما انتظار و ͬ کنیم م خودداری
ͬ نویسیم نم دیͽر مثلا پس دهیم. تغییر را دوتایی عمل بخواهیم که این یا کنیم معرفͬ را جدیدی
آخر. الͬ و GLn(R) ͬ نویسیم م و (GLn(R), .) ͬ نویسیم نم دیͽر مثلا یا و Z ͬ نویسیم م و (Z,+)

که باشد متوجه دانشجو که داریم انتظار و ͬ نویسیم نم ͬ دهیم، م اثر را f وقتͬ ،. و ∗ دیͽر همچنین
گروهͬ! همریختͬ برد در یا است دامنه در دوتایی عمل

که داریم .٢ . ٩ . ٧ مثال و تعریف

f : G −→ H, f(x) = eH

همریختͬ این به .f(xx′) = eH = eHeH = f(x)f(x′) زیرا است. گروهͬ همریختͬ ͷی
گوییم. بدیهͬ همریختͬ گروهͬ،

باشد پوشا f اگر باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢ . ٩ . ٨ تعریف
به آنگاه باشد ͷبه ی ͷیf اگر گوییم. گروهͬ) (اپی مورفیسم پوشا گروهͬ همریختͬ f به آنگاه
و پوشا گروهͬ همریختͬ f اگر گوییم. گروهͬ) (منومورفیسم ͷبه ی ͷی گروهͬ همریختͬ f

.G ∼= H ͬ نویسیم م و گوییم گروهͬ) (ایزومورفیسم گروهͬ یͺریختͬ f به آنگاه باشد ͷبه ی ͷی

که داریم .٢ . ٩ . ٩ مثال
f : Z −→ Z۲, f(x) = x̄

نیست. ͷبه ی ͷی که است پوشا همریختͬ ͷی
که داریم .٢ . ٩ . ١٠ مثال

f : Z −→ R, f(x) = ۲x
نیست. پوشا که است ͷبه ی ͷی همریختͬ ͷی

که داریم .٢ . ٩ . ١١ مثال

f : (R+, .) −→ (R,+), f(x) = lnx

.(R+, .) ∼= (R,+) است، یͺریختͬ یعنͬ است، پوشا و ͷبه ی ͷی همریختͬ ͷی
ͬ دهیم م قرار باشد. G گروه از نرمال زیرگروه ͷی N کنیم فرض .٢ . ٩ . ١٢ مثال و تعریف

π : G −→ G/N, π(x) = xN.

است (چپ) دسته هم ͷی π(x) = xN ،x ∈ G هر برای که است واضح زیرا است. تابع ͷی π
به .π(x) = π(x′) لذا و xN = x′N آنگاه باشد x = x′ اگر همچنین دارد. قرار G/N در لذا و
به زیرا است. گروهͬ همریختͬ ͷی π اما ͬ باشد. م نیز پوشا تابع ͷی π که است مشخص روشنͬ

داریم ٢ . ٨ . ١٢ گزاره ͷکم

π(xx′) = xx′N = (xx′)N = xN x′N = π(x)π(x′).

گوییم. طبیعͬ گروهͬ همریختͬ π پوشا گروهͬ همریختͬ به
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که داریم .٢ . ٩ . ١٣ مثال

f : (M۲(R),+) −→ (R۴,+), f(

(
a b
c d

)
) = (a, b, c, d)

زیرا است. همریختͬ

f(

(
a b
c d

)
+

(
a′ b′

c′ d′

)
) = f(

(
a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

)
) =

(a+ a′, b+ b′, c+ c′, d+ d′) = (a, b, c, d) + (a′, b′, c′, d′) =

f(

(
a b
c d

)
) + f(

(
a′ b′

c′ d′

)
).

یͺریختͬ یعنͬ است، پوشا و ͷبه ی ͷی همریختͬ f پس است. واضح f بودن ͷبه ی ͷی و پوشا
.(M۲(R),+) ∼= (R۴,+) است،

همریختͬ زیر ضابطه با f : K۴ −→ Z۲ ×Z۲ زیرا .K۴ ∼= Z۲ ×Z۲ که داریم .١۴ . ٢ . ٩ مثال
است پوشا و ͷبه ی ͷی گروهͬ

f(e) = (۰̄, ۰̄), f(a) = (۱̄, ۰̄), f(b) = (۰̄, ۱̄), f(c) = (۱̄, ۱̄).

با را آن و گوییم نیز نشاننده بعضا f : G −→ H ͷبه ی ͷی گروهͬ همریختͬ به .١۵ . ٢ . ٩ تذکر
ادامه در که است گروهͬ یͺریختͬ اول قضیه نشاننده نامͽذاری علت ͬ دهیم. م نشان G ↪→ H

دید. خواهیم

i : H −→ G که است واضح .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٩ مثال و تعریف
گروهͬ همریختͬ آن به و است (نشاننده) ͷبه ی ͷی گروهͬ همریختͬ ͷی i(x) = x ضابطه با

گوییم. شمول

تابع مانند همریختͬ اثر نیست لازم که است این تابع به نسبت همریختͬ مزیت ͷی .٢ . ٩ . ١٧ تذکر
متناهͬ گروه مولدهای روی را همریختͬ اثر است کافͬ مثلا باشد. مشخص دامنه اعضای همه روی
f بودن همریختͬ از باشد. f(۱) = k کنیم فرض است. ١ با برابر Z گروه مولد مثلا بدانیم. تولید

داریم
f(n) = f(۱+ ۱+ ...+ ۱︸ ︷︷ ︸

nتا

) = nf(۱) = nk.

G گروه روی (اندومورفیسم) درون ریختͬ ،f : G −→ G همریختͬ به .٢ . ٩ . ١٨ تعریف
گوییم. (اتومورفیسم) خودریختͬ آن به باشد یͺریختͬ که درون ریختͬ گوییم.

با idG : G −→ G که است واضح باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٩ . ١٩ مثال و تعریف
گوییم. همانͬ گروهͬ همریختͬ آن به که است خودریختͬ ͷی idG(x) = x ضابطه
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Z روی گروهͬ درون ریختͬ ͷی f(x) = ۵x ضابطه با f : Z −→ Z که داریم .٢ . ٩ . ٢٠ مثال
است. Z روی دیͽر گروهͬ درون ریختͬ ͷی f(x) = ۴x ضابطه با f : Z −→ Z حتͬ است.

است. گروهͬ خودریختͬ ͷی f(x) = ۵x ضابطه با f : R −→ R که داریم .٢ . ٩ . ٢١ مثال
است. دیͽر گروهͬ خودریختͬ ͷی f(x) = ۱

۲x ضابطه با f : R −→ R حتͬ

داریم. را زیر گزاره حال
موارد صورت این در باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢ . ٩ . ٢٢ گزاره

است. برقرار زیر
.f(eG) = eH داریم همواره (الف)

.f(x−۱) = (f(x))−۱ (ب)
.f(xn) = (f(x))n داریم n صحیح عدد هر برای (ج)

ضرب (f(eG))
−۱ در را طرفین .f(eG) = f(eGeG) = f(eG)f(eG) که داریم (الف) اثبات.

ͬ شود م نتیجه ͬ گیرد م صورت ضرب این H گروه در چون و ͬ کنیم م

eH = (f(eG))
−۱f(eG) = (f(eG))

−۱f(eG)f(eG) = eHf(eG) = f(eG).

در را طرفین حال .eH = f(eG) = f(xx−۱) = f(x)f(x−۱) داریم (الف) طبق (ب)
.f(x−۱) = (f(x))−۱ لذا و ͬ کنیم م ضرب (f(x))−۱

داریم باشد مثبت n کنیم فرض (ج)

f(xn) = f(x x ... x︸ ︷︷ ︸
nتا

) = f(x) f(x) ... f(x)︸ ︷︷ ︸
nتا

= (f(x))n.

داریم قبل قسمت و (ب) طبق و است مثبت −n آنگاه باشد منفͬ n اگر

f(xn) = f((x−۱)−n) = f(x−۱ x−۱ ... x−۱︸ ︷︷ ︸
n−تا

) =

f(x−۱) f(x−۱) ... f(x−۱)︸ ︷︷ ︸
n−تا

= (f(x−۱))−n = (f(x)−۱)−n = (f(x))n.

است. کامل اثبات

است. برقرار زیر موارد .٢ . ٩ . ٢٣ گزاره
است. یͺریختͬ ͷی f : G −→ H گروهͬ یͺریختͬ وارون (الف)

gf : G −→ K آنگاه باشند گروهͬ همریختͬ g : H −→ K و f : G −→ H اگر (ب)
است. گروهͬ همریختͬ

است. ارزی هم رابطه ͷی گروه ها بودن یͺریخت (ج)
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صورت به f وارون و دارد وارون ١ . ١ . ٢٨ قضیه طبق است پوشا و ͷبه ی ͷی f چون (الف) اثبات.
که دهیم نشان است کافͬ پس است. پوشا و ͷبه ی ͷی تابعͬ خود که است f−۱ : H −→ G

وجود x, y ∈ G اعضای است پوشا f چون .u, v ∈ H کنیم فرض است. گروهͬ همریختͬ f−۱

در .f(xy) = f(x)f(y) = uv پس است همریختͬ f چون .f(y) = v و f(x) = u که دارند
داریم f بودن ͷبه ی ͷی از نتیجه

f−۱(uv) = xy = f−۱(u)f−۱(v).

داریم x, y ∈ G که کنیم فرض (ب)

gf(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x)) g(f(y)) = gf(x) gf(y).

حاصل گروهͬ یͺریختͬ idG : G −→ G ͷکم با یعنͬ است یͺریخت خودش با G گروه هر (ج)
خاصیت ٢۶ . ١ . ١ قضیه و (ب) قسمت ͬ دهد. م دست به را تقارنͬ خاصیت (الف) قسمت ͬ شود. م

ͬ دهد. م را تعدی

به f : X −→ Y تابع برای که ͬ کنیم م یادآوری اول فصل از

Im(f) = {f(x) | x ∈ X}

داریم. را زیر گزاره اکنون گوییم. تابع برد

باشد. گروهͬ همریختͬ f : G −→ H و گروه دو H و G کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٩ گزاره
.Im(f) ≤ H داریم همواره (الف)

است. H زیرگروه f(K) = {f(k) | k ∈ K} آنگاه K ≤ G اگر (ب)
.f(K) � H آنگاه باشد پوشا f اگر نتیجه در .f(K) � Im(f) آنگاه K � G اگر (ج)

است. G زیرگروه f−۱(L) = {x ∈ G | f(x) ∈ L} آنگاه L ≤ H اگر (د)
است. G نرمال زیرگروه f−۱(L) آنگاه L � H اگر (ه)

است. ناتهͬ Im(f) پس .eH ∈ Im(f) لذا و f(eG) = eH قبل گزاره طبق (الف) اثبات.
طبق .f(y) = v و f(x) = u که دارند وجود چنان x, y ∈ G لذا .u, v ∈ Im(f) کنیم فرض

لذا و v−۱ = (f(y))−۱ = f(y−۱) قبل، گزاره

uv−۱ = f(x)f(y−۱) = f(xy−۱) ∈ Im(f).

.Im(f) ≤ H باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال
ناتهͬ f(K) پس .eH ∈ f(K) لذا و f(eG) = eH قبل گزاره طبق پس ،eG ∈ K چون (ب)
.f(y) = v و f(x) = u که دارند وجود چنان x, y ∈ K لذا .u, v ∈ f(K) کنیم فرض است.
xy−۱ ∈ K داریم است G زیرگروه K چون لذا و v−۱ = (f(y))−۱ = f(y−۱) قبل، گزاره طبق

و
uv−۱ = f(x)f(y−۱) = f(xy−۱) ∈ f(K).

٩۵



.f(K) ≤ H باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال
وجود z ∈ G پس .h ∈ Im(f) کنیم فرض است. شده بررسͬ (ب) در f(K) بودن زیرگروه (ج)
پس .u ∈ f(K) کنیم فرض حال .h−۱ = f(z−۱) قبل گزاره از همچنین و f(z) = h که دارد

لذا و zxz−۱ ∈ K داریم است، نرمال G در K چون .f(x) = u که دارد وجود x ∈ K

huz−۱ = f(z)f(x)f(z−۱) = f(zxz−۱) ∈ f(K).

.Im(f) = H چون است واضح دوم، قسمت است. نرمال Im(f) در f(K) پس
پس .eG ∈ f−۱(L) لذا و f(eG) = eH قبل گزاره طبق و eH ∈ L که است واضح (د)
f(x) = u که دارد وجود u, v ∈ L بنابراین .x, y ∈ f−۱(L) کنیم فرض است. ناتهͬ f−۱(L)

پس .f(y−۱) = v−۱ ∈ L داریم قبل گزاره و H در L بودن زیرگروه از .f(y) = v و

f(xy−۱) = f(x)f(y−۱) = uv−۱ ∈ L

.f−۱(L) ≤ G باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .xy−۱ ∈ f−۱(L) باید لذا و
پس .x ∈ f−۱(L) و g ∈ G کنیم فرض است. شده بررسͬ (د) در f−۱(L) بودن زیرگروه (ه)

نتیجه در و f(g)f(x)(f(g))−۱ ∈ L داریم است نرمال H در L چون و f(x) ∈ L

f(gxg−۱) = f(g)f(x)f(g−۱) = f(g)f(x)(f(g))−۱ ∈ L.

.gxg−۱ ∈ f−۱(L) پس

Im(f) که ندارد لزومͬ باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٩ تذکر
همریختͬ و N =< σ۶ >= {σ۱, σ۶} زیرگروه ،٢ . ٣ . ٧ مثال نماده های طبق باشد. نرمال H در
نرمال S۳ در N اما .Im(i) = N که است واضح بͽیرید. نظر در را i : N −→ S۳ شمول

.σ۲σ۶σ
−۱
۲ ̸∈ N زیرا نیست.

f : G −→ H گروهͬ همریختͬ برای .٢۶ . ٢ . ٩ تعریف
گوییم. f همریختͬ تصویر Im(f) به (الف)

Ker(f) نماد با و گوییم f همریختͬ هسته f−۱({eH}) = {x ∈ G | f(x) = eH} (ب)
.(Ker(f) = {x ∈ G | f(x) = eH}) ͬ دهیم م نمایش را آن

گوییم. G همریخت تصویر H به آنگاه باشد پوشا f اگر (ج)

که داریم .٢ . ٩ . ٢٧ مثال

f : (R,+) −→ (R \ {۰}, .), f(x) = ex

اما .Im(f) = R+ وضوح به که است همریختͬ ͷی

Ker(f) = {x ∈ R | f(x) = ۱} = {x ∈ R | ex = ۱} = {۰}.
وجود همریختͬ هسته و همریختͬ بودن ͷبه ی ͷی بین جالبی ارتباط است! ͷبه ی ͷی f که شود دقت

دید. خواهیم ادامه در که دارد
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که داریم .٢ . ٩ . ٢٨ مثال
f : Z −→ Z۳, f(x) = x̄

Z همریخت تصویر Z۳ لذا است. پوشا f یعنͬ Im(f) = Z۳ وضوح به که است همریختͬ ͷی
اما است.

Ker(f) = {x ∈ Z | f(x) = ۰̄} = {x ∈ Z | x̄ = ۰̄} = ۳Z.

همریختͬ هسته و همریختͬ بودن ͷبه ی ͷی بین جالبی ارتباط نیست! ͷبه ی ͷی f که شود دقت
باشید!). زده حدس الان همین دید(شاید خواهیم ادامه در که دارد وجود

گزاره (ه) قسمت طبق باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢ . ٩ . ٢٩ تذکر
H از نرمال زیرگروه {eH} زیرا است. G از نرمال زیرگروه ͷی Ker(f) = f−۱({eH}) بالا،

است.

داریم. را زیر گزاره اکنون
است. همریختͬ ͷی هسته G گروه از N مانند نرمال زیرگروه هر .٢ . ٩ . ٣٠ گزاره

طبیعͬ گروهͬ همریختͬ اثبات.

π : G −→ G/N, π(x) = xN

داریم ͬ گیریم. م نظر در را

Ker(π) = {x ∈ G | π(x) = N} = {x ∈ G | xN = N} = N

است. کامل اثبات و

است. G همریخت تصویر G/N ،G گروه از N مانند نرمال زیرگروه هر برای .٢ . ٩ . ٣١ گزاره

طبیعͬ گروهͬ همریختͬ اثبات.

π : G −→ G/N, π(x) = xN

است. پوشا

هسته است کافͬ گروهͬ همریختͬ ͷی بودن ͷبه ی ͷی فهمیدن برای که ͬ دهد م نشان زیر گزاره
همریختͬ! فقط نبرید، کار به تابعͬ هر برای را گزاره این که کنید دقت شود. بررسͬ آن

f صورت این در باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢ . ٩ . ٣٢ گزاره
.Ker(f) = {eG} اگر تنها و اگر است ͷبه ی ͷی
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f(eG) = eH که ͬ دانیم م اما .f(x) = eH باید لذا .x ∈ Ker(f) کنیم فرض (⇐) اثبات.
.x = eG است، ͷبه ی ͷی f چون .f(x) = f(eG) نتیجه در و (چرا؟)
داریم مناسب ضرب با .x, y ∈ G که f(x) = f(y) کنیم فرض (⇒)

eH = f(x)(f(y))−۱ = f(x)f(y−۱) = f(xy−۱).

است. ͷبه ی ͷی f یعنͬ .x = y لذا و xy−۱ = eG پس .xy−۱ ∈ Ker(f) = {eG} لذا

که این یعنͬ رده بندی از منظور کنیم. رده بندی را دوری گروه های ͬ خواهیم م اقدام اولین در
در و ͬ شناسیم م قبل از را آن ما که است گروهͬ دقیقا خواص، سری ͷی با دلخواه گروه ͷی بͽوییم
دوری گروه دوتا فقط یͺریختͬ تحت است. M۲(R) گروه مثلا دارد، قرار ما شده شناخته مثال های
بدیهͬ تقریبا کرده اید، حل دوری گروه مورد در که (تمریناتͬ ͬ شناسیم م نیز را آنها قبل از که داریم

.(,,, بوده اند
باشد. دوری گروهͬ G کنیم فرض .٢ . ٩ . ٣٣ قضیه

است. یͺریخت Z با G آنگاه باشد نامتناهͬ G اگر (الف)
است. یͺریخت Zn با G که دارد وجود n طبیعͬ عدد آنگاه باشد متناهͬ G اگر (ب)

ͬ کنیم م تعریف .G =< a >= {ak | k ∈ Z} کنیم فرض (الف) اثبات.

f : Z −→ G, f(m) = am.

داریم همچنین است. خوشتعریف f که است واضح

f(m+m′) = am+m′
= amam

′
= f(m)f(m′)

لذا .m ∈ Ker(f) کنیم فرض حال است. بدیهͬ f پوشایی است. گروهͬ همریختͬ f پس
که |G|≤ m باید ١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .am = eG یعنͬ ،f(m) = eG
گزاره طبق و Ker(f) = {۰} بنابراین باشد. m = ۰ که این مͽر است، فرض با آشͺار تناقض

.G ∼= Z و است یͺریختͬ f نتیجه در است. ͷبه ی ͷی f ،٢ . ٩ . ٣٢
ͬ کنیم م تعریف .G =< a >= {e, a, a۲, ..., an−۱} و |G|= n که کنیم فرض (ب)

f : Zn −→ G, f(m̄) = am.

کنیم فرض حال .am ∈ G که است واضح m̄ هر برای است. خوشتعریف f که ͬ دهیم م نشان
داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق .t ∈ Z که m−m′ = nt لذا و n |m−m′ بنابراین .m̄ = m̄′

f(m̄′) = am
′
= am−nt = ama−nt = am = f(m̄).

داریم همچنین است. خوشتعریف f پس

f(m̄+ m̄′) = f(m+m′) = am+m′
= amam

′
= f(m̄)f(m̄′)
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لذا .m̄ ∈ Ker(f) کنیم فرض حال است. بدیهͬ f پوشایی است. گروهͬ همریختͬ f پس
.o(a) = n | m باید ١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .am = eG یعنͬ ،f(m̄) = eG
،٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق و Ker(f) = {۰̄} بنابراین .m̄ = ۰ یعنͬ این و t ∈ Z که m = tn پس

.G ∼= Zn و است یͺریختͬ f نتیجه در است. ͷبه ی ͷی f

یͺریختند. نامتناهͬ) یا (متناهͬ یͺسان مرتبه با دوری گروه دو هر .٣۴ . ٢ . ٩ نتیجه

ͬ گذارند. نم باقͬ اثبات برای چیزی (ج) قسمت ٢ . ٩ . ٢٣ گزاره و ٢ . ٩ . ٣٣ قضیه اثبات.

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را است کاربرد پر بسیار که گروهͬ یͺریختͬ قضیه اولین اکنون
همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض گروهͬ) یͺریختͬ اول (قضیه .٣۵ . ٢ . ٩ قضیه
آنگاه باشد پوشا f اگر ویژه به .G/Ker(f) ∼= Im(f) داریم صورت این در باشد. گروهͬ

.G/Ker(f) ∼= H

قسمتͬ خارج گروه و است G نرمال زیرگروه Ker(f) کردیم اشاره بالا در که مطلبی طبق اثبات.
ͬ دهیم م قرار حال است. معنͬ با G/Ker(f)

φ : G/Ker(f) −→ Im(f), φ(xKer(f)) = f(x).

که است واضح xKer(f) ∈ G/Ker(f) هر برای زیرا است. خوشتعریف بالا در φ ضابطه
آنگاه xKer(f) = yKer(f) اگر همچنین .φ(xKer(f)) = f(x) ∈ Im(f) داریم
.f(y−۱x) = eH بنابراین .y−۱x ∈ Ker(f) باید لذا و y−۱xKer(f) = Ker(f)
لذا و f(x) = f(y) بنابراین .(f(y))−۱f(x) = eH داریم است گروهͬ همریختͬ f چون

.φ(xKer(f)) = φ(yKer(f))
است گروهͬ همریختͬ φ

φ(xKer(f) yKer(f)) = φ(xyKer(f)) = f(xy) =

f(x)f(y) = φ(xKer(f)) φ(yKer(f)).

.φ(xKer(f)) = f(x) لذا .x ∈ G که f(x) = u آنگاه u ∈ Im(f) اگر زیرا است. پوشا φ
خواهیم آنگاه xKer(f) ∈ Ker(φ) کنیم فرض اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی گروهͬ همریختͬ φ
.x ∈ Ker(f) نتیجه در و f(x) = eH یعنͬ .φ(xKer(f)) = eH ∈ Im(f) ≤ H داشت
φ باید ٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق و Ker(φ) = {Ker(f)} بنابراین .xKer(f) = Ker(f) لذا

.G/Ker(f) ∼= Im(f) و است یͺریختͬ φ نتیجه در است. ͷبه ی ͷی
.G/Ker(f) ∼= H لذا و Im(f) = H آنگاه باشد پوشا f اگر آخر، قسمت برای

علاوه به است. پوشا f(x) = x̄ ضابطه با f : Z −→ Z۵ گروهͬ همریختͬ .٣۶ . ٢ . ٩ مثال
با .Z/۵Z ∼= Z۵ داریم ،٣۵ . ٢ . ٩ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ اول قضیه طبق لذا و Ker(f) = ۵Z

.Z/nZ ∼= Zn داریم n ∈ N هر برای ͷتکنی همین
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.G = N آنگاه G/N = {e} باشیم داشته G گروه از N نرمال زیرگروه برای اگر .٢ . ٩ . ٣٧ تذکر
.G/{e} = G داریم همواره همچنین

و N,H ≤ G باشد، گروه ͷی G کنیم فرض گروهͬ) یͺریختͬ دوم (قضیه .٢ . ٩ . ٣٨ قضیه
.HN/N ∼= H/(H∩N)همچنین .NH/N ∼= H/(H∩N) داریم صورت این در .N�G

و H ∩ N � H داریم (د) و (ب) قسمت ٢ . ٨ . ١٣ نتیجه طبق که کنیم توجه باید ابتدا اثبات.
قرار اکنون هستند. معنͬ با NH/N و H/(H ∩ N) قسمتͬ خارج گروه های لذا .N � HN

ͬ دهیم م
φ : H −→ NH/N, φ(x) = xN.

ͷی xN ،x ∈ H ⊆ HN/N هر برای و H ⊆ NH که است واضح زیرا است. خوشتعریف φ

.φ(x) = φ(x′) لذا و xN = x′N آنگاه x = x′ اگر همچنین Nاست. NHدر (چپ) دسته هم
است گروهͬ همریختͬ ͷی φ

φ(xy) = xyN = (xN) (yN) = φ(x)φ(y).

بودن زیرگروه طبق .h ∈ H و n ∈ N که u = nh آنگاه uN ∈ NH/N اگر زیرا است. پوشا φ
.uN = hnN = hN = φ(h) لذا و nN = N داریم N

اما

Ker(φ) = {x ∈ H | φ(x) = N} = {x ∈ H | xN = N} =

{x ∈ H | x ∈ N} = H ∩N.

داریم ٣۵ . ٢ . ٩ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون

H/(H ∩N) = H/Ker(φ) ∼= Im(φ) = NH/N.

به را اول قسمت اکنون ،NH = HN داریم (ج) قسمت ٢ . ٨ . ١٣ نتیجه طبق آخر، قسمت برای
ببنید. کار

قضیه یͺریختͬ، دوم قضیه طبق بͽیرید. نظر در را Z از ۶Z و ۴Z زیرگروه های .٢ . ٩ . ٣٩ مثال
است) برقرار یͺریختͬ دوم قضیه شرایط و نرمالند زیرگروه ها تمام و است آبلͬ (گروه داریم ٢ . ٩ . ٣٨

۴Z/(۴Z ∩ ۶Z) = ۴Z/۱۲Z ∼= (۴Z+ ۶Z)/۶Z = ۲Z/۶Z.

کوچͺترین c و n ،m مشترک علیه مقسوم بزرگترین d اگر .m,n ∈ N کنیم فرض کلͬ، طور به
داریم ٢ . ٩ . ٣٨ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ دوم قضیه طبق آنگاه باشد n ،m مشترک مضرب

mZ/cZ ∼= dZ/nZ.

.dZ = mZ+ nZ و cZ = mZ ∩ nZ زیرا
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گروهͬ، یͺریختͬ دوم قضیه شرایط .N,H � G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٩ . ٠ تذکر
داریم و است برقرار ٢ . ٩ . ٣٨ قضیه

NH/N ∼= H/(H ∩N) NH/H ∼= N/(H ∩N)

گوییم نیز لوزی قضیه بعضا یͺریختͬ دوم قضیه به زیر شͺل سبب به .۴٢ . ٩ . ١ تذکر

و H,N � G باشد، گروه ͷی G کنیم فرض گروهͬ) یͺریختͬ سوم (قضیه .۴٢ . ٩ . ٢ قضیه
داریم صورت این در .N ≤ H

(G/N)/(H/N) ∼= G/H.

تمرین طبق همچنین است. معنͬ با H/N قسمتͬ خارج گروه و N �H که شود دقت ابتدا اثبات.
است. معنͬ با (G/N)/(H/N) قسمت خارج گروه و است G/N نرمال زیرگروه H/N ،۴٢ . ٨ . ٢

ͬ دهیم م قرار اکنون
φ : G/N −→ G/H, φ(xN) = xH.

در G (چپ) دسته هم ͷی xH ،x ∈ G هر برای که است واضح زیرا است. خوشتعریف φ

نتیجه در .(x′)−۱x ∈ N لذا و (x′)−۱xN = N آنگاه xN = x′N اگر همچنین است. H
.φ(xN) = φ(x′N) و xH = x′H بنابراین .(x′)−۱xH = H یعنͬ این و (x′)−۱x ∈ H

است گروهͬ همریختͬ ͷی φ

φ(xN yN) = φ(xyN) = xyH = xH yH = φ(xN)φ(yN).

اما است. پوشا φ وضوح به

Ker(φ) = {xN ∈ G/N | φ(xN) = H} = {xN ∈ G/N | xH = H} =

{xN ∈ G/N | x ∈ H} = H/N.

داریم ٣۵ . ٢ . ٩ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون

(G/N)/(H/N) = (G/N)/Ker(φ) ∼= Im(φ) = G/H.
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قضیه یͺریختͬ، سوم قضیه طبق بͽیرید. نظر در را Z از ۸Z و ۴Z زیرگروه های .۴٢ . ٩ . ٣ مثال
است) برقرار یͺریختͬ سوم قضیه شرایط و نرمالند زیرگروه ها تمام و است آبلͬ (گروه داریم ۴٢ . ٩ . ٢

(Z/۸Z)/(۴Z/۸Z) ∼= Z/۴Z ∼= Z۴.

(برخͬ گویند نیز مضاعف قسمتͬ خارج یͺریختͬ قضیه بعضا یͺریختͬ سوم قضیه به .۴۴ . ٢ . ٩ تذکر
ساده سازی به شبیه بسیار چون ͬ شناسند! م نیز ͷنزدی در ͷنزدی و دور در دور به را قضیه این ایران در

است). گویا عدد دو تقسیم

داریم. نیاز زیر لم به تناظر، قضیه بیان از قبل
باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .۴۵ . ٢ . ٩ لم

.K = f−۱(f(K)) آنگاه Ker(f) ⊆ K و K ≤ G اگر (الف)
.L = f(f−۱(L)) آنگاه باشد پوشا f و L ≤ H اگر (ب)

حال همریختͬ! برای جمله از ،K ⊆ f−۱(f(K)) داریم همواره f تابع هر برای (الف) اثبات.
f(x) = داریم k ∈ K برای نتیجه در و f(x) ∈ f(K) پس .x ∈ f−۱(f(K)) کنیم فرض
لذا .f(k−۱x) = eH داشت خواهیم همریختͬ ͬ های ویژگ از استفاده و مناسب ضرب با .f(k)
پس .x ∈ K داریم است زیرگروه K که مطلب این و مناسب ضرب با .k−۱x ∈ Ker(f) ⊆ K

.K = f−۱(f(K)) لذا و f−۱(f(K)) ⊆ K
دیده اید). ریاضͬ مبانͬ در حتما را قسمت (این است گیری عضو ͷکم با ساده بررسͬ ͷی (ب)

پوشا گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض گروه) برای تناظر (قضیه .۴۶ . ٢ . ٩ قضیه
زیرگروه های خانواده و هستند Ker(f) شامل که G زیرگروه های خانواده بین تناظر ͷی باشد.
هستند Ker(f) شامل که G نرمال زیرگروه های خانواده بین تناظر ͷی همچنین دارد. وجود H

دارد. وجود H نرمال زیرگروه های خانواده و

ͬ دهیم م قرار اثبات.

A = {K ≤ G |Ker(f) ⊆ K} B = {L | L ≤ H}

ͬ کنیم م تعریف و
θ : A −→ B, θ(K) = f(K).

f(K) ≤ H داریم (ب) قسمت ٢۴ . ٢ . ٩ گزاره طبق ،K ≤ G هر برای زیرا است. خوشتعریف θ

داریم که است واضح آنگاه K۱ = K۲ اگر همچنین .θ(K) = f(K) ∈ B نتیجه در و
.θ(K۱) = θ(K۲) لذا و f(K۱) = f(K۲)

است. G زیرگروه f−۱(L) (د)، قسمت ٢۴ . ٢ . ٩ گزاره طبق .L ∈ B کنیم فرض است. پوشا θ
داریم (ب) قسمت ۴۵ . ٢ . ٩ لم طبق حال

θ(f−۱(L)) = f(f−۱(L)) = L.
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آنگاه f(K۱) = f(K۲) یعنͬ θ(K۱) = θ(K۲) کنیم فرض اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی θ
باشد. K۱ = K۲ باید (الف) قسمت ۴۵ . ٢ . ٩ لم طبق حال .f−۱(f(K۱)) = f−۱(f(K۲))

٢۴ . ٢ . ٩ گزاره (ه) و (ج) قسمت از فقط ͬ گیریم. م کار به را بالا روش همین دوم، قسمت برای
ͬ باشد. م نیز زیرگروه نرمال، زیرگروه هر زیرا است، برقرار نیز ۴۵ . ٢ . ٩ لم ͬ کنیم. م استفاده

داریم. را زیر مهم بسیار نتیجه حال

صحیح زمانͬ تناظر قضیه انگاه باشد دلخواه همریختͬ ͷی f : G −→ H اگر .۴٢ . ٩ . ٧ تذکر
کنیم. عوض Im(f) با را H که است

ͬ شناسند. م نیز مشبͺه قضیه یا و گروهͬ یͺریختͬ چهارم قضیه نام های با را تناظر قضیه .۴٢ . ٩ . ٨ تذکر

G/N از L زیرگروه هر برای باشد. G گروه از نرمالͬ زیرگروه N کنیم فرض .۴٢ . ٩ . ٩ نتیجه
اگر تنها و اگر K � G علاوه به .L = K/N که دارد وجود G از K مانند یͺتایی زیرگروه

.K/N � G/N

طبیعͬ گروهͬ همریختͬ اثبات.

π : G −→ G/N, π(x) = xN

تناظر در G/N زیرگروه های ،۴۶ . ٢ . ٩ قضیه تناظر، قضیه طبق حال .Ker(π) = N و است پوشا
باشد G/N از زیرگروهͬ L اگر دیͽر عبارتͬ به ͬ باشند. م N شامل که هستند G از زیرگروه های با
K ′ اگر .L = π(K) = K/N که دارد وجود G از N شامل K مانند مانند زیرگروهͬ آنگاه
فرض مثلا زیرا .K = K ′ است واضح آنگاه L = π(K ′) = K ′/N که باشد چنان N شامل
نتیجه در .y′ ∈ K ′ که yN = y′N لذا و yN ∈ K/N = K ′/N پس .y ∈ K کنیم
y′ در راست سمت از ضرب با و است زیرگروه K ′ اما .y−۱y′ ∈ N ⊆ K ′ یعنͬ y−۱y′N = N
.K = K ′ نتیجه در و K ′ ⊆ K مشابه روش به .K ⊆ K ′ پس .y ∈ K ′ لذا و y−۱ ∈ K ′ داریم
اثبات (برای ͬ شود م استفاده ۴۶ . ٢ . ٩ قضیه تناظر، قضیه دوم قسمت از و است مشابه دوم، قسمت

ببینید). را ۴٢ . ٨ . ٢ تمرین مستقیم

در دارند. G گروه  شناسایی در زیادی بسیار اهمیت G مانند گروه ͷی روی ͬ های خودریخت
گفت. خواهیم مورد این در کمͬ ادامه

ͬ کنیم. م شروع زیر گزاره با
ͬ دهیم م قرار و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۵٢ . ٩ . ٠ گزاره

Aut(G) = {f : G −→ G | است گروهͬ خودریختͬ ͷی f}.

به و fg ͬ نویسیم م fog جای (به است گروه ͷی توابع ترکیب عمل با Aut(G) صورت این در
آخر). الͬ و f۲ ͬ نویسیم م ff جای
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نمایید دقت ͬ گذارند. نم اثبات برای چیزی ١ . ١ . ٢٨ قضیه و ٢۶ . ١ . ١ قضیه ،٢۵ . ١ . ١ قضیه اثبات.
است. خنثͬ عنصر idG : G −→ G که

داریم را زیر خودریختͬ دو ͬ گیریم. م نظر در را G = Z۳ گروه .۵٢ . ٩ . ١ مثال
idG : G −→ G

idG(۰̄) = ۰̄
idG(۱̄) = ۱̄
idG(۲̄) = ۲̄


f : G −→ G

f(۰̄) = ۰̄
f(۱̄) = ۲̄
f(۲̄) = ۱̄

.Aut(G) = {idG, f} لذا

است. −۱ و ۱ مولد دو دارای Z ͬ دانیم م آوریم. دست به را Aut(Z) ͬ خواهیم م .۵٢ . ٩ . ٢ مثال
۱−مانند ۱و از غیر صحیحͬ عدد به ۱را بخواهد f همریختͬ اگر ͬ گیریم. م نظر در ۱را مولد فعلا
نخواهیم دریافت خودریختͬ لذا و بود خواهد Im(f) = kZ و ͬ شود نم پوشا آنگاه کند نظیر k
دست به را idZ خودریختͬ باشد f(۱) = ۱ اگر است. −۱ یا ۱ برابر f(۱) نتیجه در کرد.
مواد برای استدلال همین ͬ آوریم. م دست به را f(x) = −x آنگاه f(۱) = −۱ اگر ͬ  آوریم. م

دارد. را f(x) = −x و idZ عنصر دو فقط Aut(Z) بنابراین است. صادق نیر −۱

.Aut(Sn) ∼= Sn داریم همواره n ̸= ۲,۶ برای که بپذیرید اثبات بدون ما از .۵٢ . ٩ . ٣ تذکر

ͬ دهیم م قرار .x ∈ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۵۴ . ٢ . ٩ مثال و تعریف

fx : G −→ G, fx(y) = xyx−۱.

اما است. خوشتعریف fx که است واضح

fx(yy
′) = xyy′x−۱ = xyx−۱ xy′x−۱ = fx(y)fx(y

′)

و e = fx(y) = xyx−۱ آنگاه y ∈ Ker(fx) اگر است. (درون ریختͬ) همریختͬ ͷی fx لذا و
آنگاه باشد دلخواه y ∈ G اگر باشد. ͷبه ی ͷی fx باید ٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق پس .y = e باید لذا

fx(x
−۱yx) = x x−۱yx x−۱ = y.

G مختلف اعضای برای است. خودریختͬ ͷی fx داده ایم نشان حقیقت در است. پوشا fx پس
مثلا ساخت. متنوعͬ ͬ های خودریخت ͬ توان م ،x مثل

fx−۱ : G −→ G, fx−۱(y) = x−۱yx.

گوییم. داخلͬ خودریختͬ ͬ های، خودریخت چنین به است. fe = idG همچنین
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و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۵۵ . ٢ . ٩ گزاره

Inn(G) = {fx : G −→ G | x ∈ G, است گروهͬ داخلͬ خودریختͬ ͷی fx}.

.Inn(G) � Aut(G) صورت این در

است. ناتهͬ Inn(G) لذا و fe = idG ∈ Inn(G) که است واضح پس e ∈ G چون اثبات.

.fyfy−۱ = fy−۱fy = fe زیرا .(fy)−۱ = fy−۱ که داریم .fx, fy ∈ Inn(G) کنیم فرض حال
داریم z ∈ G هر برای پس

fxfy−۱(z) = fx(y
−۱zy) = xy−۱zyx−۱ = fxy−۱(z).

است. Aut(G) زیرگروه Inn(G) ،۵ . ۴ . ٢ گزاره طبق و fxfy−۱ ∈ Inn(G) لذا
داریم z ∈ G هر برای .f ∈ Aut(G) کنیم فرض اکنون

ffxf
−۱(z) = f(fx(f

−۱(z))) = f(xf−۱(z)x−۱) =

f(x) f(f−۱(z)) f−۱(x) = f(x) z f−۱(x)ff(x)(z) ∈ Inn(G)

است. Aut(G) نرمال زیرگروه Inn(G) لذا و

.Inn(G) = {e} که است واضح آنگاه باشد آبلͬ گروهͬ G اگر .۵۶ . ٢ . ٩ تذکر

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
.G/Z(G) ∼= Inn(G) صورت این در باشد. گروه G کنیم فرض .۵٢ . ٩ . ٧ قضیه

ͬ دهیم م قرار اثبات.
θ : G −→ Inn(G), θ(x) = fx.

آنگاه x = x′ اگر و .fx ∈ Inn(G) داریم ،x ∈ G هر برای که است واضح است. خوشتعریف θ
.θ(x) = θ(x′) یعنͬ fx = fx′

داریم z ∈ G هر برای زیرا است. همریختͬ θ

θ(xy)(z) = fxy(z) = xyz(xy)−۱ = xyzy−۱x−۱ =

fx(yzy
−۱) = fxfy(z) = θ(x)θ(y)(h).

داریم و است واضح θ پوشایی .θ(xy) = θ(x)θ(y) پس

Ker(θ) = {x ∈ G | θ(x) = fe} = {x ∈ G | fx = fe} =

{x ∈ G | fx(z) = fe(z) ∀z ∈ G} = {x ∈ G | xzx−۱ = z ∀z ∈ G} =

{x ∈ G | xz = zx ∀z ∈ G} = Z(G)

.G/Z(G) ∼= Inn(G) ،٣۵ . ٢ . ٩ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون
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داریم ۵٢ . ٩ . ٧ قضیه طبق ببینید). را ٣٨ . ۴ . ٢ (تمرین Z(S۳) = {e} که ͬ دانیم م .۵٢ . ٩ . ٨ مثال
.Inn(S۳) ∼= S۳/Z(S۳) ∼= S۳

داریم. را زیر جالب نتیجه حال
است. آبلͬ G آنگاه باشد دوری گروهͬ Inn(G) اگر .۵٢ . ٩ . ٩ نتیجه

G باید ٢۶ . ٢ . ٨ قضیه طبق اکنون باشد. دوری G/Z(G) باید فرض و ۵٢ . ٩ . ٧ قضیه طبق اثبات.
باشد. آبلͬ

NG(H)/CG(H) صورت این در .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۶٢ . ٩ . ٠ قضیه
آنگاه باشد متناهͬ G اگر ویژه به است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با

.|NG(H)/CG(H)| | |Aut(H)|

قرار اکنون است. معنͬ با NG(H)/CG(H) قسمتͬ خارج گروه ٣۴ . ٢ . ٨ گزاره طبق اثبات.
ͬ دهیم م

θ : NG(H) −→ Aut(H), θ(x) = fx (fx : H −→ H, fx(h) = xhx−۱)

داریم h ∈ H هر برای حال است. خوشتعریف θ که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی

θ(xy)(h) = fxy(h) = xyh(xy)−۱ = xyhy−۱x−۱ = fxfy(h) = θ(x)θ(y)(h).

اما است. گروهͬ همریختͬ θ یعنͬ .θ(xy) = θ(x)θ(y) لذا

Ker(θ) = {x ∈ NG(H) | θ(x) = fe} = {x ∈ NG(H) | fx = fe} =

{x ∈ NG(H) | fx(z) = fe(z) ∀z ∈ H} =

{x ∈ NG(H) | xzx−۱ = z ∀z ∈ H} =

{x ∈ NG(H) | xz = zx ∀z ∈ H} = CG(H).

طبق اما .NG(H)/CG(H) ∼= Im(θ) ،٣۵ . ٢ . ٩ قضیه گروهͬ، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون
نتیجه دوم، قسمت است. شده اثبات حͺم و Im(θ) ≤ Aut(H) (الف)، قسمت ٢۴ . ٢ . ٩ گزاره
.|NG(H)/CG(H)|= |Im(θ)| | |Aut(H)| داریم و است ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه بدیهͬ

ͬ رسانیم. م پایان به ساده گروه مورد در مطالبی با را بخش این
هرگاه است ماکسیمال M زیرگروه گوییم باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۶٢ . ٩ . ١ تعریف
هیچ (یعنͬ G = H یا M = H که گرفت نتیجه بتوان M ≤ H ≤ G از و M ̸= G

نباشد). G و M بین زیرگروهͬ
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زیرگروه لذا و دارد ماکسیمال زیرگروه سه گروه این ͬ گیریم. م نظر در را K۴ گروه .۶٢ . ٩ . ٢ مثال
نیست یͺتا لزوما ماکسیمال

M۱ = {e, a} M۱ = {e, b} M۳ = {e, c}

nZ کنیم فرض باشد. اول عدد n اگر تنها و اگر است ماکسیمال Z از nZ زیرگروه .۶٢ . ٩ . ٣ مثال
که است واضح حال .m ̸= ۱ و k ̸= ۱ که n = km پس نباشد. اول n ولͬ است ماکسیمال

است. بودن ماکسیمال با آشͺار تناقض این و nZ ⪇ kZ ⪇ Z داریم
آنگاه nZ ≤ mZ ≤ Z اگر حال .nZ ̸= Z وضوح به است. اول عددی n کنیم فرض برعکس،
یا mZ = Z بنابراین .t = ۱ یا m = ۱ نتیجه در و است اول n اما .n = mt لذا و n ∈ mZ

.nZ = mZ

{−۱,۱, i,−i} زیرگروه آبلͬ غیر گروه این در ͬ گیریم. م نظر در را Q۸ گروه .۶۴ . ٢ . ٩ مثال
نیست. ماکسیمال {−۱,۱} زیرگروه ولͬ است. ماکسیمال

آن مرتبه که باشد G زیرگروه ͷی M و باشد n مرتبه متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۶۵ . ٢ . ٩ مثال
M ≤ H ≤ G اگر زیرا است. ماکسیمال M صورت این در است. n با نابرابر شمارنده بزرگترین
ͬ توان م سادگͬ به اکنون .|M | | |H| و |H| | |G| داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق آنگاه
نابرابر شمارنده بزرگترین زیرگروهͬ مرتبه که است ممͺن البته .H = G یا M = H که داد نشان
گروه این زیرگروه های بͽیرید. نظر در را Z۱۰۰ گروه مثلا باشد. ماکسیمال ولͬ نباشد گروه مرتبه با

دارند زیر شͺل به نموداری

دارد ۵٠ مرتبه ۲Z۱۰۰ یعنͬ ۲̄ توسط شده تولید زیرگروه است مشخص نمودار از که همانطوری
یعنͬ ۵̄ توسط شده تولید زیرگروه اما است. ماکسیمال رو این از ،١٠٠ شمارنده بزرگترین یعنͬ
زیرگروهͬ هیچ وضوح به که حالͬ در نیست. ١٠٠ شمارنده بزرگترین ٢٠ و دارد ٢٠ مرتبه ۵Z۱۰۰

است. ماکسیمال ۵Z۱۰۰ یعنͬ این و ندارد وجود Z۱۰۰ و ۵Z۱۰۰ بین

اما دارند. ماکسیمال زیرگروه حتما پس دارند، زیرگروه متناهͬ تعداد متناهͬ گروه های چون
کنید. توجه زیر مثال به باشد! داشته ماکسیمال زیرگروه گروهͬ هر که نیست اینطور
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خلف، برهان به ندارد. ماکسیمال زیرگروه گروه این بͽیرید. نظر در را Q گروه .۶۶ . ٢ . ٩ مثال
کنیم فرض باشد. ناصفر باید M که است واضح است. گروه این ماکسیمال زیرگروه M کنیم فرض

عنصر حال (چرا؟). a ∈ M بنابراین .۰ ̸= a
b
∈ M و x

y
∈ Q \M

a
b
x
y

=
ay

bx

عنصر .ay ̸= ۰ زیرا است، ناصفر
ay
۱
x
y

=
ay۲

x

آنگاه x
ay۲ ∈ M+ < x

y
> اگر چون . x

ay۲ ̸∈ M+ < x
y
> ͬ کنیم م ادعا ͬ گیریم. م نظر در را

بنابراین .k ∈ Z و m ∈ M که x
ay۲ = m+ k x

y

x = may۲ + kaxy ∈ M

داریم پس است. تناقض که
M ⪇ M+ <

x

y
>⪇ Q

نیست. ماکسیمال M لذا و

باشید! داشته ذهنتان گوشه در را آن فقط و است خاص شدت به بعدی مثال

توانͬ آنها مرتبه که گروه این عناصر تمام بͽیرید. نظر در را Q/Z قسمتͬ خارج گروه .۶٢ . ٩ . ٧ مثال
در و دارد ۲۲ مرتبه ۳

۴ + Z مثلا دهید. نشان Z۲∞ نماد با را آن و بͽیرید نظر در را است ٢ عدد از
ͬ پذیریم!). (م ندارد ماکسیمال زیرگروه و است گروه ͷی Z۲∞ که داد نشان ͬ توان م دارد. قرار Z۲∞

مهم بسیار که گروه این به بسازید. را Zp∞ گروه و دهید انجام ͬ توانید م p اول عدد هر با را کار این
امروزی و غربی ریاضیدان های اما شد مشهور دوری p‐شبه گروه به پیدایشش لحظه در ͬ باشد، م نیز

گویند. پروفر۶ گروه آن به

است ماکسیمال نرمال M نرمال زیرگروه گوییم باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۶٢ . ٩ . ٨ تعریف
هیچ (یعنͬ G = H یا M = H که گرفت نتیجه بتوان M ≤ H � G از و M ̸= G هرگاه

نباشد). G و M بین نرمالͬ زیرگروه

نرمال ماکسیمال، زیرگروه هر لذا هستند، نرمال زیرگروه ها همه آبلͬ، گروه هر در چون .۶٢ . ٩ . ٩ مثال
است. ماکسیمال

نرمال {−۱,۱, i,−i} زیرگروه آبلͬ غیر گروه این در ͬ گیریم. م نظر در را Q۸ گروه .٢ . ٩ . ٧٠ مثال
است. ماکسیمال نرمال زیرگروه این که است واضح است. دو برابر زیرگروه این اندیس زیرا است.

۶prufer
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نیستند. نرمال لزوما ماکسیمال زیرگروه های

است ماکسیمال N =< σ۶ >= {σ۱, σ۶} زیرگروه ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق .٢ . ٩ . ٧١ مثال
.σ۲σ۶σ

−۱
۲ ̸∈ N زیرا نیست. S۳ از نرمال زیرگروه اما

باشند. G و {e} آن نرمال زیرگروه های تنها هرگاه گوییم ساده را G گروه .٢ . ٩ . ٧٢ تعریف

چون است. ساده Zp گروه ،p اول عدد هر برای کلͬ طور به است. ساده Z۲ گروه .٢ . ٩ . ٧٣ مثال
زیرگروهͬ ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه از ندارد، ١ و خودش از غیر شمارنده و است اول عدد p

باشد. نرمال زیرگروه بخواهد تا ندارد نابدیهͬ زیرگروه اصلا یعنͬ ندارد. نابدیهͬ

نیست. ساده K۴ گروه .٧۴ . ٢ . ٩ مثال

نرمال زیرگروه با را آن ارتباط و ͬ دهد م دست به را ساده گروه ساختن روش ͷی زیر قضیه
ͬ دهد. م نشان ماکسیمال

نرمال N صورت این در باشد. G گروه نرمال سره زیرگروه N کنیم فرض .٧۵ . ٢ . ٩ قضیه
باشد. ساده G/N اگر تنها و اگر است ماکسیمال

N شامل K که باشد G/N نرمال زیرگروه K/N کنیم فرض ،۴٢ . ٩ . ٩ نتیجه طبق (⇐) اثبات.
K = N پس است، ساده G چون است. نرمال G در K داریم ۴٢ . ٩ . ٩ نتیجه طبق دوباره است.

ندارد. غیربدیهͬ نرمال زیرگروه G/N گروه که است معنͬ بدان این .K = G یا
گروه G/N اما .K/N �G/N داریم ۴٢ . ٩ . ٩ نتیجه طبق پس .N ≤ K �G کنیم فرض (⇒)

نرمال N لذا و K = G یا K = N یعنͬ است. بدیهͬ زیرگروه های برابر K/N پس است، ساده
است. ماکسیمال

داریم. را زیر نتیجه حال
در باشند. G گروه از متمایز ماکسیمال نرمال زیرگروه دو N ′ و N کنیم فرض .٧۶ . ٢ . ٩ نتیجه

است. N ′ و N از ماکسیمال نرمال زیرگروه N ∩N ′ صورت این

داریم و است برقرار ،٢ . ٩ . ٣٨ قضیه یͺریختͬ، دوم قضیه شرایط همه اثبات.

N/(N ∩N ′) ∼= NN ′/N ′.

.N ′ � NN ′ داریم ٢ . ٨ . ١٣ نتیجه طبق همچنین است. نرمال زیرگروه NN ′ ،١۴ . ٢ . ٨ نتیجه طبق
N = NN ′ اگر .N = G یا Nو = NN ′ پس است، Nماکسیمال اما .N�NN ′�G بنابراین
قضیه طبق لذا و G = NN ′ پس است. N ′ و N تمایز با آشͺار تناقض این و N ′ ⊆ N آنگاه
طبق دوباره بنابراین باشد. ساده N/(N ∩ N ′) باید و است ساده G/N = NN ′/N ،٧۵ . ٢ . ٩
زیرگروه N ∩N ′ مشابه صورت به است. N از ماکسیمال نرمال زیرگروه N ∩N ′ ،٧۵ . ٢ . ٩ قضیه

است. N ′ از ماکسیمال نرمال
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مواضع از که است شما سود به اما ندارد! چیزی ساده گروه که بیاید نظرتان به اینطور شاید
ریاضیدانان هنوز که بدانید قدر همین نیست! ساده اما است، ساده اسمش کنید! نشینͬ عقب خود
متناهͬ ساده گروه های اما کنند. شناسایی کامل صورت به را نامتناهͬ ساده گروه های نتوانسته اند
ریاضیدانانͬ تلاش به ، ساده متناهͬ گروه های تمام بͽوییم باید زمینه این در خوشبختانه چطور؟!
فیت، زاسن هاوس، برائور، هال، دیͺسون، برنساید، فربنیوس، سیلو، کیلͬ، آبل، گالوا، جمله از بزرگ
تعدادتان ͬ طلبیم، م پوزش نشدند، برده اسم که ریاضیدانانͬ (از گونتیر و آزباکر گرونشتاین، تامپسون،
صورت به و آغاز میلادی ١٨٣٢ از ریاضیدانان این تلاش حقیقت در شده اند. رده بندی (, است زیاد
مقاله زمینه همین در ریاضͬ معتبر مجله صد بیش یافت. خاتمه میلادی ٢٠١٢ سال در کامل و دقیق
قرار هم کنار از باشد. جبر شاخه به متعلق ریاضͬ اثبات ͬ ترین طولان شده سبب که کرده اند چاپ
گروه راحتتر همه از بین این در شد! خواهد حاصل اثبات صفحه ١٠٠٠٠ از بیشتر مقالات این دادن

ͬ کنیم. م رده بندی شما برای را آن زیر قضیه در که است آبلͬ متناهͬ ساده
.G ∼= Zp که باشد داشته وجود p اول عدد اگر تنها و اگر آبلͬ ساده گروه ͷی G .٢ . ٩ . ٧٧ قضیه

.e ̸= a ∈ G کنیم فرض حال است. نرمال آن زیرگروه هر پس است آبلͬ G چون (⇐) اثبات.
قضیه طبق پس است. دوری گروه G یعنͬ ،G =< a > باید لذا و است نابدیهͬ < a > زیرگروه
بیشمار Z زیرا نیست! ساده آنگاه G ∼= Z اگر .n ∈ N که G ∼= Zn یا G ∼= Z داریم ٢ . ٩ . ٣٣
است. اول n ͬ دهیم م نشان .n ∈ N که G ∼= Zn پس دارد. kZ شͺل به نابدیهͬ نرمال زیرگروه
زیرگروه tZn =< t̄ > صورت این در .t, l > ۱ که n = tl نتیجه در نباشد. اول n کنیم فرض

است. اول عدد n لذا است. آشͺار تناقض این و است نرمال نابدیهͬ
است. ساده گروه Zp که شد داده شرح بالا مثال در (⇒)

است ساده که G آبلͬ غیر گروه ͷی از آورد خواهیم مثالͬ شما برای بعد بخش در .٢ . ٩ . ٧٨ تذکر
دارد. نابدیهͬ زیرگروه اما

شده حل تمرین های

ضابطه با f : G −→ G اگر تنها و اگر است آبلͬ G گروه که دهید نشان .٢ . ٩ . ٧٩ تمرین
باشد. گروهͬ همریختͬ f(x) = x−۱

داریم x, y ∈ G هر برای باشد. آبلͬ G کنیم فرض حل.

f(xy) = (xy)−۱ = y−۱x−۱ = x−۱y−۱ = f(x)f(y)

هر برای باشد. گروهͬ همریختͬ f کنیم فرض برعکس، اکنون است. گروهͬ همریختͬ f لذا و
داریم x, y ∈ G

y−۱x−۱ = f(y)f(x) = f(yx) = (yx)−۱ = x−۱y−۱

.xy = yx که ͬ شود م نتیجه مناسب ضرب های با y−۱x−۱ = x−۱y−۱ از لذا و
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را f(j) = ۱̄ و f(i) = ۰̄ ضابطه را f : Q۸ −→ Z۲ گروهͬ همریختͬ هسته .٢ . ٩ . ٨٠ تمرین
کنید. پیدا

.f(k) = f(ij) = f(i) + f(j) = ۰̄ + ۱̄ = ۱̄ لذا و k = ij که کنید دقت ابتدا حل.
داریم ͬ نگارد. م خنثͬ عنصر به را خنثͬ عنصر گروهͬ همریختͬ زیرا .f(۱) = ۰̄ باید همچنین

پس .f(−i) = f((−۱)i) = f(−۱) + f(i) = ۰̄ نتیجه در .f(−۱) = −f(۱) = ۰̄

Ker(f) = {x ∈ Q۸ | f(x) = ۰̄} = {۱,−۱, i,−i}

ندارد. وجود Z۳ به S۳ از گروهͬ همریختͬ دهید نشان .٢ . ٩ . ٨١ تمرین

یͺریختͬ، اول قضیه طبق باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : S۳ −→ Z۳ کنیم فرض حل.
لذا و (چرا؟) است ساده آبلͬ گروه ͷی Z۳ اما .S۳/Ker(f) ∼= Im(f) داریم ،٣۵ . ٢ . ٩ قضیه
.Im(f) = Z۳ یا Im(f) = {۰̄} بنابراین .Im(f) جمله از هستند نرمال آن زیرگروه های تمام
Im(f) = Z۳ اگر باشد. بدیهͬ همریختͬ f باید و Ker(f) = S۳ آنگاه Im(f) = {۰̄} اگر
پس (چͽونه؟). باشد |Ker(f)|= ۲ باید ،|Z۳|= ۳ و است ۶ با برابر S۳ مرتبه چون آنگاه
باید ٢ مرتبه زیرگروه های است. دوری ٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه از لذا و است ٢ مرتبه زیرگروه ͷی Ker(f)
نرمال S۳ زیرگروه های چنین ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق اما (چرا؟). شوند تولید ٢ مرتبه عنصر با

.σ۲σ۶σ
−۱
۲ ̸∈ N زیرا نیست. نرمال N =< σ۶ >= {σ۱, σ۶} زیرگروه مثلا نیستند.

کنید. رده بندی را ۶ از کمتر مرتبه گروه های .٢ . ٩ . ٨٢ تمرین

.G = {e}است واضح آنگاه |G|= ۱ اگر باشد. ۶ از کمتر مرتبه از Gگروهͬ کنیم فرض حل.
چنین باشد. ۵ و ٣ ،٢ اول اعداد G مرتبه کنیم فرض حال دارد. وجود ١ مرتبه گروه ͷی فقط پس
G باید ٢ . ٩ . ٧٧ قضیه طبق پس هستند. آبلͬ ۶٢ . ٢ . ٣ تمرین طبق و (چرا؟) است ساده حتما گروه
عنصر e که G = {e, a, b, c} یعنͬ |G|= ۴ کنیم فرض اکنون باشد. Z۵ و Z۳ ،Z۲ ترتیب به

داریم. حالت دو ٢۴ . ٢ . ٧ نتیجه از حال است. خنثͬ
از دوری G ،١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق صورت این در است. ۴ مرتبه c و b ،a بین از عنصر ͷی (الف)

.G ∼= Z۴ باید ٢ . ٩ . ٣٣ قضیه طبق پس است. ۴ مرتبه
لذا و b = a−۱ آنگاه ab = e اگر که است واضح هستند. ٢ مرتبه از c و b ،a عناصر همه (ب)
a = e آنگاه ab = b اگر است. تناقض که b = e انگاه ab = a اگر است. تناقض این و a = b
گروه کدام این .ac = b و bc = a مشابه روندی با .ab = c باید پس است. تناقض هم باز که

.K۴ ∼= Z۲ × Z۲ دیده اید، که هم درس متن خلال در است. K۴ است واضح است؟

دهید نشان .x ∈ G و باشد گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٢ . ٩ . ٨٣ تمرین
است. برقرار تساوی آنگاه باشد ͷبه ی ͷی f اگر .o(f(x)) | o(x) که

گروهͬ همریختͬ f و xn = e چون حال .o(f(x)) = m و o(x) = n کنیم فرض حل.
.m|n باید ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق لذا و eH = f(eG) = f(xn) = (f(x))n داریم است

گزاره طبق اما .xm ∈ Ker(f) پس ،eH = (f(x))m = f(xm) چون دوم، قسمت برای
است. m = n درنتیجه .n|m باید ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق لذا .xm = eG باید ٢ . ٩ . ٣٢
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کنید. پیدا نابدیهͬ دوری گروه به S۳ گروه از گروهͬ همریختͬ ͷی .٨۴ . ٢ . ٩ تمرین

f : S۳ −→ Z اگر .n ∈ N که باشد Zn یا Z باید ٢ . ٩ . ٣٣ قضیه طبق دوری گروه ͷی حل.
Z اما (چرا؟). است Z از متناهͬ زیرگروه ͷی Im(f) آنگاه باشد نابدیهͬ گروهͬ همریختͬ ͷی
تناقض که است بدیهͬ همریختͬ f یعنͬ این .Im(f) = {۰} که این مͽر ندارد، متناهͬ زیرگروه
اول قضیه طبق .n ∈ N که باشد نابدیهͬ گروهͬ همریختͬ ͷی f : S۳ −→ Zn کنیم فرض است.
S۳ آنگاه باشد Ker(f) = {e} اگر .S۳/Ker(f) ∼= Im(f) داریم ،٣۵ . ٢ . ٩ قضیه یͺریختͬ،
که است بدیهͬ همریختͬ f Ker(f)آنگاه = S۳ اگر است. آشͺار تناقض که ͬ شود م آبلͬ گروه ͷی
حالت های فقط ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق پس است ۶ با برابر S۳ مرتبه چون است. تناقض
نتیجه از لذا باشد. ٢ مرتبه زیرگروه ͷی Ker(f) کنیم فرض است. مانده ٣ و ٢ مرتبه از ker(f)
نمادهای طبق اما (چرا؟). شوند تولید ٢ مرتبه عنصر با باید ٢ مرتبه زیرگروه های است. دوری ٢۵ . ٢ . ٧
نرمال N =< σ۶ >= {σ۱, σ۶} زیرگروه مثلا نیستند. نرمال S۳ زیرگروه های چنین ،٢ . ٣ . ٧ مثال

.σ۲σ۶σ
−۱
۲ ̸∈ N زیرا نیست.

زیرگروه های است. دوری ٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه از لذا باشد. ٣ مرتبه زیرگروه ͷی Ker(f) کنیم فرض
داریم ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق اما (چرا؟). شوند تولید ٣ مرتبه عنصر با باید ٣ مرتبه

Ker(f) =< σ۲ >= {σ۱, σ۲, σ۳}.

و بنگاریم ۰̄ به را Ker(f) اعضای سپس و کنیم انتخاب Z۲ از ٢ مرتبه دوری گروه کافͬ حال
بنگاریم. ۱̄ عضو به را S۳ اعضا باقیمانده

xn = eG که دهید نشان باشد. گروهͬ یͺریختͬ ͷی f : G −→ H کنیم فرض .٨۵ . ٢ . ٩ تمرین
است؟ صحیح همریختͬ برای مطلب این آیا .(f(x))n = eH اگر تنها و اگر

فرض برعکس، .eH = f(eG) = f(xn) = (f(x))n داریم .xn = eG کنیم فرض حل.
باید است ͷبه ی ͷی f چون و f(eG) = eH اما .f(xn) = eH پس .(f(x))n = eH کنیم

.xn = eG
داریم ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق نیست. صحیح همریختͬ هر برای مطلب این دوم، قسمت برای

N =< σ۲ >= {σ۱, σ۲, σ۳}.

به را S۳ اعضا باقیمانده و بنگاریم ۰̄ به را N اعضای سپس و کنیم انتخاب را Z۲ گروه کافͬ حال
١ مرتبه که ͬ شود م نگاشته ۰̄ خنثͬ عنصر به σ۲ اما .σ۳

۲ = σ۱ که است واضح بنگاریم. ۱̄ عضو
است.

است. همریخت ٢ مرتبه گروه با Dn که دهید نشان .٨۶ . ٢ . ٩ تمرین

داریم ٣٢ . ۶ . ٢ تمرین طبق حل.

Dn = {e, σ, ..., σn−۱, τ, στ, σ۲τ, ..., σn−۱τ}.

ͬ دهیم م قرار اکنون

f : Dn −→ Z۲ f(e) = f(σi) = ۰̄, f(τ) = f(σiτ) = ۱̄.
است. پوشا گروهͬ همریختͬ f که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی
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نامند). کامل را گروهͬ (چنین Aut(S۳) ∼= S۳ ∼= Inn(S۳) که دهید نشان .٢ . ٩ . ٨٧ تمرین

داریم ۵٢ . ٩ . ٧ قضیه طبق پس .(٣٨ . ۴ . ٢ (تمرین Z(S۳) = {e} که آورید یاد به حل.
طبق باشد. خودریختͬ ͷی f : S۳ −→ S۳ کنیم فرض حال .S۳/Z(S۳) ∼= S۳ ∼= Inn(S۳)

بنگارد. σ۳ یا σ۲ به را آن باید f پس دارد، ٣ مرتبه σ۲ چون ،٨۵ . ٢ . ٩ تمرین و ٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای
است واضح اما بنگارد. σ۶ یا و σ۵ یا و σ۴ به را آن باید f پس دارد، ٢ مرتبه σ۴ چون همچنین،
دارد. وجود f برای انتخاب ۲× ۳ = ۶ ضرب اصل طبق لذا هستند. S۳ مولدهای σ۴ و σ۲ که

.Aut(S۳) = Inn(S۳) پس ،|Inn(S۳)|= ۶ و Inn(S۳) ⊆ Aut(S۳) اما

است). اویلر تابع φ) |Aut(Zn)|= φ(n) که دهید نشان .٢ . ٩ . ٨٨ تمرین

کافͬ پس .Zn =< ۱̄ > ͬ دانیم م باشد. خودریختͬ ͷی f : Zn −→ Zn کنیم فرض حل.
مولد ۱̄ چون .f(۱) = t̄ کنیم فرض شود. معلوم ما برای f کل تا بدانیم ۱̄ روی را f اثر است
٢٩ . ۶ . ٢ تمرین طبق لذا .o(t̄) = n باید پس باشد. مولد ،٨۵ . ٢ . ٩ تمرین طبق بر نیز t̄ باید است،
تمرین طبق حال است. تناقض که o(t̄) = n

d
آنگاه (n, t) = d ̸= ۱ اگر زیرا .(n, t) = ۱ باید

ͬ کنیم م تعریف حال .t̄ ∈ U(Zn) باید ۵٢ . ٢ . ٩

θ : Aut(Zn) −→ U(Zn), θ(f) = f(۱̄).
زیرا است. گروهͬ همریختͬ θ است. واضح θ خوشتعرفͬ بالا، مطلب با

θ(fg) = fg(۱̄) = f(g(۱̄)) g(۱̄)=t̄
= f(t̄) =

f(۱̄+ ۱̄+ ...+ ۱̄︸ ︷︷ ︸
tتا

) = tf(۱̄) = g(۱̄)f(۱̄) =

f(۱̄)g(۱̄) = θ(f)θ(g).

هر برای پس .f(۱̄) = ۱̄ یعنͬ این و θ(f) = ۱̄ آنگاه f ∈ Ker(θ) اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی θ
داریم m̄ ∈ Zn

m̄ = m.۱̄ = mf(۱̄) = f(۱̄) + ...+ f(۱̄)︸ ︷︷ ︸
mتا

= f(۱̄+ ۱̄+ ...+ ۱̄︸ ︷︷ ︸
mتا

) = f(m̄)

باشد. ͷیه ی ͷی θ باید ٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق حال .f = idZn یعنͬ
m̄ شد، اشاره اول در که مطلبی طبق و (m,n) = ۱ آنگاه m̄ ∈ U(Zn) اگر زیرا است. پوشا θ

خودریختͬ ͬ توانیم م لذا و است مولد

f : Zn −→ Zn, f(۱̄) = m̄

.|U(Zn)|= φ(n) ͬ دانیم م و Aut(Zn) ∼= U(Zn) بنابراین .θ(f) = m̄ و یͽیریم نظر در را

که: دهید نشان .٢ . ٩ . ٨٩ تمرین
.Aut(G) ∼= Aut(H) آنگاه G ∼= H اگر (الف)

آورید. دست به را Aut(K۴) (ب)
.G ∼= H که ندارد لزومͬ آنگاه Aut(G) ∼= Aut(H) اگر که بͽیرید نتیجه سپس (ج)
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تعریف حال کند. معلوم را H و G بین یͺریختͬ f : G −→ H کنیم فرض (الف) حل.
ͬ کنیم م

θ : Aut(G) −→ Aut(H), θ(g) = fgf−۱.

زیرا است. گروهͬ همریختͬ θ است. واضح θ خوشتعرفͬ

θ(gg′) = fgg′f−۱ = fgf−۱ fg′f−۱ = θ(g)θ(g′).

لذا .fgf−۱ = idH یعنͬ این و θ(f) = idH آنگاه g ∈ Ker(θ) اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی θ
٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق حال .f = idG داریم مناسب مناسب) توابع ترکیب حقیقت (در ضرب های با

باشد. ͷیه ی ͷی θ باید
بنابراین .θ(f−۱hf) = h و f−۱hf ∈ Aut(G) آنگاه h ∈ Aut(H) اگر زیرا است. پوشا θ

.Aut(G) ∼= Aut(H)
f ∈ Aut(K۴) تعیین برای پس ͬ نگارد. م خنثͬ عنصر به را خنثͬ عنصر گروهͬ هریختͬ هر (ب)
پوشا و ͷبه ی ͷی f ͬ خواهیم م طرفͬ از بدانیم. K۴ از c و b ،a عنصر سه روی را f اثر است کافͬ
چنین تعداد .f(e) = e همواره که است c و b ،a شͬ سه روی جایͽشت ͷی مشابه f پس باشد!
آن عناصر ظاهری شͺل فقط که است S۳ گروه همان گروه این رو این از و است تا ۶ جایͽشت های

ببینید). را ٢ . ١٢ . ٧٠ تمرین (حتما است شده اضافه عنصر هر به f(e) = e و کرده تغییر
داریم وضوح به که حالͬ در .Aut(S۳) ∼= S۳ ∼= Aut(K۴) که دیدیم بالا تمرین در (ج)

.S۳ ̸∼= K۴

نشان دارد. ماکسیمال زیرگروه ͷی دقیقا که باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٩ . ٩٠ تمرین
است. دوری G که دهید

ͬ کنیم م ادعا اکنون .a ∈ G \ M و باشد G از ماکسیمال زیرگروه تنها M کنیم فرض حل.
زیرگروه ها تعداد است، متناهͬ G چون .G ̸=< a > کنیم فرض خلف برهان به .G =< a >

قرار ماکسیمال زیرگروه ͷی در ͷی است ماکسیمال خودش یا زیرگروه هر لذا و است متناهͬ نیز
فرض طبق اما گیرد. قرار ماکسیمال زیرگروه در یا باشد ماکسیمال باید < a > نتیجه در ͬ گیرید. م
دو هر که < a >⊆ M یا < a >= M باید پس دارد. وجود G در ماکسیمال زیرگروه ͷی تنها

شد. اثبات ادعا ͬ کنند. م نقض را a ∈ G \M شرط

برای یا است نرمال M یا ،G گروه از M ماکسیمال زیرگروه برای که دهید نشان .٢ . ٩ . ٩١ تمرین
.g ∈< M, gMg−۱ > داریم g ∈ G هر

M = باید است، ماکسیمال زیرگروه M چون .M ≤ NG(M) ≤ G که ͬ دانیم م حل.
کنیم فرض حال است. نرمال M آنگاه NG(M) = G اگر .NG(M) = G یا NG(M)

M چون .M ⪇< M, gMg−۱ >≤ G آنگاه gMg−۱ ̸= M اگر .g ∈ G و NG(M) = M
M = gMg−۱ اگر .g ∈< M, gMg−۱ > لذا و G =< M, gMg−۱ > باید است ماکسیمال

.g ∈< M, gMg−۱ > لذا و NG(M) = M اما .g ∈ Ng(M) آنگاه

دارد؟ ماکسیمال (نرمال) زیرگروه G = (Q \ {۰}, .) گروه آیا .٢ . ٩ . ٩٢ تمرین
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ͬ کنیم م ادعا حال هستند. نرمال زیرگروه ها همه لذا و است آبلͬ گروه که کنید دقت ابتدا حل.

Q+ = {x ∈ G | x > ۰} = M

که دارد وجود x ∈ M ′ \M عنصر پس .M ⪇ M ′ ≤ G کنیم فرض است. ماکسیمال زیرگروه
۱
x
∈ M ′ پس است زیرگروه M ′ چون .−x ∈ M ′ نتیجه در و −x ∈ Q+ = M لذا .x < ۰

نتیجه در .Q− = −Q+ ⊆ M ′ داریم بودن زیرگروه طبق دوباره .−۱ = −x.۱
x
∈ M ′ لذا و

است. ماکسیمال (نرمال) زیرگروه M پس .G = Q+ ∪Q− = M ′

که باشد صحیحͬ عدد m و باشد n مرتبه از متناهͬ آبلͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢ . ٩ . ٩٣ تمرین
است. خودریختͬ f(x) = xm ضابطه با f : G −→ G صورت این در است. اول n به نسبت

زیرا است. همریختͬ f است، آبلͬ G چون حل.

f(xy) = (xy)m = xy xy ... xy︸ ︷︷ ︸
mتا

= xmym = f(x)f(y).

(چرا؟) xn = e اما (چرا؟). o(x) |m پس .xm = e لذا و f(x) = e آنگاه x ∈ Ker(f) اگر
f باید ٢ . ٩ . ٣٢ گزاره طبق حال .x = e لذا و o(x) | (m,n) = ۱ نتیجه در .o(x) |n پس
که rn + sm = ۱ داریم ١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه طبق .y ∈ G کنیم فرض باشد. ͷبه ی ͷی

است. پوشا f یعنͬ .f(ys) = y داریم بنابراین .y = yrn+sm = (ys)m بنابراین .r, s ∈ Z

کم دست داری ،y۲ ̸= e که باشد y مانند عنصری دارای G گروه هر دهید نشان .٩۴ . ٢ . ٩ تمرین
است. خودریختͬ دو

آنگاه باشد آبلͬ G اگر اکنون است. گروهͬ همریختͬ ͷی idG همواره G گروه هر برای حل.

f : G −→ G, f(x) = x−۱

پس y۲ ̸= e چون که کنید دقت فقط بخش). این شده حل تمرین (اولین است همریختͬ ͷی
داخلͬ همریختͬ ،x ∈ G \ Z(G) هر برای آنگاه نباشد آبلͬ G اگر .f ̸= idG لذا و y ̸= y−۱

داشت. خواهیم را fx

کنید. پیدا را Z به Q از ͬ ها همریخت تمام .٩۵ . ٢ . ٩ تمرین

.f(۱) = t کنیم فرض همچنین باشد. گروهͬ همریختͬ ͷی f : Q −→ Z کنیم فرض حل.
داریم n طبیعͬ عدد هر برای حال

t = f(۱) = f(n.
۱
n
) = f(

۱
n
+ ...+

۱
n︸ ︷︷ ︸

nتا

) = nf(
۱
n
).
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دارد شمارنده بیشمار t پس .n | t داریم n طبیعͬ عدد هر برای یعنͬ بالا تساوی و f(۱
n
) ∈ Z اما

اما .f(−۱) = ۰ یعنͬ این و f(۱) = ۰ پس .t = ۰ که این مͽر ندارد امͺان چیزی چنین که
داریم n طبیعͬ عدد هر برای

۰ = f(۱) = f(n.
۱
n
) = f(

۱
n
+ ...+

۱
n︸ ︷︷ ︸

nتا

) = nf(
۱
n
).

داریم بͽیرید. نظر در را m
n

مثبت و گویا عدد اکنون .f(−۱
n
) = ۰ لذا و f(۱

n
) = ۰ نتیجه در

f(
m

n
) = f(m.

۱
n
) = f(

۱
n
+ ...+

۱
n︸ ︷︷ ︸

mتا

) = mf(
۱
n
) = ۰.

بدیهͬ همریختͬ فقط f لذا است. صحیح بالا مطلب نیز منفͬ گویای اعداد برای مشابه روش به
است.

آورید. دست به را Aut(Q) .٩۶ . ٢ . ٩ تمرین

.f(۰) = ۰ که است واضح باشد. گروهͬ خودریختͬ ͷی f : Q −→ Q کنیم فرض حل.
داریم n طبیعͬ عدد هر برای حال .f(۱) = t کنیم فرض

f(n) = ۱+ ۱+ ...+ ۱︸ ︷︷ ︸
nتا

= nf(۱) = nt

.f(−n) = −nt لذا و ۰ = f(۰) = f(n−n) = f(n)+f(−n) = nt+f(−n) همچنین
داریم .x = n

m
∈ Q کنیم فرض حال .f(n) = nt که داده ایم نشان n ∈ Z هر برای پس

nt = f(n) = f(mx) = mf(x)

که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .f(x) = t n
m

= tx نتیجه در

f : Q −→ Q, f(x) = tx

شد. شناسایی ͬ ها خودریخت تمام بود دلخواه f چون است. گروهͬ خودریختͬ ͷی
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جایͽشتͬ گروه های قضایای ٢ . ١٠
شخصͬ اگر است. گروه نظریه تمام که بخشͬ رسیدیم. فصل این بخش آخرین به خوب! بسیار
سپس ͬ کنیم. م اثبات را کیلͬ قضیه قدم، اولین در نیست. گویی زیاده قبل جمله بداند، را کیلͬ قضیه
است دشوار گروه نظریه مطالعه هم باز کیلͬ قضیه دانستن وجود با چرا که ͬ دهیم م نشان شما به

نمایید). مطالعه دقت با را فصل این سوم بخش (حتما
گروه زیرگروه، (هر است یͺریخت جایͽشتͬ گروه با G گروه هر کیلͬ) (قضیه .٢ . ١٠ . ١ قضیه

گوییم). جایͽشتͬ گروه را متقارن

ͬ دهیم م قرار .a ∈ G کنیم فرض اثبات.

la : G −→ G, la(x) = ax.

داریم است. واضح la خوشتعریفͬ است. تناظر ͷی la

la(x) = la(y) ⇒ ax = ay ⇒ x = y

la(a
−۱y) = داریم و a−۱y ∈ G آنگاه باشد y ∈ G اگر است. ͷبه ی ͷی تابع ͷی la لذا و

G (گروه) مجموعه روی متقارن گروه SG کنیم فرض اکنون است. پوشا la پس .aa−۱y = y
ͬ دهیم م قرار ببینید). را ٢ . ٣ . ٢ (قضیه باشد

θ : G −→ SG, θ(x) = lx.

زیرا است. گروه همریختͬ θ است. واضح θ خوشتعریفͬ لذا و است تناظر lx که دادیم نشان بالا در
داریم g ∈ G هر برای

θ(xy)(g) = lxy(g) = xyg = x(yg) = x(ly(g)) = lxly(g) = θ(x)θ(y)(g).

x ∈ Ker(θ) اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی یعنͬ است نشاننده ͷی θ اما .θ(xy) = θ(x)θ(y) پس
گزاره طبق پس (چͽونه؟). x = e باید بنابراین .lx = le = idG لذا و θ(x) = idG = le آنگاه
G ∼= Im(θ) ≤ SG داریم ٣۵ . ٢ . ٩ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق باشد. نشاننده θ باید ،٢ . ٩ . ٣٢

است. تمام اثبات و

حرفͬ پر به لازم که ͬ کند م مشخص را جایͽشتͬ گروه های مطالعه انگیزه واضح آنقدر کیلͬ قضیه
این از کنیم. بررسͬ مقدماتͬ دوره همین در را دلخواه جایͽشتͬ گروه های ͬ توانیم نم ما اما نیست!
به مطالعه اش متناهͬ گروه همین که دید خواهید و است Sn گروه روی ادامه در ما اصلͬ تمرکز رو

دارد. دردسر کافͬ حد
مجموعه از xr ،... ،x۲ ،x۱ طبیعͬ اعداد اگر .σ ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٢ تعریف
باشیم داشته x ̸∈ {x۱, ..., xr} برای و σ(xi) = xi+۱ که باشد موجود {۱,۲, ..., n}
ͬ نویسیم م و ͬ کنیم م پرهیز σ ماتریسͬ نمایش از و است r طول به دور ͷی σ گوییم ،σ(x) = x

.(x۱ x۲ ... xr)
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داریم ٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق .٢ . ١٠ . ٣ مثال
σ۲ = (۱ ۲ ۳) σ۵ = (۱ ۲)

،σ(۱) = ۱ دور این در است. S۷ در ۴ طول به دور ͷی σ = (۲ ۴ ۵ ۷) .۴ . ٢ . ١٠ مثال
است. σ(۶) = ۶ و σ(۳) = ۳

گوییم. ترانهش ͷی را ٢ طول به دور هر .۵ . ٢ . ١٠ تعریف

،σ۴ = (۲ ۳) ،٢ . ٣ . ٧ مثال نمادهای طبق است. S۷ در ترانهش ͷی σ = (۱ ۷) .۶ . ٢ . ١٠ مثال
هستند. S۳ در ترانهش σ۶ = (۱ ۲) و σ۵ = (۱ ۳)

هرگاه گوییم مجزا (y۱ y۲ ... ys) و (x۱ x۲ ... xr) دور دو .٢ . ١٠ . ٧ تعریف

{x۱x۲, ..., xr} ∩ {y۱, y۲, ..., ys} = ∅.

(۱ ۲ ۶ ۵) و (۱ ۷) دور دو اما هستند. مجزا (۴ ۵ ۶ ۷) و (۱ ۲ ۳) دور دو .٢ . ١٠ . ٨ مثال
نیستند. مجزا

داریم. را زیر گزاره حال
هستند. برقرار Sn در زیر موارد .٢ . ١٠ . ٩ گزاره

است. r مرتبه دارای r طول به دور هر (الف)
ͬ شوند. م جابجا هم با مجزا دور دو هر (ب)

که داریم حال باشد. r طول به دور ͷی σ = (x۱ x۲ ... xr) کنیم فرض (الف) اثبات.

σ۲ =

(
x۱ x۲ x۳ ... xr−۱ xr

x۳ x۴ x۵ ... x۱ x۲

)
ͬ رسیم. م همانͬ جایͽشت به مرحله r از بعد که است واضح

شدن کم بدون باشند. مجزا دور دو τ = (y۱ y۲ ... ys) و σ = (x۱ x۲ ... xr) کنیم فرض (ب)
کنیم فرض کلیت از

{۱,۲, ..., n} = {x۱, x۲, ..., xr, y۱, y۲, ..., ys, z۱, ..., zt}.
داریم اکنون

στ =(
x۱ ... xr y۱ ... ys z۱ ... zt
x۲ ... x۱ y۱ ... ys z۱ ... zt

)(
x۱ ... xr y۱ ... ys z۱ ... zt
x۱ ... xr y۲ ... y۱ z۱ ... zt

)
=

(
x۱ x۲ ... xr y۱ ... ys z۱ ... zt
x۲ x۳ ... x۱ y۲ ... y۱ z۱ ... zt

)
=(

x۱ ... xr y۱ ... ys z۱ ... zt
x۱ ... xr y۲ ... y۱ z۱ ... zt

)(
x۱ ... xr y۱ ... ys z۱ ... zt
x۲ ... x۱ y۱ ... ys z۱ ... zt

)
= τσ
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است. کامل اثبات و

داریم. را زیر گزاره حال
نمود تجزیه مجزا دورهای از ضربی حاصل صورت به σ آنگاه σ ∈ Sn اگر .٢ . ١٠ . ١٠ گزاره

است. یͺتا تجزیه این دورها، آمدن ترتیب از نظر صرف که

نداریم. اثبات برای چیزی آنگاه باشد n = ۱ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با را حͺم اثبات.
اثبات را حͺم n عدد برای سپس و باشد برقرار n از کمتر طبیعͬ عدد هر برای حͺم کنیم فرض
که دارد وجود k طبیعͬ عدد ،١٩ . ۶ . ٢ نتیجه طبق لذا و |Sn|= n! داریم ٢ . ٣ . ٨ قضیه طبق ͬ کنیم. م
که است موجود σr(i) = i شرط با r طبیعͬ عدد کوچͺترین کنیم فرض ͬ توانیم م پس .σk = I
دارد وجود σ دل در زیر شͺل به دور ͷی پس .σs(i) ̸= i ،s < r هر برای و i ∈ {۱,۲, ..., n}

σ۱ = (i σ(i) σ۲(i) ... σr−۱(i)).

کنیم فرض حال

A = {۱,۲, ..., n} \ {i, σ(i), σ۲(i), ..., σr−۱(i)}.

τ = σ|A آنگاه باشد ناتهͬ A اگر کرده ایم. تمام را اثبات ما و است دور ͷی σ آنگاه باشد تهͬ A اگر
به تجزیه که τ = σ۲σ۳...σk داریم استقرا فرض طبق و است حرف n − r روی جایͽشت ͷی

.σ = σ۱τ = σ۱σ۲σ۳...σk که است واضح حال است. τ برای هم از مجزا دورهای
یعنͬ باشد، داشته مجزا دورهای به تجزیه شͺل دو به σ کنیم فرض یͺتایی، قسمت برای

σ۱σ۲σ۳...σk = σ = τ۱τ۲...τl.

باید آنگاه نشود ظاهر σiها از کدام هیچ mدر اگر بͽیرید. نظر در mرا ∈ {۱,۲, ..., n} عنصر حال
σ۱(m) ̸= m کنیم فرض پس ͬ شود. نم ظاهر هم τiها از کدام هیچ در m لذا و باشد σ(m) = m

σ۱ = (m σ(m) σ۲(m) ... σt−۱(m)) داریم لذا .σ۱ در مثلا شود، ظاهر σj ͷی در m لذا و
ͬ کند، م حرکت σ توسط m دیͽر سوی از .σt(m) = m که است طبیعͬ عدد کوچͺترین t آن در که
شود. ظاهر τj در σs(m) هر باید رو این از شود. ظاهر آن در m که باشد موجود چنان τj باید لذا

داریم (ب) قسمت قبل گزاره و دورها بودن مجزا از و σ۱ = τj یعنͬ این

σ۱σ۲σ۳...σk = τjτ۲τj−۱...τj+۱τl.

برای و ͬ کنیم م ساده را σ۱ = τj طرفین از

σ۲σ۳...σk = τ۲τj−۱...τj+۱τl.

.σi = τj و k = l باید لذا ͬ کنیم. م تکرار را بالا روند
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داریم S۸ در .٢ . ١٠ . ١١ ۱)مثال ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۲ ۳ ۵ ۶ ۴ ۱ ۸ ۷

)
= (۱ ۲ ۳ ۵ ۴ ۶) (۷ ۸)

همچنین است. ٢ و ۶ طول به است مجزا دور دو ضرب حاصل ۱)یعنͬ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۲ ۳ ۱ ۶ ۴ ۵ ۷ ۸

)
= (۱ ۲ ۳) (۴ ۶ ۵)

همچنین ͬ دارد. م نگه ثابت را ٨ و ٧ که است ٣ طول به مجزا دور دو ضرب حاصل ۱)یعنͬ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴ ۳ ۲ ۱ ۶ ۵ ۸ ۷

)
= (۱ ۴) (۲ ۳) (۵ ۶) (۷ ۸)

همچنین است. مجزا (ترانهش) دور چهار ضرب حاصل ۱)یعنͬ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۷ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۸ ۶

)
= (۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۷ ۸)

است. دور ͷی ضرب حاصل یعنͬ

کرد. تجزیه ترانهش تعدادی به ͬ توان م را جایͽشت هر .٢ . ١٠ . ١٢ نتیجه

(x۱ x۲ ... xr) دور حال است. دورها از ضربی حاصل جایͽشت هر ٢ . ١٠ . ١٠ گزاره طبق اثبات.
شͺل به ͬ توان م را

(x۱ x۲) (x۲ x۳) ... (xr−۱ xr)

است. کامل اثبات کرد. تجزیه ترانهش ها به

که دهیم نشان ͬ خواهیم م .٢ . ١٠ . ١٣ مثال

Sn =< (۱ ۲ ۳ ... n− ۱), (n− ۱ n) > .

داریم ۱ ≤ k ≤ n− ۱ هر برای که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی

(۱ ۲ ۳ ... n− ۱)k(n− ۱ n)(۱ ۲ ۳ ... n− ۱)−k = (k n).

داشت خواهیم نتیجه در و داریم اختیار در را (k n) شͺل به اعضا تمام یعنͬ

(i j) = (i n) (j n) (i n)

ͬ توانیم م را جایͽشت ها تمام ،٢ . ١٠ . ١٢ نتیجه ͷکم با اکنون داریم. اختیار در را ترانهش ها تمام لذا و
کنیم. تولید
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سه (۱ ۲ ۳) دور مثلا کرد. تجزیه مجزا ترانهش های به لزوما ͬ توان نم را دورها .١۴ . ٢ . ١٠ تذکر
داد حرکت حرف ۴ آنگاه شود تجزیه (a b) (c d) مجزای ترانهش دو به اگر و ͬ هد م حرکت را حرف

نیست. پذیر امͺان که ͬ شود م

داریم. مفهوم دو تعریف به نیاز
ویژگͬ دو با مجزا دورهای به تجزیه σ = σ۱σ۲...σk و σ ∈ Sn کنیم فرض .١۵ . ٢ . ١٠ تعریف

باشد. زیر
باشیم. نوشته تجزیه این در را ١ طول به دورهای (١)

آنگاه باشد ni طول دارای σi اگر یعنͬ باشند. شده مرتب صعودی طول شان روی از دورها (٢)
جابجا ها آن لزوم صورت در ͬ توانیم م و متمایزند دورها که شود (دقت n۱ ≤ n۲ ≤ ... ≤ nk

کنیم).
نسبت n۱ ≤ n۲ ≤ ... ≤ nk شرط با (n۱, n۲, ..., nk) فرد به منحصر بردار σ هر به حال

گوییم. σ دوری ساختمان بردار این به .
∑k

i=۱ ni = n که ͬ دهیم م

طول دورهای اگر بͽیرید. نظر در S۸ داخل را σ = (۱ ۲ ۳) (۶ ۸) جایͽشت .١۶ . ٢ . ١٠ مثال
داریم آنگاه کنیم، مرتب زیاد طول با دور به کم طول با دور از ها آن طول به توجه با و کنیم وارد را ١
دقت و است (۱,۱,۱,۲,۳) بردار σ دوری ساختمان لذا .σ = (۴) (۵) (۷) (۶ ۸) (۱ ۲ ۳)

.۱+ ۱+ ۱+ ۲+ ۳ = ۸ که کنید

این اما ͬ کند. م مشخص را جایͽشت ͷی دوری ساختمان هر که شود دقت .٢ . ١٠ . ١٧ تذکر
نمایش مثلا σ بر علاوه (۱,۱,۱,۲,۳) دوری ساختمان قبل مثال در نیست. یͺتا لزوما جایͽشت

ͬ باشد م نیز زیر جایͽشت

τ = (۶) (۷) (۸) (۱ ۲) (۳ ۴ ۵) = (۱ ۲) (۳ ۴ ۵).

کنترل ͬ شود م حاصل که متفاوتͬ جایͽشت ها روی دوری، ساختمان روی از ͬ توانیم م چطور اما
است. زیر قضیه در سوال این پاسخ باشیم؟ داشته

که باشد موجود α ∈ Sn هرگاه است τ ∈ Sn مزدوج σ ∈ Sn گوییم .٢ . ١٠ . ١٨ تعریف
.τ = ασα−۱

زیرا است. (۱ ۴ ۲) جایͽشت مزدوج (۱ ۲ ۴) جایͽشت .٢ . ١٠ . ١٩ مثال

(۱ ۲) (۱ ۲ ۴) (۱ ۲)−۱ = (۱ ۲) (۱ ۲ ۴) (۱ ۲) = (۱ ۴ ۲).

هم رابطه ͷی جایͽشت ها در بودن مزدوج رابطه که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .٢ . ١٠ . ٢٠ تذکر
است. ارزی

دو اگر برعکس، دارند. یͺسان دوری ساختمان مزدوج جایͽشت دو هر .٢ . ١٠ . ٢١ قضیه
هستند. مزدوج باشند، یͺسان دوری ساختمان دارای جایͽشت
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σ ،٢ . ١٠ . ١٠ گزاره طبق باشند. مزدوج Sn در α ∈ Sn که τ = ασα−۱ و σ کنیم فرض اثبات.
طول به دور با مستقیم ارتباط در دوری ساختمان چون هستند. دورها از مجزایی ضرب حاصل τ و
در که r طول به دور دهیم نشان یعنͬ کنیم. اثبات r طول به دور برای را حͺم است کافͬ است، r
به دور ͷی σ = (x۱ x۲ ... xr) کنیم فرض پس ͬ شود. م ظاهر نیز τ در دقیقا است شده ظاهر σ

داریم مجموعه ای نظر نقطه از است، جایͽشت α−۱ چون باشد. σ در r طول

{۱,۲, ..., n} = {α−۱(۱), α−۱(۲), ..., α−۱(n)}.

پس .α−۱(x) ̸∈ {x۱, ..., xr} کنیم فرض

α (x۱ x۲ ... xr)α
−۱(x) = x.

آنگاه α−۱(x) = xi اگر

α (x۱ x۲ ... xr)α
−۱(x) = α(xi+۱).

داده ایم نشان پس

α (x۱ x۲ ... xr)α
−۱ = (α(x۱) α(x۲) ... α(xr)).

است. τ دور ͷی که
داریم لذا باشد. τ و σ دوریب ساختمان (n۱, n۲, ..., nk) کنیم فرض

σ = (x۱ x۲ ... xn۱) (xn۱+۱ ... xn۱+n۲) ... (xn−nk+۱ ... xnk
)

τ = (y۱ y۲ ... yn۱) (yn۱+۱ ... yn۱+n۲) ... (yn−nk+۱ ... ynk
)

ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .α ∈ Sn که است واضح .α(xi) = yi ͬ کنیم م تعریف حال
.τ = ασα−۱

داریم. را زیر گزاره حال
از ضربی حاصل همچنین و ترانهش r از ضربی حاصل Sn در σ کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٢٢ قضیه

هستند. فرد دو هر یا زوج دو هر s و r صورت این در باشد. ترانهش s

ͬ دهیم م قرار .σ۱...σr = σ = τ۱...τs کنیم فرض اثبات.

P = (x۱ − x۲)(x۱ − x۳)...(x۱ − xn) (x۲ − x۳) ... (x۲ − xn) ... (xn−۱ − xn) =∏
۱≤i<j≤n

(xi − xj).

ͬ کنیم م تعریف α ∈ Sn هر برای همچنین

α(P ) =
∏

۱≤i<j≤n

(xα(i) − xα(j)).
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باشد P عامل ͷی xl − xt اگر .α(P ) = −P ͬ دهیم م نشان l < t که α = (l t) ترانهش برای
ͬ دهد. م رخ زیر حالت سه حال است. α(P ) عامل ͷی xα(l) − xα(k) که است واضح آنگاه

xl−xt عامل همچنین .xα(i)−xα(j) = xi−xj که است واضح i, j ̸∈ {l, t} که زمانͬ (الف)
این در یعنͬ ͬ شود. م تبدیل α(P ) در xα(l) − xα(t) = xt − xl = −(xl − xt) عامل به P در

.α(P ) = −P داریم حالت
(xl−xi)(xt−xl)(xi−xt) ضرب های است، l < i < t حالت ͷی i ̸∈ {l, t} که زمانͬ (ب)

ضرب حاصل پس دارند. وجود P در

(xα(l) − xα(i))(xα(t) − xα(l))(xα(i) − xα(t)) =

(xt − xi)(xl − xt)(xi − xl) = −(xl − xi)(xt − xl)(xi − xt)

l < مانند باقیمانده حالت های .α(P ) = −P داریم حالت این در یعنͬ دارد. وجود α(P ) در
کنید. بررسͬ خودتان را t < i

عامل به P در xi − xj عامل که داریم i, j ∈ {l, t} که زمانͬ برای (ج)

xα(i) − xα(j) = xt − xl = −(xl − xt)

.α(P ) = −P داریم حالت این در یعنͬ ͬ کنند، نم تغییری عوامل سایر ͬ شود. م تبدیل α(P ) در
لذا و است علامت تغییر ͷی ها ترانهش اثر بنابراین

(−۱)rP = σ۱...σr(P ) = σ(P ) = τ۱...τs(P ) = (−۱)sP.

هستند. فرد دو هر یا زوج دو هر s و r لذا و (−۱)r = (−۱)s نتیجه در

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما بالا قضیه
(فرد) زوج ضرب حاصل را آن بتوان هرگاه است (فرد) زوج σ ∈ Sn گوییم .٢ . ١٠ . ٢٣ تعریف

نوشت. ترانهش

جایͽشت S۸ در .٢۴ . ٢ . ١٠ مثال

σ =

(۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴ ۳ ۲ ۱ ۶ ۵ ۸ ۷

)
= (۱ ۴) (۲ ۳) (۵ ۶) (۷ ۸)

جایͽشت است. زوج

τ =

(۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴ ۳ ۲ ۱ ۶ ۵ ۷ ۸

)
= (۱ ۴) (۲ ۳) (۵ ۶)

است. فرد

ͬ آوریم. م زیر تعریف در که داریم نیاز مهم تابع ͷی به ادامه برای
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تابع به بͽیرید. نظر در را Z۲ = {−۱,۱} ضربی گروه .٢۵ . ٢ . ١٠ تعریف
sgn : Sn −→ Sn

sgn(σ) =

{
۱ σزوج
−۱ σفرد

گوییم. علامت تابع

جایͽشت S۸ در .٢۶ . ٢ . ١٠ مثال

σ =

(۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴ ۳ ۲ ۱ ۶ ۵ ۸ ۷

)
= (۱ ۴) (۲ ۳) (۵ ۶) (۷ ۸)

جایͽشت .sgn(σ) = ۱ لذا و است زوج

τ =

(۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴ ۳ ۲ ۱ ۶ ۵ ۷ ۸

)
= (۱ ۴) (۲ ۳) (۵ ۶)

است. (فرد) زوج σ−۱ آنگاه باشد (فرد) زوج σ اگر .sgn(τ) = −۱ لذا و است فرد

است! دور صفر تعداد چون ͬ کنیم. م حساب زوج را همانͬ جایͽشت .٢ . ١٠ . ٢٧ تذکر

است. گروهͬ همریختͬ ͷی sgn .٢ . ١٠ . ٢٨ لم

لذا و است زوج στ آنگاه باشند زوج دو هر τ و σ اگر اثبات.

sgn(στ) = ۱ = ۱.۱ = sgn(σ)sgn(τ).

لذا و است زوج στ آنگاه باشند فرد دو هر τ و σ اگر

sgn(στ) = ۱ = (−۱).(−۱) = sgn(σ)sgn(τ).

لذا و است فرد στ آنگاه باشد فرد τ و زوج σ اگر

sgn(στ) = −۱ = ۱.(−۱) = sgn(σ)sgn(τ).

است. کامل اثبات

است Sn ماکسیمال نرمال زیرگروه ͷی ،An زوج، جایͽشت های همه مجموعه .٢ . ١٠ . ٢٩ لم
.|An|= n!

۲ علاوه به گوییم). n مرتبه متناوب گروه آن به (و
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جایͽشت که است واضح .n ≥ ۲ کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی باشد n = ۱ اگر اثبات.
اما است. ناتهͬ An و است زوج همانͬ

Ker(sgn) = {σ ∈ Sn | sgn(σ) = ۱} = An.

که این و ۴٢ . ٩ . ٩ نتیجه از است. نرمال زیرگروه An است، نرمال زیرگروه همریختͬ هر هسته چون
،n ≥ ۲ چون دوم، قسمت برای ͬ شود. م حاصل An بودن ماکسیمال است، ساده ٢ مرتبه گروه
جایͽشت با ۱ یعنͬ Z۲ گروه خنثͬ عنصر .sgn(σ) = −۱ و است ١ طول به دور σ = (a b)
داریم ٣۵ . ٢ . ٩ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق است. پوشا sgn لذا و ͬ شود م داده پوشش همانͬ
[Sn : An] =

|Sn|
|An| = |Z۲|= ۲ داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق حال .Sn/An

∼= Z۲
.|An|= n!

۲ و

داریم. را زیر مهم قضیه حال
ͬ شود. م تولید ٣ طول به دورهای تمام توسط An .٢ . ١٠ . ٣٠ قضیه

داریم باشد. ٣ طول به دور ͷی (a b c) کنیم فرض اثبات.

(a b c) = (a b) (a c).

حال ͬ گیرند. م قرار An در لذا و هستند زوج جایͽشت های دورها سه تمام که ͬ دهد م نشان این
باشد، ترانهش تا زوج ضرب حاصل σ باید تعریف طبق باشد. زوج جایͽشت ͷی σ کنیم فرض

یعنͬ
σ = (a۱ b۱) (a۲ b۲) ... (a۲k b۲k).

داریم ،b = c یعنͬ نباشند مجزا و نیست همانͬ که (a b) (c d) ترانهش دو ترکیب برای اکنون

(a b) (c d) = (a b) (b d) = (a b d).

داریم هستند، مجزا و نیست همانͬ که (a b) (c d) ترانهش دو ترکیب برای

(a b) (c d) = (a b c) (b c d).

است زوج دورها تعداد چون که شود دقت است. ٣ طول به دورهای ضرب حاصل σ یعنͬ این
کنیم. انتخاب σ از ترانهش تا دو تا دو ͬ توانیم م

.S ′
n = An داریم n ≥ ۳ برای .٢ . ١٠ . ٣١ نتیجه

٢۵ . ٢ . ٨ قضیه طبق و است آبلͬ Z۲ اما .Sn/An
∼= Z۲ که دیدیم ٢ . ١٠ . ٢٩ لم اثبات در اثبات.

زیرا است. جابجاگر ͷی ٣ طول به دور هر اما .S ′
n ⊆ An باید

(a b c) = (a b) (a b c) (a b)−۱ (a b c)−۱.

است. کامل اثبات .An ⊆ S ′
n و دارد قرار S ′

n در ٣ طول به دور هر لذا
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بپذیرید. ما از اثبات بدون را زیر نتیجه
برابر Sn گروه iام مرتبه مشتق گروه و است ساده An گروه آنگاه n > ۴ اگر .٢ . ١٠ . ٣٢ نتیجه

.S(i)
n = An یعنͬ است، An

نیست! صحیح لاگرانژ قضیه عکس دهیم نشان و کنیم عمل خود وعده به که است آن وقت
ͬ رسانیم. م پایان به مثال همین با را اول فصل

ندارد ۶ مرتبه زیرگروه A۴ ͬ دهیم م نشان .|A۴|= ۱۲ داریم ٢ . ١٠ . ٢٩ لم طبق .٢ . ١٠ . ٣٣ مثال
طبق و [A۴ : H] = ۲ که داریم باشد. A۴ از ۶ مرتبه زیرگروه H کنیم فرض .۶|۱۲ چند هر

جایͽشت سه حال باشد. نرمال H باید ٢ . ٨ . ٨ گزاره

σ = (۱ ۲)(۳ ۴) τ = (۱ ۳)(۲ ۴) β = (۱ ۴)(۲ ۳)

ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی بالا، جایͽشت سه به کنید الحاق را همانͬ جایͽشت بͽیرید. نظر در را
را زیرگروه این است). K۴ با یͺریخت اتفاقا (که ساخته اید A۴ در عضوی چهار زیرگروه ͷی که
،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق و K زیرگروه هم و است H زیرگروه هم H ∩ K بنامید. K
|H ∩K|= ۱ اگر باشد. ٢ یا ١ باید |H ∩K| لذا .|H ∩K| | |H| و |H ∩K| | |K| باید
.|H ∩ K|= ۲ پس است. آشͺار تناقض که |HK|= ۲۴ داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق آنگاه
پس است، نرمال H چون باشد. β و τ ،σ از ͬͺی بار هر v = (i j) (a b) کنیم فرض حال

است. تناقض و |H ∩K|> ۲ یعنͬ این .(i j a)v(i j a)−۱ = (j a)(i b) ∈ H

شده حل تمرین های
.Sn =< (۱ ۲), (۱ ۳), ..., (۱ n) > که دهید نشان .٣۴ . ٢ . ١٠ تمرین

را ترانهش ها تمام لذا و (i j) = (۱ i) (۱ j) (۱ i) که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی حل.
نداریم. حل برای چیزی دیͽر ٢ . ١٠ . ١٢ نتیجه طبق پس داریم. اختیار در

.Sn =< (۱ ۲), (۲ ۳), ..., (n− ۱ n) > که دهید نشان .٣۵ . ٢ . ١٠ تمرین

(۱ j) = ͬ دهیم م نشان .H =< (۱ ۲), (۲ ۳), ..., (n − ۱ n) > کنیم فرض حل.
واضح آنگاه باشد j = ۲ اگر .j ≥ ۲ آن در که (۱ j − ۱) (j − ۱ j) (۱ j − ۱)
حاصل اما .(۱ ۲) (۲ ۳) (۱ ۲) ∈ H آنگاه باشد j = ۳ اگر .(۱ ۲) ∈ H که است
آنگاه باشد j = ۴ اگر .(۱ ۳) ∈ H نتیجه در .(۱ ۳) با است برابر (۱ ۲) (۲ ۳) (۱ ۲)
نتیجه در .(۱ ۴) با است برابر (۱ ۳) (۳ ۴) (۱ ۳) حاصل اما .(۱ ۳) (۳ ۴) (۱ ۳) ∈ H
کامل حل قبل تمرین طبق و داریم اختیار در را (۱ j) تمام لذا دهید. ادامه استقرایی .(۱ ۴) ∈ H

است.

.Sn =< (۱ ۲ ... n), (۱ ۲) > که دهید نشان .٣۶ . ٢ . ١٠ تمرین

(i i+۱) = (۱۲ ... n)i−۱ (۱۲) (۱۲ ... n)−(i−۱) که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی حل.
است. کامل حل قبل تمرین طبق و داریم اختیار در را (i i+ ۱) تمام لذا .i ≥ ۱ آن در که
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دورهای صورت به را σ = (۴ ۲ ۱ ۵) (۳ ۴ ۲ ۶) (۵ ۶ ۷ ۱) جایͽشت .٢ . ١٠ . ٣٧ تمرین
بنویسید. هم از جدا

که داریم محاسبه کمͬ با حل.

σ =

(۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷
۴ ۶ ۲ ۱ ۳ ۷ ۵

)
= (۱ ۴)(۲ ۶ ۷ ۵ ۳).

دورهای مشترک مضرب کوچͺترین با است برابر σ ∈ Sn هر مرتبه که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٣٨ تمرین
ͬ شوند. م ظاهر σ تجزیه در که

کنیم فرض همچنین باشد. σ مجزای دورهای به تجزیه σ = σ۱...σk کنیم فرض حل.
دورها ٢ . ١٠ . ٩ گزاره طبق باشد. ها mi مشترک مضرب کوچͺترین c و o(σ) = m ،o(σi) = mi

لذا ͬ شوند م جابجا هم با مجزا

e = σm = σm
۱ ...σ

m
k ⇒ σm

i = e.

لذا و c = limi اما .c |m نتیجه در (چرا؟). mi |m باید پس

σc = σc
۱...σ

c
k = (σm۱

۱ )l۱ ...(σmk
k )lk = e.

است. کامل حل و m | c بنابراین

H جایͽشت های نصف دقیقا دهید نشان .H ̸⊆ An و H ⪇ Sn کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٣٩ تمرین
هستند. زوج

.|An|= n!
۲ و است ماکسیمال) نرمال (حتͬ ماکسیمال زیرگروه ͷیAn ،٢ . ١٠ . ٢٩ لم طبق حل.

باید H ̸⊆ An فرض و An بودن ماکسیمال نرمال از لذا و An � AnH داریم ٢ . ٨ . ١٣ نتیجه طبق
داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .AnH = Sn

n! = |Sn|= |AnH|= |An| |H|
|H ∩ An|

≤ |An| |H|= n!

۲ |H|.

نتیجه در .|H|= n!
۲ باید (چرا؟) |H| | n! چون .|H|≥ n!

۲ پس

n! = |Sn|= |AnH|= |An| |H|
|H ∩ An|

=
n! n!

۴|H ∩ An|
.

تمرین ادعای دارند، حضور An در زوج جایͽشت های تمام چون و |H ∩ An|= n!
۴ = ۱

۲ |H| لذا
است. صحیح

کنید. حساب Sn در را r طول به دورهای تعداد .۴٢ . ١٠ . ٠ تمرین
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تکرار که داریم را شͬ n از شͬ r انتخاب به نیاز Sn در r طول به دور ͷی ساختن برای حل.
مهم کننده شروع عنصر دور ͷی در که ͬ دانیم م اما .P (n, r) = n!

(n−r)!
یعنͬ این نیست، مجاز هم

r طول به دورهای چنین تعداد اما است. یͺسان (۲ ۳ ۱) دور با (۱ ۲ ۳) دور مثلا یعنͬ نیست،
. n!
r(n−r)!

با است برابر r طول به دورهای تعداد لذ است. تا r دقیقا نباشد مهم کننده شروع عنصر که

حساب را σ مزدوج های تعداد باشد. Sn در m طول به دور ͷی σ کنیم فرض .۴٢ . ١٠ . ١ تمرین
کنید.

طبق لذا هستند. m طول به دورهای مزدوج هایش و σ که ͬ دانیم م ٢ . ١٠ . ٢١ قضیه طبق حل.
. n!
m(n−m)!

یعنͬ کنیم حساب را m طول به دورها تعداد باید قبل تمرین

است. Sn از نابدیهͬ نرمال زیرگروه تنها An انگاه n > ۴ اگر که دهید نشان .۴٢ . ١٠ . ٢ تمرین

قضیه طبق آنگاه H ∩An = {e} اگر باشد. Sn از نابدیهͬ نرمال زیرگروه H کنیم فرض حل.
داریم ٢ . ١٠ . ٢٩ لم و ٣١ . ۴ . ٢

|AnH|= |An| |H|
|An ∩H|

= |An| |H|≤ n! .

هر برای باید است، نرمال H چون .H = {e, σ} پس است نابدیهͬ H اما .|H|≤ ۲ پس
(تمرین Z(Sn) = {e} که ͬ دانیم م .σ ∈ Z(Sn) یعنͬ این .ασα−۱ = σ باشیم داشته α ∈ Sn

،٢ . ٨ . ١٣ نتیجه طبق صورت این در .H ∩An ̸= {e} لذا است. تناقض که σ = e لذا و (٣٨ . ۴ . ٢
پس .H ∩An = An لذا و است ساده An،٢ . ١٠ . ٣٢ نتیجه طبق اما است. نرمال An در H ∩An

.H = Sn یا H = An باید ٢ . ١٠ . ٢٩ لم از An بودن ماکسیمال نرمال و An ⊆ H

است. ٢ اندیس از Sn زیرگروه تنها An که دهید نشان .۴٢ . ١٠ . ٣ تمرین

.[S۲ : An] =
Sn

An
= ۲ که ͬ دانیم م ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه و ٢ . ١٠ . ٢٩ لم طبق حل.

گزاره طبق است، ٢ برابر G در H اندیس چون .[Sn : H] = ۲ و H ⪇ Sn کنیم فرض حال
نباشد H در (۱ ۲ ۳) اگر لذا و است ٢ با برابر G/H گروه مرتبه رو این از است. نرمال H ،٢ . ٨ . ٨
طول با دورها همه ٢ . ١٠ . ٢١ قضیه طبق اما (چرا؟). است (۱ ۳ ۲) = (۱ ۲ ۳)۲ ∈ H آنگاه
قضیه طبق پس است. دورها ٣ تمام شامل است، نرمال H چون و هستند مزدوج (۱ ۳ ۲) با ٣

.H = An باید و است ماکسیمال نرمال An ،٢ . ١٠ . ٢٩ لم طبق و An ⊆ H ٢ . ١٠ . ٣٠داریم
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تاریخچه ٢ . ١١
پیشͽامان از گالوا بود. فرانسوی ͬ دان ریاض (١٨٣٢ مه ٣١ –١٨١١ اکتبر ٢۵) گالوا اواریست
اهمیت محاسبات و شد ایجاد جبر در عطفͬ نقطه که بود او کارهای با و است؛ گروه ها نظریه مطالعه
پیدا اهمیت میدان و حلقه گروه، همانند ساختارهایی و مفاهیم آنها جای به و دادند دست از را خود
بودند. مطرح دور زمانهای از که بود مشهور مسئلۀ چند حل گالوا نظریه مهم دستاوردهای از کردند.
چندجمله ای های برای رادیͺال ها) ͷکم (به کلͬ جبری حل که است مطلب این اثبات آنها از ͬͺی
زاویه تثلیث کهن مسئله های شد ثابت گالوا نظریات ͷکم با همین طور ندارد. وجود بالاتر و ۵ درجه

هستند. ناپذیر حل دایره تربیع و
را ͷکلاسی آموزش از خوبی زمینۀ او و دید تعلیم مادرش توسط گالوا زندگͬ، او̰ل سال ١٢ در
کرد تصاحب نیز را جایزه اولین و شد ظاهر خوب مدرسه او̰ل سال دو در گالوا نمود. منتقل وی به
ملال امر این و نماید تکرار را آخر سال کلاس های که شد مجبور و شد شروع ͬͽکم حوصل بعداً اما
نوشته از نسخه ای به او شد. علاقه مند ریاضیات به گالوا که بود دوره همین در کرد. بدتر را وی خاطر
در متداول هندسه اقلیدسͬ اصول آن، ارزش پر محتوای که کرد برخورد هندسه» «اصول نام به لژاندر
مرتبه ͷی در و خواند داستان ͷی به شبیه را نوشته این وی که ͬ شود م گفته ͬ کرد. م نقض را مدرسه
نبودند لژاندر شاهͺار با برابری بر قادر دبیرستان جبر درس کتاب های گردید. مسلّط آن بر خواندن
برای که ͬ کرد م مطالعه را مطالبی ͬͽسال ١۵ در آورد. روی آبل و لژاندر علمͬ مقالات به گالوا لذا
نظر به و گردید کلاسͬ مطالب به اشتیاق عدم باعث کار این بود. شده نوشته حرفه ای ͬ دانان ریاض
ͬ کردند نم درک را او معلّمانش باشد. رفته بین از کلاسͬ مطالب فراگیری به رغبت هایش که ͬ رسد م

ͬ نمودند. م طرد را وی تبحˁر و تکبˁر با و
و بود نامرتّب کارهایش در گالوا ͬ شود، م دیده او خطّͬ نسخه های از بعضͬ از که همان گونه
کاغذ روی را خود ذهنͬ عملیˁات نتایج تنها و دهد انجام خود مغز در را کارهایش که بود مایل
او توصیه های به گالوا اما کند کار منظّم به طور که ͬ خواست م او از ورنیه معلمˁش ͬ کرد. م منتقل
از گذشتن کرد. شرکت ͷتکنی ͬ پل مدرسه ورودی امتحانات در کافͬ آمادگͬ بدون او ͬ کند. نم توجه
ریاضیات رشد برای مناسبی مͺان ͷتکنی ͬ پل زیرا ͬ کرد م تضمین را او موفقیˁت احتمالا˟ امتحان این
فرانسوی دانشمند بعد دهه دو نشد. قبول عجیب داستانͬ با امتحانات این در او اما بود، فرانسه
نوشت: را شرح این Mathématiques de Annales Nouvelles علمͬ ی مجله سردبیر تراکوم

«… ͬ شود م رد کم استعداد با ممتحنͬ توسط عالͬ نبوغ با «داوطلبی
کلاس ͷی در و بود ͷتکنی ͬ پل از رنگͬ کم سایه که شد عالͬ دانشسرای وارد گالوا ١٨٢٨ سال در
گالوا به نسبت ایشان نمود. شرکت (Richard)ریشارد فرانسوی دان ریاضͬ توسط ریاضیات پیشرفته
ͷتکنی ͬ پل در امتحان بدون بایستͬ گالوا که بود عقیده این دارای ریشارد داشتند. موافقͬ کاملا́ نظر
مسلسل کسرهای دربارۀ نداشت او نبوغ از نشانͬ که را گالوا مقاله اولین بعد، سال شود. پذیرفته
دست یافت اساسͬ کشفّیات به جمله ای ها چند معادلات نظریه در گالوا حال همین در کرد. مشاهده
(١٨-١٧٨٩۵٧) کوشͬ لویی گوستین آ داور نمود. ارائه علوم کادمͬ آ به نیز را آن نتایج از برخͬ و
کارش بود، گالوا نظریه مرکزی موضوع که متغیˁرها جایͽشت تحت توابع رفتار مورد در قبلا́ که بود
همین به شد ارائه بعد روز هشت که نیز دیͽری مقاله و کرد رد را مقاله کشͬ بود. رسانده چاپ به را

نشدند. پیدا دیͽر و شد گم خطّͬ نسخه های شد. دچار حال
به مدتͬ از پس و شد انداخته پلاژی سنت زندان به فرانسه حͺومت ضد فعالیت های اثر بر گالوا
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ͬ شود. م آشنا «آنتوان» نام به فردی با آنجا از و فرستادند درمانگاه به را وی جسمانͬ، وخیم وضع دلیل
که ͬ بیند م را دختر دو بود شده داده ترتیب آنتوان یعنͬ وی اتاقͬ هم برای که ملاقاتͬ طͬ اواریست
ͬ آید م خوشش ژانا همراه از سخت گالوا است. آنتوان دختر دوست گویا و دارد نام ژانا آنها از ͬͺی
عنوان به اغلب وی (از سورل» «اوا دختر آن نام که ͬ شود م متوجه آنتوان از پاسخͬ و پرسش طͬ و
قهرمان را او گویا و است گالوا مجذوب متقابلا́ هم دختر آن و بوده ͬ شود) م یاد D Stephanie
از گالوا سرانجام و شده آشنا هم با جلساتͬ طͬ وی علاقه مورد دختر و گالوا بهرحال ͬ داند. م خود
فرصت روز ͷی وی از هم دختر مقابل در ͬ کند. م موضوع این متوجه را اوا و برداشته پرده خود علاقه
به و ͬ بیند م را اواریست شده تعیین پیش از قرار طبق سورل اوا بعد روز کند. فکر بیشتر تا ͬ خواهد م
صراحت به که گفتید خودتان …شما ماست دیدار آخرین این بیایم. که دادم قول «دیروز ͬ گوید م وی
او است. میهن پرست او دارم. دوست خیلͬ را او که هستم کسͬ معشوقه من کنید، گوش دارید، نیاز
دربارۀ و ببرد اول درجه چایخانه های و رستوران ها به مرا کسͬ ͬ خواستم م نبود. پاریس در هفته شش
ردیفͬ بود، شده عصبانͬ سخت سخنان این از که اواریست کند…» صحبت برایم آزادی و انقلاب
دوری من «از میابد: پایان سورل اوا سخن این با سرانجام آنها مͺالمات و کرد وی نثار را ناسزا از
است» من آخر حرف این گالوا، آقای شد خواهید پشیمان گفته اید آنچه از ͬ خورم م سوگند کنید.
و بود هم سورل اوا عموی پسر که لورن» «موریس نام های به نفر دو سرانجام مشاجرات این پی در
گالوا آخر در خواندند. فرا ویل بین در دوئلͬ به را گالوا (D’Herbinville) دربنویل» «پشو دیͽری
ͬ پذیرد. م پایان وی زندگͬ بیمارستان در و ͬ بیند م جدی آسیبی دوئل شب در مه، ماه ونهم بیست در
گالوا قضیه را آن امروزه و است حلقه ها و گروه ها بین رابطͬ که خود اساسͬ قضیه دلیل به گالوا
دنیا از جوانͬ سنین در و ͬ شد م دچار طبیعͬ مرگ به گاوا اگر شاید است. توجه مورد بسیار ͬ خوانند م
تحت نیز را امروز ریاضیات رشد آن و ͬ داشت م زیادتری بسیار رشد ١٩ قرن ریاضیات ͬ رفت، نم
را خود عمر از ماه چند پیوسته شͺل به شاید گالوا ͬ  آید، م بر تاریخ از که گونه آن ͬ داد. م قرار تاثیر

است. بوده عمیق بسیار بسیار دستاوردش کم مدت این در و است پرداخته ریاضͬ به
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فصل کل تمرین های ٢ . ١٢
ͬ طلبند. م را بیشتری زحمت شده اند، مشخص (⋆⋆) یا (⋆) علامت با که تمرین هایی

است؟ دوتایی عمل ͷی a ∗ b = ab ضابطه با ∗ : C× C −→ C آیا .٢ . ١٢ . ١ تمرین

دارد؟ وجود S روی جابجایی دوتایی عمل چند آنگاه باشد متناهͬ مجموعه S اگر .٢ . ١٢ . ٢ تمرین

شرکت است؟ جابجایی a ∗ b = min{a, b} ضابطه با ∗ : R× R −→ R آیا .٢ . ١٢ . ٣ تمرین
چطور؟ پذیر

است. گروه ͷی a ∗ b = a+ b+ ab که (R, ∗) که دهید نشان .۴ . ٢ . ١٢ تمرین

است. گروه ͷی زیر دوتایی عمل با Q[
√
۲] \ {۰+ ۰

√
۲} که دهید نشان .۵ . ٢ . ١٢ تمرین

(a+ b
√
۲) · (a′ + b′

√
۲) = (aa′ + ۲bb′) + (a′b+ ab′)

√
۲

دترمینان که حقیقͬ اعداد از دارایه های با پذیر وارون ماتریس های که دهید نشان .۶ . ٢ . ١٢ تمرین
SLn(R) با را گروه (این است گروه ͷی ماتریس، عادی ضرب دوتایی عمل با دارند ۱ با برابر

ͬ دهیم). م نشان

(یعنͬ مجموعه ها متقارن تفاضل همان ∗ آن در که (P(X), ∗) ،X مجموعه برای .٢ . ١٢ . ٧ تمرین
است. آبلͬ گروه ͷی است، (A ∗B = (A ∪B) \ (A ∩B)

xy = yz اگر x, y, z ∈ G هر برای که باشد متناهͬ نیم گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٨ تمرین
است. آبلͬ G که دهید نشان .x = z آنگاه باشد

است. گروه (G, ∗) که دهید نشان .a∗ b = a+b
۱+ab

و G = (−۱,۱) کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٩ تمرین

g۲h۲ = داریم g, h ∈ G عنصر دو هر برای که باشد گروهͬ G کنیم فرض .٢ . ١٢ . ١٠ تمرین
است. آبلͬ G دهید نشان .(gh)۲

گروه در اگر که دهید نشان باشند. اول هم به نسبت عدد دو n و m کنیم فرض .٢ . ١٢ . ١١ تمرین
است. آبلͬ G آنگاه شوند، جابجا nام توان های همه با mام توان ها همه G

هر برای که دهید نشان باشد. e خنثͬ عنصر با متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ١٢ . ١٢ تمرین
.an = e که دارد وجود n طبیعͬ عدد a ∈ G

G که دهید نشان باشد. e خنثͬ عنصر با متناهͬ نیم گروه (G, ∗) کنیم فرض .٢ . ١٢ . ١٣ تمرین
.a۲ = a که باشد داشته وجود a ∈ G عنصر ͷی (فقط) اگر تنها و اگر است گروه

a۲ = e اگر .a, b ∈ G و باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .١۴ . ٢ . ١٢ تمرین
.b۳۳ = e که دهید نشان آنگاه a ∗ b۴ ∗ a = b۷ و
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باشد: داشته را زیر شرط دو G اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) نیم گروه .١۵ . ٢ . ١٢ تمرین
.e ∗ a = a داریم a ∈ G هر برای که است موجود e ∈ G عنصر (الف)

.b ∗ a = e که دارد وجود b ∈ G عنصر a ∈ G هر برای (ب)

داشته a, b ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است آبلͬ گروه (G, ∗) که دهید نشان .١۶ . ٢ . ١٢ تمرین
.(a ∗ b)−۱ = a−۱ ∗ b−۱ باشیم

همانͬ عنصر شود ترکیب خودش با که کنید پیدا چنان عنصر ͷی D۴ گروه در .٢ . ١٢ . ١٧ تمرین
شود.

دارند؟ عضو یͺسان تعداد به Dn و Sn ،n طبیعͬ اعداد چه برای .٢ . ١٢ . ١٨ تمرین

بنویسید. را D۴ و S۳ زیرگرو ه های .٢ . ١٢ . ١٩ تمرین

.Dn ≤ Sn که دهید نشان .٢ . ١٢ . ٢٠ تمرین

،A ⊆ G برای که دهید نشان باشد. G گروه از زیرگروهͬ H کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٢١ تمرین
.A ⊆ H اگر تنها و اگر HA = H

.H∩Z(G) ≤ Z(H) که دهید نشان .H ≤ G و باشد گروه ͷیG کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٢٢ تمرین

کنید. پیدا عضوی m! زیرگروه ͷی m < n برای Sn گروه در .٢ . ١٢ . ٢٣ تمرین

Z× Z زیرگروه های تمام آیا است. Z× Z زیرگروه nZ×mZ که دهید نشان .٢۴ . ٢ . ١٢ تمرین
است؟ nZ×mZ صورت به

آورید. دست به را Dn گروه مرکز .٢۵ . ٢ . ١٢ تمرین

آورید. دست به را S۳ گروه ناتهͬ زیرمجموعه های ساز مرکز .٢۶ . ٢ . ١٢ تمرین

نیست. دوری K۴ گروه که دهید نشان .٢ . ١٢ . ٢٧ تمرین

کنید. پیدا Z۲۴ جمعͬ گروه در ۶ مرتبه زیرگروه ͷی .٢ . ١٢ . ٢٨ تمرین

زیرگروه هر در که باشد G از نابدیهͬ زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٢٩ تمرین
ͬ گیرید. م قرار Z(G) در H که دهید نشان ͬ گیرید. م قرار نابدیهͬ

همچنین .xy = yx باشیم داشته y و x اعضای برای G گروه در کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٣٠ تمرین
.o(xy) = mn آنگاه (m,n) = ۱ اگر که دهید نشان .o(y) = n و o(x) = m

.G ̸= ST که باشند G زیرمجموعه های S و T و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٣١ تمرین
.|G|> |S|+|T | که دهید نشان

کنید. اثبات گروه نظریه ͷکم با را ،١ . ٢ . ٢٢ قضیه ویلسون، قضیه .٢ . ١٢ . ٣٢ تمرین

جایͽشت ͷی ap−۱ ،... ،a۲ ،a۱ عناصر و باشد اول عدد ͷی p کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٣٣ تمرین
.iai

p
≡ jaj که دارد وجود i ̸= j دهید نشان باشد. {۱,۲, ..., p− ۱} مجموعه از
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است؟ متناهͬ مرتبه xy آیا آنگاه باشند متناهͬ مرتبه y و x عناصر G گروه در اگر .٣۴ . ٢ . ١٢ تمرین

است؟ متناهͬ
∏∞

i=۱ Z۲i جمعͬ گروه عناصر همه مرتبه آیا .٣۵ . ٢ . ١٢ تمرین

همچنین .xy = yx باشیم داشته y و x اعضای برای G گروه در کنیم فرض .٣۶ . ٢ . ١٢ تمرین
مضرب کوچͺترین o(z) که دارد وجود G در z عنصر که دهید نشان .o(y) = n و o(x) = m

است. n و m مشترک

زیرگروه ͷی متناهͬ، مرتبه از عناصر همه مجموعه آبلͬ گروه هر در که دهید نشان .٢ . ١٢ . ٣٧ تمرین
کنید. ارائه نقض مثال ͷی آبلͬ غیر گروه برای است.

آنگاه باشد داشته g مانند n مرتبه از عنصر ͷی فقط G گروه اگر که دهید نشان .٢ . ١٢ . ٣٨ تمرین
.CG(g) = G

است. نامتناهͬ GLn(R) روی SLn(R) زیرگروه اندیس دهید نشان .٢ . ١٢ . ٣٩ تمرین

هم ͷی عناصر وارون های که دهید نشان شده، داده گروه ͷی از زیرگروه هر برای .۴٢ . ١٢ . ٠ تمرین
ͬ دهند. م راست دسته هم ͷی تشͺیل چپ، دسته

است؟ صحیح عدد ͷی (mn)!
(m!)nn!

آیا ،n و m طبیعͬ اعداد برای (⋆) .۴٢ . ١٢ . ١ تمرین

را زیر موارد .[G : H] = n که H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .۴٢ . ١٢ . ٢ تمرین
کنید. اثبات یا رد

.gn ∈ H آنگاه g ∈ G اگر (الف)
.ai ∈ H داریم ۱ ≤ i ≤ n برای آنگاه g ∈ G اگر (ب)

باشد p۲ مرتبه از و دوری G اگر تنها و اگر دارد زیرگروه سه دقیقا G گروه (⋆) .۴٢ . ١٢ . ٣ تمرین
است. اول عدد p که

باشند. G گروه در متناهͬ اندیس با زیرگروه های Hn ،... ،H۲ ،H۱ کنیم فرض .۴۴ . ٢ . ١٢ تمرین
و [G :

∩n
i=۱Hi] < ∞ که دهید نشان

[G :
n∩

i=۱
Hi] ≤

n∏
i=۱

[G : Hi].

نباشند. N اعضای y و x و باشد G گروه در دو اندیس با زیرگروه N کنیم فرض .۴۵ . ٢ . ١٢ تمرین
.xy ∈ N که دهید نشان

که باشد زیرگروه ͷی H اگر بͽیرید. نظر در را G = (C \ {۰}, .) گروه (⋆) .۴۶ . ٢ . ١٢ تمرین
.G = H که دهید نشان آنگاه [G : H] < ∞

G اگر تنها و اگر [G : Z(G)] < ∞ که دهید نشان G دلخواه گروه برای (⋆⋆) .۴٢ . ١٢ . ٧ تمرین
باشد. خود آبلͬ زیرگروه های از متناهͬ تعداد اجتماع با برابر

است. نرمال GLn(R) در SLn(R) که دهید نشان .۴٢ . ١٢ . ٨ تمرین
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ͷی H اگر .[G : N ] < ∞ که باشد G گروه نرمال زیرگروه N کنیم فرض .۴٢ . ١٢ . ٩ تمرین
.H ⊆ N که دهید نشان آنگاه ([G : N ], |H|) = ۱ که باشد متناهͬ مرتبه زیرگروه

همانͬ)جابجاگر ماتریس (قرینه −I۲ که دهید نشان SL۲(R) گروه در (⋆) .۵٢ . ١٢ . ٠ تمرین
نیست.

نشان صورت این در .G =< x, y | xyx−۱y−۱ = x > کنیم فرض (⋆⋆) .۵٢ . ١٢ . ١ تمرین
.G′′ = {e} که دهید

است. آبلͬ آبلͬ، گروه ͷی قسمتͬ خارج گروه دهید نشان .۵٢ . ١٢ . ٢ تمرین

زیرگروه ͷی دقیقا Q/Z گروه در که دهید نشان ،k طبیعͬ عدد هر برای (⋆) .۵٢ . ١٢ . ٣ تمرین
دارد. وجود k مرتبه از دوری

نشان (o(x), [G : N ]) = ۱ شرط با x ∈ G و G از N نرمال زیرگروه برای .۵۴ . ٢ . ١٢ تمرین
.x ∈ N که دهید

کنید. پیدا را Dn نرمال زیرگروه های تمام .۵۵ . ٢ . ١٢ تمرین

که طوری به باشد N نرمال زیرگروه با متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .۵۶ . ٢ . ١٢ تمرین
است. |N | مرتبه از G زیرگروه تنها N که دهید نشان .(|N |, [G : N ]) = ۱

که دهید نشان باشد. متناهͬ gN مرتبه G/N قسمتͬ خارج گروه در کنیم فرض .۵٢ . ١٢ . ٧ تمرین
.o(gN) |m اگر تنها و اگر gm ∈ N که دهید نشان همچنین ͬ شمارد. م را g مرتبه gN مرتبه

داشته x, y ∈ G هر و m ≥ ۲ طبیعͬ عدد هر برای و گروه ͷی G کنیم فرض .۵٢ . ١٢ . ٨ تمرین
گروه عناصر مرتبه است. نرمال Nm = {am | a ∈ G که دهید نشان .(xy)m = xmym باشیم

نامتناهͬ؟ یا است متناهͬ G/Nm

ندارد. متناهͬ اندیس با سره زیرگروه Q/Z گروه که دهید نشان (⋆) .۵٢ . ١٢ . ٩ تمرین

از نرمال زیرگروه ͷی G اگر باشد. عضوی ١٨٢ گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .۶٢ . ١٢ . ٠ تمرین
است. دوری G که دهید نشان آنگاه باشد داشته ٢ مرتبه

نشان دارد. ٢ مرتبه نرمال زیرگروه ͷی که باشد ١٠ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .۶٢ . ١٢ . ١ تمرین
است. آبلͬ G که دهید

دارد. N۳ و N۲ ،N۱ نرمال زیرگروه سه که باشد گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .۶٢ . ١٢ . ٢ تمرین
است. آبلͬ G که دهید نشان آنگاه G = NiNj و Ni ∩Nj = {e} باشیم داشته i ̸= j برای اگر

نیست. ٢ اندیس از زیرگروه هیچ حاوی که باشد گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .۶٢ . ١٢ . ٣ تمرین
باشند. نرمال باید ٣ اندیس با زیرگروه های که دهید نشان

ندارند. قرار Z(G) در آن از عنصر ١٣٩۶ که باشد گروه ͷی G کنید فرض (⋆⋆) .۶۴ . ٢ . ١٢ تمرین
دهید. ارائه گروهͬ چنین از مثال ͷی سپس و است عضوي ١۴٠٠ گروه ͷی G کنید ثابت
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دهید نشان دارد. نرمال غیر زیرگروه ͷی فقط است گروهͬ G کنیم فرض (⋆) .۶۵ . ٢ . ١٢ تمرین
است. نرمال G نامتناهͬ زیرگروه هر که

۴ مرتبه دوری غیر زیرگروه ͷی که باشد ۴۴ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض (⋆⋆) .۶۶ . ٢ . ١٢ تمرین
دارند. ٢ از بزرگتر مرتبه G از عضو ٢٠ که دهید نشان دارد.

.G′ = G′′ که دهید نشان آنگاه G = Z(G)G′ اگر (⋆) .۶٢ . ١٢ . ٧ تمرین

ضابطه با f : G −→ G اگر تنها و اگر است آبلͬ G گروه که دهید نشان .۶٢ . ١٢ . ٨ تمرین
باشد. گروهͬ همریختͬ f(x) = x۲

ندارد. وجود Z۳ به S۳ از گروهͬ همریختͬ دهید نشان .۶٢ . ١٢ . ٩ تمرین

کنید. پیدا را S۳ به K۴ از گروهͬ ͬ های همریخت .٢ . ١٢ . ٧٠ تمرین

است. یͺریخت S۳ با ۶ مرتبه از آبلͬ غیر گروه هر دهید نشان .٢ . ١٢ . ٧١ تمرین

که باشد G از دوری زیرگروهͬ H و باشد ساده گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٧٢ تمرین
.G ∼= Zp که دارد وجود p اول عدد که دهید نشان صورت این در است. نرمال

ویژگͬ این با خودریختͬ ͷی f : G −→ G و گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٧٣ تمرین
وجود y ∈ G عنصر x ∈ G هر برای که دهید نشان .x = e اگر تنها و اگر f(x) = x که باشد

است. آبلͬ G آنگاه f۲ = idG اگر که بͽیرید نتیجه سپس .x = y−۱f(y) که دارد

است. همریخت ۴ مرتبه دوری گروه با ٨ مرتبه دوری گروه هر دهید نشان .٧۴ . ٢ . ١٢ تمرین

f : G −→ G که دهید نشان G مانند n مرتبه از متناهͬ دوری گروه ͷی برای .٧۵ . ٢ . ١٢ تمرین
.(m,n) = ۱ اگر تنها و اگر است خودریختͬ f(x) = xm ضابطه با

نشان .M ̸= NG(M) و باشد G گروه ماکسیمال زیرگروه M کنیم فرض (⋆) .٧۶ . ٢ . ١٢ تمرین
است. اول عددی [G : M ] دهید

و f : G −→ G اگر باشد. جمع عمل با گروه ͷی G کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٧٧ تمرین
با S : G −→ G گروهͬ همریختͬ دو آنگاه باشند، دلخواه گروهͬ همریختͬ دو g : G −→ G
بͽیرید. نظر در را T (x) = x− gf(x) ضابطه با T : G −→ G و S(x) = x− fg(x) ضابطه

کنید. اثبات یا رد را زیر موارد حال
است. یͺریخت Ker(T ) با Ker(S) صورت این در باشد. آبلͬ G کنیم فرض (الف)

باشد. پوشا T اگر تنها و اگر است پوشا S (ب)

به G از گروهͬ ͬ های همریخت تمام .H = (Q+, .) و G = Q کنیم فرض (⋆) .٢ . ١٢ . ٧٨ تمرین
کنید. پیدا را H

نرمال G در nام) مرتبه مشتق (گروه G(n) که دهید نشان G گروه هر برای (⋆) .٢ . ١٢ . ٧٩ تمرین
است.
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است. آبلͬ Aut(G) که دهید نشان انگاه باشد دوری گروهͬ G اگر .٢ . ١٢ . ٨٠ تمرین

صورت این در .[G : H] = n و H ⪇ G ساده، گروهͬ G کنیم فرض (⋆⋆) .٢ . ١٢ . ٨١ تمرین
است. یͺریخت Sn از زیرگروهͬ با G

.|G| | n! که طوری به [G : H] = n و H ≤ G گروه ͷی G کنیم فرض (⋆⋆) .٢ . ١٢ . ٨٢ تمرین
نیست. ساده G صورت این در

داشته یͺسان طول اگر تنها و اگر هستند مزدوج Sn در دور دو که دهید نشان .٢ . ١٢ . ٨٣ تمرین
باشند.

دارد. نرمال زیرگروه ͷی فقط A۴ دهید نشان سپس و بنویسید را A۴ اعضای تمام .٨۴ . ٢ . ١٢ تمرین

کنید. حساب را CSn(σ) باشد. Sn در n طول به دور ͷی σ کنیم فرض (⋆) .٨۵ . ٢ . ١٢ تمرین

هستند؟ مزدوج (۱ ۲) (۳ ۶ ۸) با S۸ در عنصر چند .٨۶ . ٢ . ١٢ تمرین

زوج τστ−۱ دهید نشان آنگاه باشد (فرد) زوج σ اگر .σ, τ ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ١٢ . ٨٧ تمرین
است. (فرد)

دارد؟ ١٨ مرتبه عنصر S۸ آیا کنید. پیدا S۸ در ٢٠ مرتبه عنصر ͷی .٢ . ١٢ . ٨٨ تمرین

است. یͺریخت An+۲ از زیرگروه ͷی با Sn که دهید نشان (⋆) .٢ . ١٢ . ٨٩ تمرین

دهید نشان باشد. S۹۹۹ گروه از ١١١١ مرتبه زیرگروه ͷی H کنیم فرض (⋆⋆) .٢ . ١٢ . ٩٠ تمرین
.σ(i) = i داریم σ ∈ G هر برای که دارد وجود چنان i ∈ {۱,۲, ...,۹۹۹} عنصر که
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٣ فصل

حلقه ها نظریه با آشنایی

هستند. معروف حلقه  ها به که ͬ پردازد م ریاضͬ موجودات مطالعه به حلقه نظریه نوین جبر در
اعداد نظریه و گروه ها مانند نوین جبر موجودات سایر و است نوین جبر از مهمͬ بخش حلقه مفهوم
هدف فصل این در ͬ شود. م دیده ریاضͬ بخش های از بسیاری در آن کاربردهای و است گذار تاثیر
گروه نظریه از تکمیلͬ مطالب با ͬ توانید م ١ جبر درس در و است حلقه نظریه با مختصر آشنایی ما

بیاموزید. را پیشرفته مطالب بالاتر مقاطع در و شوید آشنا

اولیه قضیه های و مثال ها حلقه، تعریف ٣ . ١
عمل ͷی با همراه ناتهͬ مجموعه ͷی گروه که دیدید شدید. آشنا گروه مفهوم با قبل فصل در
صدق ویژه خواص در که دوتایی عمل دو با همرا را ناتهͬ مجموعه ͷی فصل این در است. دوتایی

ͬ کنیم. م بررسͬ مقدماتͬ حد در ͬ کند، م
اگر باشد. . و ∗ دوتایی عمل دو با همراه ناتهͬ مجموعه ͷی R کنیم فرض .٣ . ١ . ١ تعریف

خواص
باشد. آبلͬ گروه ͷی (R, ∗) (١)

باشد. نیم گروه ͷی (R, .) (٢)
باشیم داشته R از c و b ،a هر برای یعنͬ ،∗ روی . چپ سمت از توزیعپذیری (٣)

a.(b ∗ c) = a.b ∗ a.c

باشیم داشته R از c و b ،a هر برای یعنͬ ،∗ روی . راست سمت از توزیعپذیری (۴)

(a ∗ b).c = a.c ∗ b.c

گوییم. حلقه ͷی (R, ∗, .) به آنگاه باشد برقرار
گوییم). ∗ روی . توزیعپذیری زمان هم (۴) و (٣) خواص (به

عادی ضرب همان . و باشد صحیح اعداد عادی جمع همان ∗ ،R = Z کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ مثال
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ͬ کند. م صدق حلقه خواص در و است حلقه ͷی Z ͬ دانید م که است سال ها صحیح. اعداد

عادی ضرب همان . و باشد گویا اعداد عادی جمع همان ∗ ،R = Q کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ مثال
است. حلقه ͷی Q ͬ دانید م که است سال ها گویا. اعداد

عادی ضرب همان . و باشد حقیقͬ اعداد عادی جمع همان ∗ ،R = R کنیم فرض .۴ . ٣ . ١ مثال
است. حلقه ͷی Z ͬ دانید م که است سال ها حقیقͬ. اعداد

عادی ضرب همان . و باشد مختلط اعداد عادی جمع همان ∗ ،R = C کنیم فرض .۵ . ٣ . ١ مثال
است. حلقه ͷی C ͬ دانید م اخیرا! مختلط. اعداد

است. لازم زیر تذکر حلقه از متنوع مثال های دیدن از قبل

عمل از و ͬ کنیم م یاد جمع عنوان تحت حلقه تعریف در ∗ دوتایی عمل از ادامه در .۶ . ٣ . ١ تذکر
بیم اگر .ab ͬ نویسیم م a.b جای به و کرد خواهیم یاد ضرب عنوان تحت حلقه تعریف در . دوتایی
با e جای به را R حلقه آبلͬ گروه خنثͬ عنصر .R ͬ نویسیم م (R,+, .) حلقه جای به نباشد ابهام
لذا ͬ دهیم. م نمایش −a با را R حلقه از a عنصر جمعͬ وارون معمول طبق ͬ دهیم. م نمایش ۰

.a− b ͬ نویسیم م a+ (−b) جای به علاوه به و است a+ (−a) = ۰

دوتایی عمل همان را جمع است، مجموعه ͷی X که R = P(X) کنیم فرض .٣ . ١ . ٧ مثال
بررسͬ ͷی مجموعه ها. گیری اشتراک دوتایی عمل همان را ضرب و بͽیرید نظر در متقارن تفاضل

است. حلقه ͷی R که ͬ دهد م نشان ساده

جمع دوتایی عمل همان را جمع است، مجموعه ͷی X که R = RX کنیم فرض .٣ . ١ . ٨ مثال
.fg(x) = f(x)g(x) یعنͬ توابع عادی ضرب عمل همان را ضرب و بͽیرید نظر در توابع عادی

است. حلقه ͷی R که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی

در (پیوسته) توابع عادی جمع دوتایی عمل همان را جمع ، R = C(R) کنیم فرض .٣ . ١ . ٩ مثال
ͷی .fg(x) = f(x)g(x) یعنͬ (پیوسته) توابع عادی ضرب عمل همان را ضرب و بͽیرید نظر

است. حلقه ͷی R که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ

ضرب R روی باشد. ۰ خنثͬ عنصر با دلخواه آبلͬ گروه ͷی R کنیم فرض .٣ . ١ . ١٠ مثال و تعریف
حلقه، این به و است حلقه ͷی R که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی ͬ دهیم. م قرار را ab = ۰ بدیهͬ

گوییم. صفر حلقه R = {۰} حلقه به همچنین گوییم. بدیهͬ حلقه

ضرب و جمع همان با باشد. Z جمعͬ گروه از ۲Z زیرگروه همان R کنیم فرض .٣ . ١ . ١١ مثال
است. حلقه ͷی R صحیح، اعداد عادی

حلقه ͷی R ماتریس ها، عادی ضرب و جمع همان با .R = Mn(R) کنیم فرض .٣ . ١ . ١٢ مثال
است.

عادی ضرب و جمع همان با است. طبیعͬ عدد ͷی n که R = Zn کنیم فرض .٣ . ١ . ١٣ مثال
است. حلقه ͷی R پیمانه ای، اعداد
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ضرب دوتایی عمل هرگاه است پذیر) تعویض (یا جابجایی R حلقه گوییم .١۴ . ٣ . ١ تعریف
آن به نباشد جابجایی حلقه ای اگر .ab = ba باشیم داشته a, b ∈ R هر برای یعنͬ باشد، آبلͬ

گوییم. ناجابجایی

هستند. جابجایی R و Q ،Z حلقه های .١۵ . ٣ . ١ مثال

جابجایی ماتریس ها ضرب که دید ͬ توان م مناسب، مربعͬ ماتریس دو انتخاب با .١۶ . ٣ . ١ مثال
است! ناجابجایی Mn(Q) حلقه  لذا و نیست

خنثͬ عنصر دارای R ضرب دوتایی عمل هرگاه است یͺدار R حلقه گوییم .٣ . ١ . ١٧ تعریف
گوییم همانͬ آن به نوشتار این در و ͬ دهیم م نشان ۱ با را ضرب) (برای خنثͬ عنصر این باشد.
یͺال غیر را ندارند همانͬ که حلقه هایی گویند). نیز واحد یا یͺه را همانͬ منابع، بعضͬ (در

گوییم. یͺه) نا (نایͺال،

هستند. یͺدار و جابجایی R و Q ،Z حلقه های .٣ . ١ . ١٨ مثال

است. حلقه همانͬ همانͬ، ماتریس است! یͺدار و ناجابجایی Mn(Q) حلقه  .٣ . ١ . ١٩ مثال

هستند. یͺدار) (غیر یͺال غیر بدیهͬ حلقه های .٣ . ١ . ٢٠ مثال

است. یͺدار) (غیر یͺال غیر ۲Z حلقه .٣ . ١ . ٢١ مثال

استفاده ۰ یعنͬ جمع خنثͬ عنصر برای را خنثͬ عنصر واژه R حلقه در که کنید دقت .٣ . ١ . ٢٢ تذکر
ͬ کنیم. م استفاده را واحد) (یͺه، همانͬ واژه ۱ برای و ͬ کنیم م

خنثͬ عنصر جز آن عناصر همه هرگاه است میدان ͷی R جابجایی حلقه گوییم .٣ . ١ . ٢٣ تعریف
دهند. گروه ͷی تشͺیل ضرب عمل تحت ۰

هستند. میدان C و R ،Q حلقه های .٢۴ . ٣ . ١ مثال

نیست. جابجایی اصلا چون نیست! میدان Mn(Q) حلقه  .٢۵ . ٣ . ١ مثال

هستند. یͺدار) (غیر یͺال غیر چون نیستند میدان هرگز بدیهͬ حلقه های .٢۶ . ٣ . ١ مثال

ندارد. ضربی وارون ۲ زیرا نیست. میدان بودن، یͺدار وجود با Z حلقه .٣ . ١ . ٢٧ مثال

x = ۰ کند ایجاب x, y ∈ R که xy = ۰ اگر است دامنه ͷیR حلقه گوییم .٣ . ١ . ٢٨ تعریف
گوییم. صحیح دامنه آن به باشد دامنه و جابجایی R اگر .y = ۰ یا

و هستند جابجایی میدان ها که است واضح زیرا هستند. صحیح دامنه میدان ها همه .٣ . ١ . ٢٩ مثال
که ͬ شود م نتیجه x وارون در طرفین ضرب با و دارد وارون x آنگاه x ̸= ۰ و باشد xy = ۰ اگر

نیست. میدان ولͬ است صحیح دامنه Z حلقه که کنید دقت .y = ۰
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شود)! صفر ضربشان که بیابید چنان ناصفر ماتریس (دو نیست دامنه Mn(Q) حلقه  .٣ . ١ . ٣٠ مثال

.۲̄ ̸= ۰̄ ولͬ ۲̄۲̄ = ۴̄ = ۰̄ زیرا نیست. صحیح دامنه Z۴ حلقه .٣ . ١ . ٣١ مثال

فعلا پس نباشد. صحیح دامنه ولͬ باشد دامنه که آورد خواهیم مثالͬ بعد بخش در .٣ . ١ . ٣٢ تذکر
باشید! صبور

عنصر هرگاه است چپ صفر علیه مقسوم ͷی R حلقه در x عنصر گوییم .٣ . ١ . ٣٣ تعریف
صفر علیه مقسوم ͷی R حلقه در x عنصر گوییم .xy = ۰ که باشد موجود y مانند ناصفری
مقسوم هم عنصری اگر .yx = ۰ که باشد موجود y مانند ناصفری عنصر هرگاه است راست

گوییم. صفر علیه مقسوم آن به باشد راست هم و چپ صفر علیه

عنصر M۲(R) حلقه در .٣۴ . ٣ . ١ ۱)مثال ۰
۰ ۰

)
زیرا است. صفر علیه ۱)مقسوم ۰

۰ ۰

)(۰ ۰
۰ ۱

)
=

(۰ ۰
۰ ۱

)(۱ ۰
۰ ۰

)
=

(۰ ۰
۰ ۰

)
.

چنان R در ۰ ̸= a زیرا است. صفر علیه مقسوم ۰ عنصر R ناصفر حلقه هر برای .٣۵ . ٣ . ١ مثال
۰ عنصر و ۱ = ۰ داریم باشد صفر حلقه R اگر که است واضح .a۰ = ۰a = ۰ که دارد وجود

ندارد! وجود ناصفری عنصر اصلا چون نیست. صفر علیه مقسوم

صفر علیه مقسوم هیچ ۰ از غیر اگر تنها و اگر است دامنه ͷی R حلقه که کنید دقت .٣۶ . ٣ . ١ تذکر
باشد. نداشته دیͽری راست یا چپ

که دهید نشان ͬ توانید م ماتریس ها عادی جمع و ضرب با .٣ . ١ . ٣٧ مثال

R = {
(
a x
۰ b

)
| a, b ∈ Z, x ∈ Z۴}

چپ صفر علیه مقسوم A =

(۲ ۰̄
۰ ۱

)
عنصر حال است.

(۰ ۰̄
۰ ۰

)
خنثͬ عنصر با حلقه ͷی

زیرا ۲)است. ۰̄
۰ ۱

)(
۰ ۲̄
۰ ۰

)
=

(
۰ ۴̄
۰ ۰

)(۰ ۰̄
۰ ۰

)
.

نیست. راست صفر علیه مقسوم A که کنید مشاهده ͬ توانید م راست سر بررسͬ ͷی با
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هرگاه است چپ وارون دارای a ∈ R گوییم باشد. یͺدار حلقه R کنیم فرض .٣ . ١ . ٣٨ تعریف
موجود b ∈ R هرگاه است وارونراست دارای a ∈ R گوییم .ba = ۱ که باشد موجود b ∈ R

پذیر وارون گوییم چپ وارون هم باشد داشته راست وارون هم a ∈ R اگر .ab = ۱ که باشد
ͬ دهیم. م نمایش U(R) با را R پذیر وارون عناصر همه مجموعه است.

است c = b آنگاه باشد ca = ۱ و ab = ۱ اگر ،R یͺدار حلقه در که شود دقت .٣ . ١ . ٣٩ تذکر
ست. پذیر وارن a یعنͬ این و (چرا؟)

.۳̄۳̄ = ۹̄ = ۱̄ داریم زیرا هستند. پذیر وارون ۳̄ و ۱̄ عناصر Z۴ حلقه در .۴٣ . ١ . ٠ مثال

.U(R) = R \ {۰} = R∗ صورت این در باشد. میدان ͷی R کنیم فرض .۴٣ . ١ . ١ مثال

که دارد وجود a مانند عنصری آنها در که دارند وجود حلقه هایی که بدانید قدر همین .۴٣ . ١ . ٢ تذکر
باشید جبر گرایش به مند علاقه اگر حلقه های چنین ندارد! راست وارون اصلا ولͬ دارد چپ وارون

هستند. ناجابجایی حتما حلقه های چنین که است واضح دید. خواهید بالاتر مقاطع در

ͬ کنیم. م آوری جمع زیر قضیه در را حلق مقدماتͬ خواص
داریم R در c و b ،a هر برای صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۴٣ . ١ . ٣ قضیه

.a۰ = ۰a = ۰ (١)
.a(−b) = −(ab) = (−a)b (٢)

.a(b− c) = ab− ac (٣)
.(a− b)c = ac− bc (۴)

گروه ͷکم با طرفین از a۰ حذف با بنابراین .a۰ = a(۰+۰) = a۰+ a۰ داریم (١) اثبات.
.۰a = ۰ مشابه روش به .a۰ = ۰ داریم R بودن جمعͬ

موارد بقیه .−(ab) = a(−b) پس .۰ = a۰ = a(b + (−b)) = ab + a(−b) داریم (٢)
ͬ شود. م اثبات مشابه

.a(b− c) = a(b+ (−c)) = ab+ a(−c) = ab− ac داریم (٣)
ͬ شود. م اثبات (٣) با مشابه (۴)

ͬ شوند. م اثبات راحتͬ به زیر گزاره های و قضیه ها اول فصل از دوم و اول بخش مطالب ͷکم با
گذاری پرانتز ͬ کند م بیان قضیه این و دارد نام ضرب برای یافته تعمیم پذیری شرکت قانون زیر قضیه

ندارد. تاثیر نهایی حاصل در حلقه ضرب در
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داریم R حلقه در am+n ،... ،a۲ ،a۱ هر برای .۴۴ . ٣ . ١ )قضیه
m∏
i=۱

ai

)∏
j=۱

am+j

 =
m+n∏
i=۱

ai.

داریم m ∈ Z و a ∈ R برای نتیجه در

am = aa...a︸ ︷︷ ︸
mتا

.

.a۰ = ۱ ͬ نویسیم م باشد یͺدار R اگر

دارد. نام یافته تعمیم توزیعپذیری قانون زیر قضیه
داریم R حلقه در bt ،... ،b۱ و ak ،... ،a۱ برای .۴۵ . ٣ . ١ قضیه

(a۱ + ...+ ak)(b۱ + ...+ bt) = a۱b۱ + ...+ akbt.

داریم m ∈ Z و a ∈ R برای نتیجه در

ma = a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
mتا

.

داریم. را زیر گزاره ها حال
داریم R حلقه در a عنصر و n و m مثبت صحیح اعداد برای .۴۶ . ٣ . ١ گزاره

.aman = am+n (الف)
.(am)n = amn (ب)

داریم R حلقه در b و a عنصرهای و n و m صحیح اعداد برای .۴٣ . ١ . ٧ گزاره
.ma+ na = (m+ n)a (الف)

.m(na) = (mn)a (ب)
.(ma)(nb) = (mn)(ab) = (na)(mb) (ج)

ͬ رسانیم. م پایان به حلقه نظریه در مهم تعریف دو با را بخش
که باشد n مانند طبیعͬ عدد هرگاه است پوچتوان R حلقه در a عنصر گوییم .۴٣ . ١ . ٨ تعریف

گوییم. پوچتوانͬ مرتبه باشد an = ۰ که n طبیعͬ عدد کوچͺترین به .an = ۰

.۲̄۲ = ۰̄ زیرا است. پوچتوان ۲̄ عنصر Z۴ حلقه در .۴٣ . ١ . ٩ مثال
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.A۳ = ۰ زیرا است. پوچتوان A =


۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰

 عنصر M۴(R) حلقه در .۵٣ . ١ . ٠ مثال

عناصر دامنه ͷی در ͬ توانید م آیا (چرا؟). است پوچتوان ۰ عنصر فقط Z حلقه در .۵٣ . ١ . ١ مثال
کنید؟ پیدا را پوچتوان

.a۲ = a هرگاه است خودتوان R حلقه در a عنصر گوییم .۵٣ . ١ . ٢ تعریف

.A۲ = A زیرا است. Aخودتوان =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 M۴(R)عنصر حلقه در .۵٣ . ١ . ٣ مثال

است. ۱̄ و ۰̄ فقط خودتوان عنصر Z۴ حلقه در .۵۴ . ٣ . ١ مثال

دامنه ͷی در ͬ توانید م آیا (چرا؟). است خودتوان ۱ و ۰ عنصر فقط Z حلقه در .۵۵ . ٣ . ١ مثال
کنید؟ پیدا را خودتوان عناصر

شده حل تمرین های
باشد موجود چنان a یͺتای عنصر x ∈ R برای و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۵۶ . ٣ . ١ تمرین

.ax = x که دهید نشان .xa = x که

فرض طبق پس .x(a + ax − x) = xa + xax − x = x + x۲ − x۲ = x داریم حل.
.ax = x لذا .a+ ax− x = a یͺتایی

R باید آنگاه x۲ = x باشیم داشته R حلقه از x عنصر هر برای اگر که دهید نشان .۵٣ . ١ . ٧ تمرین
باشد. جابجایی

که داریم x ∈ R هر برای حل.

(x+ x)۲ = x+ x ⇒ x۲ + x۲ + x۲ + x۲ = x+ x ⇒ x+ x+ x+ x = x+ x.

x, y ∈ R هر برای حال .x = −x داریم x ∈ R هر برای که ͬ دهد م نتیجه این .۲x = ۰ لذا
داریم

(x+ y)۲ = x+ y ⇒ x۲ + xy+ yx+ x۲ = x+ y ⇒ x+ xy+ yx+ y = x+ x.

است. تمام حل و xy = −yx = yx نتیجه در و xy + yx = ۰ لذا

a و دارد a مانند عنصر ͷی که باشد یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض (ͬͺکاپلانس) .۵٣ . ١ . ٨ تمرین
دارد. راست وارون بیشمار a که دهید نشان دارد. راست وارون ͷی از بیش
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لذا و است پذیر aوارون درس، متن تذکر طبق باشد داشته چپ وارون a اگر که کنید دقت حل.
ͬ دهیم م قرار حال ندارد. چپ وارون a پس است. تناقض که دارد راست وارون ͷی فقط

A = {x ∈ R | ax = ۱}.
ͬ کنیم م تعریف .y ∈ A کنیم فرض دارد. عنصر ͷی از بیش A فرض طبق

f : A −→ A, f(x) = xa+ y − ۱.
زیرا است. A روی تابع ͷی f

a(xa+ y − ۱) = axa+ ay − a = a+ ۱− a = ۱.
عنصری هیچ تصویر y زیرا نیست. پوشا f که شود دقت است. ͷی به ͷی تابع ͷی واضحا f اما
پوشا f ،١ . ١ . ٢٣ قضیه طبق باید است ͷی به ͷی f چون آنگاه باشد متناهͬ A اگر حال نیست.

است. نامتناهͬ A لذا است. تناقض که باشد
باشد چنان y پذیر وارون عنصر اگر باشد. R یͺدار حلقه در عنصری a کنیم فرض .۵٣ . ١ . ٩ تمرین

.xa = ۱ باید ax = ۱ چنانچه که دهید نشان آنگاه aya = a که
وارون y چون .ay = ۱ لذا و ayax = ax ͬ کنیم، م ضرب x در را aya = a طرفین حل.
لذا .y = x یعنͬ این و yax = x داریم x در طرفین ضرب با و ya = ۱ داریم است پذیر

.xa = ۱
دهید نشان آنگاه باشند پوچتوان عناصری y ،x و باشد جابجایی حلقه ͷی R اگر .۶٣ . ١ . ٠ تمرین

است؟ حذف قابل جابجایی شرط آیا است. پوچتوان x+ y

k کنیم فرض حال .xm = ۰ = yn که دارند وجود n و m طبیعͬ اعداد فرض طبق حل.
جابجایی R حلقه چون که شود دقت .(x + y)۲k = ۰ صورت این در باشد. n و m ماکزیمم
با است. ضریب ci که هستند cix

۲k−ibi شͺل به (x + y)۲k جمله ای دو بسط در جملات است
bi یا a۲k−i مقدار دو از ͬͺی همواره است n و m ماکزییم k که این و i تغییرات مقدار به توجه

است. صفر
عنصر دو بͽیرید. نظر در را M۲(R) ناجابجایی حلقه دوم، قسمت ۰)برای ۱

۰ ۰

) (۰ ۰
۱ ۰

)
نیست. پوچتوان آنها جمع اما هستند. دو پوچتوانͬ مرتبه از پوچتوان

x ∈ R هر برای اگر تنها و اگر ندارد ناصفری پوچتوان عنصر R حلقه دهید نشان .۶٣ . ١ . ١ تمرین
.x = ۰ شود نتیجه x۲ = ۰ که

که x ∈ R هر برای که است واضح آنگاه باشد نداشته ناصفری پوچتوان عنصر R اگر حل.
بدون .k ∈ N و y ∈ R که yk = ۰ کنیم فرض برعکس، حال .x = ۰ ͬ شود م نتیجه x۲ = ۰

داریم حال باشد. yk = ۰ خاصیت با طبیعͬ عدد کوچͺترین k کنیم فرض کلییت از شدن کم

(yk−۱)۲ = y۲k−۲ = y۲ky−۲ = ۰.
.y = ۰ که این مͽر دارد k بودن مقدار کوچͺترین با تناقض این .yk−۱ = ۰ باید فرض طبق
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حقله ͷی مشخصه و زیرحلقه ٣ . ٢
زیرگروه را آن و داشت وجود دیͽر گروه ͷی گروه ͷی داخل در گاهͬ که دیدید اول فصل در

شد. خواهند حلقه ͷی زیرمجموعه های چه حلقه ها داخل در ͬ خواهیم م اکنون نامیدیم.
زیرحلقه را R از S ناتهͬ زیرمجموعه باشد. حلقه ͷی (R,+, .) کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

باشد. حلقه ͷی (S,+, .) هرگاه گوییم

معروف بدیهͬ زیرحلقه های به که هستند R حلقه زیرحلقه های R و {۰} همواره .٣ . ٢ . ٢ مثال
ͬ باشند. م

است. Q از زیرحلقه ای Z طور همین است. Z از زیرحلقه ͷی ۲Z .٣ . ٢ . ٣ مثال

عنصر حتͬ یا بالا)! (مثال باشد نداشته یا باشد داشته همانͬ عنصر ͬ تواند م زیرحلقه .۴ . ٣ . ٢ تذکر
زیر)!. (مثال باشد داشته حلقه خود از متمایز همانͬ

نشان ساده بررسͬ ͷی اما است. ۱̄ همانͬ عنصر با یͺدار حلقه ͷی Z۱۰ که ͬ دانیم م .۵ . ٣ . ٢ مثال
است! ۶̄ آن همانͬ که است زیرحلقه ͷی S = {۰̄, ۲̄, ۴̄, ۶̄, ۸̄} زیرمجموعه که ͬ دهد م

است. کارساز نبودن یا بودن زیرحلقه تشخیص در زیر ͷمح
a, b ∈ هر برای اگر تنها و اگر است زیرحلقه ͷی R حلقه از S ناتهͬ زیرمجموعه .۶ . ٣ . ٢ قضیه

.ab ∈ S و a− b ∈ S باشیم داشته S

ساده بررسͬ ͷی است. (R,+) از جمعͬ زیرگروه ͷی (S,+) ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق .(⇐) اثبات.
(چپ توزیعپذیری قوانین ͬ دهد. م دست به را (S, .) بودن نیم گروه ab ∈ S شرط که ͬ دهد م نشان

ͬ رسد. م ارث S به R از راست) و
است. واضح .(⇒)

که است C از زیرحلقه ͷی {a + bi | a, b ∈ Z} زیرمجموعه بالا، ͷمح ͷکم با .٣ . ٢ . ٧ مثال
است. معروف گوسͬ اعداد حلقه به

است. R از زیرحلقه ͷی {a+ b
√
۲ | a, b ∈ Q} زیرمجموعه بالا، ͷمح ͷکم با .٣ . ٢ . ٨ مثال

نیست. Z از زیرحلقه ͷی صحیح فرد اعداد زیرمجموعه بالا، ͷمح ͷکم با .٣ . ٢ . ٩ مثال

مجموعه به باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣ . ٢ . ١٠ تعریف

C(R) = {a ∈ R | xa = ax ∀x ∈ R}

گوییم. R حلقه مرکز

است. R حلقه خود R جابجایی حلقه هر مرکز .٣ . ٢ . ١١ مثال
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همه مجموعه برابر Mn(R) ناجابجایی حلقه مرکز که بپذیرید ما از اثبات بدون .٣ . ٢ . ١٢ مثال
هستند. همانͬ ماتریس از مضربی که است قطری ماتریس های

است. R زیرحلقه ͷی R حلقه مرکز .٣ . ٢ . ١٣ قضیه

حال .a, b ∈ C(R) کنیم فرض است. ناتهͬ C(R) لذا و ۰ ∈ C(R) که است واضح اثبات.
داریم

(a− b)x = ax− bx = xa− xb = x(a− b)

همچنین .a− b ∈ C(R) لذا و

(ab)x = abx = a(bx) = a(xb) = axb = (ax)b = (xa)b = xab = x(ab)

باشد. زیرحلقه C(R) باید ۶ . ٣ . ٢ قضیه طبق .ab ∈ C(R) لذا و

صورت این در باشد. R از زیرمجموعه ͷی X و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١۴ . ٣ . ٢ تعریف
یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش < X > با را هستند X شامل که R زیرحلقه  های همه اشتراک

< X >=
∩

X⊆S≤R

S.

خود کم دست زیرا است. بامعنͬ بالا اشتراک اینکه اول دهیم. قرار نظر مد باید را مهم نکته دو
است. R از زیرحلقه ͷی < X > که، دید ͬ توان م آسانͬ به اینکه دوم است. X شامل R

ͬ دهیم م قرار آنگاه X = ∅ اگر گوییم. X توسط شده تولید زیرحلقه < X > به رو این از
.< X >= {۰}

داریم. را زیر گزاره حال
< X > صورت این در باشد. R حلقه از زیرمجموعه ای X کنیم فرض .١۵ . ٣ . ٢ گزاره

است. X شامل که است شمول) رابطه به (نسبت R از زیرحلقه کوچͺترین

است. راست سر اثبات.

آوریم. دست به خاص مورد ͷی برای را شده تولید زیرحلقه که ͬ کند م ͷکم زیر لم
داریم صورت این در باشد. R حلقه از عنصری a کنیم فرض .١۶ . ٣ . ٢ لم

< a >= {n۱a+ n۲a
۲ + ...+ nka

k | ni ∈ Z, k ∈ N}.

،i ∈ N که ai یعنͬ a توان های شامل باید a توسط شده تولید زیرحلقه ۶ . ٣ . ٢ قضیه طبق اثبات.
داشته بر در را ni, nj ∈ Z و i, j ∈ N که nia

i + nja
j شͺل به جمع های باید همچنین باشد.

باشیم داشته که است طبیعͬ بسیار پس باشد.

T = {n۱a+ n۲a
۲ + ...+ nka

k | ni ∈ Z, k ∈ N} ⊆< a > .
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بالا، گزاره طبق بنابراین (چرا؟). است زیرحلقه ͷی T طرفͬ از (چرا؟). a ∈ T که است واضح
.T =< a > باید

داریم n ∈ Z برای Z حلقه در .٣ . ٢ . ١٧ مثال

< n >= {n۱n+ n۲n
۲ + ...+ nkn

k | ni ∈ Z, k ∈ N} =

{n(n۱ + n۲n+ ...+ nkn
k−۱) | ni ∈ Z, k ∈ N} = {nt | t ∈ Z} = nZ.

حلقه از a عنصر هر برای که باشد موجود n مانند مثبت و صحیح عدد اگر .٣ . ٢ . ١٨ تعریف
R مشخصه را خاصیت این با مثبت صحیح عدد کوچͺترین آنگاه na = ۰ باشیم داشته R

ͬ نویسیم م نباشد موجود مثبتͬ صحیح عدد چنین اگر ͬ دهیم. م نمایش Char(R) با و گوییم
.Char(R) = ۰

.Char(R) = ۰ و Char(Zn) = n که است واضح .٣ . ٢ . ١٩ مثال

ͬ رسانیم. م پایان به زیر مهم قضیه با را بخش
است. p اول عدد یا ۰ با برابر R یͺدار دامنه مشخصه .٣ . ٢ . ٢٠ قضیه

n = kt لذا نباشد. اول n کنیم فرض خلف برهان به .n = Char(R) ̸= ۰ کنیم فرض اثبات.
.(k۱)(t۱) = ۰ نتیجه در .kt۱ = معادلا۰ n۱یا = ۰ داریم تعریف طبق .t ⪇ n و k ⪇ n که
k۱a = ka = ۰ داریم a ∈ R هر برای پس .t۱ = ۰ و k۱ = ۰ باید پس است دامنه R چون
است. تناقض که Char(R) ≤ max{k, t} ⪇ n} داریم صورت هر در .t۱a = ta = ۰ یا

باشد. اول n باید لذا

شده حل تمرین های
که دهید نشان باشد. خودتوان R حلقه در e کنیم فرض .٣ . ٢ . ٢١ تمرین

eRe = {ere | r ∈ R}

باشد. فرقداشته R با است ممͺن آن همانͬ عنصر و است R زیرحلقه ͷی

ere ∈ eRe کنیم فرض است. ناتهͬ eRe لذا و e۰e = ۰ ∈ eRe پس ۰ ∈ R چون حل.
داریم .ese ∈ eRe و

ere− ese = e(r − s)e ∈ eRe.

داریم e۲ = e چون

ere ese = ere۲se = erese = e(res)e ∈ eRe.
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باشد. R زیرحلقه eRe باید ۶ . ٣ . ٢ قضیه طبق لذا
داریم دوم، قسمت برای

ere e = ere۲ = ere

و
e ere = e۲re = ere

اشاره مطلب آنگاه باشد ۱ ∈ R با مخالف خودتوانͬ e اگر است. eRe حلقه برای همانͬ e یعنͬ
است. صحیح شده

R که دهید نشان آنگاه x۳ = x باشیم داشته R حلقه در x عنصر برای اگر .٣ . ٢ . ٢٢ تمرین
است. جابجایی

دیͽر طرفͬ از .۶x = ۰ که ͬ کند م ایجاب و (x + x)۳ = x + x داریم فرض طبق حل.
۶ . ٣ . ٢ قضیه ͷکم با .۳x۲ = ۳x که ͬ دهد م نتیجه کردن ساده از پس (x۲ − x)۳ = x۲ − x

آنگاه باشد y = ۳x ∈ S اگر است. R زیرحلقه ͷی S = {۳x | x ∈ R} که داریم

y۲ = (۳x)۲ = ۹x۲ = ۶x۳ + ۳x۲ = ۳x۲ = ۳x = y.

معادلا یا و (۳x)(۳x′) = (۳x′)(۳x) لذا است. جابجایی که داریم ۶٣ . ١ . ١ تمرین طبق اکنون
(x+y)۳ = x+y سازی ساده با اکنون .۳xx′ = ۳x′x که ͬ کند م ایجاب این .۹xx′ = ۹x′x

داریم
xy۲ + x۲y + xyx+ yx۲ + yxy + y۲x = ۰

داریم (x− y)۳ = x− y سازی ساده با و

xy۲ − x۲y − xyx− yx۲ + yxy + y۲x = ۰.

از را اخیر رابطه طرفین .۲xy۲ + ۲yxy + ۲y۲x = ۰ که ͬ شود م نتیجه اخیر رابطه دو جمع با
راست سمت از سپس .۲yxy۲ + ۲y۲xy + ۲y۳x = ۰ یعنͬ ͬ کنیم م ضرب y در چپ سمت
از استفاده و آخر رابطه دو تفریق با .۲xy۳ + ۲yxy۲ + ۲y۲xy = ۰ یعنͬ ͬ کنیم م ضرب y در

است. جابجایی R و xy = yx پس است ۳xy = ۳yx چون .۲xy = ۲yx داریم فرض

خودتوان ها تمام که دهید نشان آنگاه باشد نداشته صفر جز به پوچتوانͬ Rعنصر اگر .٣ . ٢ . ٢٣ تمرین
دارند. قرار R مرکز در

داریم x ∈ R هر برای حال باشد. خودتوان e۲ = e ∈ R کنیم فرض حل.

(ex− exe)۲ = exex− exexe− exex+ exexe = ۰

مشابه صورت به .ex = exe لذا و ex− exe = ۰ فرض طبق پس

(xe− exe)۲ = xexe− xexe− exexe+ exexe = ۰

.e ∈ C(R) و ex = xe بنابراین .xe = exe لذا و xe− exe = ۰ فرض طبق پس
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خودتوان ها که دهید نشان آنگاه x۴ = x باشیم داشته R حلقه در x عنصر برای اگر .٢۴ . ٣ . ٢ تمرین
هستند. مرکزی

داریم .xy = ۰ کنیم فرض حل.

yx = (yx)۴ = yx yx yx yx = yxyxyxyx = ۰.

داریم y ∈ R هر برای باشد. خودتوان e۲ = e کنیم فرض حال

e(y − ey) = ey − e۲y = ey − ey = ۰.

برای مشابه صورت به .ye = eye یعنͬ .(y − ey)e = ۰ باید کردیم اثبات بالا در که آنچه طبق
داریم y ∈ R هر

(ye− y)e = ye۲ − ye = ye− ye = ۰.
لذا و ey = ye پس .ey = eye یعنͬ .e(ye − y) = ۰ باید کردیم اثبات بالا در که آنچه طبق

.e ∈ C(R)
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حلقه ها از خاص مثال چند ٣ . ٣
مثال های یافتن برای بخش این ͬ کنیم. م مطرح را خاص حلقه های از مهم مثال چند بخش این در

است. کننده ͷکم بسیار متنوع مثال های داشتن یا نقض
بسیار که ͬ کنیم م معرفͬ را جدید حلقه ͷی بخش این شدید. آشنا قبل بخش در میدان تعریف با

ندارد. را میدان جابجایی خاصیت فقط اما است میدان شبیه
جز آن عناصر همه هرگاه است میدان) (شبه تقسیم حلقه ͷی R حلقه گوییم .٣ . ٣ . ١ تعریف

دهند. گروه ͷی تشͺیل ضرب عمل تحت ۰ خنثͬ عنصر

تقسیم حلقه اولین ساختن نیست. ساده ای کار تخصصͬ اطلاعات بدون تقسیم حلقه ساختن
مثال تقسیم حلقه راحتͬ به ͬ توانیم م قضیه هایی ͷکم با امروزه چند هر کشید. طول سال چندین

انجامید! طول به سال ٧ تقسیم حلقه از زیر مثال ساختن اما بزنیم،

مجموعه .٣ . ٣ . ٢ مثال و تعریف

H(R) = {
(

a b
−b̄ ā

)
| a, b ∈ C}

همه که است) a = x+ iy مختلط عدد مختلط، مزدوج ā از (منظور است M۲(C) زیرحلقه ͷی
مانند آن صفر غیر )اعضای

a b
−b̄ ā

)
شͺل به وارون )دارای

ā
δ

−b
δ

b̄
δ

a
δ

)
با ماتریس های مانند وارون و است بالا ماتریس (دترمینان δ = aā + bb̄ ̸= ۰ آن در که است

زیرا است، ناجابجایی حلقه این است. ͬ شود) م محاسبه حقیقͬ )درایه های
i ۱
۱ −i

)(۱ ۲
۳ ۴

)
̸=
(۱ ۲
۳ ۴

)(
i ۱
۱ −i

)
حقیقͬ واژه (علت گوییم حقیقͬ کوترنیون های تقسیم حلقه حلقه، این به است. تقسیم حلقه ͷی لذا
دارید). نیاز خطͬ جبر از مختصری اطلاعات زیر کادر درک برای البته ͬ دهیم. م شرح زیر کادر در را
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فضای این پایه است. R میدان روی چهار بعد از برداری فضای ͷی H(R) که است واضح
زیر شͺل به اعضای نامͽذاری ͷکم با برداری

۱ =

(۱ ۰
۰ ۱

)
i =

(
i ۰
۰ −i

)
j =

( ۰ ۱
−۱ ۰

)
k =

(۰ i
i ۰

)
داریم لذا است.

H(R) = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R}

شͺل به H(R) روی جمع و

(a+ bi+ cj + dk) + (a′ + b′i+ c′j + d′k) =

(a+ a′) + (b+ b′)i+ (c+ c′)j + (d+ d′)k

ͬ شود: م حاصل آسانͬ به زیر روابط جدول ضرب، برای اما است. تعریف قابل

i j k
i −۱ k −j
j −k −۱ i
k j −i −۱

ضرب هم در مولفه به مولفه است کافͬ است، تعریف قابل آسانͬ به ضرب جدول این ͷکم با
مثال برای کنیم.

(۱+ ۲i)(j + ۳k) = j + ۳k + ۲ij + ۶ik =

j + ۳k + ۲k − ۶j = −۵j + ۵k.

حقیقͬ کوترنیون های تقسیم H(R)حلقه به رو این از Rاست. H(R)برابر مرکز جدید نماد این با
۱

a۲+b۲+c۲+d۲ (a− bi− cj − dk) شͺل به a+ bi+ cj + dk ناصفر عنصر وارون گوییم.
است.

داریم .٣ . ٣ . ٣ مثال

(۱+ i+ ۳k)(j − k) = j − k + ij − ik + ۳kj − ۳k۲ = ۳− ۳i.

است. ۱
۱۵(۲− i+ j − ۳k) شͺل به ۲+ i− j + ۳k ناصفر عنصر وارون .۴ . ٣ . ٣ مثال

حلقه اعضای همان یعنͬ متضاد حلقه از منظور باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۵ . ٣ . ٣ تعریف
حلقه است). حلقه که کنید (بررسͬ است a.b = ba صورت به آن ضرب که جمع همان با R

ͬ دهیم. م نمایش Rop با را متضاد
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R اگر همچنین باشد. یͺدار Rop اگر تنها و اگر است یͺدار R حلقه که است واضح .۶ . ٣ . ٣ مثال
.(Rop)op = R که است مشخص آسانͬ به دارند. یͺسان ضرب ساختار Rop و R باشد جابجایی

ریاضͬ رشته های سایر حتͬ و جبر در ویژه ای جایͽاه که دارد نام چندجمله ای ها حلقه بعدی مثال
حدی تا را شما اکنون است. برخوردار بالایی اهمیت از میدان نظریه برای حلقه ها این مطالعه دارد.

ͬ کنیم. م آشنا مهم حلقه های این با
و R روی ضرایب با چندجمله ای های مجموعه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣ . ٣ . ٧ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به x متغیر ͷی

R[x] = {rnxn + rn−۱x
n−۱ + ...+ r۱x+ r۰ | n ∈ N, ri ∈ R}.

گوییم. چندجمله ای ͷی R[x] عضو هر به

Q[x] در چندجمله ای این است. Z[x] در چندجمله ای ͷی f(x) = x۲ + x + ۳ .٣ . ٣ . ٨ مثال
دارد. قرار نیز

به آنگاه rn ̸= ۰ اگر .f(x) = rnx
n + ...+ r۱x+ r۰ ∈ R[x] کنیم فرض .٣ . ٣ . ٩ تعریف

ضریب rn به گوییم. f(x) جمله rix
i هر به گوییم. f(x) ثابت r۰ به و چندجمله ای درجه n

نامیم. پیشرو جمله را rnxn جمله و پیشرو

که است Z[x] در ۳ ثابت و ۳ درجه از چندجمله ای ͷی f(x) = ۲x۳ + x+ ۳ .٣ . ٣ . ١٠ مثال
است. پیشرو جمله ۲x۳ و پیشرو ضریب ۲ دارد. جمله سه

درجه هم جمله های ضرایب و مساوی آنها درجه های اگر مساویند چندجمله ای دو .٣ . ٣ . ١١ تذکر
باشند. مساوی

کار این برای کنیم. یͺسان جملات تعداد در را R[x] از عضو دو است لازم گاهͬ .٣ . ٣ . ١٢ تذکر
g(x) درجه و n برابر f(x) درجه اگر که ͬ کنیم م عمل صورت این به ͬ گیریم. م ͷکم ۰ ∈ R از

یعنͬ ͬ کنیم م اضافه g(x) به جمله تا m− n تعداد به آنگاه m < n و m برابر

g(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۰xm+۱ + gmx
m + ...+ g۱x+ g۰.

تعریف به نیاز حلقه ͷی به R[x] تبدیل برای کنیم. تبدیل حلقه به را R[x] ͬ خواهیم م اکنون
کنیم. بیان را زیر داد قرار که است نیاز ضرب و جمع تعریف از قبل داریم. ضرب و جمع

rx = xr یعنͬ ͬ شوند م جابجا x با R حلقه عناصر که است این بر فرض همواره .٣ . ٣ . ١٣ داد قرار
آنگاه باشد ناجابجایی حلقه R اگر که است واضح اما .xixj = xi+j علاوه به .r ∈ R هر برای

است. R[x] از زیرحلقه R همچنین است. ناجابجایی R[x] حتما
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کنیم فرض .١۴ . ٣ . ٣ تعریف

f(x) =
n∑

i=۱
rix

i g(x) =
m∑
i=۱

six
i

،٣ . ٣ . ١٢ تذکر طبق را g(x) و f(x)جملات تعداد باشد نیاز اگر R[x]باشند. از دلخواه عضو دو
کنیم فرض ͬ توانیم م پس (m < n مثلا که زمانͬ (یعنͬ ͬ کنیم م یͺسان

f(x) =
n∑

i=۱
rix

i = rnx
n + ...+ r۰ g(x) =

n∑
i=۱

six
i = snx

n + ...+ s۰

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را جمع حال

f(x) + g(x) =
∑n

i=۱ rix
i +
∑m

i=۱ six
i =

(rn + sn)x
n + ...+ (r۱ + s۱)x+ (r۰ + s۰).

نیست) جملات تعداد سازی یͺسان به (نیاز ͬ شود م تعریف زیر شͺل به ضرب

f(x)g(x) = (rnx
n + ...+ r۰)(smxm + ...+ s۰) =

(rnsm)x
n+m + ...+ (r۱s۰ + s۱r۰)x+ r۰s۰.

تر خلاصه گاهͬ یا

f(x)g(x) = (
n∑

i=۱
rix

i)(
m∑

j=۱
sjx

j) =
n+m∑
k=۰

ckx
k

.ck =
∑k

t=۰ rtsk−t آن در که

کنیم فرض .١۵ . ٣ . ٣ مثال

f(x) = ۲̄x۲ + ۲̄ g(x) = ۲̄x+ ۳̄

داریم باشند. Z۴[x] در عنصر دو

f(x) + g(x) = ۲̄x۲ + ۲̄x+ ۱̄

و
f(x)g(x) = ۰̄x۳ + ۲̄x۲ + ۰̄x+ ۲̄ = ۲̄x۲ + ۲̄.

است. حلقه ͷی R[x] که ͬ دهد م نشان زیر لم حال

١۵٣



جابجایی R اگر است. حلقه ͷی R[x] بالا، تعریف در شده داده ضرب و جمع با .١۶ . ٣ . ٣ لم
است. یͺدار و جابجایی R[x] آنگاه باشد یͺدار و

است لازم تذکر این البته است. آبلͬ گروه ͷی (R[x],+) که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ اثبات.
چندجمله ای ۰ ∈ R چون که

o(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۰x+ ۰

چون که است لازم تذکر این البته است. نیم گروه ͷی (R[x], .) همچنین است. جمعͬ خنثͬ عضو
چندجمله ای ۱ ∈ R

i(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۱x+ ۰

ͷی R[x] یعنͬ است طرف دو هر از توزیع پذیر جمع روی ضرب علاوه به است. جمعͬ خنثͬ عضو
است. جابجایی R[x] ، بالا داد قرار طبق پس است جابجایی R طرفͬ از است. یͺدار حلقه

فرض ͬ دهیم. م نشان ۱ و ۰ با را R[x] حلقه ͷی و صفر کار راحتͬ برای .٣ . ٣ . ١٧ نمادگذاری
اوقات گاهͬ است. f(x) درجه همان deg(f(x)) از منظور صورت این در f(x) ∈ R[x] کنیم

ͬ کنیم. م نظر صرف f(x) در x از R[x] حلقه عناصر نمایش راحتͬ برای

هستند. چندجمله ای ها حلقه به شبیه بسیار که ͬ کنیم م معرفͬ نیز را دیͽر حلقه چند ادامه در
ͬ دهیم. م قرار زیر کادر در را مطلب خلاصه و ͬ کنیم م حذف را جزییات

زیر صورت به x متغیر ͷی و R روی ضرایب با سری ها مجموعه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض
ͬ شود م تعریف

R[[x]] = {r۰ + r۱x+ r۲x
۲ + ... | ri ∈ R}.

(مولفه سری ها عادی ضرب و معمولͬ جمع با R[[x]] گوییم. توانͬ سری ͷی R[x] عضو هر به
صورت به را سری ͷی گاهͬ گوییم. توانͬ سری های حلقه آن به و است حلقه ͷی مولفه) به

است. R[[x]] زیرحلقه R[x] که است واضح ͬ دهیم. م نمایش
∑∞

n=۰ rnx
n

داریم R[[x]] حلقه در .٣ . ٣ . ١٨ مثال

(۱+ x+ x۲ + ...)(۱+ ۲x+ ۳x۲ + ...) = ۱+ ۳x+ ۶x۲ + ...
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متغیر ͷی و R روی ضرایب با لورن سری ها مجموعه .m ∈ W و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض
ͬ شود م تعریف زیر صورت به x

R < x >= {r−mx
−m + r−m+۱x

−m+۱ + ...+ r−۱x
−۱+

r۰ + r۱x+ r۲x
۲ + ... | ri ∈ R}.

حلقه آن به و است حلقه ͷی مولفه) به (مولفه سری ها عادی ضرب و معمولͬ جمع با R < x >

واضح ͬ دهیم. م نمایش
∑∞

n=−m rnx
n صورت به را سری ͷی گاهͬ گوییم. لورن سری های

است. R < x > زیرحلقه R[[x]] که است

زیرا است. وارونپذیر ۱+ x ناصفر عنصر Z < x > حلقه در .٣ . ٣ . ١٩ مثال

(۱+ x)(۱− x+ x۲ − x۳ + ...) = ۱.

میدان نیز R < x > آنگاه باشد میدان R اگر کلͬ صورت به است. x−۱ صورت به x عنصر وارون
(چͽونه؟). است

دارد. ویژه ای جایͽاه جبر در زیر حلقه
ͬ دهیم م قرار باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢٠ تعریف

End(G) = {f : G −→ G | است گروهͬ همریختͬ f}.

ͬ گیریم. م نظر در توابع ترکیب را ضرب و ͬ  گیریم م نظر در End(G) روی را توابع عادی جمع
گوییم. G روی اندومورفیسم حلقه آن به که است (یͺدار) حلقه ͷی End(G) صورت ین در

موارد این چند هر ͬ گذارد. م باز متنوع حلقه  های داشتن برای را ما دست ͬ آید م زیر در که مواردی
ͬ آوریم. م آشنایی جهت فقط و ͬ دهیم نم گسترش است شایسته که آنچنان را

صورت به دنباله ها تمام باشد. حلقه ها از خانواده ای {Ri}i∈I کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢١ تعریف
به را ضرب و جمع دوتایی عمل ͬ گیریم. م نظر در را xi ∈ Ri ،i ∈ I هر برای که (xi)i∈I

صورت

(xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I (xi)i∈I(yi)i∈I = (xiyi)i∈I

و جمع عمل ام i مͺان در واقع، در ͬ کنیم. م تبدیل حلقه ͷی به را دنباله ها این و ͬ کنیم م تعریف
Ri دکارتͬ ضرب حاصل یا مستقیم ضرب حاصل را جدید حلقه ͬ شود. م پیاده Ri حلقه ضرب
استفاده نیز R۱ × ...×Rk نماد از باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م نشان

∏
i∈I Ri با و گوییم ها

.
∏

i∈I Ri = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م

حلقه همانͬ عنصر ۱i که است (۱i)i∈I صورت به
∏

i∈I Ri حلقه همانͬ عنصر .٣ . ٣ . ٢٢ مثال
است. Ri
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صورت به دنباله ها تمام باشد. حلقه ها از خانواده ای {Ri}i∈I کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢٣ تعریف
عناصر مولفه ها بقیه اندیس متناهͬ تعداد جز به که ͬ گیریم م نظر در را

∏
i∈I Ri از (xi)i∈I

جدید حلقه ͬ دهند. م تشͺیل حلقه دنباله ها این
∏

i∈I Ri ضرب و جمع همان با هستند. خنثͬ
نماد از باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م نشان

⊕
i∈I Ri با و گوییم ها Ri مستقیم جمع حاصل را

.
⊕

i∈I Ri = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م استفاده R۱⊕...⊕Rkنیز

حلقه حتما آنگاه باشد نابدیهͬ حلقه های از خانواده ای {Ri}i∈I و نامتناهͬ I اگر .٢۴ . ٣ . ٣ مثال
باشند. یͺدار ها Ri همه اگر حتͬ نیست، یͺدار

⊕
i∈I Ri

زیرا نیست. دامنه Z× Z۴ حلقه .٢۵ . ٣ . ٣ مثال

(۱, ۰̄)(۰, ۱̄) = (۰, ۰̄).

کنید). (بررسͬ نیست دامنه حلقه ها ضرب حاصل کلͬ طور به

شده حل تمرین های
است. تقسیم حلقه متناهͬ دامنه ͷی که دهید نشان .٢۶ . ٣ . ٣ تمرین

ͷی ضرب عمل با R است، حلقه R چون باشد. R = {۰, a۱, ..., an} کنیم فرض حل.
،aja۲ ،aja۱ است دامنه R چون بͽیرید. نظر در R در را aj ناصفر و دلخواه عنصر است. نیم گروه
وجود چنان al ∈ R عنصر ak ∈ R ناصفر عنصر هر برای پس هستند. متمایز ناصفر ajan ،...
این ͬ کنیم. م انتخاب حلقه صفر همان را al عنصر آنگاه باشد ak = ۰ اگر .ajal = ak که دارد
نیز ya = b معادله مشابه طریق به است. جواب دارای ax = b معادله a, b ∈ R هر برای یعنͬ
تقسیم حلقه ͷی R و است گروه R \ {۰} نیم گروه ۴۵ . ٢ . ٢ قضیه طبق لذا است. جواب دارای

است.

علیه مقسوم نیز R که دهید نشان دارد. صفر علیه مقسوم R[x] که کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢٧ تمرین
دارد. صفر

.f(x)g(x) = ۰ که باشند R[x] در ناصفر عنصر دو g(x) و f(x) که کنیم فرض حل.
درجه مینیمم که کنیم انتخاب چنان f(x) در را rixi جمله ͬ توانیم م پس است ناصفر f(x) چون
درجه مینیمم sjx

j کنیم فرض صورت همین به باشد. ناصفر نیز ri و باشد f(x) جملات در
در درجه مینیمم risjx

i+j که است واضح حال باشد. ناصفر نیز sj و باشد g(x) جملات در
علیه مقسوم R یعنͬ این و risj = ۰ باید پس f(x)g(x) = ۰ اما است. f(x)g(x) چندجمله ای

دارد. صفر

دهید نشان آنگاه باشد R حلقه یͺال عنصرهای تمام مجموعه U(R) از منظور اگر .٣ . ٣ . ٢٨ تمرین
.U(R۱ × ...×Rn) = U(R۱)× ...× U(Rn) که
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چنان (s۱, ..., sn) عنصر پس .x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱ × ...× Rn) کنیم فرض حل.
که دارد وجود

(r۱, ..., rn)(s۱, ..., sn) = (۱, ...,۱).
حال .x ∈ U(R۱)× ...× U(Rn) پس .ri ∈ U(Ri) یعنͬ .risi = ۱ داریم ،i هر برای پس
چنان si عنصر ،i هر برای آنگاه x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱) × ... × U(Rn) اگر برعکس؛

پس .risi = ۱ داریم که است موجود

(r۱, ..., rn)(s۱, ..., sn) = (۱, ...,۱).

است. کامل اثبات و x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱ × ...×Rn) یعنͬ

برای اگر تنها و اگر است پوچتوان (r۱, ..., rn) ∈ R۱ × ... × Rn دهید نشان .٣ . ٣ . ٢٩ تمرین
باشد. پوچتوان ri ،i هر

آنگاه باشد k پوچتوانͬ مرتبه دارای x = (r۱, ..., rn) اگر حل.

(۰, ...,۰) = (r۱, ..., rn)
k = (rk۱, ..., r

k
n).

که باشد چنان ki نامنفͬ و صحیح عدد i هر برای کنیم فرض برعکس؛ حال .rki = ۰ ،i برای یعنͬ
داریم بوضوح .k = k۱ + ...+ kn ͬ دهیم م قرار .rkii = ۰

(۰, ...,۰) = (rk۱, ..., r
k
n) = (r۱, ..., rn)

k

است. کامل اثبات و

باشد. تقسیم حلقه Rop اگر تنها و اگر است تقسیم حلقه R حلقه دهید نشان .٣ . ٣ . ٣٠ تمرین

باشد موجود b ∈ R عنصر اگر تنها و اگر است وارونپذیر a ∈ R عنصر که است واضح حل.
دهد. رخ Rop در b.a = a.b = ۱ اگر تنها و اگر ab = ba = ۱ که

a ∈ R عنصر هر برای که باشد عنصر ͷی از بیشتر با حلقه ͷی R کنیم فرض .٣ . ٣ . ٣١ تمرین
دهید. نشان را زیر موارد .aba = a که طوری باشد موجود b ∈ R یͺتای عنصر

ندارد. ناصفری صفر علیه مقسوم هیچ R (الف)
.bab = b (ب)

است. یͺدار R (ج)
است. تقسیم حلقه R (د)

.۰ ̸= c ∈ R که ac = ۰ پس باشد. ناصفر صفر علیه مقسوم ͷی a کنیم فرض (الف) حل.
تناقض که c = ۰ نتیجه در و b + c = b باید یͺتایی فرض طبق .a = aba = a(b + c)a لذا

است.
داریم (ب)

a(bab)a = ababa = (aba)ba = aba = a.

١۵٧



.bab = b باید aba = a که این و یͺتایی فرض طبق
زیرا است. خودتوان ab که کنید دقت ابتدا (ج)

(ab)۲ = abab = (aba)b = ab.

که داریم x ∈ R هر برای است. حلقه ͷی عنصر ab که ͬ دهیم م نشان حال

ab(abx− x) = ababx− abx = abx− abx = ۰ = xab− xab =

xabab− xab = (xab− x)ab.

ab لذا و xab = x مشابه طریق به .abx = x معادلا یا abx− x = ۰ باید (الف)، قسمت طبق
است. ͷی عنصر

ͬ کنیم. م استفاده ۱ علامت از راحتͬ برای است. یͺدار R حلقه که دادیم نشان (ج)، قسمت در (د)
(الف)، قسمت طبق پس .a(ba − ۱) = ۰ = (ab − ۱)a که داریم aba = a از حال

باشد. تقسیم حلقه باید R و است یͺال R ناصفر عنصر هر و ab = ba = ۱

١۵٨



قسمتͬ خارج حلقه و ایده آل ۴ . ٣

در گوییم. ایده آل آنها به که ͬ پردازیم م R حلقه از ویژه خیلͬ زیرمجموعه های به بخش این
در جالبی بسیار اطلاعات و ͬ کنند م راحتتر را حلقه مطالعه ایده آل ها که دید خواهیم بالاتر مقاطع
بررسͬ و است دشوار بعضا حلقه عناصر تک به تک بررسͬ با حلقه مطالعه ͬ دهند. م حلقه مورد

است. مفیدتر ایده آل ها
برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم چپ ایده آل R حلقه از I ناتهͬ زیرمجموعه به .١ . ۴ . ٣ تعریف

باشد.
.a− b ∈ I باشیم داشته a, b ∈ I هر برای (١)

.ra ∈ I باشیم داشته r ∈ R هر و a ∈ I هر برای (٢)
باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم راست ایده آل R حلقه از I ناتهͬ زیرمجموعه به همچنین،

.a− b ∈ I باشیم داشته a, b ∈ I هر برای (١)
.ar ∈ I باشیم داشته r ∈ R هر و a ∈ I هر برای (٢)

گوییم. ایده آل I به آنگاه باشد راست ایده آل هم و چپ ایده آل هم I اگر

به R حلقه در I بودن (راست) چپ ایده ال داد نشان برای متداول نمادهای .٢ . ۴ . ٣ نمادگذاری
ͬ کنند. م استفاده (I �r R) I �l R از نیز منابع بعضͬ است. (I ≤r R) I ≤l R صورت

ͬ دهد. م نشان را R در I بودن ایده آل (I � R) I ≤ R همچنین

است. ایده آل ͷی nZ زیرمجموعه هر Z حلقه در .٣ . ۴ . ٣ مثال

ایده آل هر جابجایی حلقه هر در است. (راست) چپ ایده آل ͷی واضحا ایده آل هر .۴ . ۴ . ٣ مثال
برعکس. و است راست ایده آل ͷی چپ

هستند. معروف بدیهͬ ایده آل های به که دارد R و {۰} ایده آل دو R حلقه هر .۵ . ۴ . ٣ مثال و تعریف

آنگاه ۱ ∈ I اگر راست). (چپ، ایده آل ͷی I و باشد یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض .۶ . ۴ . ٣ تذکر
.R ⊆ I لذا و x = x۱ ∈ I ایده آل، تعریف طبق صورت این در .x ∈ R کنیم فرض .I = R

ناصفر ایده آل I کنیم فرض دارد! راست) (چپ، ایده آل دو فقط D تقسیم حلقه هر .٧ . ۴ . ٣ مثال
.b ∈ D که ab = ba = ۱ یعنͬ است وارونپذیر a عنصر D حلقه در .۰ ̸= a ∈ I و باشد D

.I = D باید پس .ba = ۱ ∈ I باید تعریف طبق و است چپ ایده آل ͷی I اما

هستند. هم متمایز بودن راست بودن، چپ ایده آل ͬ دهد م نشان مثال این کنید! توجه زیر مثال به

که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی بͽیرید. نظر در را M۲(Z) (ناجابجایی) حلقه .٨ . ۴ . ٣ مثال
ناتهͬ زیرمجموعه

I = {
(
a ۰
b ۰

)
| a, b ∈ Z}
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زیرا نیست. راست ایده آل اما است. چپ ایده آل ͷ۱)ی ۰
۱ ۰

) (۱ ۲
۰ ۰

)
=

(۱ ۲
۱ ۲

)
̸∈ I.

ناتهͬ زیرمجموعه که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی همچنین،

J = {
(
a b
۰ ۰

)
| a, b ∈ Z}

زیرا نیست. چپ ایده آل اما است. راست ایده آل ͷ۱)ی ۰
۳ ۰

) (۱ ۱
۰ ۰

)
=

(۱ ۱
۳ ۳

)
̸∈ J.

M۲(nZ) ،Z حلقه از nZ ایده آل هر برای بهتر عبارت به دارد! ایده آل بیشمار حلقه این که این جالب
کنید). (بررسͬ است M۲(Z) از ایده آل ͷی

نشان ساده بررسͬ ͷی بͽیرید. نظر در را n طبیعͬ عدد و M۲(R) (ناجابجایی) حلقه .٩ . ۴ . ٣ مثال
ناتهͬ زیرمجموعه که ͬ دهد م

In = {
(
a ۰
b ۰

)
| a, b ∈ nZ}

زیرا نیست. راست ایده آل اما است. چپ ایده آل ͷی(
n ۰
n ۰

) (۱ ۲
۰ ۰

)
=

(
n ۲n
n ۲n

)
̸∈ In.

ناتهͬ زیرمجموعه که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی همچنین،

Jn = {
(
a b
۰ ۰

)
| a, b ∈ nZ}

زیرا نیست. چپ ایده آل اما است. راست ایده آل ͷ۱)ی ۰
۳ ۰

) (
n n
۰ ۰

)
=

(
n n
۳n ۳n

)
̸∈ Jn.

بدیهͬ ایده آل های فقط حلقه این که این جالب اما دارد. (راست) چپ ایده آل بیشمار حلقه این یعنͬ
ببینید). را زیر (قضیه دارد
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ͬ پذیریم. م اثبات بدون را زیر قضیه
و اگر است Mn(R) حلقه ایده آل ͷی A باشد. یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠ . ۴ . ٣ قضیه

.A = Mn(I) که باشد موجود R حلقه از I ایده آل اگر تنها

ͬ آید. م دست به بالا قضیه از زیر نتیجه
نابدیهͬ ایده آل Mn(D) صورت این در باشد. تقسیم حلقه ͷی D کنیم فرض .١١ . ۴ . ٣ نتیجه

ندارد.

Mn(D) بالا قضیه طبق لذا ندارد. نابدیهͬ ایده آل D تقسیم حلقه که دیدید بالا مثال های در اثبات.
ندارد. نابدیهͬ ایده آل

ͬ کنیم. م بیان زیر مثال های در که دارد وجود بالا نتیجه و قضیه مورد در مهم نکته دو

ندارد. نابدیهͬ ایده آل Mn(D) که دیدیم باشد. تقسیم حلقه ͷی D کنیم فرض .١٢ . ۴ . ٣ مثال
همه مجموعه بالا مثال های مانند است کافͬ دارد. نابدیهͬ (راست) چپ ایده آل Mn(D) اما

دارند. ناصفر (سطر) ستون ͷی بͽیریم نظر در را ماتریس هایی

حلقه R = Zp کنیم فرض مثلا است. لازم بالا قضیه صورت در R بودن یͺدار .١٣ . ۴ . ٣ مثال
x ∈ I هر برای آنگاه باشد (R,+) زیرگروه I اگر نیست). یͺدار که صفر، ضرب با ) باشد بدیهͬ
اگر تنها و اگر هستند ایده آل R ناتهͬ زیرمجموعه های لذا .xr = rx = ۰ داریم r ∈ R هر و
،٢ . ٩ . ٧٧ قضیه طبق که چرا ندارد. نابدیهͬ ایده ال اصلا حلقه این بنابراین باشند. (R,+) زیرگروه
صحیح این اما ندارد. نابدیهͬ ایده آل های M۲(R) بالا قضیه طبق اکنون است. ساده گروه (R,+)

ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی که چرا نیست.

I = {
(
a b
۰ ۰

)
| a, b ∈ R}

است. داده رخ آشͺار تناقض و است M۲(R) نابدیهͬ ایده آل ͷی

ناتهͬ زیرمجموعه دو x ∈ R هر برای باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١۴ . ۴ . ٣ مثال

Rx = {rx | r ∈ R} xR = {xr | r ∈ R}

هستند. راست و چپ ایده آل ترتیب به R از

I =) I = RI که است واضح باشد R حلقه از (راست) چپ ایده آل ͷی I اگر .١۵ . ۴ . ٣ تذکر
.I = RIR داریم I ایده آل برای .(IR

داریم. را زیر گزاره حال
R (راست) چپ ایده آل های از خانواده ای {Iα}α∈Γ و حلقه ͷی R کنیم فرض .١۶ . ۴ . ٣ گزاره

است. (راست) چپ ایده آل ͷی I =
∩

α∈Γ Iα صورت این در باشد.
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x, y ∈ I اگر حال است. ناتهͬ I و ۰ ∈ I لذا .۰ ∈ Iα که داریم α ∈ Γ هر برای اثبات.
نتیجه در .x − y ∈ Iα است، چپ ایده آل Iα چون و x, y ∈ Iα داریم α ∈ Γ هر برای آنگاه

.x− y ∈ I
rx ∈ I نتیجه در است. چپ ایده آل Iα زیرا ،rx ∈ Iα داریم α ∈ Γ هر و r ∈ R هر برای اکنون

ͬ شود. م نتیجه نیز راست سمت مشابه طریق به است. چپ ایده آل I تعریف طبق و

گرفت؟ ͬ توان م نتیجه چه (راست) چپ ایده آل های از خانوده ای اجتماع مورد در .١٧ . ۴ . ٣ سوال

صورت این در باشد. R از زیرمجموعه ͷی X و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١٨ . ۴ . ٣ تعریف
یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش < X >l با را هستند X شامل که R چپ ایده آل  های همه اشتراک

< X >l=
∩

X⊆I≤lR

I.

خود کم دست زیرا است. بامعنͬ بالا اشتراک اینکه اول دهیم. قرار نظر مد باید را مهم نکته دو
است. R از چپ ایده آل ͷی < X >l که، دید ͬ توان م آسانͬ به اینکه دوم است. X شامل R

ͬ دهیم م قرار آنگاه X = ∅ اگر گوییم. X توسط شده تولید چپ ایده آل < X >l به رو این از
ͬ شوند. م تعریف < X > و < X >r مشابه روش به .< X >l= {۰}

< نماد از بعضا < X >l جای به باشد {x۱, x۲, ..., xk} متناهͬ مجموعه X اگر
ͬ کنیم. م استفاده x۱, x۲, ..., xk >l

داریم Z حلقه در آنگاه X = {۲,۴} کنیم فرض اگر .١٩ . ۴ . ٣ مثال

< X >l=< X >r=< X >= ۲Z.

صورت این در باشد. D تقسیم حلقه در عنصری ۰ ̸= a کنیم فرض .٢٠ . ۴ . ٣ مثال

< a >l=< a >r=< a >= D

< X >l صورت این در باشد. R حلقه از زیرمجموعه ای X کنیم فرض .٢١ . ۴ . ٣ گزاره
برای مشابه حͺم است. X شامل که است شمول) رابطه به (نسبت R از چپ ایده آل کوچͺترین

است. قرار بر < X > و < X >r

است. راست سر اثبات.

هرگاه است، شده) تولید (متناهیا متناهͬ تولید R حلقه از I چپ ایده آل گوییم .٢٢ . ۴ . ٣ تعریف
راست ایده آل برای مشابه مفهوم .I =< X >l که باشد چنان R از X متناهͬ زیرمجموعه

ͬ شود. م تعریف نیز تولید متناهͬ ایده آل و تولید متناهͬ
مشابه مفهوم .I =< a >l که باشد چنان R از a عنصر هرگاه است اصلͬ I چپ ایده ال گوییم

ͬ شود. م تعریف نیز اصلͬ ایده آل و اصلͬ راست ایده آل برای
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.< ۱ >l= R که است واضح صورت این در باشد. یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٣ . ۴ . ٣ مثال
.< ۱ >= Z =< ۲,۳ > داریم Z حلقه برای همچنین

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را آن اثبات و دارد زیادی بسیار اهمیت ما برای زیر گزاره
صورت این در .a ∈ R و باشد دلخواه حلقه R کنیم فرض .٢۴ . ۴ . ٣ گزاره

.< a >= {
∑

i روی متناهͬ جمع riasi + ra+ as+ na | r, s, ri, si ∈ R, n ∈ Z} (١)
.< a >l= {ra+ na | r ∈ R, n ∈ Z} (٢)
.< a >r= {ar + na | r ∈ R, n ∈ Z} (٣)

داریم آنگاه باشد، یͺدار حلقه R اگر
.< a >= {

∑
i روی متناهͬ جمع riasi | ri, si ∈ R} (١)

.< a >l= {ra | r ∈ R} (٢)
.< a >r= {ar | r ∈ R} (٣)

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به اثبات.

نمادهای از < a >r و < a >l ،< a > نمادهای جای به موارد برخͬ .٢۵ . ۴ . ٣ نمادگذاری
ͬ کنیم. م استفاده aR و Ra ،RaR

داریم M۲(R) یͺدار ناجابجایی حلقه در .٢۶ . ۴ . ٣ مثال

<

(۱ ۰
۰ ۰

)
>l= {

(
a b
c d

)(۱ ۰
۰ ۰

)
|
(
a b
c d

)
∈ M۲(R)} =

{
(
a ۰
c ۰

)
| a, c ∈ R}.

که دید ͬ توان م آسانͬ به یͺدار حلقه ͷی برای .٢٧ . ۴ . ٣ تذکر

< a۱, a۲, ..., ak >l= {r۱a۱ + ...+ rkak | ri ∈ R} =

< a۱ >l +...+ < ak >l= Ra۱ + ...+Rak.

داریم M۲(R) یͺدار ناجابجایی حلقه در .٢٨ . ۴ . ٣ مثال

<

(۱ ۰
۰ ۰

)
,

(۰ ۱
۰ ۰

)
>l=

{
(
a b
c d

)(۱ ۰
۰ ۰

)
+

(
a′ b′

c′ d′

)(۰ ۱
۰ ۰

)
|
(
a b
c d

)
,

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ M۲(R)} =

{
(
a ۰
c ۰

)
+

(۰ a′

۰ c′

)
| a, c, a′, c′ ∈ R} = M۲(R).
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ما برای هستند اصلͬ آن چپ ایده آل های همه که حلقه های که دید خواهید ١ جبر درس در
بدانید آشنایی حد در ͬ دهیم. م قرار بین ذره زیر آنها درسͬ دوره آن در و دارند ویژه ای بسیار اهمیت

است. Z آن مثال ͷی و گوییم چپ اصلͬ ایده آل را حلقه  ای چنین که
R از ناتهͬ زیرمجموعه های Ak ،... ،A۲ ،A۱ و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٩ . ۴ . ٣ تعریف

یعنͬ مجموعه ها این جمع از منظور باشند.

A۱ + ...+ Ak = {a۱ + a۲ + ...+ ak | ai ∈ Ai}

یعنͬ مجموعه ها این ضرب حاصل از منظور و

A۱A۲...Ak = {
n∑

j=۱
a۱ja۲j...akj | aij ∈ Ai, n ∈ N}.

آنگاه A۱ = {x} اگر همچنین ͬ کنیم. م استفاده Ak نماد از آنگاه A = A۱ = ... = Ak اگر
.xA۲ ͬ نویسیم م A۱A۲ جای به

داریم. را زیر قضیه مثال، آوردن از قبل
R از (راست) چپ ایده آل های Ak ،... ،A۲ ،A۱ و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٠ . ۴ . ٣ قضیه

است. قرار بر زیر موارد صورت این در باشند.
است. (راست) چپ ایده آل A۱ + ...+ Ak (الف)

است. (راست) چپ ایده آل A۱A۲...Ak (ب)
.A۱ + (A۲ + A۳) = (A۱ + A۲) + A۳ (ج)

.A۱(A۲A۳) = (A۱A۲)A۳ (د)
.(A۱ + A۲)A۳ = A۱A۳ + A۲A۳ و A۱(A۲ + A۳) = A۱A۲ + A۱A۳ (ه)

ͬ شود. م رها تمرین عنوان به و است راست سر اثبات اثبات.

زیرا .< a >< b >=< ab > داریم a, b ∈ R برای و R جابجایی حلقه در .٣١ . ۴ . ٣ مثال

< a >< b >= {
n∑

j=۱
xjyj | xj ∈< a >, yj ∈< b >, n ∈ N} =

{
n∑

j=۱
rjasjb | rj, sj ∈ R, n ∈ N} = {

n∑
j=۱

rjsjab | rj, sj ∈ R, n ∈ N} =

{rab | r ∈ R} =< ab > .

I =) I = RI که است واضح باشد R حلقه از (راست) چپ ایده آل ͷی I اگر .٣٢ . ۴ . ٣ تذکر
.I = RIR داریم I ایده آل برای .(IR
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همچنین ͬ شود. م دانسته گروه ͷی مشخصات نرمال زیرگروه با چͽونه که دیدید دوم فصل در
ͬ سازیم. م قسمتͬ خارج گروه نام به جدید گروه ͷی چͽونه نرمال زیرگروه ͷکم با که کردید مشاهده
را حلقه که ͬ کند م ͷکم و دارد نرمال زیرگروه به شبیه نقشͬ تقریبا ایده آل حلقه ها در که این جالب

بسازیم. جدید حلقه های و بشناسیم بهتر
هر لذا و است آبلͬ گروه ͷی (R,+) که ͬ دانیم م داریم. اختیار در را R حلقه کنیم فرض
نرمال زیرگروه I که است واضح بͽیرید. نظر در را R از I ایده آل حال است. نرمال آن زیرگروه
اعضای که یادآورید به دهیم. تشͺیل را (R/I,+) آبلͬ گروه ͬ توانیم م نتیجه در و است (R,+)

ببینید. را زیر قضیه مقدمه این با .r ∈ R آن در که هستند r + I شͺل به R/I

و جمع با R/I صورت این در باشد. R ایده آل I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٣ . ۴ . ٣ قضیه
گوییم. قسمتͬ خارج حلقه آن به که است حلقه ͷی زیر ضرب

(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I

(a+ I)(b+ I) = ab+ I

است. خوشتعریف بالا ضرب عمل اما است. بدیهͬ است، خوشتعریف جمع عمل که این اثبات.
ایده آل I چون حال .b− d ∈ I و a− c ∈ I آنگاه b+ I = d+ I و a+ I = c+ I اگر زیرا

داریم است،
ab− cd = a(b− d) + (a− c)d ∈ I.

حلقه خواص است.بقیه خنثͬ عنصر o+ I ͬ شود. م حاصل خوشتعریفͬ و ab+ I = cd+ I لذا
است. راست سر بررسͬ ͷی

همانͬ عنصر ۱ + I که است واضح آنگاه R ایده آل I و باشد یͺدار حلقه R اگر .٣۴ . ۴ . ٣ مثال
است. جابجایی نیر R/I آنگاه باشد جابجایی R اگر همچنین است. R/I

است. صفر حلقه R/I آنگاه باشد I = R و حلقه ͷی R اگر .٣۵ . ۴ . ٣ مثال
که دیدید قبل فصل در .٣۶ . ۴ . ٣ مثال

Z/۳Z = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲}.
عملا ī با ۳Z+ i نماد تعویض با پس دارند، ۰ ≤ i < ۳ باقیمانده ٣ بر که اعدادی یعنͬ ۳Z+ i

داریم
Z/۳Z = {۰̄, ۱̄, ۲̄}.

nZ ایده آل هر با ͬ توان م را کار این داشت. خواهیم را Z/۳Z قسمتͬ خارج حلقه بالا قضیه طبق لذا
نمود. تکرار Z حلقه از

در را R[x] (یͺدار) حلقه از < x > ایده آل باشد. یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٧ . ۴ . ٣ مثال
ندارند. ثابت جمله که است چندجمله ای های همه I =< x > ،٢۴ . ۴ . ٣ گزاره طبق بͽیرید. نظر
است واضح باشد. R[x] از دلخواه عنصر ͷی f(x) = a۰ + a۱x+ ...+ akx

k کنیم فرض حال
لذا هستند. I از عناصری akx

k ،... ،a۲x۲ ،a۱x که

R[x]/I = {a+ I | a ∈ R}.
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شده حل تمرین های
حلقه در که دهید نشان .٣٨ . ۴ . ٣ تمرین

R = {
(
a b
۰ c

)
| a, b, c ∈ R}

مجموعه

I = {
(۰ x
۰ ۰

)
| x ∈ R}

است. ایده آل

کنیم فرض حال است. ناتهͬ I که است واضح حل.

A =

(۰ x
۰ ۰

)
, B =

(۰ y
۰ ۰

)
∈ I.

داریم
(
a b
۰ c

)
∈ R دلخواه عنصر برای حال .A−B ∈ I داریم که است بدیهͬ

(
a b
۰ c

)(۰ x
۰ ۰

)
=

(۰ ax
۰ ۰

)
∈ I.

۰)همچنین x
۰ ۰

)(
a b
۰ c

)
=

(۰ xc
۰ ۰

)
∈ I.

دهید نشان ندارد. نابدیهͬ چپ ایده ال هیچ که باشد یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٩ . ۴ . ٣ تمرین
است. تقسیم حلقه R

باید فرض طبق است. ناصفر چپ ایده آل ͷی < a >l بنابراین .۰ ̸= a ∈ R کنیم فرض حل.
.ba = ۱ که دارد وجود چنان ۰ ̸= b ∈ R =< a >l عنصر پس ۱ ∈ R چون .< a >l= R
وارونپذیری عنصری b لذا .cb = ۱ که دارد وجود چنان c ∈ R ناصفر عنصر مشابه استدلالͬ با
وارونپذیر R ناصفر عناصر نتیجه در .a = b−۱ زیرا باشد وارونپذیر a که ͬ کند م ایجاب این و است

است. تقسیم حلقه R و هستند

سپس .IJ ⊆ I ∩ J که دهید نشان R از J و I ایده آل های برای و R حلقه در .۴٠ . ۴ . ٣ تمرین
که دهید نشان مثال ͷی با .I ∩ J = IJ آنگاه I + J = R و جابجایی R اگر که بͽیرید نتیجه

.IJ ⊊ I ∩ J

و yl ∈ J چون .yl ∈ J و xl ∈ I که x =
∑n

l=۱ xlyl پس .x ∈ IJ کنیم فرض حل.
(راست) ایده آل I و xl ∈ I چون مشابه، صورت به .x ∈ J لذا ،xlyl ∈ J پس (چپ) ایده آل J
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.x ∈ I ∩ J بنابراین .x ∈ I لذا ،xlyl ∈ I پس
داریم درس متن قضیه طبق دوم، قسمت برای

I ∩ J = R(I ∩ J) = (I + J)(I ∩ J) = I(I ∩ J) + J(I ∩ J) ⊆
IJ + JI = IJ + IJ = IJ.

.IJ = I ∩ J قبل قسمت طبق و
I = {۰̄, ۲̄} که است واضح بͽیرید. نظر در را Z۴ صفر) (ضرب بدیهͬ حلقه آخر، قسمت برای

.I ∩ I = I اما .I۲ = II = ۰̄ و است ایده آل ͷی

بنویسید. را R = Z۲[x]/< x۲ + ۱̄ > حلقه اعضای تمام .۴١ . ۴ . ٣ تمرین

بنابراین .x۲ = −۱̄ = ۱̄ داریم R در لذا .x۲ + ۱̄ ∈< x۲ + ۱̄ > که است واضح حل.

x۳+ < x۲ + ۱̄ >= xx۲+ < x۲ + ۱̄ >= x+ < x۲ + ۱̄ > .

همچنین

x۴+ < x۲ + ۱̄ >= x۲x۲+ < x۲ + ۱̄ >= ۱̄۱̄+ < x۲ + ۱̄ >= ۱̄+ < x۲ + ۱̄ >

و
x۵+ < x۲ + ۱̄ >= xx۴+ < x۲ + ۱̄ >= x+ < x۲ + ۱̄ > .

به زوج توان های برای و R از x+ < x۲ + ۱̄ > به فرد توان های برای همواره بالا روند تکرار با
ā۰ + ā۱x+ ...+ ānx

n دلخواه چندجمله ای برای پس ͬ یابیم. م دست R از ۱̄+ < x۲ + ۱̄ >
داریم Z۲[x] حلقه در

ā۰ + ā۱x+ ...+ ānx
n+ < x۲ + ۱̄ >= b̄۰ + b̄۱x+ < x۲ + ۱̄ > .

به توجه با لذا ͬ کنیم. م جایͽزین آوردییم، دست به بالا که مقدارهایی با را دو از بیشتر توان های زیرا
داریم b̄i ∈ Z۲ که این

R = {۰̄, ۱̄+ < x۲ + ۱̄ >, x+ < x۲ + ۱̄ >, ۱̄+ x+ < x۲ + ۱̄ >}.
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حلقه ای یͺریختͬ قضایای ۵ . ٣
حلقه  ها مطالعه برای بخش این کنیم. ارائه را فصل این بخش مهمترین تا هستیم آماده اکنون
برخͬ ͷکم با که کرد معرفͬ اینگونه ͬ توان م را بخش این هدف حقیقت در است. اهمیت با بسیار
مرتبط داریم آن از اطلاعاتͬ یا ͬ شناسیم م قبل از که حلقه ͷی به را ناشناخته حلقه ͷی خاص توابع

ͬ بریم. م بهره حلقه بیشتر شناسایی برای ارتباط این از و ͬ کنیم م
صورت این در داریم. اختیار در را (S,⊕,⊙) و (R,+, .) حلقه دو کنیم فرض .١ . ۵ . ٣ تعریف
هر برای هرگاه گوییم حلقه ای) (همومورفیسم حلقه ای همریختͬ ͷی را f : R −→ S تابع

.f(x.y) = f(x)⊙ f(y) و f(x+ y) = f(x)⊕ f(y) باشیم داشته x, y ∈ R

که داریم .٢ . ۵ . ٣ مثال

f : (Z,+, .) −→ (Z۲,+, .), f(x) = x̄

داریم x, y ∈ Z هر برای زیرا است. حلقه ای همریختͬ ͷی

f(x+ y) = x+ y = x̄+ ȳ = f(x) + f(y).

همچنین
f(x.y) = x.y = x̄.ȳ = f(x).f(y).

تابع .٣ . ۵ . ٣ مثال
f : (R,+, .) −→ (R,+, .), f(x) = ex

داریم زیرا نیست. حلقه ای همریختͬ ͷی

f(۱+ ۰) = e۱+۰ = e ̸= e+ ۱ = f(۱) + f(۰).

که داریم .۴ . ۵ . ٣ مثال

θ(Z[x],+, .) −→ (Z,+, .), θ(a۰ + a۱x+ ...+ anx
n) = a۰

است. حلقه ای همریختͬ ͷی

برای آن ضرب و جمع عمل نوشتن از ͬ نویسیم م را حلقه ای وقتͬ بعد به لحظه این از .۵ . ۵ . ٣ تذکر
حلقه که این مͽر شود، عمل ها متوجه خود دانشجو که است این ما انتظار و ͬ کنیم م خودداری راحتͬ
ͬ نویسیم نم دیͽر مثلا پس دهیم. تغییر را دوتایی عمل بخواهیم که این یا کنیم معرفͬ را جدیدی
الͬ و Mn(R) ͬ نویسیم م و (Mn(R),+, .) ͬ نویسیم نم دیͽر مثلا یا و Z ͬ نویسیم م و (Z,+, .)

متوجه دانشجو که داریم انتظار و ͬ نویسیم نم ͬ دهیم، م اثر را f وقتͬ ،. و + دیͽر همچنین آخر.
حلقه ای! همریختͬ برد در یا است دامنه در عمل که باشد
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که داریم .۶ . ۵ . ٣ مثال و تعریف

f : R −→ S, f(x) = ۰S

گوییم. بدیهͬ حلقه ای همریختͬ حلقه ای، همریختͬ این به است. حلقه ای همریختͬ ͷی

آنگاه باشد پوشا f اگر باشد. حلقه همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .٧ . ۵ . ٣ تعریف
f به آنگاه باشد ͷبه ی ͷیf اگر گوییم. حلقه ای) (اپی مورفیسم پوشا حلقه ای همریختͬ f به
و پوشا حلقه ای همریختͬ f اگر گوییم. حلقه ای) (منومورفیسم ͷبه ی ͷی حلقه ای همریختͬ
.R ∼= S ͬ نویسیم م و گوییم حلقه ای) (ایزومورفیسم حلقه ای یͺریختͬ f به آنگاه باشد ͷبه ی ͷی

که داریم .٨ . ۵ . ٣ مثال
f : Z −→ Z۲, f(x) = x̄

نیست. ͷبه ی ͷی که است پوشا حلقه ای همریختͬ ͷی

که داریم .٩ . ۵ . ٣ مثال
f : Z −→ R, f(x) = x

نیست. پوشا که است ͷبه ی ͷی حلقه ای همریختͬ ͷی

که داریم .١٠ . ۵ . ٣ مثال

f : C −→ T, f(a+ ib) =

(
a b
−b a

)
آن در که

T = {
(

x y
−y x

)
| a, b ∈ R}

.C ∼= T است، یͺریختͬ یعنͬ است، پوشا و ͷبه ی ͷی همریختͬ ͷی است،

ͬ دهیم م قرار باشد. R حلقه از ایده آل ͷی I کنیم فرض .١١ . ۵ . ٣ مثال و تعریف

π : R −→ R/I, π(x) = x+ I.

است (چپ) دسته هم ͷی π(x) = x+I ،x ∈ R هر برای که است واضح زیرا است. تابع ͷی π
.π(x) = π(x′) لذا و x+ I = x′ + I آنگاه باشد x = x′ اگر همچنین دارد. قرار R/I در لذا و
زیرا است. حلقه ای همریختͬ ͷی π اما ͬ باشد. م نیز پوشا تابع ͷی π که است مشخص روشنͬ به

π(xx′) = xx′ + I = (x+ I) (x′ + I) = π(x)π(x′).

گوییم. طبیعͬ حلقه ای همریختͬ π پوشا حلقه ای همریختͬ به
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با را آن و گوییم نیز نشاننده بعضا f : R −→ S ͷبه ی ͷی حلقه ای همریختͬ به .١٢ . ۵ . ٣ تذکر
ادامه در که است حلقه ای یͺریختͬ اول قضیه نشاننده نامͽذاری علت ͬ دهیم. م نشان R ↪→ S

دید. خواهیم

i : S −→ R وضوح به باشد. R زیرحلقه S و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣ . ۵ . ٣ مثال و تعریف
حلقه ای همریختͬ آن به و است (نشاننده) ͷبه ی ͷی حلقه ای همریختͬ ͷی i(x) = x ضابطه با

گوییم. شمول

حلقه روی (اندومورفیسم) درون ریختͬ ،f : R −→ R حلقه ای همریختͬ به .١۴ . ۵ . ٣ تعریف
گوییم. R

ضابطه با idR : R −→ R که است واضح باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١۵ . ۵ . ٣ مثال و تعریف
گوییم. همانͬ حلقه ای درون ریختͬ آن به که است درون ریختͬ ͷی idR(x) = x

تابع که ͬ دهد م نشان ساده برررسͬ ͷی بͽیرید. نطر در را R = Q[x] حلقه .١۶ . ۵ . ٣ مثال

θ : R −→ R, θ(f(x)) = f(x۲)

است. درون ریختͬ ͷی

داریم. را زیر گزاره حال
موارد صورت این در باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .١٧ . ۵ . ٣ گزاره

است. برقرار زیر
.f(۰R) = ۰S داریم همواره (الف)

.f(−a) = −f(a) (ب)
.f(an) = (f(a))n داریم n صحیح عدد هر برای (ج)
است. S حلقه ͷی f(۱R) آنگاه باشد یͺدار R اگر (د)

لذا .f(a) = f(a + ۰R) = f(a) + f(۰R) که داریم ،a ∈ R هر برای (الف) اثبات.
.f(۰R) = ۰S

اثبات برای چیزی و ۰S = f(۰R) = f(a − a) = f(a) − f(a) داریم (الف) طبق (ب)
نداریم.

است. راست سر (د) و (ج)

است. برقرار زیر موارد .١٨ . ۵ . ٣ گزاره
است. یͺریختͬ حلقه ای ͷی f : R −→ S حلقه ای یͺریختͬ وارون (الف)

gf : R −→ T آنگاه باشند حلقه ای همریختͬ g : S −→ T و f : R −→ S اگر (ب)
است. حلقه ای همریختͬ

است. ارزی هم رابطه ͷی حلقه  ها بودن یͺریخت (ج)
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است. ٢ . ٩ . ٢٣ قضیه اثبات مشابه اثبات.

به f : X −→ Y تابع برای که ͬ کنیم م یادآوری اول فصل از

f(X) = Im(f) = {f(x) | x ∈ X}

داریم. را زیر گزاره اکنون گوییم. تابع برد
باشد. حلقه ای همریختͬ f : R −→ S و گروه دو S و R کنیم فرض .١٩ . ۵ . ٣ گزاره

ͬ شود). م نامیده f تحت ریخت هم تصویر (که است S زیرحلقه Im(f) (الف)
.f(K) ≤l H آنگاه باشد پوشا f اگر نتیجه در .f(I) ≤l Im(f) آنگاه I ≤l R اگر (ب)

است. برقرار راست ایده آل برای مشابه حͺم
مشابه حͺم است. R چپ ایده آل f−۱(J) = {x ∈ R | f(x) ∈ J} آنگاه J ≤l S اگر (ج)

است. برقرار راست ایده آل برای

فرض است. ناتهͬ Im(f) پس .۰ ∈ Im(f) لذا و f(۰) = ۰ قبل گزاره طبق (الف) اثبات.
درنتیجه و f(y) = v و f(x) = u که دارند وجود چنان x, y ∈ R لذا .u, v ∈ Im(f) کنیم

u− v = f(x)− f(y) = f(x− y) ∈ Im(f).

دیͽر، سوی از
uv = f(x)f(y) = f(xy) ∈ Im(f).

.Im(f) ≤ S باید ۶ . ٣ . ٢ قضیه طبق حال
است. ناتهͬ f(I) پس .۰ ∈ f(I) لذا و f(۰) = ۰ قبل گزاره طبق پس ،۰ ∈ I چون (ب)
لذا .u ∈ f(I) کنیم فرض مطلب؟). کدام از (چرا؟ است واضح f(I) بودن جمعͬ گروه زیر اما
که r = f(y) لذا و r ∈ Im(f) کنیم فرض حال .f(x) = u که دارند وجود چنان x ∈ I

و yx ∈ I داریم است چپ ایده آل I چون .y ∈ R

ru = f(y)f(x) = f(yx) ∈ f(I).

است. اول قسمت مستقیم نتیجه دوم، قسمت است. تمام کار طبق حال
f−۱(J) پس .۰ ∈ f−۱(J) لذا و f(۰) = ۰ قبل گزاره طبق و ۰ ∈ J که است واضح (ج)
کنیم فرض مطلب؟). کدام از (چرا؟ است واضح f(I) بودن جمعͬ گروه زیر اما است. ناتهͬ
لذا .r ∈ R کنیم فرض حال .f(x) = u که دارد وجود u ∈ J بنابراین .x ∈ f−۱(J)

نتیجه در .f(r)u = f(r)f(x) = f(rx) ∈ J داریم است S چپ ایده آل J چون .f(r) ∈ S

.rx ∈ f−۱(J)

باشد جابجایی R اگر باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .٢٠ . ۵ . ٣ تذکر
است. جابجایی Im(f) که است واضح
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Im(f) که ندارد لزومͬ باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .٢١ . ۵ . ٣ تذکر
حلقه ای همریختͬ مثال برای باشد. راست) (چپ، ایده آل S در

f : Z −→ M۲(Z), f(n) =

(
n ۰
۰ ۰

)
.

اما کنید). (بررسͬ است حلقه ای همریختͬ f که است واضح بͽیرید. نظر در را

Im(f) = {
(
n ۰
۰ ۰

)
| n ∈ Z}

زیرحلقه ͷی عنصر
(۱ ۰
۰ ۰

)
∈ Im(f) همچنین کنید). (بررسͬ نیست M۲(Z) چپ ایده آل

نیست. M۲(Z) حلقه ͷی اما است Im(f)

f : R −→ S حلقه ای همریختͬ برای .٢٢ . ۵ . ٣ تعریف
گوییم. f همریختͬ تصویر Im(f) به (الف)

آن Ker(f) نماد با و گوییم f همریختͬ هسته f−۱({۰}) = {x ∈ R | f(x) = ۰} (ب)
ایده آل {۰} چون که شود دقت .(Ker(f) = {x ∈ R | f(x) = ۰}) ͬ دهیم م نمایش را

است. ایده آل نیز Ker(f) است،
گوییم. R همریخت تصویر S به آنگاه باشد پوشا f اگر (ج)

حلقه ای همریختͬ .٢٣ . ۵ . ٣ مثال

f : Z −→ M۲(Z), f(n) =

(
n ۰
۰ ۰

)
.

داریم بͽیرید. نظر در را

Ker(f) = {x ∈ Z | f(x) = ۰} = {x ∈ Z |
(
n ۰
۰ ۰

)
=

(۰ ۰
۰ ۰

)
} = {۰}.

وجود همریختͬ هسته و همریختͬ بودن ͷبه ی ͷی بین جالبی ارتباط است! ͷبه ی ͷی f که شود دقت
دید. خواهیم ادامه در که دارد

که داریم .٢۴ . ۵ . ٣ مثال
f : Z −→ Z۳, f(x) = x̄

Z همریخت تصویر Z۳ لذا است. پوشا f یعنͬ Im(f) = Z۳ وضوح به که است همریختͬ ͷی
اما است.

Ker(f) = {x ∈ Z | f(x) = ۰̄} = {x ∈ Z | x̄ = ۰̄} = ۳Z.
همریختͬ هسته و همریختͬ بودن ͷبه ی ͷی بین جالبی ارتباط نیست! ͷبه ی ͷی f که شود دقت

باشید!). زده حدس الان همین دید(شاید خواهیم ادامه در که دارد وجود
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داریم. را زیر گزاره اکنون
است. حلقه ای همریختͬ ͷی هسته R حلقه از I مانند ایده آل هر .٢۵ . ۵ . ٣ گزاره

طبیعͬ حلقه ای همریختͬ اثبات.

π : R −→ R/I, π(x) = x+ I

داریم ͬ گیریم. م نظر در را

Ker(π) = {x ∈ R | π(x) = I} = {x ∈ R | x+ I = I} = I

است. کامل اثبات و

است. R همریخت تصویر R/I ،R حلقه از I مانند ایده آل هر برای .٢۶ . ۵ . ٣ گزاره

طبیعͬ حلقه ای همریختͬ اثبات.

π : R −→ R/I, π(x) = x+ I

است. پوشا

هسته است کافͬ حلقه ای همریختͬ ͷی بودن ͷبه ی ͷی فهمیدن برای که ͬ دهد م نشان زیر گزاره
همریختͬ! فقط نبرید، کار به تابعͬ هر برای را گزاره این که کنید دقت شود. بررسͬ آن

f صورت این در باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .٢٧ . ۵ . ٣ گزاره
.Ker(f) = {۰} اگر تنها و اگر است ͷبه ی ͷی

(چرا؟) f(۰) = ۰ که ͬ دانیم م اما .f(x) = ۰ باید لذا .x ∈ Ker(f) کنیم فرض (⇐) اثبات.
.x = ۰ است، ͷبه ی ͷی f چون .f(x) = f(۰) نتیجه در و

داریم .x, y ∈ R که f(x) = f(y) کنیم فرض (⇒)

۰ = f(x)− f(y) = f(x− y).

است. ͷبه ی ͷی f و x = y پس .x− y ∈ Ker(f) = {۰} لذا

یا Ker(f) = R اگر باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .٢٨ . ۵ . ٣ تذکر
است. (f = ۰) بدیهͬ همریختͬ f آنگاه باشد Im(f) = {۰}

مطالبی ͬ کنیم. م اثبات و بیان را است کاربرد پر بسیار که حلقه ای یͺریختͬ قضیه اولین اکنون
چیزی آن به شبیه اثبات تکنیͷ های است. دوم فصل از ٩ بخش به شبیه بسیار ͬ آید م ادامه در که

دیده اید. گروه ها در که است
حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض حلقه ای) یͺریختͬ اول (قضیه .٢٩ . ۵ . ٣ قضیه
پوشا f اگر ویژه به .R/Ker(f) ∼= Im(f) حلقه ای) صورت (به داریم صورت این در باشد.

.R/Ker(f) ∼= S آنگاه باشد
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R/Ker(f) قسمتͬ خارج حلقه و Rاست Ker(f)ایده آل شد اشاره بالا در که مطلبی طبق اثبات.
ͬ دهیم م قرار حال است. معنͬ با

φ : R/Ker(f) −→ Im(f), φ(x+Ker(f)) = f(x).

که است واضح x +Ker(f) ∈ R/Ker(f) هر برای زیرا است. خوشتعریف بالا در φ ضابطه
x + Ker(f) = y + Ker(f) اگر همچنین .φ(x + Ker(f)) = f(x) ∈ Im(f) داریم
.f(x− y) = ۰ بنابراین .x− y ∈ Ker(f) باید لذا و x− y +Ker(f) = Ker(f) آنگاه
لذا و f(x) = f(y) بنابراین .f(x) − f(y) = ۰ داریم است حلقه ای همریختͬ f چون

.φ(x+Ker(f)) = φ(y +Ker(f))
کنیم. بررسͬ را حلقه ای همریختͬ باید فقط و است (جمعͬ) گروهͬ همریختͬ φ که است واضح

یعنͬ

φ((x+Ker(f)) (y +Ker(f))) = φ(xy +Ker(f)) = f(xy) =

f(x)f(y) = φ(x+Ker(f)) φ(y +Ker(f)).

.φ(x+Ker(f)) = f(x) لذا .x ∈ R که f(x) = u آنگاه u ∈ Im(f) اگر زیرا است. φپوشا
خواهیم آنگاه x+Ker(f) ∈ Ker(φ) کنیم فرض اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی حلقه ای همریختͬ φ
.x ∈ Ker(f) نتیجه در و f(x) = ۰ یعنͬ .φ(x +Ker(f)) = ۰ ∈ Im(f) ⊆ S داشت
φ باید ٢٧ . ۵ . ٣ گزاره طبق و Ker(φ) = {Ker(f)} بنابراین .x +Ker(f) = Ker(f) لذا

.M/Ker(f) ∼= Im(f) و است یͺریختͬ φ نتیجه در باشد. ͷبه ی ͷی
.R/Ker(f) ∼= S لذا و Im(f) = S آنگاه باشد پوشا f اگر آخر، قسمت برای

علاوه به است. پوشا f(x) = x̄ ضابطه با f : Z −→ Z۵ حلقه ای همریختͬ .٣٠ . ۵ . ٣ مثال
با .Z/۵Z ∼= Z۵ داریم ،٢٩ . ۵ . ٣ قضیه حلقه ای، یͺریختͬ اول قضیه طبق لذا و Ker(f) = ۵Z

.Z/nZ ∼= Zn داریم n ∈ N هر برای ͷتکنی همین

همچنین .R = I آنگاه R/I = {۰} باشیم داشته R حلقه از I ایده آل برای اگر .٣١ . ۵ . ٣ تذکر
.R/{۰} = R داریم همواره

باشد. R ایده آل I و حلقه ͷی R کنیم فرض حقله ای) یͺریختͬ دوم (قضیه .٣٢ . ۵ . ٣ قضیه
.(S + I)/I ∼= S/(S ∩ I) داریم صورت این در است. R زیرحلقه S کنیم فرض همچنین

است R از زیرحلقه ای S + I همچنین است. S ایده آل ͷی S ∩ I که کنیم توجه باید ابتدا اثبات.
اکنون هستند. معنͬ با (S+ I)/I و S/(S ∩ I) قسمتͬ خارج حلقه های لذا است. آن ایده آل I که

ͬ دهیم م قرار
φ : S −→ (S + I)/I, φ(x) = x+ I.

است حلقه ای همریختͬ ͷی φ کنید). (بررسͬ است خوشتعریف φ

φ(xy) = xy + I = (x+ I) (y + I) = φ(x)φ(y).
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زیرگروه طبق .i ∈ I و s ∈ S که u = s+ i آنگاه u+ I ∈ (S + I)/I اگر زیرا است. پوشا φ
.u+ I = s+ i+ I = s+ I = φ(s) لذا و i+ I = I داریم I بودن

اما

Ker(φ) = {x ∈ S | φ(x) = I} = {x ∈ S | x+ I = I} =

{x ∈ S | x ∈ I} = S ∩ I.

داریم ٢٩ . ۵ . ٣ قضیه حلقه ای، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون

S/(S ∩ I) = S/Ker(φ) ∼= Im(φ) = (S + I)/I

است. کامل اثبات و

دوم قضیه طبق بͽیرید. نظر در را Z از ۶Z ایده آل و ۴Z یͺدار) (غیر زیرحلقه .٣٣ . ۵ . ٣ مثال
داریم ٣٢ . ۵ . ٣ قضیه یͺریختͬ،

۲Z/۶Z = (۴Z+ ۶Z)/۶Z ∼= ۴Z/(۶Z ∩ ۴Z) = ۴Z/۱۲Z.

و I, J � R باشد، حلقه ͷی R کنیم فرض حلقه ای) یͺریختͬ سوم (قضیه .٣۴ . ۵ . ٣ قضیه
داریم صورت این در .I ⊆ J

(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

هستند. معنͬ با R/J و R/I قسمتͬ خارج حلقه های و I, J � R که شود دقت ابتدا اثبات.
قرار اکنون است. معنͬ با (R/I)/(J/I) قسمت خارج حلقه و است R/I ایده آل J/I همچنین

ͬ دهیم م
φ : R/I −→ R/J, φ(x+ I) = x+ J.

است. R/J از عضو ͷی x + J ،x ∈ R هر برای که است واضح زیرا است. خوشتعریف φ

x′ − x ∈ J نتیجه در .x′ − x ∈ I لذا و x′ − x+ I = I آنگاه x+ I = x′ + I اگر همچنین
.φ(x+ I) = φ(x′ + I) و x+ J = x′ + J بنابراین .x′ − x+ J = J یعنͬ این و

است) واضح (جمعͬ است حلقه ای همریختͬ ͷی φ

φ((x+ I)(y+ I)) = φ(xy+ I) = xy+J = (x+J)(y+J) = φ(x+ I)φ(y+ I).

اما است. پوشا φ وضوح به

Ker(φ) = {x+ I ∈ R/I | φ(x+ I) = I} = {x+ I ∈ R/I | x+ J = J} =

{x+ I ∈ R/I | x ∈ J} = J/I.

داریم ٢٩ . ۵ . ٣ قضیه حلقه ای، یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون

(R/I)/(J/I) = (R/I)/Ker(φ) ∼= Im(φ) = J/I.

است. کامل اثبات
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حلقه ای، یͺریختͬ سوم قضیه طبق بͽیرید. نظر در را Z از ۸Z و ۴Z ایده آل های .٣۵ . ۵ . ٣ مثال
داریم ٣۴ . ۵ . ٣ قضیه

(Z/۸Z)/(۴Z/۸Z) ∼= Z/۴Z ∼= Z۴.

(برخͬ گویند نیز مضاعف قسمتͬ خارج یͺریختͬ قضیه بعضا یͺریختͬ سوم قضیه به .٣۶ . ۵ . ٣ تذکر
ساده سازی به شبیه بسیار چون ͬ شناسند! م نیز ͷنزدی در ͷنزدی و دور در دور به را قضیه این ایران در

است). گویا عدد دو تقسیم
ͬ کنیم. م بیان را تناظر قضیه حال

حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض حلقه) برای تناظر (قضیه .٣٧ . ۵ . ٣ قضیه
ایده آل های خانواده و هستند Ker(f) شامل که R ایده آل های خانواده بین تناظر ͷی باشد. پوشا
Ker(f) شامل که R (راست) چپ ایده آل های خانواده بین تناظر ͷی همچنین دارد. وجود S

دارد. وجود S (راست) چپ ایده آل های خانواده و هستند

ͬ دهیم م قرار است. مشابه کاملا موارد بقیه ͬ کنیم، م اثبات چپ ایده آل های برای را قضیه اثبات.

A = {I ≤ R |Ker(f) ⊆ I} B = {J | J � S}

ͬ کنیم م تعریف و
θ : A −→ B, θ(I) = f(I).

و f(I) ≤l S داریم (ب) قسمت ١٩ . ۵ . ٣ گزاره طبق ،I ≤l R هر برای زیرا است. خوشتعریف θ

f(I۱) = f(I۲) داریم که است واضح آنگاه I۱ = I۲ اگر همچنین .θ(I) = f(I) ∈ B نتیجه در
.θ(I۱) = θ(I۲) لذا و

است. R چپ ایده آل f−۱(J) (ج)، قسمت ١٩ . ۵ . ٣ گزاره طبق .J ∈ B کنیم فرض است. پوشا θ
داریم (ب) قسمت ۴۵ . ٢ . ٩ لم طبق حال

θ(f−۱(J)) = f(f−۱(J)) = J.

خواهیم آنگاه f(I۱) = f(I۲) یعنͬ θ(I۱) = θ(I۲) که کنیم فرض اگر زیرا است. ͷبه ی ͷی θ
I۱ = I۲ باید (الف) قسمت ۴۵ . ٢ . ٩ لم طبق حال .f−۱(f(I۱)) = f−۱(f(I۲)) داشت

باشد.

داریم. را زیر مهم بسیار نتیجه حال

است صحیح زمانͬ تناظر قضیه آنگاه باشد دلخواه همریختͬ ͷی f : R −→ S اگر .٣٨ . ۵ . ٣ تذکر
کنیم. عوض Im(f) با را S که

ͬ شناسند. م نیز مشبͺه قضیه یا و گروهͬ یͺریختͬ چهارم قضیه نام های با را تناظر قضیه .٣٩ . ۵ . ٣ تذکر
ͬ رسانیم. م پایان به زیر نتیجه با را بخش

(چپ‐ هرایده آل برای باشد. R حلقه از راست) (چپ‐ ایده آل I کنیم فرض .۴٠ . ۵ . ٣ نتیجه
.L = J/I که دارد وجود I شامل R از J مانند راست) (چپ‐ ایده آل R/I از L راست)

است. ساده بررسͬ ͷی ،٣٧ . ۵ . ٣ قضیه تناظر، قضیه و حلقه ای طبیعͬ همریختͬ ͷکم با اثبات.
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شده حل تمرین های
کنید. پیدا را Z به Z از حلقه ای ͬ های همریخت تمام .۴١ . ۵ . ٣ تمرین

داریم باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : Z −→ Z کنبم فرض حل.

(f(۱))۲ = f(۱)f(۱) = f(۱.۱) = f(۱).

.f(۱) = ۱ یا f(۱) = ۰ باید است دامنه Z چون .f(۱)(f(۱) − ۱) = ۰ داریم Z در لذا
لذا .f(n) = f(n٫ ۱) = f(n)f(۱) = ۰ داریم n ∈ BbbZ هر برای آنگاه f(۱) = ۰ اگر

داریم n ∈ Z هر برای آنگاه f(۱) = ۱ اگر ͬ شود. م حاصل بدیهͬ حلقه ای همریختͬ

f(n) =



f(۱+ ...+ ۱︸ ︷︷ ︸
n

) = f(۱) + ...+ f(۱)︸ ︷︷ ︸
n

= ۱+ ...+ ۱︸ ︷︷ ︸
n

= n n > ۰

f(−۱− ...− ۱︸ ︷︷ ︸
−n

) = f(−۱) + ...+ f(−۱)︸ ︷︷ ︸
−n

= n n < ۰

۰ n = ۰

ͬ شود. م حاصل همانͬ حلقه ای همریختͬ یعنͬ

مختلط اعداد در که است همان i) Z[x]/< x۲ + ۱ >∼= Z[i] که دهید نشان .۴٢ . ۵ . ٣ تمرین
است). صحیح اعداد ضرایب با مختلط اعداد همه Z[i] و است شده معرفͬ

تابع حل.
θ : Z[x] −→ Z[i], θ(f(x)) = f(i)

داریم زیرا است. پوشا حلقه ای همریختͬ ͷی

θ(f(x) + g(x)) = f(i) + g(i) = θ(f(x)) + θ(g(x))

و
θ(f(x)g(x)) = f(i)g(i) = θ(f(x))θ(g(i)).

داریم حال .a+ bi ∈ Z[i] کنیم فرض

θ(a+ bx) = a+ bi

f(x) = anx
n + و θ(f(x)) = ۰ یعنͬ f(x) ∈ Ker(θ) که کنیم فرض است. پوشا θ یعنͬ

طرفͬ از است. f(x) ریشه i یعنͬ این و f(i) = ani
n + ... + a۰ = ۰ بنابراین .... + a۰

f(x) ∈< که ͬ دهد م نشان این .f(x) = (x۲ + ۱)g(x) نتیجه در و است x۲ + ۱ ریشه i
داریم ٢٩ . ۵ . ٣ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق حال .Ker(θ) =< x۲ + ۱ > لذا .x۲ + ۱ >

.Z[x]/< x۲ + ۱ >∼= Z[i]

همریختͬ هر که دهید نشان دلخواه. حلقه ای R و باشد میدان ͷی F کنیم فرض .۴٣ . ۵ . ٣ تمرین
است. ͷبه ی ͷی f : F −→ R ناصفر
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یا Ker(f) = {۰} است، میدان F چون و است F ایده آل Ker(f) که ͬ دانیم م حل.
لذا است. فرض با تناقض که است صفر همریختͬ f Ker(f)آنگاه = F اگر .Ker(f) = F

است. ͷبه ی ͷی f ،٢٧ . ۵ . ٣ گزاره طبق و Ker(f) = {۰}

Mn(R/I) ∼= که دهید نشان باشد. R ایده آل I و حلقه ͷی R کنیم فرض .۴۴ . ۵ . ٣ تمرین
.Mn(R)/Mn(I)

تابع حل.
θ : Mn(R) −→ Mn(R/I), θ((aij)) = (aij + I)

داریم زیرا است. پوشا حلقه ای همریختͬ ͷی

θ((aij) + (bij)) = θ((aij + bij)) = (aij + bij + I) =

(aij + I) + (bij + I) = θ((aij)) + θ((bij + I))

و

θ((aij)(bij)) = θ((
n∑

k=۱
aikbkj)) = (

n∑
k=۱

aikbkj + I) =

(aij + I)(bij + I) = θ((aij))θ((bij + I)).

داریم حال .(aij + I) ∈ Mn(R/I) کنیم فرض

θ((aij)) = (aij + I)

.aij + I = I لذا و θ((aij)) = ۰ یعنͬ (aij) ∈ Ker(θ) که کنیم فرض است. پوشا θ یعنͬ
داریم ٢٩ . ۵ . ٣ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق حال .Ker(θ) = Mn(I) لذا و aij ∈ I بنابراین

.Mn(R/I) ∼= Mn(R)/Mn(I)

کنید. مشخص را Zn ایده آل های تمام .۴۵ . ۵ . ٣ تمرین

ایده آل I کنیم فرض حال .Zn
∼= Z/nZ داریم یͺریختͬ اول قضیه از بعد مثال طبق حل.

.k|n که ͬ کند م ایجاب این .nZ ⊆ kZ که I = kZ/nZ داریم ۴٠ . ۵ . ٣ نتیجه طبق باشد. Z/nZ
داریم. ایده آل n عدد مثبت علیه های مقسوم تعداد به پس

کنیم فرض و بͽیرید نظر در را R× S حلقه .۴۶ . ۵ . ٣ تمرین

T = {(x,۰) | x ∈ R} T ′ = {(۰, y) | y ∈ S}

T ∼= R داریم حلقه عنوان به که دهید نشان سپس و هستند R×S ایده  آل های T ′ و T که دهید نشان
.T ′ ∼= S و
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و (x,۰), (x′,۰) ∈ T هر برای حال است. ناتهͬ T و (۰,۰) ∈ T که است واضح حل.
داریم (r, s) ∈ R× S هر

(x,۰)− (x′,۰) = (x− x′,۰) ∈ T

(r, s)(x,۰) = (rx,۰) ∈ T

(x,۰)(r, s) = (xr,۰) ∈ T

تابع که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی است. ایده آل T ′ مشابه روش به است. ایده آل T لذا و

f : R −→ T, f(r) = (r,۰)

.S ∼= T ′ مشابه روش با .R ∼= T لذا و است حلقه ای یͺریختͬ

ناصفر همریختͬ هر که دهید نشان باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۴٧ . ۵ . ٣ تمرین

f : Mn(R) −→ R

است. نشاننده ͷی

دهیم نشان است کافͬ ٢٧ . ۵ . ٣ گزاره طبق است. ͷبه ی ͷی f دهیم نشان است کافͬ حل.
که داریم ١٠ . ۴ . ٣ قضیه طبق لذا است. Mn(R) ایده آل Ker(f) ͬ دانیم م .Ker(f) = {۰}
باشد I = R اگر (چرا؟). است R یا {۰} یا I اما است. R ایده آل I که Ker(f) = Mn(I)
در است. فرض با تناقض که است (بدیهͬ) صفر همریختͬ f لذا و Ker(f) = Mn(R) آنگاه

.Ker(f) = {۰} لذا و I = {۰} نتیجه

کنید. مشخص را Z به Q از حلقه ای ͬ های همریخت تمام .۴٨ . ۵ . ٣ تمرین

(جمعͬ) گروهͬ همریختͬ f باشد. حلقه ای همریختͬ ͷی f : Q −→ Z کنیم فرض حل.
باشد. (صفر) بدیهͬ همریختͬ f باید ٩۵ . ٢ . ٩ تمرین استدلال تکرار با ͬ باشد. م نیز

R[x]؟ ∼= Z که دارد وجود R یͺدار جابجایی حلقه ͷی ایا .۴٩ . ۵ . ٣ تمرین

R[x] زیرحلقه R که است واضح .R[x] ∼= Z که باشد موجود Rای چنین کنیم فرض حل.
جمعͬ زیرگروه ͷی با باید (R,+) اما باشد. یͺریخت Z از یͺدار زیرحلقه ͷی با R باید لذا است.
که این مͽر نیست یͺدار nZ که حالͬ استدر یͺدار R اما .R ∼= nZ لذا و باشد یͺریخت (Z,+)
نیست. یͺریخت Z[x] با Z اما .R = Z کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون نتیجه در .n = ۱

(چرا؟). نیست دوری Z[x] از < ۲, x > که حالͬ در هستند دوری Z ایده آل های همه زیرا
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تاریخچه ۶ . ٣
کشف که تاریخͬ نظر از حلقه اولین شاید دارد. طولانͬ پیشینه ایی تاریخͬ، نظر از حلقه نظریه 
چند معادله ای ریاضیات در دیوفانتͬ معادلۀ یا سیاله معادله باشد. صحیح اعداد حلقه همان شد
این حل باشیم. داشته (مجهول) متغیر ͷی از بیش آن در که است صحیح متغیرهای با جمله ای

است. بوده توجه مورد صحیح اعداد حلقه در قدیم زمان های در معادلات
قرن اوایل در گالوا چون ریاضیدانانͬ عمیق کارهای با حلقه نظریه  امروزی شͺل به مطالعه
انجام میدان نظریه در عمیقͬ کارهای گالوا شد. میدان نظریه ی پیدایش سبب و شد شروع نوزدهم
نظریه بین ارتباطͬ گالوا اساسͬ قضیه است. کرده مربوط هم به را جبر مهم شاخه دو و است داده
حلقه های مطالعه گالوا حیات سال های همان حدود در اما ͬ دهد. م دست به میدان نظریه و گروه
همنهشتͬ نظریه شد. آغاز نیز ددکیند و کومر گاوس، چون شاخص ریاضیدانانͬ توسط اعداد جبری
رساله کتاب در گاوس به وسیله که است صحیح اعداد با محاسبه برای سیستمͬ پیمانه ای حساب یا

شد. معرفͬ ١٨٠١ سال در حساب
روی مطالعه پیشͽامان ͬ گردد. برم ماتریس  به حلقه ها، نظریه روی مطالعات از دیͽری بخش
شخصͬ اولین هامیلتون بودند. هامیلتون و فروبنیوس کیلͬ، مانند ریاضیدانانͬ ماتریس ها حلقه ی
حلقه که را باور این و بسازد را ندارد) جابجایی شرط که (میدانͬ تقسیم حلقه ͷی توانست که است
پیدایش سبب هامیلتون کار این نمود. نقض را ندارد وجود باشد میدان به ͷنزدی که ناجابجایی
ناجابجایی حلقه های تنها که داشت وجود نیز دیͽری باور اما شد. حلقه نظریه در جدیدی شاخه
ماتریس ها حلقه از حلقه ای زیر نوعͬ به نیز هامیلتون ناجابجایی حلقه حتͬ است. ماتریس ها حلقه
ویل و نوتر مثل جبردان های شد. نقض جبردان ها توسط نیز باور این بود. مختلط اعداد میدان روی
که حلقه ها این بسازند. مانریس ها حلقه از غیر ناجابجایی حلقه های توانستند عمیقͬ کارهای در

گرفتند. قرار ریاضیدان ها توجه مورد بودن خاص خیلͬ روابط با چندجمله حلقه های
است مطرح شاخه این در بسیاری نشده حل مسایل و دارد ادامه هنوز حلقه نظریه روی پژوهش
پژوهش های دارند. اعداد نظریه مثل دیͽر شاخه های با ͬͺنزدی بسیاری ارتباط حتͬ آنها از برخͬ که
مقالات مطالعه رشته این تخصصͬ درس های گذراندن بدون و شده اند ͬ تر تخصص خیلͬ جدید
و جابجایی حلقه های به که دارد وجود حلقه نظریه در مهم شاخه دو اکنون است. دشوار مرتبط
ͬ شود م ͷنزدی هم به شدت به شاخه زیر دو این مرز گاهͬ شده اند. نامͽذاری ناجابجایی حلقه های
است شده ایجاد حلقه ها مطالعه برای نیز جدیدی نظریه های ͬ گیرند. م فاصله هم از بسیار گاهͬ و

مدول. نظریه مانند ͬ کند م ͷکم حلقه ها شناسایی به که
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فصل کل تمرین های ٣ . ٧
ͬ طلبند. م را بیشتری زحمت شده اند، مشخص (⋆⋆) یا (⋆) علامت با که تمرین هایی

بزنید. مثال ناصفر صفر علیه های مقسوم نامتناهͬ با حلقه ͷی .٣ . ٧ . ١ تمرین

کنید. مشخص را Zn حلقه پذیر وارون عناصر .٣ . ٧ . ٢ تمرین

بزنید. مثال خودتوان عنصر نامتناهͬ با و پوچتوان عنصر نامتناهͬ با R حلقه ͷی .٣ . ٧ . ٣ تمرین

و xn = yn ،xm = ym اگر .x, y ∈ R و باشد صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .۴ . ٣ . ٧ تمرین
.x = y که دهید نشان آنگاه (m,n) = ۱

مانند یͺتایی عنصر x ∈ R عنصر برای اگر باشد. یͺداری حلقه R کنیم فرض (⋆) .۵ . ٣ . ٧ تمرین
است. پذیر وارون x که دهید نشان آنگاه xyx = x که باشد موجود y

است. پوچتوان نیز ba که دهید نشان آنگاه باشد پوچتوان ab ∈ R اگر .۶ . ٣ . ٧ تمرین

۱ و ۰ از متمایز خودتوان عنصر هر دهید نشان باشد. یͺدار حلقه R کنیم فرض .٣ . ٧ . ٧ تمرین
است. صفر علیه مقسوم

یͺدار زیرحلقه اما نباشد یͺدار حلقه که بزنید مثال چنان زیرحلقه ͷی و حلقه ͷی .٣ . ٧ . ٨ تمرین
باشد.

R که دهید نشان آنگاه x۴ = x باشیم داشته R حلقه در x عنصر برای اگر (⋆) .٣ . ٧ . ٩ تمرین
است. جابجایی

x۲ = x که دهید نشان آنگاه x۶ = x باشیم داشته R حلقه در x عنصر برای اگر .٣ . ٧ . ١٠ تمرین
است.

نشان آنگاه ،a = ۰ که شود نتیجه a۲ = ۰ از ،R حلقه در a عنصر هر برای اگر .٣ . ٧ . ١١ تمرین
دارند. قرار R مرکز در خودتوان ها تمام که دهید

گفت؟ ͬ توان م چه حلقه از خانواده ای دکارتͬ ضرب حاصل بودن جابجایی مورد در .٣ . ٧ . ١٢ تمرین

معادله اگر که دهید نشان باشد. عنصر ͷی از بیشتر با حلقه ͷی R کنیم فرض (⋆) .٣ . ٧ . ١٣ تمرین
حلقه R آنگاه باشد جواب دارای b ∈ R عناصر تمام و a ∈ R ناصفر عناصر تمام برای ax = b

است. تقسیم

اگر که دهید نشان باشد. e راست همانͬ عنصر با حلقه ͷی R کنیم فرض (⋆) .١۴ . ٣ . ٧ تمرین
است. تقسیم حلقه R آنگاه ba = e که باشد موجود b ∈ R عنصر a ∈ R ناصفر عنصر هر برای

است. جابجایی عضو ٨ از کمتر تعداد با حلقه ͷی که دهید نشان .١۵ . ٣ . ٧ تمرین

R دهید نشان است. اول عدد p که باشد عنصر p۲ با حلقه ͷی R کنیم فرض .١۶ . ٣ . ٧ تمرین
است. جابجایی
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صفر، علیه مقسوم بدوم و عنصر ͷی از بیش با متناهͬ حلقه ͷی که دهید نشان .٣ . ٧ . ١٧ تمرین
است. تقسیم حلقه

همواره دهید نشان n طبیعͬ عدد و p اول عدد مشخصه با R جابجایی حلقه برای .٣ . ٧ . ١٨ تمرین
.a, b ∈ R آن در که (a+ b)p

n
= ap

n
+ bp

n داریم
راست ایده ال هر که بزنید مثال چنان R مانند یͺدار غیر ناجابجایی حلقه ͷی (⋆⋆) .٣ . ٧ . ١٩ تمرین

نیست. ایده ال که باشد موجود چپی ایده آل R در اما باشد ایده آل ͷی R
ناصفر ایده آل هر F [[x]] حلقه در دهید نشان باشد. میدان ͷی F کنیم فرض (⋆) .٣ . ٧ . ٢٠ تمرین

.k ∈ W آن در که است < xk > صورت به
در است. ایده آل ͷی R جابجایی حلقه در پوچتوان عناصر مجموعه که دهید نشان .٣ . ٧ . ٢١ تمرین

گرفت؟ ͬ توان م نتیجه ای چه ناجابجایی حلقه مورد
.Mn(R

op) ∼= (Mn(R))op که دهید نشان R حلقه برای .٣ . ٧ . ٢٢ تمرین
کنید. پیدا را Zn × Zm حلقه مشخصه .٣ . ٧ . ٢٣ تمرین

دارد. یͺدار زیرحلقه سه Z۴ × Z۴ که دهید نشان .٢۴ . ٣ . ٧ تمرین
باشد ۲×۲ مربعͬ ماتریس های همه مجموعه R و S = M۲(Q) کنیم فرض (⋆) .٢۵ . ٣ . ٧ تمرین

.R ∼= Q[x]/< x۲ > و است S زیرحلقه R که دهید نشان ͬ شوند. م جابجا
(۱ ۰
۰ ۱

)
با که

ایده آل هر که دهید نشان آنگاه x۲ = x باشیم داشته R حلقه در x عنصر برای اگر .٢۶ . ٣ . ٧ تمرین
است. دوری متناهͬ تولید

اگر .I۲ = I که باشد I ایده آل با یͺدار و جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض (⋆) .٣ . ٧ . ٢٧ تمرین
.e۲ = e که I =< e > که دهید نشان آنگاه باشد متناهͬ تولید I

کنید. شناسایی را عضوی ۴ غیریͺریخت یͺدار حلقه های تمام .٣ . ٧ . ٢٨ تمرین

یͺریخت (F,+) و U(F ) گروه های دهید نشان باشد. میدان F کنیم فرض .٣ . ٧ . ٢٩ تمرین
نیستند.

جابجایی دارد درون ریختͬ متناهͬ تعداد که D تقسیم حلقه که دهید نشان (⋆) .٣ . ٧ . ٣٠ تمرین
است.

شرط با n و m طبیعͬ اعداد دهید نشان باشد. متناهͬ حلقه R کنیم فرض (⋆) .٣ . ٧ . ٣١ تمرین
.xm = xn داریم x ∈ R هر برای که دارند وجود چنان m > n

.٣ . ٧ . ٣٢ تمرین
مقسوم که باشد R از عنصری x و باشد متناهͬ و یͺدار حلقه R کنیم فرض (⋆) .٣ . ٧ . ٣٣ تمرین

است. وارونپذیر x که دهید نشان نیست. صفر علیه
ارائه ریاضͬ دلیل با پاسخ (حتما کنید پیدا را Q زیرحلقه های تمام اصلͬ عدد (⋆⋆) .٣۴ . ٣ . ٧ تمرین

نمایید).
متناهͬ زیرگروهͬ G و باشد صحیح دامنه و یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض (⋆⋆) .٣۵ . ٣ . ٧ تمرین

است. دوری G که دهید نشان .U(R) از
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