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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم برخͬ یادآوری

کرد. خواهیم یادآوری را شده دانسته قبل از و پایه ای مفاهیم خلاصه صورت به فصل این در
مبانͬ بر تسلط احساس دانشجویی اگر است. ریاضͬ مبانͬ درس به مربوط بخش این حجم بیشتر
باید شود. دوم فصل وارد مستقیم صورت به و نماید پوشͬ چشم فصل این از ͬ تواند م دارد ریاضͬ
جزییات دیدن برای و آمده اند فهرست وار صورت به فصل این مطالب که کنیم ذکر را مطلب این

نمایید. مراجعه مربوطه کتاب های به مثال ها و بیشتر

مجموعه ͷی اصلͬ عدد تابع ها، رابطه ها، مجموعه ها، ١ . ١

فلسفͬ بعضا جزییات وارد ما بخش این در هستند. مجموعه ها ریاضیات در اساسͬ مفاهیم از
ناپذیر تعریف مفاهیم از مجموعه است شده گفته بارها که همانطور ͬ شویم. نم مجموعه ها نظریه

است. مجموعه از نادقیقͬ بیان که ͬ کنیم م شروع زیر تعریف با را بخش این است.
تکراری و مشخص دقیق صورت به اشیا این که است اشیا از دسته ای مجموعه .١ . ١ . ١ تعریف

ͬ شوند. م داده نمایش بزرگ انگلیسͬ حروف با مجموعه ها معمولا نیستند.

است X به متعلق x گوییم باشد X از عنصری x و باشد مجموعه ͷی X اگر .١ . ١ . ٢ نمادگذاری
نشان ∅ با و گوییم تهͬ مجموعه را ندارد عضوی هیچ که مجموعه ͬ دهیم. م نشان x ∈ X با و

.x ̸∈ X ͬ نویسیم م نباشد X از عضوی x اگر ͬ دهیم. م

آنگاه باشد B در A از عضو هر اگر باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
گوییم آنگاه B ⊆ A و A ⊆ B اگر ͬ دهیم. م نشان A ⊆ B با و است B زیرمجموعه A گوییم
داشته عضوی B و A ⊆ B اگر ͬ دهیم. م نشان A = B با و هستند یͺسان مجموعه دو B و A

ͬ دهیم. م نمایش A ⊊ B با و است B سره زیرمجموعه A گوییم آنگاه نیست، A در که باشد

١



را (x, y) مرتب زوج های همه مجموعه باشند. مجموعه دو Y و X کنیم فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان A×B با و گوییم مجموعه دو دکارتͬ ضرب حاصل است y ∈ Y و x ∈ X که

دیͽر عبارت به
A×B = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

R مانند A × B از زیرمجموعه هر به باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد A = B اگر ͬ دهیم. م نشان xRy با را (x, y) ∈ R مفهوم گوییم. B به A از رابطه ͷی

گوییم. A روی رابطه ایی را R آنگاه

گوییم: باشد. X روی رابطه ای R و مجموعه ͷی X کنیم فرض .۶ . ١ . ١ تعریف
.xRx باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه است (بازتابی) انعکاسͬ R (١)
.yRx شود نتیجه xRy که x, y ∈ X هر برای هرگاه است متقارن R (٢)

.x = y شود نتیجه yRx و xRy که x, y ∈ X هر برای هرگاه است متقارن پاد R (٣)
.xRz شود نتیجه yRz و xRy که x, y, z ∈ X هر برای هرگاه است متعدی R (۴)

باشد. متعدی و متقارن بازتابی، هرگاه است ارزی هم X روی R رابطه گوییم .١ . ١ . ٧ تعریف

متعدی و متقارن پاد بازتابی، هرگاه است جزیی ترتیب X روی R رابطه گوییم .١ . ١ . ٨ تعریف
باشد. جزیی ترتیب R رابطه هرگاه گوییم جزیی مرتب X مجموعه به باشد.

داشته x, y ∈ X هر برای اگر باشد. جزیی ترتیب X روی R رابطه کنیم فرض .١ . ١ . ٩ تعریف
نامیم. زنجیر یا مرتب کلا را جزیی ترتیب آنگاه yRx یا xRy باشیم

کلاس از منظور .a ∈ X و باشد X روی ارزی هم رابطه ͷی R کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف
زیر مجموعه یعنͬ ͬ دهیم، م نشان ā یا [a] با را آن که R تحت a رده یا

[a] = ā = {x ∈ X | xRa}.

باشد موجود a ∈ X هرگاه گوییم X در R ارزی هم رده یا کلاس ͷی را X از A زیرمجموعه
با و نامیم قسمتͬ خارج مجموعه را X در R ارزی هم کلاس های همه مجموعه .A = ā که

دیͽر عبارت به ͬ دهیم. م نشان X/R

X/R = {A ⊆ X | A = ā که درXباشد .{aای

آن عناصر که باشد مجموعه ای A و باشد مجموعه ͷی X کنیم فرض .١ . ١ . ١١ تعریف
آنها اجتماع و باشند هم از جدا دو به دو A عنصرهای اگر Xاند. از ناتهͬ زیرمجموعه های

گوییم. افراز ͷی A به آنگاه باشد X

ͷی X/R صورت این در باشد. X روی ارزی هم رابطه ͷی R کنیم فرض .١ . ١ . ١٢ قضیه
است. X برای افراز

٢



روی R ارزی هم رابطه صورت این در باشد. X برای افراز ͷی A کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ قضیه
.X/R = A که دارد وجود چنان X

صورت این در باشد. X برای افراز ͷی A = {A۱, ..., An} کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ قضیه
.|X|=

∑n
i=۱|Ai|

f رابطه گوییم باشد. B مجموعه به A مجموعه از رابطه ͷی f کنیم فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف
از تابعͬ f اگر .xfy که باشد موجود b ∈ B ͷی دقیقا a ∈ A هر برای هرگاه است تابع ͷی
اگر گوییم. برد B به و دامنه A به .A f−→B یا f : A −→ B ͬ نویسیم م آنگاه باشد B به A

گوییم. x تصویر y به و y تصویر پیش x به و y = f(x) ͬ نویسیم م آنگاه xfy

id یا idX با و گوییم همانͬ تابع f(x) = x که f : X −→ X تابع به .١۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش

شمول تابع i(a) = a که i : A −→ X تابع به آنگاه باشد A ⊆ X اگر .١ . ١ . ١٧ تعریف
گوییم.

تمام که B از زیرمجموعه ای باشد. تابع ͷی f : A −→ B که کنیم فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
شود (دقت ͬ دهند م نشان Im(f) با و گویند f تصویر هستند A از عنصر تصویری آن عناصر

است). B تابع برد که

.B به A از تابع ها همه مجموعه یعنͬ BA نماد از منظور .١ . ١ . ١٩ نمادگذاری

از تابع ͷی فقط آنگاه تهͬ) (حتͬ دلخواه مجموعه B و باشد تهͬ مجموعه A اگر .١ . ١ . ٢٠ تذکر
(چرا؟). ندارد وجود A به B از تابعͬ هیچ اما دارد. وجود B به A

که a, a′ ∈ A هر برای هرگاه گوییم ͷبه ی ͷی را f : A −→ B تابع .١ . ١ . ٢١ تعریف
عنصر b ∈ B هر برای هرگاه است پوشا تابع f گوییم .a = a′ که شود نتیجه f(a) = f(a′)

پوشا هم و ͷبه ی ͷی هم هرگاه گوییم تناظر را f تابع .f(a) = b که باشد داشته وجود A در a
ͬ نامیم. م نیز جایͽشت را تناظرها باشد.

صورت این در باشد. پوشا تابع ͷی f : X −→ Y کنیم فرض .١ . ١ . ٢٢ قضیه

f−۱(y) = {x ∈ X | f(x) = y}

.y ∈ Y آن در که است X برای افراز ͷی

f آنگاه باشد ͷبه ی ͷی تابع ͷی f : X −→ X و متناهͬ مجموعه X اگر .١ . ١ . ٢٣ قضیه
است. تناظر

٣



صورت این در باشند. تابع دو g : B −→ C و f : A −→ B کنیم فرض .٢۴ . ١ . ١ تعریف
یا gof با را h تابع .h(x) = g(f(x)) که h : A −→ C تابع یعنͬ g با f ترکیب از منظور

ͬ دهیم. م نمایش نیز gf

،f : A −→ B اگر یعنͬ است پذیر شرکت باشد) مجاز (اگر تابع های ترکیب .٢۵ . ١ . ١ قضیه
.h(gf) = (hg)f آنگاه h : C −→ D و g : B −→ C

است. (پوشا) ͷبه ی ͷی تابع ͷی (پوشا) ͷبه ی ͷی توابع ترکیب .٢۶ . ١ . ١ قضیه

تابع هرگاه است) (وارونپذیر است وارون دارای f : A −→ B تابع گوییم .١ . ١ . ٢٧ تعریف
ͬ دهیم. م نشان f−۱ با را g تابع .gf = idA و fg = idB که باشد موجود g : B −→ A

باشد. تناظر f اگر تنها و اگر است وارونپذیر f تابع .١ . ١ . ٢٨ قضیه

موجود Y و X بین تناظر ͷی هرگاه هستند همتوان Y و X مجموعه دو گوییم .١ . ١ . ٢٩ تعریف
ͬ دهیم. م نشان X ∼= Y با را مطلب این باشد.

یͺسان) (کاردینالیتͬ یͺسان اصلͬ عدد دارای Y و X مجموعه دو گوییم .١ . ١ . ٣٠ تعریف
ͬ دهیم. م نشان |X| با را X مجموعه اصلͬ عدد باشند. همتوان هرگاه هستند

صفر”). “الف (بخوانید ͬ دهیم م نمایش ℵ۰ با را N اصلͬ عدد .١ . ١ . ٣١ نمادگذاری

موجود n طبیعͬ عدد هرگاه دارد عضو متناهͬ تعداد X ناتهͬ مجموعه گوییم .١ . ١ . ٣٢ تعریف
را نباشد متناهͬ که مجموعه ای باشد. داشته وجود {۱, ..., n} و X بین تناظر ͷی که باشد

.|X|= ℵ۰ هرگاه است پذیر) (شمارش شمارا X مجموعه گوییم گوییم. نامتناهͬ

است. ℵ۰ برابر Q و Z اصلͬ عدد .١ . ١ . ٣٣ قضیه

است. شمارا یا متناهͬ شمارا، مجموعه ͷی زیرمجموعه هر .٣۴ . ١ . ١ قضیه

هستند. شمارا شمارا، مجموعه های اجتماع و دکارتͬ ضرب حاصل .٣۵ . ١ . ١ قضیه

گوییم. ناپذیر) (شمارش ناشمارا را نباشد شمارا که مجموعه ای .٣۶ . ١ . ١ تعریف

.|R|= ۲ℵ۰ و است ناشمارا R .١ . ١ . ٣٧ قضیه

تابع ͷی هرگاه |X|≤ |Y | گوییم باشند. مجموعه دو Y و X کنیم فرض .١ . ١ . ٣٨ تعریف
نیست پوشا که باشد موجود Y به X از ͷبه ی ͷی تابعͬ اگر باشد. موجود Y به X از ͷبه ی ͷی

.|X|< |Y | ͬ نویسیم م

۴



و |X|≤ |Y | باشیم داشته Y و X مجموعه دو برای اگر (شرودر‐برنشتاین) .١ . ١ . ٣٩ قضیه
.|X|= |Y | آنگاه |Y |≤ |X|

همه (مجموعه باشد X مجموعه توانͬ مجموعه نمایش P(X) اگر .۴١ . ١ . ٠ قضیه
.|X|< |P(X)| آنگاه (X زیرمجموعه های

.|B||A| با است برابر BA مجموعه اصلͬ عدد .۴١ . ١ . ١ قضیه

ͬ کنیم. م ارائه را خانواده مفهوم از نادقیق تعریفͬ زیر در
و هستند مشخص دقیق صورت به اشیا این که است اشیا از دسته ای خانواده .۴١ . ١ . ٢ تعریف

شود. تکرار ͬ تواند م شͬ ͷی

دنباله ͷی را f : N −→ X تابع هر باشد. مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴١ . ١ . ٣ تعریف
صورت به گاهͬ را دنباله ͷی ͬ دهیم. م نشان fn با را f(n) معمولا گوییم. X اعضای از

ͬ دهیم. م نشان {fi}∞i=۱ یا (f۱, f۲, ...)

خانواده ͷی را f : I −→ X تابع هر باشند. مجموعه دو I و X کنیم فرض .۴۴ . ١ . ١ تعریف
اندیس مجموعه I مجموعه به ͬ دهیم. م نشان {fi | i ∈ I} یا (fi)i∈I با و گوییم X عناصر از

گوییم. گذار

باشد. مجموعه ها از I با شده گذاری اندیس خانواده ͷی {Ai}i∈I کنیم فرض .۴۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف چنین این را {Ai}i∈I دکارتͬ ضرب ∏حاصل

i∈I

Ai = {f : I −→
∪
i∈I

Ai | ∀i ∈ I, f(i) ∈ Ai}.

است. AI همان
∏

i∈I Ai دکارتͬ ضرب حاصل Ai = A ،i ∈ I هر برای اگر خاص حالت در
داریم آنگاه I = {۱, ..., n} مانند باشد متناهͬ مجموعه I اگر

∏
i∈I

Ai =
n∏

i=۱
Ai = A۱ × ...× An = {(a۱, ..., an) | ai ∈ Ai}.

دارد زیادی بسیار صورت های انتخاب اصل ͬ کنیم. م بیان زیر تعریف قالب در را انتخاب اصل
ͬ کنید. م مشاهده را آن ساده ترین زیر در که

ناتهͬ، مجموعه های از ناتهͬ خانواده ای دکارتͬ ضرب حاصل انتخاب) (اصل .۴۶ . ١ . ١ تعریف
است. ناتهͬ

۵



باشد. A ⊆ X و R رابطه با جزیی مرتب مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴١ . ١ . ٧ تعریف
.aRy باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه است A برای بالا کران y ∈ X عنصر گوییم (الف)
.yRa باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه است A برای پایین کران y ∈ X عنصر گوییم (ب)
.x = y شود نتیجه xRy که x ∈ X هر برای هرگاه است ماکسیمال y ∈ X عنصر گوییم (ج)

.y = x شود نتیجه yRx که x ∈ X هر برای هرگاه است مینیمال y ∈ X عنصر گوییم (د)

از ناتهͬ زیرمجموعه هر هرگاه است خوشترتیب X مرتب کلا مجموعه گوییم .۴١ . ١ . ٨ تعریف
باشد. داشته مینیمال عنصر X

طوری به باشد، جزیی مرتب مجموعه ͷی ناتهͬ) (مجموعه A اگر زرن) (لم .۴١ . ١ . ٩ قضیه
عضو دارای A آنگاه باشد، (A (در بالا کران دارای آن، (زنجیر) مرتب کلا زیرمجموعه هر که

است. ماکسیمال

است. شدنͬ خوشترتیب مجموعه هر خوشترتیبی) (اصل .۵١ . ١ . ٠ قضیه

۶



مختلط و حقیقͬ گویا، پیمانه ای، صحیح، طبیعͬ، اعداد ١ . ٢

ͬ شویم. نم جزییات وارد قبل بخش مشابه و کرد خواهیم صحبت اعداد به راجع کمͬ بخش این در
با چͽونه که شده اید متوجه و شده اید آشنا ریاضͬ مبانͬ درس در صحیح و طبیعͬ اعداد تعریف با
و ͬ شوند م ایجاد صحیح اعداد ارزی هم رابطه ͷکم با و ͬ شوند م ساخته طبیعͬ اعداد پئانو اصول
نحوه با ریاضͬ مبانͬ یا آنالیز مبانͬ درس در ͬ شوند. م ساخته صحیح اعداد روی از گویا اعداد سپس
ͬ کنیم م معرفͬ زیر در اعداد برای را نماد های ما راحتͬ برای شده اید. آشنا حقیقͬ اعداد شدن ساخته

ͬ کنیم. م معرفͬ را خودمان استفاده مورد و کاربردی قضیه های کمͬ و

،W ،N با ترتیب به را حقیقͬ و گویا صحیح، حسابی، طبیعͬ، اعداد مجموعه .١ . ٢ . ١ نمادگذاری
ͬ دهیم. م نمایش R و Q ،Z

n ∈ S اگر و ۱ ∈ S که باشد N زیرمجموعه S کنیم فرض ضعیف) (استقرای .١ . ٢ . ٢ قضیه
.S = N صورت این در .n+ ۱ ∈ S آنگاه

آنگاه n ∈ S اگر و ۱ ∈ S که N زیرمجموعه S کنیم فرض قوی) (استقرای .١ . ٢ . ٣ قضیه
.S = N صورت این در .m ∈ S ،n از کمتر m مثبت صحیح عدد هر برای

b از مضربی a یا است a صحیح عدد علیه مقسوم ͷی b صحیح عدد گوییم .۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش b|a با را مفهوم این گاهͬ .a = bc که باشد موجود c صحیح عدد هرگاه است

.b ∤ a ͬ نویسیم م آنگاه نباشد موجود cای چنین اگر

مقسوم تنها و باشد −۱ و ۱ با مخالف هرگاه گوییم اول را p صحیح عدد .۵ . ١ . ٢ تعریف
باشند. −p و p ،−۱ ،۱ آن علیه های

ضورت به روش ͷی تنها و ͷی به را آن ͬ توان م یا است ۱ یا مثبت صحیح عدد هر .۶ . ١ . ٢ قضیه
نوشت. مثبت اول اعداد از ضربی حاصل

صحیح اعداد صورت این در .b > ۰ و a, b ∈ Z کنیم فرض تقسیم) (الͽوریتم .١ . ٢ . ٧ قضیه
خارج را q به و باقیمانده r به .۰ ≤ r < b و a = bq + r که دارند وجود r و q مانند یͺتایی

نامیم. قسمت

است b و a صحیح عدد دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین d صحیح عدد گوییم .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ دهیم. م نشان (a, b) = d با را مفهوم این .c|d آنگاه c|b و c|a اگر و d|b و d|a هرگاه

.(a, b) = ۱ هرگاه گوییم اول هم به نسبت را b و a صحیح عدد دو .١ . ٢ . ٩ تعریف

است. معروف بزو١ قضیه به زیر قضیه
١Bezout

٧



s و r صحیح اعداد (a, b) = d شرط با b و a صحیح عدد دو هر برای (بزو) .١ . ٢ . ١٠ قضیه
.ar + bs = d که دارند وجود چنان

p|a آنگاه p|ab باشیم داشته b و a صحیح اعداد برای که باشد اول عدد p اگر .١ . ٢ . ١١ قضیه
.p|b یا

ͬ کنیم م تعریف زیر ضرب و جمع با R×R مجموعه را مختلط اعداد مجموعه .١ . ٢ . ١٢ تعریف

(a, b) + (x, y) = (a+ x, b+ y) (a, b).(x, y) = (ax− by, ay + bx)

گوییم مختلط اعداد C اعضای به ͬ دهیم. م نمایش C با را مختلط اعداد

مانند (۱,۰) یعنͬ .(x, y).(۱,۰) = (x, y) که داریم (x, y) ∈ C هر برای .١ . ٢ . ١٣ تذکر
ͬͺی a با را (a,۰) و i = (۰,۱) کنیم فرض اگر همچنین است. حقیقͬ اعداد در ۱ حقیقͬ عدد
خواهیم (a, b) مختلط عدد برای a+ ib نمایش به (a, b) = (a,۰)+ (۰,۱)b چون آنگاه بͽیریم
با را (۰,۰) عضو .i۲ = −۱ ما داد قرار طبق نتیجه در و i۲ = i.i = (−۱,۰) علاوه به رسید.

است. حقیقͬ اعداد در ۰ حقیقͬ عدد مانند که ͬ دهیم م نشان ۰

گوییم. موهمͬ بخش b به و حقیقͬ بخش a به a+ ib مختلط عدد در .١۴ . ١ . ٢ تعریف

z−۱ = a
a۲+b۲+i( b

a۲+b۲ ضربی( وارون دارای z = a+ib ناصفر مختلط عدد .١۵ . ١ . ٢ قضیه
.zz−۱ = z−۱z = ۱ داریم یعنͬ است

داریم همواره .١۶ . ١ . ٢ تذکر

N ⊆ W ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

اعداد a, b ∈ Z و هستند a + ib صورت به که مختلط اعداد مجموعه به .١ . ٢ . ١٧ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Z[i] با و گوییم گوسͬ

kX + t از منظور مختلط، اعداد از X زیرمجموعه و t ،k صحیح اعداد برای .١ . ٢ . ١٨ نمادگذاری
.{kx+ t | x ∈ X} مجموعه یعنͬ

٨



رابطه ͬ گیریم. م نظر در را n طبیعͬ عدد .١ . ٢ . ١٩ تعریف

a, b ∈ Z : aRb ⇔ n|a− b

داریم حال است. ارزی هم

۰̄ = [۰] = {a ∈ Z | aR۰} = {a ∈ Z | n|a} = nZ

n به که صحیح اعداد تمام عبارتͬ به یا است n عدد صحیح مضرب های همه ۰ کلاس یعنͬ
اما دارند. ۰ باقیمانده

۱̄ = [۱] = {a ∈ Z | aR۱} = {a ∈ Z | n|a− ۱} = nZ+ ۱

nتا به n− ۱ تا روند این ادامه با دارند. ۱ باقیمانده n به که صحیح اعداد تمام ۱ کلاس یعنͬ
زیر شͺل به مجموعه ای یعنͬ یافت. خواهیم دست کلاس

{nZ, nZ+ ۱, nZ+ ۲, ..., nZ+ (n− ۱)} = {۰̄, ۱̄, ..., n− ۱}.

ͬ دهیم. م نشان Zn با و گوییم n پیمانه اعداد بالا مجموعه به

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ضرب و جمع پیمانه ای اعداد برای .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

x̄+ ȳ = x+ y x̄ · ȳ = xy

n|a− b جای به گاهͬ باشند. صحیح اعداد b ،a و طبیعͬ عدد n کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ نمادگذاری
ͬ کنیم. م استفاده a n≡ b نماد از

.(p− ۱)! p
≡ −۱ داریم اول عدد هر برای ویلسون) (قضیه .١ . ٢ . ٢٢ قضیه

به نسبت که n از کوچͺتر طبیعͬ اعداد تعداد که است تابعͬ φ یا اویلر فͬ تابع .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
اعداد تعداد با است برابر φ(n) آنگاه باشد، مثبت طبیعͬ عدد ͷی n اگر ͬ شمارد. م را اول اند n

.(k, n) = ۱ طوری که به  n تا ١ بازه در k طبیعͬ

اویلرباشد. تابع φ(n) و مثبت صحیح عدد n کنیم فرض اویلر‐فرما) (قضیه .٢۴ . ١ . ٢ قضیه
.aφ(n) n≡ ۱ داریم (a, n) = ۱ که a صحیح عدد هر برای صورت این در

.ap
p
≡ a داریم است، اول عددی p که a, p ∈ Z هر برای فرما) ͷکوچ (قضیه .٢۵ . ١ . ٢ قضیه

٩



ماتریس ها ١ . ٣
ابزار ماتریس ها اما ͬ شوند. م مطالعه خطͬ جبر درس در بیشتر ماتریس ها کارشناسͬ مقطع در
مختصری بنابراین کنیم. فراهم جبر مبانͬ درس در را متنوعͬ مثال های بتوانیم تا هستند خوبی بسیار

گفت. خواهیم ماتریس ها به راجع بخش این در
تابع هر باشد. مجموعه ͷی X و طبعیی عدد دو n و m کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف

f : {۱,۲, ...,m} × {۱,۲, ..., n} −→ X

و i ∈ {۱,۲, ...,m} که گوییم درایه f((i, j)) به گوییم. X روی m × n ماتریس ͷی را
بهره زیر شͺل از بهتر نمایشͬ برای ͬ دهیم. م نشان fij با را آن راحتͬ برای .j ∈ {۱,۲, ..., n}

ͬ بریم. م
f۱۱ f۱۲ · · · f۱n
f۲۱ f۲۲ · · · f۲n

...
fm۱ fm۲ · · · fmn


m×n

ͬ دهیم. م نمایش (fij) با گاهͬ را ماتریس ͷی همچنین

ͬͺی را X مجموعه و ͬ دهیم م نمایش انگلیسͬ بزرگ حروف با را ماتریس ها معمولا .١ . ٣ . ٢ تذکر
ͬ گیریم. م نظر در C یا و R ،Q ،Z ،N شده شناخته مجموعه های از

ماتریس به .١ . ٣ . ٣ نمادگذاری

O =


۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ · · · ۰

...
۰ ۰ · · · ۰


m×n

ماتریس به آنگاه باشد m = n اگر و گوییم صفر ماتریس

I =


۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰

...
۰ ۰ · · · ۱


n×n

.۱ ∈ C و ۰ ∈ C آن در که گوییم همانͬ ماتریس

نامیم. ماتریس مرتبه را n و گوییم مربعͬ ماتریس به آنگاه باشد m = n اگر .۴ . ١ . ٣ تعریف

١٠



درایه های با m×n ماتریس های تمام مجموعه یعنͬ Mm×n(X) نماد از منظور .۵ . ١ . ٣ نمادگذاری
ͬ کنیم. م استفاده Mn(X) نماد از باشد m = n اگر .X از

دو جمع آنگاه B = (bij) ∈ Mm×n(C) و A = (aij) ∈ Mm×n(C) اگر .۶ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ماتریس

A+B = (aij + bij).

دو ضرب آنگاه B = (bij) ∈ Mn×l(C) و A = (aij) ∈ Mm×n(C) اگر .١ . ٣ . ٧ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ماتریس

C = AB =


c۱۱ c۱۲ · · · c۱l
c۲۱ c۲۲ · · · c۲l

...
cm۱ cm۲ · · · cml


.cij =

∑n
k=۱ aikbkj آن در که

۱×n ماتریس یعنͬ iام سطر از منظور باشد. m×n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١ . ٣ . ٨ تعریف
)زیر

ai۱ ai۲ · · · ain
)

زیر j × ۱ ماتریس یعنͬ jام ستون از منظور و
a۱j
a۲j

...
amj


حذف از که ماتریسͬ به صورت این در باشد. m×n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش M j

i (A) با و گوییم خُرد یا کهاد ماتریس ͬ آید م دست به jام ستون و iام سطر
ͬ کنیم. م استفاده M j

i نماد از فقط نباشد A ماتریس برای ابهام بیم اگر

١١



است زیر صورت به C از درایه های با ۲ مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان .١ . ٣ . ١٠ تعریف

det

(
a۱۱ a۱۲
a۲۱ a۲۲

)
= a۱۱a۲۲ − a۱۲a۲۱

است زیر صورت به C از درایه های با ۳ مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان و

det

a۱۱ a۱۲ a۱۳
a۲۱ a۲۲ a۲۳
a۳۱ a۳۲ a۳۳

 =

a۱۱det

(
a۲۲ a۲۳
a۳۲ a۳۳

)
+ a۱۲det

(
a۲۱ a۲۳
a۳۱ a۳۳

)
+ a۱۳det

(
a۲۱ a۲۲
a۳۱ a۳۲

)
=

a۱۱det M
۱
۱ + a۱۲det M

۲
۱ + a۱۳det M

۳
۱

است زیر صورت به C از درایه های با n مرتبه از مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان استقرایی روند با و

det


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n

...
an۱ an۲ · · · ann

 = a۱۱det M
۱
۱ + a۱۲det M

۲
۱ + ...+ a۱ndet M

n
۱

.det AB = det A det B داریم B و A مربعͬ ماتریس دو هر برای .١ . ٣ . ١١ قضیه

باشد موجود B مربعͬ ماتریس هرگاه است پذیر وارون A مربعͬ ماتریس گوییم .١ . ٣ . ١٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش A−۱ با را B مربعͬ ماتریس .AB = BA = I که

صفر عدد با مخالف det A اگر تنها و اگر است پذیر وارون A مربعͬ ماتریس .١ . ٣ . ١٣ قضیه
باشد.

n×m است ماتریسͬ A ترانهاده باشد. m× n ماتریس ͷی A کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ آید. م دست به B ماتریس iام jام مͺان در A از jام iام درایه دادن قرار از که B مانند

١٢



٢ فصل

گروه ها نظریه با آشنایی

هستند. معروف گروه ها به که ͬ پردازد م ریاضͬ موجودات مطالعه به گروه نظریه نوین جبر در
برداری فضاهای و حلقه ها مانند نوین جبر موجودات سایر و است نوین جبر مرکزی بخش گروه مفهوم
تاثیر تحت نیز را ریاضͬ شاخه های سایر گروه ها مطالعه گرفته اند. شͺل گروه مفهوم همین پایه بر
در گروه ها ویژه، طور به ͬ شود. م دیده ریاضͬ بخش های از بسیار در آن کاربردهای و ͬ دهد م قرار
در کرد. اشاره ل١ͬ گروه و خطͬ گروه های به ͬ توان م آنها مهمترین که دارند خاصͬ جایͽاه نوین جبر
تکمیلͬ مطالب با ͬ توانید م ١ جبر درس در و است گروه نظریه با مختصر آشنایی ما هدف فصل این

بیاموزید. را پیشرفته مطالب بالاتر مقاطع در و شوید آشنا گروه نظریه از

دوتایی عمل ٢ . ١
ریاضͬ ساختار از را خود منظور سپس و ͬ کنیم م آشنا دوتایی عمل مفهوم با را شما بخش این در

ͬ کنیم. م آغاز زیر تعریف با را کار ͬ کنیم. م بیان
تابع هر باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف

∗ : S × S −→ S

از مرتب زوج های روی دوتایی عمل حقیقت در گوییم. S مجموعه روی دوتایی عمل ͷی را
تابع متداول نماد جای به را دوتایی عمل ͬ دهد. م نسبت را S از عنصر ͷی دقیقا S عنصرهای

ͬ دهیم. م نمایش o یا و · ،∗ با ... و g ،f مانند

ͷی + که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،+ جمع، عمل را ∗ و S = Z کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ مثال
پیاده آنها روی را عادی جمع و ͬ گیرید م را صحیح عدد دو + واقع در است. Z روی دوتایی عمل

ͬ کند. م
١Lie

١٣



ͷی · که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،· ضرب، عمل را ∗ و S = R کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ مثال
پیاده آنها روی را عادی ضرب و ͬ گیرید م را حقیقͬ عدد دو · واقع در است. R روی دوتایی عمل

ͬ کند. م

که است واضح ͬ گیریم. م نظر در ،· ضرب، عمل را ∗ و S = Mn(R) کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ مثال
عادی ضرب و ͬ گیرید م را ماتریس عدد دو · واقع در است. ماتریس ها روی دوتایی عمل ͷی ·

ͬ کند. م پیاده آنها روی را ماتریسͬ

ضابطه با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [−۱,۰] بازه S کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ مثال
پس .a ∗ b = ۱ ̸∈ S آنگاه b = −۱ و a = ۰ دهیم قرار اگر زیرا نیست. عمل a ∗ b = |a− b|

نیست. تابع ∗

اشتراک، اجتماع، صورت این در ͬ گیریم. م نظر در P(X)را باشد، مجموعه ͷیX اگر .۶ . ٢ . ١ مثال
هستند. P(X) روی دوتایی عمل های تفاضل

این در .XX مجموعه یعنͬ ͬ گیریم م نظر در را X مجموعه روی توابع همه  مجموعه .٢ . ١ . ٧ مثال
است. XX روی دوتایی عمل ͷی توابع ترکیب صورت

دارد. وجود S روی دوتایی عمل n(n۲) آنگاه باشد |S|= n اگر .٢ . ١ . ٨ گزاره

ͷی دوتایی عمل هر که ͬ دانیم م باشد. دوتایی عمل ͷی ∗ : S × S −→ S کنیم فرض اثبات.
به را S به S × S از توابع تعداد ͬ خواهیم م واقع در دوتایی عمل هایی تعداد برای پس است تابع
حال عضو. n تعداد آن برد و دارد عضو n۲ = n×n ،∗ دامنه که است واضح اکنون آوریم. دست

.n(n۲) با است برایر ∗هایی چنین تعداد ،۴١ . ١ . ١ قضیه طبق

:S مجموعه روی ∗ : S × S −→ S دوتایی عمل گوییم .٢ . ١ . ٩ تعریف
.s ∗ s′ = s′ ∗ s باشیم داشته s, s′ ∈ S هر برای هرگاه است جابجایی (الف)

.s∗(s′∗s′′) = (s∗s′)∗s′′ باشیم داشته s, s′, s′′ ∈ S هر برای هرگاه است پذیر شرکت (ب)

است. پذیر شرکت و جابجایی عمل ͷی Z روی + دوتایی عمل .٢ . ١ . ١٠ مثال

است. پذیر شرکت و جابجایی عمل ͷی P(X) روی اجتماع دوتایی عمل .٢ . ١ . ١١ مثال

زیرا نیست. جابجایی M۲(R) روی ماتریسͬ ضرب عمل .٢ . ١ . ١٢ مثال

A =

(۱ ۰
۲ ۳

)
, B =

(
−۱ ۰
۲ −۱

)
: A.B ̸= B.A

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢ . ١ . ١٣ مثال
زیرا نیست. پذیر شرکت که (چرا؟) است دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a− b| ضابطه

۱ ∗ (۲ ∗ ۳) = ۱ ∗ (|۲− ۳|) = ۱ ∗ ۱ = ۰ ̸= (۱ ∗ ۲) ∗ ۳ =

(|۱− ۲|) ∗ ۳ = ۱ ∗ ۳ = |۱− ۳|= ۲.

١۴



ͬ دهد م اجازه پذیری شرکت باشد. S روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .١۴ . ٢ . ١ تذکر
تغییری حاصل و نباشد مهم ما برای پرانتز گرفتن قرار S از عنصر سه روی دوتایی عمل انجام در که
را پرانتزها ͬ توان م هم باز شود، عنصر سه از بیشتر تعداد اگر که است طبیعͬ سوال این اما نکند.

داریم را زیر حالت های S از d و c ،b ،a عنصر ۴ برای مثلا دهیم؟ قرار بخواهیم که هرگونه

a∗ ((b∗c)∗d) (a∗b)∗ (c∗d) ((a∗b)∗c)∗d (a∗ (b∗c))∗d (a∗ (b∗ (c∗d))

تفاوتͬ نهایی حاصل در پرانتز جایͽاه باشد پذیر شرکت ∗ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه در
در را ͬ نشیند م ذهن در راحتر که حالت ͷی گذاری پرانتز حالت های از کار این برای ͬ کند. نم ایجاد
با حالت ها باقͬ ͬ دهیم م نشان سپس و ͬ گوییم م استانده آن به و بالا) مثال ٣ (حالت ͬ گیریم م نظر

است. ͬͺی استانده حالت همین

.S از عناصری an ،... ،a۱ و باشد S روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .١۵ . ٢ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف چنین استقرا با را aiها استانده عمل

۱∏
i=۱

ai = a,

۲∏
i=۱

ai = (a۱∗a۲),
۳∏

i=۱
ai = (

۲∏
i=۱

ai)∗a۳, ...,
n∏

i=۱
ai = (

n−۱∏
i=۱

ai)∗an.

با است برابر a۵ و a۴ ،a۳ ،a۲ ،a۱ عنصر ۵ استانده عمل .١۶ . ٢ . ١ مثال
۵∏

i=۱
ai = (((a۱ ∗ a۲) ∗ a۳) ∗ a۴) ∗ a۵.

داریم. را زیر قضیه اکنون
آنگاه S از عناصری an ،... ،a۱ و باشد پذیر شرکت S روی ∗ دوتایی عمل اگر .٢ . ١ . ١٧ قضیه

است. aiها استانده عمل با برابر aiها برای معنͬ با دوتایی عمل انجام نوع هر

اثبات برای چیزی که باشد n = ۱ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی قوی استقرای با را حͺم اثبات.
n برای را حͺم ͬ خواهیم م باشد. صحیح حͺم m < n هر برای و n > ۱ کنیم فرض نداریم.
دوتایی عمل ͷی T (a۱, ..., an) اگر باشد. معنͬ با دوتایی عمل نمایش T کنیم فرض کنیم. اثبات
T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ که دارد وجود چنان ۱ ≤ k ≤ n آنگاه باشد aiها از معنͬ با

داریم استقرار فرض طبق .T (ak+۱, ..., an)

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ T (ak+۱, ..., an) = (
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n∏
j=k+۱

aj).

دهد. رخ است ممͺن حالت دو
پس .k = n− ۱ اول. حالت

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., an−۱) ∗ T (an) = (
n−۱∏
i=۱

ai) ∗ an =
n∏

i=۱
ai.

١۵



است. کامل اثبات حالت این در یعنͬ
داریم استانده عمل تعریف و پذیری شرکت ͷکم با صورت این در .k < n− ۱ دوم. حالت

T (a۱, ..., an) = T (a۱, ..., ak) ∗ T (ak+۱, ..., an) = (
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n∏
j=k+۱

aj)

(
k∏

i=۱
ai) ∗ ((

n−۱∏
j=k+۱

aj) ∗ an) = ((
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n−۱∏
j=k+۱

aj)) ∗ an

.T (a۱, ..., an−۱) یعنͬ است (n−۱)تا از معنͬ با دوتایی عمل (
∏k

i=۱ ai)∗ (
∏n−۱

j=k+۱ aj) اما
داریم اسقرا فرض طبق پس

(
k∏

i=۱
ai) ∗ (

n−۱∏
j=k+۱

aj) =
n−۱∏
i=۱

ai.

داریم استانده عمل تعریف از استفاده و بالا در جایͽذاری با

T (a۱, ..., an) = (
n∏

i=۱
ai) ∗ an =

n∏
i=۱

ai

است. کامل اثبات هم حالت این در

روی دوتایی عمل دو o : S × S −→ S و ∗ : S × S −→ S کنیم فرض .٢ . ١ . ١٨ تعریف
گوییم باشند. S مجموعه

باشیم داشته x, y, z ∈ S هر برای هرگاه است چپ سمت از توزیعپذیر o روی ∗ (الف)

x ∗ (yoz) = (x ∗ y)o(x ∗ z).

باشیم داشته x, y, z ∈ S هر برای هرگاه است راست سمت از توزیعپذیر o روی ∗ (ب)

(yoz) ∗ x = (y ∗ x)o(z ∗ x).

باشد. راست و چپ توزیعپذیر هرگاه است توزیعپذیر o روی ∗ (ج)

در معمولͬ ضرب همان را o دوتایی عمل و معولͬ جمع را ∗ دوتایی عمل R روی .٢ . ١ . ١٩ مثال
است. توزیعپذیر ضرب روی جمع دیده اید کنون تا مدرسه دوران از که طوری همان ͬ گیریم. م نظر

در P(X) روی اشتراک را o دوتایی عمل و P(X) روی اجتماع را ∗ دوتایی عمل .٢ . ١ . ٢٠ مثال
از زیرا است. توزیعپذیر ∗ روی o همچنین است. توزیعپذیر o روی ∗ صورت این در ͬ گیریم. م نظر

که دیده اید ریاضͬ مبانͬ

A ∪ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ (A ∪ C)

١۶



است. مشابه هم حالت ها بقیه

o روی ∗ ͬ گیریم. م نظر در قدرمطلق را o عمل و جمع را ∗ عمل حقیقͬ اعداد روی .٢ . ١ . ٢١ مثال
زیرا نیست. (چپ‐راست) توزیعپذیر

۱ ∗ (۲o۳) = ۱ ∗ (|۲− ۳|) = ۱ ∗ ۱ = ۱+ ۱ = ۲

که حالͬ در

(۱ ∗ ۲)o(۱ ∗ ۳) = (۱+ ۲)o(۱+ ۳) = ۳o۴ = |۳− ۴|= ۱.

∗ مانند ناتهͬ مجموعه ای یعنͬ ریاضͬ دستگاه یا ریاضͬ ساختار از منظور .٢ . ١ . ٢٢ تعریف
نمایش (S, ∗۱, ..., ∗n) با معمولا که ∗n ،... ،∗۱ مانند S روی دوتایی عمل چند یا ͷی با همراه

ͬ دهیم. م

است. دوتایی عمل ͷی با است ریاضͬ ساختار ͷی (Z,+) .٢ . ١ . ٢٣ مثال

است. دوتایی عمل دو با ریاضͬ ساختار ͷی (R,+, ·) .٢۴ . ٢ . ١ مثال

شده حل تمرین های
است؟ دوتایی عمل ͷی a ∗ b = ab ضابطه با ∗ : R× R −→ R آیا .٢۵ . ٢ . ١ تمرین

ab =
√
−۱ آنگاه b = ۱

۲ و a = −۱ دهیم قرار اگر زیرا نیست. دوتایی عمل ͷی ∗ حل.
نیست. تابع ͷی ∗ یعنͬ ندارد. معنͬ است، a ∗ b همان که

است؟ دوتایی عمل ͷی a ∗ b = ۲a × ۳b ضابطه با ∗ : R× R −→ R آیا .٢۶ . ٢ . ١ تمرین

دهیم نشان باید کنید دقت ابتدا است. تابع ∗ دهیم نشان باید است. دوتایی عمل ͷی ∗ حل.
به است. حقیقͬ عددی ۲m

n =
n
√
۲m آنگاه a = m

n
یعنͬ باشد گویا عددی a اگر .a ∗ b ∈ R

حقیقͬ عدد دو ضرب حاصل و است حقیقͬ عدد نیز ۳b هم باز باشد گویا عدد b اگر مشابه صورت
آنگاه نباشد گویا عددی a اگر .a ∗ b ∈ R حالت این در بنابراین است. حقیقͬ عددی هم باز
xnها که a = limn→∞ xn یعنͬ ͬ کند م میل a به که دارد وجود گویا اعداد از دنباله ای که ͬ دانیم م
حقیقͬ عددی ۲xn قبل حالت طبق اما .۲a = ۲limn→∞ xn = limn→∞[۲xn ] پس هستند. گویا
و a = a′ اگر همچنین .a ∗ b ∈ R صورت، هر در پس .۲a ∈ R ͬ دهد م نتیجه این که هستند

است. دوتایی عمل ͷی ∗ نتیجه در .۲a × ۳b = ۲a′ × ۳b′ آنگاه b = b′

.a, b ∈ S و باشد S ناتهͬ مجموعه روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٧ تمرین
.a = b که دهید نشان آنگاه b ∗ x = x و x ∗ a = x باشیم داشته x ∈ هر برای اگر

١٧



در و بͽیریم نظر در x = b اگر مثلا کنیم. انتخاب b یا a خود را x ͬ توانیم م فرض طبق حل.
دهیم قرار b ∗ x = x در را x = a اگر مشابه روش به و b ∗ a = b آنگاه دهیم قرار x ∗ a = x

.a = b پس .b ∗ a = b آنگاه

x, y, z ∈ برای که باشد ∗ پذیر شرکت دوتایی عمل با مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٨ تمرین
ͬ شود. م جابجا y ∗ z با x که دهید نشان .x ∗ z = z ∗ x و x ∗ y = y ∗ x داریم S

داریم حل.

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ y ∗ z = y ∗ x ∗ z = y ∗ z ∗ x = (y ∗ z) ∗ x.

١٨



اولیه قضیه های و مثال ها گروه، تعریف ٢ . ٢
عمل های ریاضͬ ساختارهای بعضͬ اما شدید. آشنا قبل بخش در ریاضͬ ساختارهای تعریف با
روی فصل) این کل (حتͬ بخش این در ͬ گیرند. م قرار توجه مورد و دارند بیشتری خواص آن دوتایی
دارا را خاصͬ ͬ های ویژگ عمل آن و دارد دوتایی عمل ͷی فقط که ͬ کنیم م تمرکز ریاضͬ ساختار

ͬ کنیم. م آغاز زیر تعریف با است.
گوییم باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشد. پذیر شرکت ∗ هرگاه است نیم گروه ͷی (S, ∗)

است. نیم گروه ͷی نیز (R, ·) حتͬ است. نیم گروه ͷی (Z,+) .٢ . ٢ . ٢ مثال

ضابطه با ∗ : S×S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ مثال
(S, ∗) بنابراین (چرا؟). نیست پذیر شرکت که (چرا؟) است دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b|

نیست. نیم گروه

گوییم: باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض .۴ . ٢ . ٢ تعریف
باشیم داشته s ∈ S هر برای هرگاه است چپ (همانͬ) خنثͬ عضو e ∈ S عنصر (الف)

.e ∗ s = s
باشیم داشته s ∈ S هر برای هرگاه است راست (همانͬ) خنثͬ عضو e ∈ S عنصر (ب)

.s ∗ e = s
باشد. راست خنثͬ هم و چپ خنثͬ هم هرگاه است (همانͬ) خنثͬ e ∈ S عنصر (ج)

که داریم x ∈ Z هر برای زیرا است. (چپ‐راست) خنثͬ ۰ عنصر (Z,+) در .۵ . ٢ . ٢ مثال
.x+ ۰ = ۰+ x = x

ضابطه با ∗ : S×S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ مثال
۰ پس .۰ ∗ s = s ∗ ۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b|

است. خنثͬ عنصر

ندارد. خنثͬ عضو a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .٢ . ٢ . ٧ مثال

این در .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .٢ . ٢ . ٨ مثال
راست خنثͬ عضو اصلا که حالͬ در (چرا؟). نیست هم یͺتا که دارد چپ خنثͬ عضو S صورت

ندارد!

عنصر این آنگاه باشد داشته چپ خنثͬ عنصر S و باشد جابجایی S روی ∗ اگر که است واضح
ͬ کند. م رهنمود زیر گزاره سمت به را ما قبل مثال و مطلب این ͬ باشد. م نیز راست خنثͬ چپ، خنثͬ

عضو دارای (S, ∗) اگر باشد. S مجموعه روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره
یͺتا خنثͬ عضو نتیجه در .e = f آنگاه باشد f مانند راست خنثͬ عضو و e مانند چپ خنثͬ

است.

١٩



است راست خنثͬ عضو f اما باشد. e ∗ f = f باید پس است چپ خنثͬ عضو e چون اثبات.
چپ خنثͬ خنثͬ، عضو هر چون است بدیهͬ دوم قسمت .e = f باید بنابراین .e ∗ f = e پس

است. (راست)

گوییم باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٠ تعریف
.b ∗ a = e که باشد موجود b ∈ S عنصر هرگاه است چپ وارون دارای a ∈ S عنصر (الف)
.a ∗ b = e که باشد موجود b ∈ S عنصر هرگاه است راست وارون دارای a ∈ S عنصر (ب)
(وارون باشد داشته راست وارون هم و چپ وارون هم هرگاه است پذیر وارون a ∈ S عنصر (ج)

ͬ دهیم). م نمایش a−۱ با را a

صحیح عدد هر برای و است + دوتایی عمل به نسبت ۰ خنثͬ عنصر دارای (Z,+) .٢ . ٢ . ١١ مثال
است. پذیر وارون Z در عنصر هر پس .x+ (−x) = (−x) + x = ۰ که داریم x

مخالف صحیح عدد هر است. · دوتایی عمل به نسبت ۱ خنثͬ عنصر دارای (Z, ·) .٢ . ٢ . ١٢ مثال
است. پذیر وارون −۱ که حالͬ در نیست. پذیر وارون −۱ و ۱ با

ندارد. ۰ که حالͬ در دارند وارون ناصفر عناصر همه دارد. ۱ خنثͬ عضو (R, ·) .٢ . ٢ . ١٣ مثال

ندارد. پذیری وارون عنصر هیچ اما دارد. ۱ خنثͬ عضو که است نیم گروه ͷی (N, ·) .١۴ . ٢ . ٢ مثال

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٢ مثال
.۰ ∗ s = s ∗ ۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a − b| ضابطه

است! خودش وارون عنصر هر که این جالب است. خنثͬ عنصر ۰ پس

خودش وارون e که است واضح باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٢ تذکر
است.

این در .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٧ مثال
عضو نیز ۲ طرفͬ از دارند. ۱ با برابر راست وارون عناصر همه است. چپ خنثͬ عضو ۱ صورت
خنثͬ عضو اصلا که حالͬ در دارند. ۲ راست وارون عناصر همه که این جالب و است چپ خنثͬ

است! معنͬ بی راست و چپ وارون پس ندارد! وجود راست

عنصر هر چپ وارون باشد داشته خنثͬ عنصر S و باشد S روی جابجایی ∗ دوتایی عمل اگر
ͬ کند. م رهنمود زیر گزاره به را ما بالا مثال و مطلب این ͬ باشد. م نیز راست وارون وجود صورت در

وارون S در x اگر باشد. e مانند خنثͬ عنصر دارای (S, ∗) نیم گروه کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٨ گزاره
.a = b آنگاه باشد داشته b راست وارون و a چپ

فرض با اما .x ∗ b = e مشابه صورت به .a ∗ x = e پس است x چپ وارون a چون اثبات.
داریم نیم گروهͬ

a = a ∗ e = a ∗ (x ∗ b) = (a ∗ x) ∗ b = e ∗ b = b.

است. کامل اثبات
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گویند. مونوئید یا تکواره خنثͬ عنصر با نیم گروه ͷی به کتاب ها و مراجع بعضͬ .٢ . ٢ . ١٩ تذکر

دوتایی عمل با C(R) ͬ دهیم. م نشان C(R) با را R روی پیوسته توابع مجموعه .٢ . ٢ . ٢٠ مثال
که ͬ دانیم م اما ببینید). را ٢۵ . ١ . ١ (قضیه است idR خنثͬ عنصر با نیم گروه ͷی توابع عادی ترکیب
همه که حالͬ در ببینید). را ١ . ١ . ٢٨ (قضیه باشند پوشا و ͷبه ی ͷی که هستند پذیر وارون توابعͬ

نیستند. پوشا یا ͷبه ی ͷی C(R) عناصر

بیاوریم. را گروه تعریف که هستیم مطلب این آماده اکنون
گوییم باشد. G روی دوتایی عمل ͷی ∗ و ناتهͬ مجموعه G کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢١ تعریف

هرگاه: است گروه ͷی (G, ∗)
باشد). پذیر شرکت ∗) باشد نیم گروه (G, ∗) (الف)

باشد. داشته خنثͬ عضو (G, ∗) (ب)
باشد. داشته وارون ∗ عمل به نسبت G عنصر هر (ج)

است. گروه ͷی (R,+) .٢ . ٢ . ٢٢ مثال

ندارد. وارون ۰ زیرا نیست. گروه ͷی (R, ·) .٢ . ٢ . ٢٣ مثال

است. گروه ͷی (R \ {۰}, ·) .٢۴ . ٢ . ٢ مثال

با ∗ : S × S −→ S صورت این در باشد. [۰,۴] بازه با برابر S کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٢ مثال
پس .۰ ∗ s = s ∗۰ = s داریم s ∈ S هر برای است. دوتایی عمل ͷی a ∗ b = |a− b| ضابطه
نیم گروه (S, ∗) پس نیست. پذیر شرکت ∗ اما است. خودش وارون عنصر هر است. خنثͬ عنصر ۰

نیست. گروه نتیجه در و نیست

نیست. گروه نتیجه در و ندارد خنثͬ عضو a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .٢۶ . ٢ . ٢ مثال

ضرب که است واضح ماتریس). دو عادی جمع +) است گروه ͷی (Mn(R),+) .٢ . ٢ . ٢٧ مثال
ماتریس (aij)ماتریس هر وارون دارد. را خنثͬ عنصر Oنقش ماتریس و است پذیر شرکت ماتریس ها

است. (−aij)

ماتریس ها همه زیرا ماتریس). دو عادی ضرب ·) نیست گروه ͷی (Mn(R), ·) .٢ . ٢ . ٢٨ مثال
است. خنثͬ عنصر I که شود دقت (چرا؟). ندارند وارون

(طبق باشد پذیر وارون مربعͬ ماتریس های همه مجموعه GLn(R) کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢٩ مثال
عمل ) است گروه ͷی (GLn(R), ·) دارند). ناصفر دترمینان که ماتریس های همه ،١ . ٣ . ١٣ قضیه
اگر ،١ . ٣ . ١١ قضیه طبق همچنین است. خنثͬ عنصر I که شود دقت ماتریس). دو عادی ضرب ·
است. دوتایی) (عمل تابع GLn(R) روی · یعنͬ .A · B ∈ GLn(R) آنگاه A,B ∈ GLn(R)

ͬ رسد. م ارث GLn(R) به Mn(R) از پذیری شرکت

برای است. گروه ͷی (Zn,+) صورت این در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣٠ مثال
مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی جمع دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف
محاسبه ͷی با است. n− x صورت به x̄ عنصر وارون است. خنثͬ عضو ۰̄ که است واضح نمایید.

است. پذیر شرکت جمع عمل این راست سر
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برای نیست. گروه ͷی (Zn, ·) صورت این در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣١ مثال
مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف
سر محاسبه ͷی با ندارد. وجود ۰̄ عنصر وارون اما است. خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید.

است. پذیر شرکت ضرب عمل این راست

دوتایی عمل و Zn پیمانه ای اعداد تعریف برای نیست. گروه ͷی (Z۴ \ {۰̄}, ·) .٢ . ٢ . ٣٢ مثال
خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید. مراجعه دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب

(چرا؟). ندارد وجود ۲̄ عنصر وارون اما است.

است. گروه ͷی (Zp \ {۰̄}, ·) صورت این در باشد. اول عدد ͷی p کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣٣ مثال
دوم بخش اول فصل به مجموعه این روی ضرب دوتایی عمل و Zp پیمانه ای اعداد تعریف برای
ضرب عمل این راست سر محاسبه ͷی با است. خنثͬ عضو ۱̄ که است واضح نمایید. مراجعه
پس است ۰̄ با مخاف x̄ چون ͬ کنیم. م ارئه را x̄ مانند عضو ͷی وارون اکنون است. پذیر شرکت
که دارند وجود s و r صحیح اعداد ،١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه طبق .(x, p) = ۱ داریم Z در

است. پذیر وارون x̄ یعنͬ .r̄ · x̄ = ۱̄ پس .rx+ sp = rx = ۱̄ نتیجه در .rx+ sp = ۱
یعنͬ است، گروه ͷی مختلط اعداد معمولͬ ضرب با واحد nام ریشه های مجموعه .٣۴ . ٢ . ٢ مثال

G = {w ∈ C | wn = ۱}.

است. بسته ضرب به و ww′ ∈ G پس .(ww′)n = wnw′n = ۱ انگاه w,w′ ∈ G اگر
برابر w عنصر هر وارون و است ۱ برابر خنثͬ عنصر ͬ رسد. م ارث به مختلط اعداد از شرکتپذیر

است. wn−۱

گروه ͷی G کنیم فرض ͬ کند. م ساده تر را کار گروه برای جدول ͷی کشیدن گاهͬ .٣۵ . ٢ . ٢ تذکر
عنصر e که G = {e, a۱, a۲, ..., an−۱} کنیم فرض مثلا است. متناهͬ آن کاردینال که باشد

کنیم. وابسته زیر مانند جدولͬ G به ͬ توانیم م است. G برای خنثͬ

e a۱ a۲ · · · an−۱
e e a۱ a۲ · · · an−۱
a۱ a۱ a۱a۱ a۱a۲ · · · a۱an−۱
... ... ... ... ... ...

an−۱ an−۱ an−۱a۱ an−۱a۲ · · · an−۱an−۱

است زیر صورت به جدولͬ نمایش (Z۴,+) گروه برای .٣۶ . ٢ . ٢ مثال

۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۰̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۱̄ ۱̄ ۱̄+ ۱̄ ۱̄+ ۲̄ ۱̄+ ۳̄
۲̄ ۲̄ ۲̄+ ۱̄ ۲̄+ ۲̄ ۲̄+ ۳̄
۳̄ ۳̄ ۳̄+ ۱̄ ۳̄+ ۲̄ ۳̄+ ۳̄

داریم محاسبه از بعد که
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۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۰̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄
۱̄ ۱̄ ۲̄ ۳̄ ۰̄
۲̄ ۲̄ ۳̄ ۰̄ ۱̄
۳̄ ۳̄ ۰̄ ۱̄ ۲̄

این مͽر .G گروه خنثͬ عنصر یعنͬ e یا eG از منظور فصل این سرتاسر در .٢ . ٢ . ٣٧ نمادگذاری
eH ،eG نماد از باشد مطرح گروه چند مبحثͬ در اگر کنیم. ذکر را مطلب این خلاف صراحت به که

نشود. ایجاد ابهامͬ تا ͬ کنیم م استفاده ... و

باشد. جابجایی ∗ هرگاه گوییم آبلͬ را (G, ∗) گروه .٢ . ٢ . ٣٨ تعریف

است. آبلͬ گروه ͷی (Z,+) .٢ . ٢ . ٣٩ مثال

حالت در پذیرها) وارون (حتͬ ماترس ها (ضرب نیست آبلͬ گروه (GLn(R), ·) .۴٢ . ٢ . ٠ مثال
نیست). جابجایی کلͬ

که شود اهمیت بی پذیر شرکت دوتایی عمل برای گذاری پرانتز که ͬ شود م سبب ٢ . ١ . ١٧ قضیه
ͬ شود. م زیر تعریف به منجر این

.n ∈ N و (نیم گروه) باشد S روی پذیر شرکت دوتایی عمل ∗ کنیم فرض .۴٢ . ٢ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به استقرا به را a توان a ∈ S برای

a۱ = a, a۲ = a ∗ a, a۳ = a۲ ∗ a, an = an−۱ ∗ a.

ͬ کنیم م تعریف g ∈ S برای آنگاه k ∈ Z و باشد e خنثͬ عنصر با گروه S اگر ویژه، طور به

gk =



g ∗ g ∗ ... ∗ g︸ ︷︷ ︸
kتا

k > ۰

e k = ۰
g−۱ ∗ g−۱ ∗ ... ∗ g−۱︸ ︷︷ ︸

kتا

k < ۰

داریم n طبیعͬ عدد هر و x ∈ Z برای و است پذیر شرکت Z روی + دوتایی عمل .۴٢ . ٢ . ٢ مثال

x+ x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
nتا

= nx.

داریم n طبیعͬ عدد هر و x ∈ R برای و است پذیر شرکت R روی · دوتایی عمل .۴٢ . ٢ . ٣ مثال

x · x · ... · x︸ ︷︷ ︸
nتا

= xn.
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داریم. n و m صحیح اعداد برای .a ∈ S و باشد گروه (S, ∗) کنیم فرض .۴۴ . ٢ . ٢ قضیه
(am)n = amn (الف)

am ∗ an = am+n (ب)

است. راست سر اثبات.

است. گروه ͷی نیم گروه ͷی زمانͬ چه در ͬ دهد م نشان که آورد خواهیم را قضیه های ادامه در
a∗x = bمعادلات a, b ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) نیم گروه .۴۵ . ٢ . ٢ قضیه

باشند. داشته جواب y ∗ a = b و

دارای a ∗ x = b صورت این در .x = a−۱ ∗ b ͬ دهیم م قرار است، گروه G چون .(⇐) اثبات.
ͬ کنیم. م استفاده y = b ∗ a−۱ از دوم معادله برای است. جواب

معالات چون دارد. خنثͬ عضو G ͬ دهیم م نشان است. پذیر شرکت است نیم گروه G چون .(⇒)

e جواب دارای a ∗ x = a معادله پس ͬ گیریم. م مساوی b با را a دارند، جواب b و a هر برای
دارای y ∗ a = c معادله است. چپ خنثͬ e یعنͬ c ∗ e = c ͬ دهیم م نشان ،c برای حال است.

پس .f ∗ a = c یعنͬ است. f جواب

c ∗ e = (f ∗ a) ∗ e = f ∗ (a ∗ e)f ∗ a = c.

است. گروه خنثͬ عضو e ،٢ . ٢ . ٩ گزاره طبق ͬ شود. م اثبات راست خنثͬ عضو وجود مشابه روش با
دارای c ∗ x = e معادله است. پذیر وارون c ͬ دهیم م نشان باشد. دلخواه c ∈ G کنیم فرض اکنون
چپ و راست وارون ترتیب به c′′ و c′ است. c′′ جواب دارای y ∗ c = e معادله و است c′ جواب

است. پذیر وارون c و c′ = c′′ ،٢ . ٢ . ١٨ گزاره طبق هستند. c برای

گوییم: باشد. S روی دوتایی عمل ͷی ∗ کنیم فرض .۴۶ . ٢ . ٢ تعریف
شود نتیجه آنگاه c ∗ a = c ∗ b و a, b, c ∈ S اگر است برقرار S در چپ از حذف قانون (الف)

.a = b
شود نتیجه آنگاه a ∗ c = b ∗ c و a, b, c ∈ S اگر است برقرار S در راست از حذف قانون (ب)

.a = b
باشد. برقرار راست حذف هم و چپ حذف هم هرگاه است برقرار حذف قانون (ج)

کافͬ فقط و است آبلͬ گروه ͷی (Z,+) زیرا داریم. حذف قانون (Z,+) گروه در .۴٢ . ٢ . ٧ مثال
داریم −c با تساوی طرفین جمع با .c + a = c + b کنیم فرض دهیم. نشان را چپ حذف است

.a = b

حذف قانون است، معمولͬ ضرب دوتایی عمل همان ∗ که (N, ∗) نیم گروه در .۴٢ . ٢ . ٨ مثال
است. برقرار (چپ‐راست)

راست. حذف نه است برقرار چپ حذف نه a ∗ b = ۳ آن در که (R, ∗) .۴٢ . ٢ . ٩ مثال
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واضح .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف a, b ∈ S هر برای و S = {۱,۲} کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٠ مثال
نشان ساده بررسͬ ͷی است. برقرار چپ حذف پس .a = b آنگاه c ∗ a = c ∗ b اگر که است

نیست. برقرار راست حذف ͬ دهد م

داریم. را زیر قضیه حال
باشد. برقرار G در حذف قانون اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) متناهͬ نیم گروه .۵٢ . ٢ . ١ قضیه

پس است گروه G چون .c ∗ a = c ∗ b باشیم داشته a, b, c ∈ G برای کنیم فرض .(⇐) اثبات.
داریم c−۱ در چپ سمت از بالا تساوی طرفین دوتایی عمل انجام با دارد. وارون G در c

c−۱ ∗ c ∗ a = c−۱ ∗ c ∗ b ⇒ e ∗ a = e ∗ b ⇒ a = b.

داریم. حذف قانون نتیجه در و ͬ شود م اثبات بالا مشابه راست از حذف قانون
گروه G دهیم نشان که این برای ،۴۵ . ٢ . ٢ قضیه طبق .G = {a۱, a۲, ..., an} کنیم فرض .(⇒)
دارند. جواب y ∗ a = b و a ∗ x = b معادلات ،a, b ∈ G برای دهیم نشان است کافͬ است،

ͬ گیریم م نظر در را زیر مجموعه

A = {a ∗ a۱, a ∗ a۲, ..., a ∗ an}.

طبق بر آنگاه ،۱ ≤ i, j ≤ n که a ∗ ai = a ∗ aj اگر حال (چرا؟). A ⊆ G که است واضح
متمایز A اعضای که ͬ دهد م نشان این .ai = aj درنتیجه و است قرار بر چپ از حذف قانون فرض

داریم یعنͬ (چرا؟). |A|= n باید و هستند

A = {a ∗ a۱, a ∗ a۲, ..., a ∗ an} = G = {a۱, a۲, ..., an}.

دارای ax = b معادله یعنͬ این و a ∗ aj = ai که دارد وجو چنان aj پس .b = ai کنیم فرض
گرفتن نظر در با و مشابه روش به است. x = aj جواب

B = {a۱ ∗ a, a۲ ∗ a, ..., an ∗ a}

است. کامل اثبات ۴۵ . ٢ . ٢ قضیه طبق بر بنابراین دارد. جواب y ∗a = b که داد نشان ͬ توان م

ͬ رسانیم. م پایان به است هʿیز٢ شخص به منسوب که زیر قضیه با را بخش این اکنون
عنصر ،G در a عنصر هر برای اگر تنها و اگر است گروه (G, ∗) نیم گروه (هʿیز) .۵٢ . ٢ . ٢ قضیه

.aa′a = a که باشد داشته وجود a′ ∈ G یͺتای

کم دست یعنͬ این و بͽیریم نظر در a−۱ همان را a′ است کافͬ است گروه G چون .(⇐) اثبات.
پس .a′′ ∈ G که a ∗ a′′ ∗ a = a باشیم داشته اگر حال .a ∗ a′ ∗ a = a که دارد وجود a′ ͷی

.a′ = a′′ داریم ،۵٢ . ٢ . ١ قضیه از استفاده دوبار با .a ∗ a′′ ∗ a = a ∗ a′ ∗ a

٢Hays

٢۵



ͬ کنیم: م اثبات را زیر ادعای دو ابتدا قسمت این اثبات برای .(⇒)

.b۲ = b که دارد وجود چنان G در b عنصر :١ ادعا
.a∗a′ ∗a = a که دارد وجود a′ ∈ G یͺتای عنصر فرض طبق .a ∈ G کنیم فرض :١ ادعا اثبات

داریم و b = a ∗ a′ ͬ دهیم م قرار

b۲ = b ∗ b = (a ∗ a′) ∗ (a ∗ a′) = (a ∗ a′ ∗ a) ∗ a′ = a ∗ a′ = b

شد. اثبات ١ ادعای پس
.b۲ = b که دارد وجود b ∈ G در عنصر ͷی فقط :٢ ادعا

طبق نتیجه در و (چرا؟) b ∗ c ∈ G که است واضح .c۲ = c و c ∈ G کنیم فرض :٢ ادعا اثبات
که دارد وجود (b ∗ c)′ فرض

(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم حال

(b ∗ c) ∗ [(b ∗ c)′ ∗ b] ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ b) ∗ c =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ b۲ ∗ c = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ b ∗ c =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم مشابه روش به .(b ∗ c)′ ∗ b = (b ∗ c)′ باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c) ∗ [c ∗ (b ∗ c)′] ∗ (b ∗ c) = b ∗ (c ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
b ∗ c۲ ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

داریم دیͽر سوی از .c ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c) ∗ [(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′] ∗ (b ∗ c) =
[(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)] ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) =
(b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) = b ∗ c.

باید پس داریم را یͺتایی فرض چون

(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ (I)

حال

((b ∗ c)′)۲ = (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ =
[(b ∗ c)′ ∗ b] ∗ [c ∗ (b ∗ c)′] = (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c) ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′
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بنابراین .((b ∗ c)′)۲ = (b ∗ c)′ یعنͬ

(b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ ∗ (b ∗ c)′ = (b ∗ c)′ (II)

(b∗c)۲ = b∗c نتیجه در .(b∗c)′ = b∗c که ͬ دهند م نشان یͺتایی فرض با همراه (II) و (I) اما
داریم حال (چرا؟).

(b ∗ c) ∗ b ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c) ∗ (b ∗ b) ∗ c = (b ∗ c) ∗ b۲ ∗ c =
(b ∗ c) ∗ b ∗ c = (b ∗ c) ∗ (b ∗ c) = (b ∗ c)۲ = b ∗ c.

اثبات .b = c باید یͺتایی فرض از کنید). (بررسͬ (b ∗ c) ∗ c ∗ (b ∗ c) = b ∗ c مشابه روش به
است. کامل ٢ ادعای

طبق .e۲ = e که است e مانند عنصری ذارای G ،١ ادعا طبق است. گروه G ͬ دهیم م نشان اکنون
که دارد وجود g′ ∈ G فرض طبق باشد. دلخواه g ∈ G کنیم فرض حال است. یͺتا e ،٢ ادعا
طرفͬ از .g ∗ g′ = e پس است یͺتا e چون .(g ∗ g′)۲ = g ∗ g′ که است واضح .g ∗ g′ ∗ g = g

.e ∗ g = g = g ∗ e بنابراین .g′ ∗ g = e که ͬ دهد م نتیجه e یͺتایی .(g′ ∗ g)۲ = g′ ∗ g دیͽر
این اثبات است. پذیر وارون g پس g′ ∗ g = e و g ∗ g′ = e چون است. همانͬ عنصر e یعنͬ این

است. گروه G که

شده حل تمرین های

هر وارون و خنثͬ عضو بͽیرید. نظر در Q روی را a ∗ b =
ab

۱۳ دوتایی عمل .۵٢ . ٢ . ٣ تمرین
کنید. معلوم را عضو

معنͬ بی راست و چپ از صحبت پس (چرا؟) است جابجایی عمل این که شود دقت حل.
است.

a ∈ Q هر برای پس باشد. دوتایی عمل این خنثͬ عضو x ∈ Q کنیم فرض خنثͬ: عضو معرفͬ
است. خنثͬ عنصر e = ۱۳ یعنͬ این و x = ۱۳ نتیجه در . ax۱۳ = a یعنͬ .a ∗ x = a داریم

این با معادل x پذیری وارون ͬ گیریم. م درنظر را x ∈ Q دلخواه عنصر عضو: هر وارون معرفͬ
ͬ دهد م نشان این . ax۱۳ = ۱۳ یعنͬ .a ∗ x = e = ۱۳ که باشد موجود a ∈ Q عنصر که است

است. a−۱ =
۱۳۲

a
وارون دارای آنگاه باشد ناصفر a اگر که

کنیم فرض .۵۴ . ٢ . ٢ تمرین

S = {
(
a b
۰ ۰

)
| a, b ∈ Z}.

عضو ∗ آیا است؟ پذیر شرکت ∗ آیا بͽیرید. ماتریسͬ عادی ضرب همان را ∗ دوتایی عمل S روی
دارد؟ (چپ‐راست) خنثͬ
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زیرا ͬ شود. نم خارج S از ماتریسͬ عادی ضرب که شود دقت ابتدا )حل.
a b
۰ ۰

)
·
(
a′ b′

۰ ۰

)
=

(
aa′ ab′

۰ ۰

)
∈ S.

داریم. را پذیری شرکت نیز S روی پس است پذیر شرکت کلͬ حالت در ماتریسͬ عادی ضرب چون
عنصر x صحیح عدد هر ۱)برای x

۰ ۰

)
زیرا است. چپ خنثͬ عنصر ͷی S ۱)در x

۰ ۰

)
·
(
a b
۰ ۰

)
=

(
a b
۰ ۰

)
.

راست خنثͬ S اگر زیرا باشد. داشته راست خنثͬ ͬ تواند نم S اما دارد. چپ خنثͬ نامتناهͬ S یعنͬ
گزاره طبق که حالͬ در داریم راست خنثͬ عنصر نامتناهͬ آنگاه ،٢ . ٢ . ٩ گزاره طبق آنگاه باشد داشته

باشد. باید یͺتا خنثͬ عنصر ،٢ . ٢ . ٩
پذیر وارون b و a عنصر دو و e خنثͬ عضو دارای (S, ∗) نیم گروه کنیم فرض .۵۵ . ٢ . ٢ تمرین
وارون سپس است. (چپ‐راست) پذیر وارون a ∗ b که دهید نشان آنگاه باشند. (چپ‐راست)

کنید. پیدا را a۱ ∗ a۲ ∗ ... ∗ an
فرض است. مشابه راست وارون کنیم، اثبات را a ∗ b داشتن چپ وارون است کافͬ فقط حل.
ͬ کنیم م ادعا .d ∗ b = e یعنͬ باشد d ،b چپ وارون و c ∗ a = e یعنͬ باشد c ،a چپ وارون کنیم

داریم نیم گروه فرض با زیرا است. d ∗ c وارون دارای a ∗ b

(d ∗ c) ∗ (a ∗ b) = d ∗ c ∗ a ∗ b = d ∗ e ∗ b = d ∗ b = e.

است برابر a۱ ∗ a۲ ∗ ... ∗ an عنصر وارون ضعیف، استقرای با که است واضح دوم، قسمت برای
.a−۱

n ∗ ... ∗ a−۱
۲ ∗ a−۱

۱ با
.(a−۱)−۱ = a که دهید نشان (G, ∗) گروه برای .۵۶ . ٢ . ٢ تمرین

است. حل مسئله وارون تعریف طبق و است a−۱ وارون a پس .a ∗ a−۱ = e که داریم حل.

با Q[
√
۲] که دهید نشان .Q[

√
۲] = {a + b

√
۲ | a, b ∈ Q} کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٧ تمرین

است. گروه ͷی زیر دوتایی عمل

(a+ b
√
۲) + (a′ + b′

√
۲) = (a+ a′) + (b+ b′)

√
۲

ͬ کنیم. م بررسͬ را پذیری شرکت ابتدا حل.

(a+ b
√
۲) + [(a′ + b′

√
۲) + (a′′ + b′′

√
۲)] =

(a+ b
√
۲) + [(a′ + a′′) + (b′ + b′′)

√
۲] = (a+ a′ + a′′) + (b+ b′ + b′′)

√
۲ =

[(a+ b
√
۲) + (a′ + b′

√
۲)] + (a′′ + b′′

√
۲)

.−a− b
√
۲ با است برابر a+ b

√
۲ وارون است. خنثͬ عنصر ۰+ ۰

√
۲ که است واضح
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نیست. گروه (P(X),∩) ،X مجموعه ͷی برای که دهید نشان .۵٢ . ٢ . ٨ تمرین

عمل ͷی اشتراک یعنͬ ،A ∩ B ∈ P(X) که است واضح آنگاه A,B ∈ P(X) اگر حل.
خنثͬ عنصر نقش در X مجموعه است. واضح اشتراک دوتایی عمل پذیری شرکت است. دوتایی
،A ∩ Y ⊊ X همواره X از Y زیرمجموعه هر برای که است واضح آنگاه A ̸= X اگر است.

نیست. گروه (P(X),∩) پس ندارد. وارون A یعنͬ

ضرب عمل به نسبت Zn پذیر وارون عناصر باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .۵٢ . ٢ . ٩ تمرین
که: کنید ثابت ͬ دهیم. م نشان U(Zn) با را

.U(Zn) = {x̄ | (x, n) = ۱} (الف)
است. گروه ͷی Zn ضرب همان با U(Zn) (ب)

وجود چنان ȳ عنصر پس .x̄ ∈ U(Zn) و T = {x̄ | (x, n) = ۱} کنیم فرض (الف) حل.
و (n, xy) = ۱ پس .n|xy − ۱ که ͬ دهد م نتیجه این .xy = ۱̄ معادلا یا x̄ · ȳ = ۱̄ که دارد

.U(Zn) ⊆ T و x̄ ∈ T پس .(n, x) = ۱ نتیجه در
و r صحیح اعداد ،١ . ٢ . ١٠ قضیه بزو، قضیه از نتیجه در و (x, n) = ۱ پس .x̄ ∈ T کنیم فرض
x̄ یعنͬ .r̄ · x̄ = ۱̄ پس .rx+ sn = rx = ۱̄ نتیجه در .rx + sn = ۱ که دارند وجود s

.x̄ ∈ U(Zn) ⊆ T بنابراین است. پذیر وارون
روی · یعنͬ است، پذیر وارون پذیر، وارون عنصر دو ضرب حاصل ،۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق (ب)

ͬ رسد. م ارث به Zn از هم پذیری شرکت و است خنثͬ عضو ۱̄ است. دوتایی عمل U(Zn)

عنصر آنگاه باشد e خنثͬ عنصر با عضو ۲ از بیشتر متناهͬ گروه ͷی (G, ∗) اگر .۶٢ . ٢ . ٠ تمرین
.(g۲ = g ∗ g) g۲ = g که دارد وجود e ̸= g ∈ G

G چون ͬ گیریم. م نظر در را T = {g۲, g۴, g۸, ...} مجموعه .g ∈ G کنید فرض حل.
است، متناهͬ G اما .T ⊆ G نتیجه در .gk ∈ G که داریم k طبیعͬ عدد هر برای است، نیم گروه
فرض کلیت از شدن کم بدون .g۲i

= g۲
j باشیم داشته j و i متمایز طبیعͬ اعداد برای باید پس

داریم ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق پس .۱ ≤ i < j کنیم

g۲
j

= (g۲
i

)۲
j−i

= g۲
i

.

ͬ دهد. م رخ حالت دو حال .hk = h پس .h = g۲
i و k = ۲j−i ͬ دهیم م قرار

است. مسئله مطلوب همان h و است تمام کار که k = ۲ اول. حالت
داریم ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه با که k > ۲ دوم. حالت

hk−۲ ∗ hk = hk−۲ ∗ h ⇒ (hk−۱)۲ = hk−۱.

است. مسئله مطلوب همان hk−۱ حالت این در

دهید نشان .g۲ = e داریم g ∈ G عنصر هر برای که باشد گروهͬ G کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ١ تمرین
است. آبلͬ G
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طبق نتیجه در .g, h ∈ G کنیم فرض .a = a−۱ پس a۲ = e چون ،a ∈ G هر برای حل.
پس .(g ∗ h)۲ = e داریم فرض

g ∗ h ∗ g ∗ h = e ⇒ g−۱ ∗ g ∗ h ∗ g ∗ h = g−۱ ⇒ h ∗ g ∗ h = g−۱ = g.

ͬ کنیم م دوتایی عمل h−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین حال

h ∗ g ∗ h = g ⇒ h−۱ ∗ h ∗ g ∗ h = h−۱ ∗ g = h ∗ g ⇒ g ∗ h = h ∗ g.

.a∗bn∗a−۱ = (a∗b∗a−۱)n که دهید نشان n طبیعͬ عدد و (G, ∗) گروه برای .۶٢ . ٢ . ٢ تمرین

داریم حل.

(a ∗ b ∗ a−۱)n = a ∗ b ∗ a−۱ ∗ a ∗ b ∗ a−۱ ∗ ... ∗ a ∗ b ∗ a−۱︸ ︷︷ ︸
nتا

با است برابر ،۴۴ . ٢ . ٢ قضیه با تساوی راست سمت پس b ∗ e = b و a−۱ ∗ a = e چون
.a ∗ bn ∗ a−۱

است. آبلͬ عضو ۵ حداکثر گروه هر دهید نشان .۶٢ . ٢ . ٣ تمرین

سه گروه G کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی عضوی دو و عضوی ͷی گروه برای حل.
اگر است! a ∗ b ما اساسͬ مشͺل است. همانͬ عنصر e که G = {e, a, b} یعنͬ باشد. عضوی
سه با تناقض که است b = e یعنͬ a−۱ ∗ a ∗ b = a−۱ ∗ a = e داریم آنگاه باشد a ∗ b = a

a ∗ b ∗ b−۱∗ = b ∗ b−۱ = e داریم آنگاه باشد a ∗ b = b اگر مشابه است. گروه بودن عضوی
b و a آنگاه شود e برابر a ∗ b اگر است. گروه بودن عضوی سه با تناقض که است a = e یعنͬ
e کنیم فرض باشد. عضوی چهار گروه کنیم فرض حال ͬ شوند. م جابجا لذا و هستند هم وارون
مشابه ͬ کنیم. م انتخاب b و a مانند e از متمایز و هم از متمایز عنصر دو باشد. گروه خنثͬ عنصر
a ∗ b و b ،a ،e از ͬͺی باید b ∗ a حال باشد. چهارم عنصر a ∗ b باید عضوی، سه گروه استدلال
تناقض که ͬ شود م عضوی سه گروه نتیجه در و هستند هم وارون b و a آنگاه b ∗ a = e اگر باشد.
و a چون ͬ دهد نم رخ هم دیͽر حالت دو نداریم. اثبات برای چیزی آنگاه b ∗ a = a ∗ b اگر است.

کنید. تکرار را بالا روند عضوی پنج گروه برای هستند. e مخالف b

شدن گروه برای ax = b مثلا معادله ͷی برای جواب وجود ،۴۵ . ٢ . ٢ قضیه در آیا .۶۴ . ٢ . ٢ تمرین
است؟ کافͬ G

a, b ∈ S هر برای و G = {۱,۲} کنیم فرض دارد. وجود نقض مثال و نیست کافͬ خیر حل.
ax = b همواره a, b ∈ G برای و است نیم گروه G که است واضح .a ∗ b = b ͬ کنیم م تعریف

ندارد. وجود راست خنثͬ عضو زیرا نیست. گروه G اما است. x = b جواب دارای

است؟ لازم بودن متناهͬ شرط ۵٢ . ٢ . ١ قضیه در آیا .۶۵ . ٢ . ٢ تمرین
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در است برقرار حذف قانون نیم گروه این در ͬ گیریم. م نظر در را (N, ·) نامتناهͬ نیم گروه حل.
(چرا؟). نیست گروه که حالͬ

و a۴ = e اگر .a, b ∈ G و باشد e خنثͬ عضو با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶۶ . ٢ . ٢ تمرین
.a = e که دهید نشان آنگاه a۲ ∗ b = b ∗ a

a۲ ∗ b = b∗a تساوی طرفین دوتایی عمل با و دارند وارون اعضا پس است گره G چون حل.
داریم ،۶٢ . ٢ . ٢ تمرین طبق .b−۱ ∗ a۲ ∗ b = a داریم b−۱ با چپ از

a۲ = (b−۱ ∗ a۲ ∗ b)۲ = b−۱ ∗ a۴ ∗ b.

.b∗a = b که ͬ کند م ایجاب a۲ ∗ b = b∗a فرض اما باشد. a۲ = e باید نتیجه در a۴ = e چون
.a = e داریم b−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین دوتایی عمل با

دهید نشان است. زوج عدد |G| که باشد متناهͬ گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ٧ تمرین
است). گروه خنثͬ عضو e) a۲ = e که دارد وجود e ̸= a ∈ G

مجموعه حل.
A = {g ∈ G | g ̸= g−۱}

A ⊆ G چون طرفͬ از (چرا؟). g−۱ ∈ A آنگاه g ∈ A اگر که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را
مجموعه ͷی B = {e} ∪ A مجموعه اکنون (چرا؟). باشد زوج عدد باید |A| پس متناهͬ G و
a ∈ G \B عنصر پس .B ⊊ G که ͬ دهد م نشان این است. فرد عدد آن کاردینال و است متناهͬ

.a۲ = e یعنͬ این و a = a−۱ که دارد وجود

داریم a, b ∈ G برای که باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .۶٢ . ٢ . ٨ تمرین
.a۴ = b۴ = e که دهید نشان .b ∗ a = a ∗ b−۱ و a ∗ b = b ∗ a−۱

نتیجه در و .a = b ∗ a−۱ ∗ b−۱ که ͬ شود م نتیجه فرض از حل.

b ∗ a = a ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ b−۱ ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ b−۲.

داریم b−۱ با چپ سمت از بالا تساوی طرفین دوتایی عمل انجام با

a = a−۱ ∗ b−۲.

بنابراین .a۲ = b−۲ که م٢ͬدهد نشان آخر تساوی

a۴ = a۲ ∗ a۲ = a۲ ∗ b−۲ = a ∗ (a ∗ b−۱) ∗ b−۱ = a ∗ (b ∗ a) ∗ b−۱ =

(a ∗ b) ∗ a ∗ b−۱ = (b ∗ a−۱) ∗ a ∗ b−۱ = b ∗ a−۱ ∗ a ∗ b−۱ = e

.b۴ = e که ͬ شود م اثبات مشابه روندی با
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داشته n مانند متوالͬ صحیح عدد سه برای ،(G, ∗) گروه در اگر که دهید نشان .۶٢ . ٢ . ٩ تمرین
است. آبلͬ G آنگاه (a ∗ b)n = an ∗ bn باشیم

کنیم فرض حل.

(a ∗ b)n = an ∗ bn (a ∗ b)n+۱ = an+۱ ∗ bn+۱ (a ∗ b)n+۲ = an+۲ ∗ bn+۲

پس
an+۱ ∗ bn+۱ = (a ∗ b)n+۱ = (a ∗ b) ∗ (a ∗ b)n = a ∗ b ∗ an ∗ bn.

دیͽر طرفͬ از (چͽونه؟). an ∗ b = b ∗ an داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل  انجام با

an+۲ ∗ bn+۲ = an+۱ ∗ bn+۱ = (a ∗ b) ∗ (a ∗ b)n+۱ = a ∗ b ∗ an+۱ ∗ bn+۱.

بنابراین (چͽونه؟). an+۱ ∗ b = b ∗ an+۱ داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل انجام با

b ∗ an+۱ = an+۱ ∗ b = a ∗ an ∗ b = a ∗ b ∗ an.

است. آبلͬ G یعنͬ .a ∗ b = b ∗ a داریم تساوی طرفین در مناسب دوتایی عمل انجام با
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گروه ها از خاص مثال چند ٢ . ٣
هستند اهمیت با بسیار مثال ها این ͬ دهیم. م دست به را گروه ها از ویژه مثال چند قسمت این در
از مناسب مثال ها ساختن برای آینده بخش های در شود. مسلط ها آن روی دانشجو که است لازم و
در را مثال ها این رو این از است. کننده ͷکم بسیار زیر مثال های بر دانشجو تسلط جدید مفاهیم

کرده ایم. آوری جمع بخش ͷی
(گروه بنز مرسدس مانند معروف شرکت های آرم در که بدانید مثال ها این اهمیت از قدر همین
لوگوی تا ،(D۵ (گروه لوکس خانه های زیبایی تا ،(D۳ (گروه NH۳ مانند مواد ملͺول های تا ،(D۳
مانند زنده موجودات تا ماسه، و شن و کریستال و برف دانه های تا ،(D۵ (گروه کرایسلر٣ معروف

ͬ شوند! م ظاهر متقارن گروه های ... و HIV ویروس بیرونͬ غشای حتͬ یا دریایی ستاره
نامیم. جایͽشت ͷی را X مانند مجموعه ͷی روی پوشا و ͷبه ی ͷی تابع هر .٢ . ٣ . ١ تعریف
باشد X = {۱,۲, ..., n} اگر ͬ دهیم. م نمایش SX با را X روی جایͽشت ها همه مجموعه

ͬ کنیم. م استفاده SX جای به Sn نماد از آنگاه

است. گروه ͷی ترکیب عمل با SX آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه ͷی X اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

٢۵ . ١ . ١ قضیه طبق و است عمل ͷی توابع ترکیب واقع به ٢۶ . ١ . ١ قضیه طبق کنید دقت ابتدا اثبات.
قضیه طبق و است خنثͬ عضو ،idX همانͬ، تابع که است واضح است. پذیر شرکت عمل این

است. وارونپذیر SX در عنصر هر ،١ . ١ . ٢٨

اعضای nگوییم. درجه از متقارن گروه یا رویnحرف متقارن گروه ،Sn گروه به .٢ . ٣ . ٣ تعریف
ͬ دهیم. م نشان ... و τ ،σ حروف با معمولا را گروه این

همچنین است. {۱,۲, ..., n} روی تناظر ͷی σ یعنͬ ،σ ∈ Sn کنیم فرض .۴ . ٢ . ٣ نمادگذاری
که ͬ شود م سبب مطلب این .i 7→ σ(i) یعنͬ ͬ کند م نظیر σ(i) به را Sn از i عنصر σ که ͬ دانیم م
مواجه راحتتر صورت به اعضا این با بتوانیم و دهیم نمایش جالبی شͺل به را Sn اعضای بتوانیم

شویم

σ =

( ۱ ۲ ... n
σ(۱) σ(۲) ... σ(n)

)
.

اگر

τ =

( ۱ ۲ ... n
τ(۱) τ(۲) ... τ(n)

)
را j عنصر τ و ͬ شود م نگاشته j = σ(۳) به σ توسط ۳ عنصر مثلا آنگاه باشد دیͽری جایͽشت

ͬ شود م اعمل زیر شͺل به ترکیب پس ͬ نگارد. م τ(j) به

στ =

( ۱ ۲ ... n
τσ(۱) τσ(۲) ... τσ(n)

)
.

٣Chrysler
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خنثͬ عنصر همان که دارد را σ =

(۱
۱

)
عنصر فقط S۱ آنگاه باشد X = {۱} اگر .۵ . ٢ . ٣ مثال

است.

عنصر دو فقط S۲ آنگاه باشد X = {۱,۲} اگر .۶ . ٢ . ٣ مثال

σ۱ =

(۱ ۲
۱ ۲

)
σ۲ =

(۱ ۲
۲ ۱

)
است. خودش σ۲ عنصر وارون است. خنثͬ عنصر همان σ۱ که دارد را

عنصر شش S۳ آنگاه باشد X = {۱,۲,۳} اگر .٢ . ٣ . ٧ مثال

σ۱ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۱ ۲

)
σ۴ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
σ۵ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۲ ۱

)
σ۶ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
همچنین است. σ۳ عنصر σ۲ عنصر وارون است. خنثͬ عنصر همان σ۱ که دارد را

σ۳σ۵ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
= σ۶.

.|Sn|= n! داریم همواره ،n طبیعͬ عدد هر برای .٢ . ٣ . ٨ قضیه

(n− ۱) حالت تعداد ۲ عنصر برای و است ممͺن انتخاب حالت n تعداد ۱ عنصر برای اثبات.
ضرب اصل طبق و ͬ دهیم م ادامه را روند باشد! تناظر است قرار که شود دقت است. ممͺن انتخاب

داریم
|Sn|= n× (n− ۱)× (n− ۲)× ...× ۳× ۲× ۱ = n!

است. کامل اثبات و

عنصر وارون .٢ . ٣ . ٩ )قضیه ۱ ۲ ... n
σ(۱) σ(۲) ... σ(n)

)
)برابر

σ(۱) σ(۲) ... σ(n)
۱ ۲ ... n

)
است.

است. راست سر اثبات.
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گروه های که کردید مشاهده دوم فصل از دوم بخش شده حل تمرینات قسمت در .٢ . ٣ . ١٠ تذکر
زیرا است آبلͬ غیر که است عضوی |S۳|= ۶ گروه ͷی S۳ اما هستند آبلͬ عضوی پنج حداکثر

.σ۲σ۴ ̸= σ۴σ۲

کنید. توجه زیر مثال به

X = {۱,۲,۳} با را آن رئوس که بͽیرید نظر در را الاضلاع متساوی مثلث ͷی .٢ . ٣ . ١١ مثال
یعنͬ ͬ کنیم م رسم راس ها از تقارن خطوط کرده ایم گذاری شماره

جایͽشت انعکاس ͷکم با بالا شͺل به ͬ توان م

σ۱ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
جایͽشت های به کنیم رسم را تفارن خطوط بقیه اگر کرد. نظیر را

σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۲ ۱

)
دوران ساعت عقربه خلاف جهت در درجه ١٢٠ اندازه به را مثلث رئوس کنید فرض حال ͬ رسیم. م

یعنͬ دهیم،

جایͽشت بالا شͺل به ͬ توان م

τ۱ =

(۱ ۲ ۳
۳ ۱ ۲

)
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داریم درجه ٣۶٠ و درجه ٢۴٠ دوران با کرد. نظیر را

τ۲ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
τ۳ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی حال ͬ رسیم. م

D۳ = {σ۱, σ۲, σ۳, τ۱, τ۲, τ۳}

.τ۳ همانͬ عنصر با است گروه ͷی

به نسبت انعکاس nتا از متشͺل گروه بͽیرید. نظر در منتظم n‐ضلعͬ ͷی .٢ . ٣ . ١٢ تعریف
را k ∈ {۱, ..., n} که ۲kπ

n
زاویه با منتظم ضلعͬ چند مرکز به نسبت دوران nتا و تقارن محور
ͬ دهیم. م نشان Dn با را گروه این گوییم. n مرتبه وجهͬ دو گروه

ریزه برف ͷی وجهͬ دو گروه .٢ . ٣ . ١٣ مثال

است. D۶ گروه

است. ۲n برابر Dn اعضای تعداد .١۴ . ٢ . ٣ قضیه

.|Dn|= n+ n = ۲n پس داریم دوران nتا و انعکاس nتا ،Dn ساختن به توجه با اثبات.

همانͬ عضو e که است e و c ،b ،a عضو چهار دارای کلاین چهارتایی گروه .١۵ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن اعضای ضرب است.

ea = ae = a eb = be = b ec = ce = c ee = e

a۲ = b۲ = c۲ = e ab = ba = c ac = ca = b bc = cb = a

ͬ دهیم. م نمایش K۴ با را گروه این و
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است. آبلͬ گروه این و است زیر شͺل به K۴ گروه جدول .١۶ . ٢ . ٣ مثال

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

صورت به عضو هشت دارای کوترنیون ها گروه .٢ . ٣ . ١٧ تعریف

{۱,−۱, i,−i, j,−j, k,−k}

ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن اعضای ضرب و است

i۲ = j۲ = k۲ = −۱ ij = k jk = i

ki = j ik = −j ji = −k kj = −i

است. ١ خنثͬ عنصر ͬ دهیم. م نمایش Q۸ با را گروه این و

.ij = k ̸= ji = −k داریم زیرا است. آبلͬ غیر Q۸ گروه .٢ . ٣ . ١٨ مثال

داریم زیرا است. −j برابر j عنصر وارون Q۸ گروه در .٢ . ٣ . ١٩ مثال

j(−j) = jik = (ji)k = −kk = (−۱)kk = (−۱)k۲ = (−۱)(−۱) = ۱.

موارد این چند هر ͬ گذارد. م باز متنوع گروه های داشتن برای را ما دست ͬ آید م زیر در که مواردی
ͬ آوریم. م آشنایی جهت فقط و ͬ دهیم نم گسترش است شایسته که آنچنان را

صورت به دنباله ها تمام باشد. ازگروه ها خانواده ای {Gi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٠ تعریف
صورت به را دوتایی عمل ͬ گیریم. م نظر در را xi ∈ Gi ،i ∈ I هر برای که (xi)i∈I

(xi)i∈I ∗ (yi)i∈I = (xiyi)i∈I

دوتایی عمل ام i مͺان در واقع، در ͬ کنیم. م تبدیل گروه ͷی به را دنباله ها این و ͬ کنیم م تعریف
ها Gi دکارتͬ ضرب حاصل یا مستقیم ضرب حاصل را جدید گروه ͬ شود. م پیاده Gi گروه
استفاده نیز G۱ × ... × Gk نماد از باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م نشان

∏
i∈I Gi با و گوییم

.
∏

i∈I Gi = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م
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صورت به دنباله ها تمام باشد. گروه ها از خانواده ای {Gi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢١ تعریف
عناصر مولفه ها بقیه اندیس متناهͬ تعداد جز به که ͬ گیریم م نظر در را

∏
i∈I Gi از (xi)i∈I

جدید گروه ͬ دهند. م تشͺیل گروه دنباله ها این
∏

i∈I Gi دوتایی عمل همان با هستند. خنثͬ
ͬ دهیم. م نشان

⊕
i∈I Gi با و گوییم ها Gi مستقیم جمع حاصل را (

∏
i∈I Gi زیرگروه واقع (در

باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م استفاده نیز G۱ ⊕ ... ⊕ Gk نماد از باشد متناهͬ I اگر
.
⊕

i∈I Gi = ۰ ͬ کنیم م تعریف

Gi گروه خنثͬ عنصر ei که است (ei)i∈I صورت به
∏

i∈I Gi گروه همانͬ عنصر .٢ . ٣ . ٢٢ مثال
است.

است. (x−۱
i )i∈I صورت به

∏
i∈I Gi گروه از (xi)i∈I عنصر وارون .٢ . ٣ . ٢٣ مثال

صورت دراین .H = Z۴ و G = S۳ کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٣ مثال

G×H = {(σ, ī) | σ ∈ G, ī ∈ H}

زیر عمل با
(σ, ī) ∗ (τ, j̄) = (στ, ī+ j̄)

است. گروه ͷی

صورت دراین .H = G = Z۲ کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٣ مثال

G×H = {(̄i, j̄) | ī, j̄ ∈ H}

زیر عمل با
(̄i, j̄) ∗ (̄i′, j̄′) = (̄īi′, j̄j̄′)

است. گروه ͷی

شده حل تمرین های

شود؟ همانͬ σσ که دارد وجود σ مانند عنصری S۳ گروه در آیا .٢۶ . ٢ . ٣ تمرین

ͬ دهیم م قرار آورده ایم، دست به را S۳ اعضای که درس متن به توجه با حل.

σ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
.

داریم حال

σσ = σ۲ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
.
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شود؟ همانͬ σσσ که دارد وجود σ مانند عنصری S۳ گروه در آیا .٢ . ٣ . ٢٧ تمرین

ͬ دهیم م قرار آورده ایم، دست به را S۳ اعضای که درس متن به توجه با حل.

σ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

)
.

داریم حال

σσσ = σ۳ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۲ ۳

)
.

بنویسید. را D۴ گروه اعضای .٢ . ٣ . ٢٨ تمرین

کرده ایم. گذاری شماره X = {۱,۲,۳,۴} با را آن رئوس که بͽیرید نظر در را مربع ͷی حل.
یعنͬ است، چهارتا مربع تقارن خطوط

جایͽشت های انعکاس ͷکم با بالا شͺل به ͬ توان م حال

σ۱ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۱ ۴ ۳ ۲

)
σ۲ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۲ ۱ ۴

)
σ۳ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۴ ۳

)
σ۴ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۴ ۱

)
خلاف جهت در درجه ٣۶٠ و ٢٧٠ ،١٨٠ اندازه٩٠، به را مربع رئوس کنید فرض حال کرد. نظیر را

جایͽشت های دهیم، دوران ساعت عقربه

τ۱ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۱ ۲ ۳

)
τ۲ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۲ ۱ ۴

)
τ۳ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۳ ۴ ۱

)
τ۴ =

(۱ ۲ ۳ ۴
۱ ۲ ۳ ۴

)
داریم حال

D۴ = {σ۱, σ۲, σ۳, σ۴, τ۱, τ۲, τ۳, τ۴}

.τ۴ همانͬ عنصر با است عضوی هشت گروه ͷی که
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آورید. دست به ماتریسͬ نمایش ͷی K۴ برای .٢ . ٣ . ٢٩ تمرین

اعضای حل.

E =

(۱ ۰
۰ ۱

)
A =

(۱ ۰
۰ −۱

)
B =

(
−۱ ۰
۰ ۱

)
C =

(
−۱ ۰
۰ −۱

)
ماتریسͬ ضرب و E = e و C = c ،B = b ،A = a فرض با ͬ گیرم. م نظر در را M۲(R) از

ͬ شود. م حاصل K۴ گروه همان عادی

آورید. دست به ماتریسͬ نمایش ͷی Q۸ برای .٢ . ٣ . ٣٠ تمرین

اعضای حل.

A =

(۱ ۰
۰ ۱

)
B =

(
i ۰
۰ −i

)
C =

( ۰ ۱
−۱ ۰

)
D =

(۰ i
i ۰

)
ماتریسͬ ضرب و D = k و C = j ،B = i ،A = ۱ فرض با ͬ گیرم. م نظر در را M۲(C) از

ͬ شود. م حاصل Q۸ گروه همان عادی
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زیرگروه ۴ . ٢
است. گروه ͷی خود گروه، ͷی از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی زمانͬ چه ͬ کنیم م بررسͬ بخش این در

است G زیرگروه H گوییم .H ⊆ G و باشد گروه ͷی ∗ عمل با G کنیم فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
شود. تبدیل گروه به ͬ شود، م الحاق G از که ∗ عمل با H هرگاه ͬ دهیم م نمایش H ≤ G با و

الحاق جمع عمل با Q و Z زیرمجموعه های است. گروه ͷی (R,+) که ͬ دانیم م .٢ . ۴ . ٢ مثال
عضو همچنین و است شرکتپذیری و بسته Z روی شده الحاق جمع زیرا هستند. گروه R از شده

.Q ≤ R و Z ≤ R لذا و است برقرار Q و Z در پذیری وارون و خنثͬ

G وضوح به همچنین است. زیرگروه ͷی {e} آنگاه باشد G گروه خنثͬ عنصر e اگر .٣ . ۴ . ٢ مثال
گوییم. بدیهͬ زیرگروه های دارد، وجود هرگروه در که زیرگروه دو این به است. G زیرگروه

که است واضح است. (Z,+) از زیرگروه ͷی ۲Z = {۲k | k ∈ Z} زیرمجموعه .۴ . ۴ . ٢ مثال
+ دوتایی عمل به نسبت ۲Z پس .۲(k + k′) = ۲k + ۲k′ ∈ ۲Z داریم k, k′ ∈ Z هر برای
نیز وارونپذیری و شرکتپذیری است. خنثͬ عضو وضوح به و است ۲Z از عنصر صفر است. بسته

است. واضح

ساده ͷمح ͷی زیر قضیه باشد. کننده خسته شاید بالا تعریف ͷکم با بودن زیرگروه بررسͬ
ͬ دهد. م قرار ما اختیار در

هستند. معادل زیر موارد صورت این در باشد. گروه G کنیم فرض .۵ . ۴ . ٢ قضیه
است. زیرگروه G از H ناتهͬ زیرمجموعه (١)

.a−۱ ∈ H و ab ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای (٢)
.ab−۱ ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای (٣)

دارد. قرار H در a−۱ پس است زیرگروه H چون .a, b ∈ H کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
.ab ∈ H لذا و است بسته القایی عمل به نسبت است زیرگروه H چون

a = y حقیقت (در دارد قرار H در y−۱ فرض طبق .x, y ∈ H کنیم فرض .(۳) ⇐ (۲)
فرض b = y−۱ و a = x حقیقت (در باشد H در xy−۱ باید فرض طبق دوباره ایم). کرده فرض

کرده ایم).
،xx−۱ ∈ H فرض طبق .x ∈ H کنیم فرض است. ناتهͬ H که شود دقت ابتدا .(۱) ⇐ (۳)
برای حال e ∈ H. لذا .xx−۱ = e داریم G گروه در اما .a = b = x کرده ایم فرض حقیقت در

دارد. را e خنثͬ عنصر H نتیجه در و a = ae = ea داریم a ∈ H هر
فرض طبق بر بنابراین .b = x و a = e که ͬ دهیم م قرار اکنون .x ∈ H کنیم فرض حال

دارد. قرار H خود در H از عضو هر وارون یعنͬ .ab−۱ = ex−۱ = x−۱ ∈ H
xy = x(y−۱)−۱ ∈ H باید فرض طبق لذا و y−۱ ∈ H بالا قسمت طبق .x, y ∈ H کنیم فرض
داریم ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین  طبق که شود (دقت b = y−۱ و a = x کرده ایم فرض حقیقت در باشد.

است. بسته الحاقͬ عمل به نسبت H پس .((y−۱)−۱ = y
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زیرگروه H تعریف طبق لذا و ͬ رسد م ارث H به G از شرکتپذیری است G زیرمجموعه H چون
است.

حقیقͬ اعداد مجموعه ،R+ صورت این در بͽیرید. نظر در را (R \ {۰}, .) گروه .۶ . ۴ . ٢ مثال
است R+ از عضوی b−۱ = ۱

b
صورت این در .a, b ∈ R+ کنیم فرض است. زیرگروه ͷی مثبت،

باشد. زیرگروه R+ باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .ab−۱ = a
b
∈ R+ وضوح به و

A = {a ∈ R | |a|∈ N} صورت این در بͽیرید. نظر در را (R \ {۰}, .) گروه .٧ . ۴ . ٢ مثال
داریم زیرا نیست. A از عضوی ۲−۱ = ۱

۲ اما .۲ ∈ A که است واضح نیست. زیرگروه ͷی
دهیم قرار اگر که است حالͬ در این نیست. زیرگروه A ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .|۲−۱|= ۱

۲ ̸∈ A

است. زیرگروه B آنگاه B = {a ∈ R | |a|∈ Q}

زیرگروه های تمام ͬ کنیم م ادعا کنیم. شناسایی را (Z,+) زیرگروه های تمام ͬ خواهیم م .٨ . ۴ . ٢ مثال
صورت به جمع دوتایی عمل با Z

nZ = {nk | k ∈ Z}

کنیم فرض حال است. ناتهͬ nZ لذا و ۰ ∈ nZ که است واضح .n ∈ Z آن در که است
داریم و است −nk′ وارون دارای nk′ عنصر Z گروه در .nk, nk′ ∈ Z

nk + (−nk′) = nk − nk′ = n(k − k′) = nk′′.

ͷی H کنیم فرض اکنون است. زیرگروه nZ ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .nk′′ ∈ nZ که است واضح
.H ̸= {۰} کنیم فرض نداریم! اثبات برای چیزی باشد H = {۰} اگر باشد. Z از دلخواه زیرگروه
آنگاه نبود مثبت x اگر زیرا است. مثبت عنصر ͷی شامل حتما H دارد. قرار H در ناصفری x پس
در است مثبت که ۰− x = −x ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس (چرا؟)، دارد را ۰ خنثͬ عنصر H چون
فرضͬ چنین (چرا باشد H در مثبت صحیح عدد کوچͺترین n کنیم فرض بنابراین دارد. قرار H
لذا و −n ∈ H داریم بالا استدلال مشابه n ∈ H چون .H = nZ ͬ دهیم م نشان است؟). معتبر
هر پس کنید! تکرار را روند این دارد. قرار H در n− (−n) = n+ n = ۲n ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق
طبق باشد. دلخواه t ∈ H کنیم فرض حال .nZ ⊆ H یعنͬ این و دارد قرار H در n از مضربی
نشان بالا که مطلبی طبق .۰ ≤ r < n که t = nq + r ،١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم قضیه
نقض را n بودن کوچͺترین این و r = t − nq ∈ H ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس .nq ∈ H دادیم

.H ⊆ nZ و t ∈ nZ پس .r = ۰ که این مͽر ͬ کند م

ͬ کند. م ارائه ساده تری ͷمح آن زیرمجموعه ͷی بودن زیرگروه و متناهͬ گروه های برای زیر قضیه
اگر است زیرگروه G از H ناتهͬ زیرمجموعه باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض .٩ . ۴ . ٢ قضیه

.ab ∈ H باشیم داشته a, b ∈ H هر برای اگر تنها و

لذا و است بسته القایی عمل به نسبت است زیرگروه H چون .a, b ∈ H کنیم فرض .(⇐) اثبات.
.ab ∈ H

باشد. xy ∈ H باید فرض طبق .x, y ∈ H کنیم فرض است. ناتهͬ H که شود دقت ابتدا .(⇒)
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ارث H به G از شرکتپذیری است G زیرمجموعه H چون است. بسته الحاقͬ عمل به نسبت H پس
G چون آنگاه ax = ay و a, x, y ∈ H اگر است. متناهͬ نیم گروه H تعریف طبق لذا و ͬ رسد م
مشابه صورت به است. برقرار چپ از حذف لذا .x = y یعنͬ a−۱ax = a−۱ay داریم است گروه
این و باشد گروه الحاقͬ عمل با H باید ۵٢ . ٢ . ١ قضیه طبق حال است. برقرار نیز راست از حذف

است. G زیرگروه H یعنͬ

داریم a, b ∈ N هر برای زیرا است. اساسͬ شرط قبل قضیه در بودن متناهͬ .١٠ . ۴ . ٢ تذکر
نیست. گروه ͷی معمولͬ ضرب دوتایی عمل با N که ͬ دانیم م اما .ab ∈ N

صورت این در .k ∈ N کنیم فرض بͽیرید. نظر در را (Zm,+) گروه .١١ . ۴ . ٢ مثال

kZm = {k̄ī | ī ∈ Zm}

داریم حال .ȳ = k̄j̄ و x̄ = k̄ī پس .x̄, ȳ ∈ kZm کنیم فرض است. زیرگروه ͷی

x̄+ ȳ = k̄ī+ k̄j̄ = k̄(̄i+ j̄) = k̄i+ j

ͬ شود. م حاصل بودن زیرگروه ٩ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و

داریم. را زیر گزاره اکنون
این در باشد. G زیرگروه های از خانواده ای {Hi}i∈I و گروه ͷی G کنیم فرض .١٢ . ۴ . ٢ گزاره

است. زیرگروه ͷی H =
∩

i∈I Hi صورت

e ∈
∩

i∈I Hi لذا (چرا؟). است Hi از عضوی e خنثͬ عنصر ،i ∈ I هر برای که ͬ دانیم م اثبات.
i ∈ I هر برای پس .a, b ∈ H که کنیم فرض حال است. ناتهͬ H و e ∈ H نتیجه در و
برای لذا (چرا؟). b−۱ ∈ Hi باید است زیرگروه Hi ،i ∈ I هر برای چون .a, b ∈ Hi داریم
باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق و ab−۱ ∈ H یعنͬ این .ab−۱ ∈ Hi داریم ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق i ∈ I هر

.H ≤ G

گروه در مثلا باشد. زیرگروه که نیست لازم زیرگروه های اجتماع که است جالب .١٣ . ۴ . ٢ تذکر
داریم اما .۲,۳ ∈ ۲Z ∪ ۳Z صورت این در بͽیرید. نظر در را ۳Z و ۲Z زیرگروه های (Z,+)

.۲+ ۳ = ۵ ̸∈ ۲Z ∪ ۳Z

داریم. را زیر گزاره زیرگروه های اجتماع برای
است زیرگروه H ∪K صورت این در .H,K ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۴ . ۴ . ٢ گزاره

.K ⊆ H یا H ⊆ K اگر تنها و اگر

h ∈ H \ K عناصر حال .K ̸⊆ H و H ̸⊆ K کنیم فرض خلف برهان به .(⇐) اثبات.
لذا .k ∈ H ∪ K و h ∈ H ∪ K که است واضح اما ͬ گیریم. م نظر در را k ∈ K \ H و
H چون آنگاه باشد hk ∈ H اگر .hk ∈ K یا hk ∈ H باید اکنون (چرا؟). hk ∈ H ∪ K
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باشد hk ∈ K اگر است. تناقض این و h−۱hk = k ∈ H لذا و h−۱ ∈ H داریم است زیرگروه
است. تناقض نیز این و hkk−۱ = h ∈ K لذا و k−۱ ∈ K داریم است زیرگروه K چون آنگاه

نداریم. اثبات برای چیزی و H ∪K = K یا H ∪K = H فرض طبق .(⇒)

ͬ دهیم م قرار آورید! یاد به را K۴ کلاین چهارتایی گروه .١۵ . ۴ . ٢ مثال

A = {e, a} B = {e, b} C = {e, c}

.K۴ = A∪B∪C و هستند K۴ از سره زیرگروه های ساده بررسͬ ͷی با C و B ،A صورت این در

تعمیم زیرگروه دلخواه تعداد یا زیرگروه سه اجتماع برای را قبل گزاره ͬ توانیم م آیا .١۶ . ۴ . ٢ سوال
دهیم؟

گروهͬ است؟ چͽونه است، خود سره زیرگروه دو اجتماع که گروهͬ شما نظر به .١٧ . ۴ . ٢ سوال
چطور؟ است، خود سره زیرگروه سه اجتماع که

زیر تعریف با کنیم. معرفͬ شما برای را گروه ͷی از مهم بسیار زیرگروه دو ͬ خواهیم م ادامه در
ͬ کنیم. م شروع

مجموعه به باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١٨ . ۴ . ٢ تعریف

Z(G) = {x ∈ G | xa = ax ∀a ∈ G}

گوییم. G گروه مرکز

.Z(G) = G که است واضح بسیار آنگاه باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر .١٩ . ۴ . ٢ مثال

و است آبلͬ غیر گروه ͷی S۳ که دیده اید قبل بخش در آنگاه باشد G = S۳ اگر .٢٠ . ۴ . ٢ مثال
آنگاه باشد S۳ گروه خنثͬ عضو e اگر که دید ͬ توان م ͬ شناسیم م را S۳ عناصر که این به توجه با

.Z(S۳) = {e}

و است آبلͬ غیر گروه ͷی Q۸ که دیده اید قبل بخش در آنگاه باشد G = Q۸ اگر .٢١ . ۴ . ٢ مثال
.Z(Q۸) = {۱,−۱} که دید ͬ توان م ͬ شناسیم م را ان عناصر که این به توجه با

.Z(G) ≤ G داریم G گروه هر برای .٢٢ . ۴ . ٢ گزاره

لذا .x, y ∈ Z(G) کنیم فرض حال است. ناتهͬ Z(G) لذا و e ∈ Z(G) که است واضح اثبات.
a ∈ G هر برای بنابراین .ay = ya و xa = ax داریم a ∈ G هر برای

a(xy) = (ax)y = (xa)y = xay = x(ay) = x(ya) = xya = (xy)a.

x−۱ در راست از طرفین ضرب با xaپس = ax داریم a ∈ G هر برای چون .xy ∈ Z(G) درنتیجه
.ax−۱ = x−۱a داریم x−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین ضرب با و xax−۱ = a داریم

.Z(G) ≤ G باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .x−۱ ∈ Z(G) لذا
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مجموعه به باشد. G از ناتهͬ زیرمجموعه A و گروه ͷی G کنیم فرض .٢٣ . ۴ . ٢ تعریف

CG(A) = {x ∈ G | xa = ax ∀a ∈ A}

مجموعه به آنگاه A = {a} اگر گوییم. G گروه در A ساز مرکز

CG(a) = {x ∈ G | xa = ax}

استفاده نیز C(a) و C(A) نمادهای از نباشد ابهام بیم اگر گوییم. G گروه در a عنصر ساز مرکز
ͬ کنیم. م

.CG(e) = G که است واضح بسیار آنگاه باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G اگر .٢۴ . ۴ . ٢ مثال

و باشد G = S۳ اگر .٢۵ . ۴ . ٢ مثال

σ =

(۱ ۲ ۳
۱ ۳ ۲

)
کنیم فرض آوریم. دست به را CS۳(σ) = C(σ) ͬ خواهیم م آنگاه

τ =

(۱ ۲ ۳
a b c

)
لذا .τσ = στ داریم پس باشد. C(σ) در عنصری

τσ =

(۱ ۲ ۳
a c b

)
.

.a = ۱ باید لذا و ͬ شود م نقض τσ = στ تساوی ساده بررسͬ ͷی با باشد ۳ یا ۲ برابر a اگر حال
باشد b = ۳ اگر است. S۳ از e خنثͬ عنصر همان τ لذا و است c = ۳ انگاه باشد b = ۲ اگر

.C(σ) = {e, σ} لذا ͬ شود. م حفظ τσ = στ تساوی و τ = σ یعنͬ است c = ۲ آنگاه

.CG(A) ≤ G داریم ∅ ≠ A ⊆ G و G گروه هر برای .٢۶ . ۴ . ٢ گزاره

.x, y ∈ CG(A) کنیم فرض حال است. ناتهͬ CG(A) لذا و e ∈ CG(A) که است واضح اثبات.
که ͬ شود م نتیجه a ∈ A هر برای بنابراین .ay = ya و xa = ax داریم a ∈ A هر برای لذا

a(xy) = (ax)y = (xa)y = xay = x(ay) = x(ya) = xya = (xy)a.

در راست از طرفین ضرب با پس ،xa = ax داریم a ∈ A هر برای اما .xy ∈ CG(A) درنتیجه
داریم x−۱ در چپ سمت از آخر تساوی طرفین ضرب با و xax−۱ = a که ͬ شود م نتیجه x−۱

.CG(a) ≤ G باید ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق حال .x−۱ ∈ CG(A) لذا .ax−۱ = x−۱a

۴۵



یعنͬ HK از منظور .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٧ . ۴ . ٢ تعریف

{hk | h ∈ H, k ∈ K}.

باشد. زیرگروه HK ندارد لزومͬ که ͬ دهد م نشان زیر مثال

زیرگروه دو است). ماتریس عادی ضرب دوتایی (عمل G = Gl۲(R) کنیم فرض .٢٨ . ۴ . ٢ مثال
صورت به G

H = {
(۱ x
۰ ۱

)
| x ∈ R} K = {

(۱ ۰
۰ ۱

)
,

(۰ ۱
۱ ۰

)
}

داریم حال ͬ گیریم. م نظر در را

HK = {
(۱ x
۰ ۱

)
,

(
x ۱
۱ ۰

)
| x ∈ R}.

اکنون

A = {
(۱ ۱
۰ ۱

)
B =

(۲ ۱
۱ ۰

)
اما دارند صفر درایه ͷی HK اعضای زیرا نیست. HK از عضوی BA اما هستند. HK اعضای

نیست! G زیرگروه HK لذا ندارد. صفر درایه اصلا BA

داریم. را زیر گزاره حال
زیرگروه HK صورت این در .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٩ . ۴ . ٢ گزاره

.HK = KH اگر تنها و اگر است

و k ∈ K که x = kh لذا .x ∈ KH کنیم فرض .KH ⊆ HK ͬ دهیم م نشان .(⇐) اثبات.
طبق اما .x−۱ ∈ HK نتیجه در و x−۱ = h−۱k−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق اکنون .h ∈ H

.x ∈ HK کنیم فرض اکنون .KH ⊆ HK یعنͬ این و x ∈ HK پس است زیرگروه HK فرض

.k ∈ K و h ∈ H که x−۱ = hk کنیم فرض .x−۱ ∈ HK پس است زیرگروه HK چون
بنابراین .x = (x−۱)−۱ = k−۱h−۱ ∈ KH که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق

.HK ⊆ KH
لذا و e = ee ∈ HK نتیجه در و هستند e خنثͬ عنصر دارای هستند زیرگروه K و H چون .(⇒)
b, v ∈ و u, a ∈ H که y = uv و x = ab بنابراین .x, y ∈ HK کنیم فرض است. ناتهͬ HK

.xy−۱ = abv−۱u−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق ببریم. کار به را ۵ . ۴ . ٢ قضیه ͬ خواهیم م .K
کنیم فرض پس .bv−۱u−۱ ∈ HK فرض از لذا .bv−۱u−۱ ∈ KH پس bv−۱ ∈ K اما

داریم حال .k ∈ K و h ∈ H که bv−۱u−۱ = hk

xy−۱ = abv−۱u−۱ = ahk = (ah)k = h′k ∈ HK.

.HK ≤ G داریم ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق اکنون

۴۶



گرفت نتیجه hk ∈ HK از ͬ توان م آنگاه باشند G گروه زیرگروه های K و H اگر .٣٠ . ۴ . ٢ سوال
k؟ ∈ K و h ∈ H که

ͬ رسانیم. م پایان به زیر مهم و کاربردی قضیه با را بخش این
داریم همواره صورت این در .H,K ≤ G و باشد متناهͬ گروه G کنیم فرض .٣١ . ۴ . ٢ قضیه
صادق نیز متناهͬ لزوما نه گروه ͷی از متناهͬ زیرگروه های برای قضیه این .|HK|= |H| |K|

|H∩K|
است.

ͬ دهیم م قرار اثبات.

f : H ×K −→ HK, f((h, k)) = hk.

نتیجه در .k ∈ K و h ∈ H که x = hk انگاه x ∈ HK اگر کنید). (برسͬ است تابع ͷی f
f−۱(x)ها که داریم ١ . ١ . ٢٢ قضیه طبق حال است. پوشا تابع ͷی f یعنͬ .f((h, k)) = hk = x

ادعا x ∈ HK هر برای اکنون .H ×K =
∪

x∈HK f−۱(x) لذا است. افراز ͷی x ∈ HK که
آنگاه y ∈ H ∩K اگر .x = hk ∈ HK کنیم فرض .|f−۱(x)|= |H ∩K| ͬ کنیم م

f((hy, y−۱k)) = hyy−۱k = hk = x.

نتیجه در .(hy, y−۱k) ∈ f−۱(x) لذا

T = {(hy, y−۱k) | y ∈ H ∩K} ⊆ f−۱(x).

پس .(a, b) ∈ f−۱(x) کنیم فرض اکنون

ab = f((a, b)) = x = hk = f((h, k)).

h−۱a ∈ H که است واضح .h−۱a = kb−۱ داریم راست و چپ سمت از مناسب ضرب های با لذا
ͬ شود م نتیجه h−۱a = y از بنابراین .h−۱a = kb−۱ = y ∈ H ∩K باید پس .kb−۱ ∈ K و
لذا و (a, b) = (hy, y−۱k) یعنͬ .b = y−۱k ͬ شود م نتیجه kb−۱ = y از و a = hy
اثبات ادعا پس .|T |= |H ∩ K| که است واضح اما .f−۱(x) = T بنابراین .f−۱(x) ⊆ T
قضیه طبق بنابراین .|H × K|= |H| |K| داریم هستند، متناهͬ K و H چون حال ͬ شود. م

داریم ١۴ . ١ . ١

|H| |K|= |H ×K|=
∑

x∈HK

|f−۱(x)|=∑
x∈HK

|H ∩K|= |HK| |H ∩K|

است. کامل اثبات و

۴٧



G زیرگروه دو K و H اگر .|G|= n و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٣٢ . ۴ . ٢ مثال
یعنͬ دارند بدیهͬ غیر اشتراک K و H حتما آنگاه باشد بیشتر

√
n از آنها اعضای تعداد که باشند

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق زیرا .H ∩K ̸= {e}

n ≥ |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

>
n

|H ∩K|

.H ∩K ̸= {e} باید لذا و

شده حل تمرین های

بنویسید. را (Z۶,+) زیرگروه های .٣٣ . ۴ . ٢ تمرین

مجموعه دو هستند. بدیهͬ زیرگروه دو Z۶ و {۰̄} که است واضح حل.

۲Z̄۶ = {۰̄, ۲̄, ۴̄} ۳Z̄۶ = {۰̄, ۳̄}

که باشد زیرگروه های از متمایز زیرگروه H کنیم فرض حال هستند. زیرگروه ساده برسͬ ͷی با نیز
است. Z۶ برابر H آنگاه باشد bar۱ شامل اگر باشد. ۵̄ یا ۱̄ شامل باید H پس کرده ایم. شناسایی
با دارد. قرار H در ۲̄+ ۱̄ = ۳̄ همینطور دارد. قرار H در ۱̄+ ۱̄ = ۲̄ پس است زیرگروه H زیرا
۵̄+ ۵̄ = ۴̄ آنگاه باشد ۵̄ شامل H اگر است. تناقض این و باشد گروه خود باید H روند این ادامه
باشد گروه خود H باید روند این تکرار با دارد. قرار H در ۵̄+ ۴̄ = ۳̄ همینطور است. H عضو

شد! شناسایی زیرگروه ها تمام پس است. تناقض باز که

HH = H اگر باشد. ناتهͬ Hزیرمجموعه و باشد متناهͬ گروه ͷیG کنیم فرض .٣۴ . ۴ . ٢ تمرین
.H ≤ G که دهید نشان آنگاه

حال .ab ∈ H فرض طبق لذا و ab ∈ HH که است واضح .a, b ∈ H کنیم فرض حل.
.H ≤ G باید ٩ . ۴ . ٢ قضیه طبق

،x ∈ G برای که دهید نشان .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۵ . ۴ . ٢ تمرین

T = xHx−۱ = {xhx−۱ | h ∈ H}

.|H|= |xHx−۱| و است G زیرگروه

تمرین طبق .h, h′ ∈ H که b = xh′x−۱ و a = xhx−۱ پس .a, b ∈ T کنیم فرض حل.
پس .b−۱ = (x−۱)−۱h′−۱x−۱ = xh′−۱x−۱ که داریم ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۵ . ٢ . ٢

ab−۱ = xhx−۱xh′−۱
x−۱ = xhh′−۱

x−۱ = xh′′x−۱ ∈ T

۴٨



ͬ کنیم م تعریف دوم، قسمت برای ͬ شود. م حاصل T بودن زیرگروه ۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و

f : H −→ T, f(h) = xhx−۱.

این و f(h) = x آنگاه x = xhx−۱ ∈ T اگر است. خوشتعریف تابع ͷی f که کنید بررسͬ
آخر تساوی طرفین ضرب با .xhx−۱ = xh′x−۱ آنگاه f(h) = f(h′) اگر است. پوشا f یعنͬ
است. ͷبه ی ͷی f یعنͬ .h = h′ که ͬ آید م دست به x در راست سمت از و x−۱ در چپ سمت از

.|H|= |xHx−۱ لذا

Ha = H ،a ∈ Gبرای که دهید نشان Gباشد. گروه از Hزیرگروهͬ کنیم فرض .٣۶ . ۴ . ٢ تمرین
.a ∈ H اگر تنها و اگر

فرض طبق لذا است. e خنثͬ عنصر دارای است زیرگروه H چون .Ha = H کنیم فرض حل.
.a ∈ H درنتیجه و ea ∈ H

به بنابراین .ha ∈ H داریم است زیرگروه H چون آنگاه h ∈ H اگر .a ∈ H کنیم فرض اکنون
برای پس است. زیرگروه H که دلیل این به هستند، H عضو ha−۱ و a−۱ اما .Ha ⊆ H وضوح
است. کامل اثبات و H ⊆ Ha لذا .h = he = ha−۱a = (ha−۱)a ∈ Ha داریم h ∈ H هر

.Z(G) =
∩

a∈G CG(a) که دهید نشان G گروه برای .٣٧ . ۴ . ٢ تمرین

هر برای پس .x ∈ CG(a) داریم a ∈ G هر برای پس .x ∈
∩

a∈G CG(a) کنیم فرض حل.
.
∩

a∈G CG(a) ⊆ Z(G) نتیجه در و x ∈ Z(G) لذا .xa = ax داریم a ∈ G
داریم ͬ شود م جابجا a با x چون .xa = ax داریم a ∈ G هر برای پس .x ∈ Z(G) کنیم فرض

است. کامل اثبات و Z(G) ⊆
∩

a∈G CG(a) نتیجه در و x ∈ CG(a)

آورید. دست به را Sn گروه مرکز .٣٨ . ۴ . ٢ تمرین

.Z(Sn) = Sn لذا و است آبلͬ Sn آنگاه باشد n ≤ ۲ اگر ،۶٢ . ٢ . ٣ تمرین طبق حل.
در j و i متمایز عناصر پس نیست، خنثͬ عنصر σ چون .e ̸= σ ∈ Sn و n ≥ ۳ کنیم فرض
در را l ̸= j ͬ توانیم م است n ≥ ۳ چون حال .σ(i) = j که دارند وجود چنان {۱,۲, ..., n}

داریم اکنون .τ(i) = i و τ(j) = l که کنیم انتخاب چنان را τ ∈ Sn عنصر و {۱,۲, ..., n}

l = τ(j) = τ(σ(i)) = τσ(i) = στ(i) = σ(τ(i)) = σ(i) = j

.Z(Sn) = {e} و است خنثͬ عنصر σ پس است. آشͺار تناقض که

،H ∩K = {e} اگر .H,K ≤ G و باشد عضوی ۱۲ گروه ͷی G کنیم فرض .٣٩ . ۴ . ٢ تمرین
.G = HK که دهید نشان آنگاه باشد |K|= ۶ و |H|= ۲

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق حل.

|HK|= |H| |K|
|H ∩K|

= ۱۲

.G = HK باید لذا ،HK ⊆ G چون و
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آنگاه H ∪K = HK اگر .H,K ≤ G و باشد آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۴٠ . ۴ . ٢ تمرین
.K ⊆ H یا H ⊆ K که دهید نشان

HK ⊆ KH لذا باشد. hk = kh باید پس است آبلͬ G چون .hk ∈ HK کنیم فرض حل.
چون باشد. زیرگروه HK باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق و KH = HK یعنͬ .KH ⊆ HK و

.K ⊆ H یا H ⊆ K باید ١۴ . ۴ . ٢ گزاره طبق پس است H ∪K = HK

که دهید نشان باشند. G از متناهͬ زیرگروه های K و H گروه، ͷی G کنیم فرض .۴١ . ۴ . ٢ تمرین
.|HK|= |H| |K| اگر تنها و اگر H ∩K = {e}

داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا و |H ∩ K|= ۱ بنابراین .H ∩ K = {e} کنیم فرض حل.
.|HK|= |H| |K|

طبق نتیجه در .|H ∩K|> ۱ لذا .H ∩K ̸= {e} کنیم فرض خلف، برهان به برعکس، برای
داریم ٣١ . ۴ . ٢ قضیه

|H| |K|= |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

است. آشͺار تناقض این و
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دوری گروه های و گروه ͷی مولد ۵ . ٢
تمام گروه، ͷی عناصر از منتخبی تعداد داشتن با ͬ شود م آیا که ببینیم ͬ خواهیم م بخش این در

ͬ شود. م ساده کمͬ گروه مطالعه دهد رخ اتفاقͬ چنین اگر کرد. تولید را گروه
صورت این در باشد. G از زیرمجموعه ͷی X و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش < X > با را هستند X شامل که G زیرگروه های همه اشتراک

< X >=
∩

X⊆H≤G

H.

خود کم دست زیرا است. بامعنͬ بالا اشتراک اینکه اول دهیم. قرار نظر مد باید را مهم نکته دو
به رو این از است. G از زیرگروه ͷی < X > ،١٢ . ۴ . ٢ گزاره طبق اینکه دوم است. X شامل G

.< X >= {e} ͬ دهیم م قرار آنگاه X = ∅ اگر گوییم. X توسط شده تولید زیرگروه < X >

مثال به توجه با .X = {۲} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٢ . ۵ . ٢ مثال
به باشد X شامل که G زیرگروه تنها لذا است. nZ صورت به G زیرگروه های تمام ͬ دانیم م ٨ . ۴ . ٢

.< X >= ۲Z پس است. ۲Z صورت

مثال به توجه با .X = {۲,۴} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٣ . ۵ . ٢ مثال
به باشد X شامل که G زیرگروه های لذا است. nZ صورت به G زیرگروه های تمام ͬ دانیم م ٨ . ۴ . ٢

.< X >= ۴Z پس است. ۴Z یا ۲Z صورت

باید و نیست ساده ای کار < X > شناسایی که ͬ آورد م وجود به را تصور این بالا مثال های
خواهیم را نتایجͬ ادامه در است! اشتباه تصور این اما داشت. گروه ͷی زیرگروه های تمام روی تسلط

شود. آسانتر < X > شناسایی که آورد
رابطه به (نسبت < X > صورت این در .X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۴ . ۵ . ٢ لم

است. X شامل که است G زیرگروه کوچͺترین (⊆

∩
X⊆H≤G H اشتراک در حتما K پس .X ⊆ K که باشد G از زیرگروهͬ K کنیم فرض اثبات.

X شامل که است G زیرگروه کوچͺترین < X > یعنͬ این و < X >⊆ K لذا است. شده ظاهر
است.

است. کننده ͷکم < x > محاسبه برای زیر قضیه
آنگاه ∅ ̸= X ⊆ G و باشد گروه ͷی G اگر .۵ . ۵ . ٢ قضیه

< X >= {xϵ۱
۱ xϵ۲

۲ ...xϵn
n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N}.

۵١



کنیم فرض راحتͬ برای اثبات.

T = {xϵ۱
۱ xϵ۲

۲ ...xϵn
n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N}.

قرار زیرا .X ⊆ T که است واضح .T ≤ G که ͬ دهیم م نشان .T =< X > دهیم نشان باید
پس .a, b ∈ T کنیم فرض حال است. ناتهͬ T لذا .ϵ۱ = ۱ و n = ۱ ͬ دهیم م

a = xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...x

ϵn
n b = y

ϵ′۱
۱ y

ϵ′۲
۲ ...yϵ

′
m
n

داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق که است واضح حال

b−۱ = y−ϵ′m
m ...y

−ϵ′۲
۲ y

−ϵ′m
۱ .

لذا −ϵj ∈ {−۱,۱} چون

ab−۱ = xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...x

ϵn
n y−ϵ′m

m ...y
−ϵ′۲
۲ y

−ϵ′m
۱

شامل زیرگروه ͷی T ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق بنابراین .ab−۱ ∈ T یعنͬ است T اعضای شͺل به نیز
.< X >⊆ T باید ۴ . ۵ . ٢ لم طبق لذا است. X

کنیم فرض حال
a = xϵ۱

۱ xϵ۲
۲ ...xϵn

n ∈ T.

ϵj = −۱ اگر .xϵj
j ∈ X ⊆< X > داریم باشد، ϵj = ۱ که j هر برای پس X ⊆< X > چون

چون دوباره .xϵj
j ∈< X > پس است زیرگروه < X > چون .x−ϵj

j ∈ X ⊆< X > آنگاه
.T ⊆< X > و a ∈< X > لذا است بسته دوتایی عمل به نسبت پس است زیرگروه < X >

است. کامل اثبات

قضیه طبق حال .X = {۱} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .۶ . ۵ . ٢ مثال
داریم است، جمعͬ گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢

< X >= {ϵ۱x۱ + ϵ۲x۲ + ...+ ϵnxn | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{±۱± ۱± ...± ۱︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} = {m | m ∈ Z} = Z.

قضیه طبق حال .X = {۲} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .٧ . ۵ . ٢ مثال
داریم است، جمعͬ گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢

< X >= {ϵ۱x۱ + ϵ۲x۲ + ...+ ϵnxn | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{±۲± ۲± ...± ۲︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} = {۲m | m ∈ Z} = ۲Z.
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حال .X = {
(۲ ۰
۰ ۱

)
} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (GL۲(R), .) گروه .٨ . ۵ . ٢ مثال

داریم است، ضربی گروه که مطلب این و ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق

< X >= {xϵ۱
۱ x

ϵ۲
۲ ...xϵn

n | xi ∈ X, ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N} =

{
(۲ ۰
۰ ۱

)±۱(۲ ۰
۰ ۱

)±۱
...

(۲ ۰
۰ ۱

)±۱

︸ ︷︷ ︸
nتا

| n ∈ N} =

{
(۲ ۰
۰ ۱

)m

| m ∈ Z} = {
(۲m ۰

۰ ۱

)
| m ∈ Z}.

نمایش < x۱, ..., xn > با را < X > آنگاه باشد X = {x۱, ..., xn} اگر .٩ . ۵ . ٢ نمادگذاری
ͬ دهیم. م

داریم. را زیر نتیجه حال
.∅ ≠ X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١٠ . ۵ . ٢ نتیجه

آنگاه باشد آبلͬ گروه ͷی G اگر (١)

< X >= {xk۱
۱ xk۲

۲ ...xkn
n | xi ∈ X, xi ̸= xj, ki ∈ Z, n ∈ N}.

داریم ضربی گروه برای آنگاه باشد آبلͬ G و X = {x۱, x۲, ..., xn} اگر (٢)

< x۱, x۲, ..., xn >= {xk۱
۱ xk۲

۲ ...xkn
n | k ∈ Z}

داریم جمعͬ گروه برای و

< x۱, x۲, ..., xn >= {k۱x۱ + k۲x۲ + ...+ knxn | k ∈ Z}.

داریم ضربی گروه برای آنگاه باشد آبلͬ G و X = {x} اگر (٣)

< x >= {xk | k ∈ Z}

داریم جمعͬ گروه برای و

< x >= {kx | k ∈ Z}.

دیͽر و بͽیرند قرار هم کنار مشابه ها تا ͬ کنیم م جابجا را اعضا آنقدر است آبلͬ گروه چون (١) اثبات.
صحیح عددی و ͬ شوند م جمع توان ها ۴۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق حال نباشد. دیͽری مͺان در مشابه ای

بود. خواهند
است. (١) مستقیم نتیجه (٢)
است. (٢) مستقیم نتیجه (٣)
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کنید. دنبال را زیر مثال های اکنون

که است واضح .X = {۲,۳} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .١١ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق آبلͬ G

< ۲,۳ >= {۲k + ۳k′ | k, k′ ∈ Z} = Z.

است واضح .X = {۲,۴,۶} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = (Z,+) گروه .١٢ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق آبلͬ G که

< ۲,۴,۶ >= {۲k + ۴k′ + ۶k′′ | k, k′, k′′ ∈ Z} =

{۲(k + ۲k′ + ۳k′′) | k, k′, k′′ ∈ Z} = ۲Z.

است آبلͬ غیر گروه این .X = {i} کنیم فرض بͽیرید. نظر در را G = Q۸ گروه .١٣ . ۵ . ٢ مثال
بنابراین .i۳ = i−۳ = −i و i۴ = i−۴ = ۱ پس i۲ = i−۲ = −۱ چون و

< X >= {xk | k ∈ Z} = {ik | k ∈ Z} = {۱,−۱, i,−i}.

است. آبلͬ < x > همواره x ∈ G و G گروه هر برای .١۴ . ۵ . ٢ گزاره

که دارند وجود k′ و k صحیح اعداد ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس .a, b ∈< x > کنیم فرض اثبات.
داریم لذا .b = xk′ و a = xk

ab = xkxk′ = xk+k′ = xk′+k = xk′xk = ba

است. تمام اثبات و

G برای مولد مجموعه X گوییم .X ⊆ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١۵ . ۵ . ٢ تعریف
همچنین .< X >= G هرگاه

گوییم. دوری زیرگروه < x > به آنگاه باشد |X|= ۱ اگر (الف)
گوییم. شده تولید متناهیا زیرگروه < X > به آنگاه باشد |X|< ∞ اگر (ب)

گوییم. دوری گروه G به آنگاه G =< x > و باشد |X|= ۱ اگر (ج)
گوییم. شده تولید متناهیا گروه G به آنگاه G =< X > و باشد |X|< ∞ اگر (د)

.< ۱ >= Z زیرا است. دوری (Z,+) گروه .١۶ . ۵ . ٢ مثال

.< ۱̄ >= Z۴ زیرا است. دوری (Z۴,+) گروه .١٧ . ۵ . ٢ مثال
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باشیم داشته که کنیم فرض خلف، برهان به نیست. دوری G = Z×Z جمعͬ گروه .١٨ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس .< (a, b) >= G

< (a, b) >= {k(a, b) | k ∈ Z} = {(ka, kb) | k ∈ Z}.

.(۱,۰) = (ka, kb) که دارد وجود چنان k صحیح عدد پس .(۱,۰) ∈ G که است واضح اما
وجود چنان k صحیح عدد پس .(۰,۱) ∈ G که است واضح اما .b = ۰ باید لذا و kb = ۰ پس
Z× Z =< (۰,۰) > بنابراین .a = ۰ باید لذا و ka = ۰ پس .(۰,۱) = (ka, kb) که دارد

است. آشͺار تناقض این

طبق و است آبلͬ گروه این زیرا است. شده تولید متناهیا G = Z×Z جمعͬ گروه .١٩ . ۵ . ٢ مثال
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه

< (۱,۰), (۰,۱) >= {k۱(۱,۰) + k۲(۰,۱) | k۱, k۲ ∈ Z} =

{(k۱,۰) + (۰, k۲) | ki ∈ Z} = {(k۱, k۲) | k۱, k۲ ∈ Z} = Z× Z.

که کنیم فرض خلف برهان به نیست. شده تولید متناهیا G = Q جمعͬ آبلͬ گروه .٢٠ . ۵ . ٢ مثال
انتخاب چنان را p اول عدد ͬ توانیم م هستند، نامتناهͬ اول اعداد چون .G =< m۱

n۱
, ..., mt

nt
>

که ۱
p
= k۱

m۱
n۱

+ ... + kt
mt

nt
داریم ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق لذا و ۱

p
∈ G اما .p ∤ ni که کنیم

.ki ∈ Z

۱
p
= k۱

m۱
n۱

+ ...+ kt
mt

nt

=
k۱m۱n۲...nt + ...+ ktmtn۱...nt−۱

n۱...nt

=

s

n۱...nt

است. تناقض این و p|ni که دارد وجود چنان i اندیس و n۱...nt = ps لذا

مولد مجموعه گروه هر لذا .< G >= G داریم G گروه هر برای که است واضح .٢١ . ۵ . ٢ تذکر
خودش! کم دست دارد،

ͬ بریم. م پایان را زیر مهم قضیه با را بخش این حال
است. دوری ،G دوری گروه ͷی از زیرگروه هر .٢٢ . ۵ . ٢ قضیه

چیزی انگاه باشد بدیهͬ زیرگروه H اگر .H ≤ G و x ∈ G که G =< x > کنیم فرض اثبات.
از است. ناتهͬ پس است زیرگروه H چون باشد. سره زیرگروه H کنیم فرض نداریم. اثبات برای
H چون .i ∈ Z که است xi شͺل به عضوی دارای H ،١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق پس H ⊆ G طرفͬ
صحیح عدد کوچͺترین کنیم فرض ͬ توانیم م نتیجه در دارد. قرار H در هم x−i پس است زیرگروه
واضح ۴ . ۵ . ٢ لم طبق .H =< xk > ͬ کنیم م ادعا (چͽونه؟). xk ∈ H که دارد وجود k مثبت
الͽوریتم طبق .H ⊆ G که چرا y = xj لذا .y ∈ H کنیم فرض .< xk >⊆ H که است

داریم اما .۰ ≤ r < k که j = kq + r داریم ،١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم،

xr = xj−kq = xjx−kq = xj(xq)−k.
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از ما انتخاب با تناقض این .xr ∈ H نتیجه در (چرا؟). دارد قرار H در بالا تساوی راست سمت
اثبات .H ⊆< xk > و y = xj = xkq = (xk)q ∈< x > بنابراین .r = ۰ باید لذا و دارد k

است. کامل

تولید متناهیا شده، تولید متناهیا گروه ͷی زیرگروه آیا که شود ایجاد سوال این شما برای شاید
چنین ساختن نیست! اینگونه خیر که کنیم اشاره قدر همین باید سوال این به پاسخ در است؟ شده
گروه های دیدن با ͬ تواند م علاقمند خواننده دارد! گروه ها مورد در بیشتر اطلاعاتͬ داشتن به نیاز مثالͬ
تمرینات بخش در چند هر کند. ارائه را مثالͬ چنین راحتͬ به اینترنت یا جزوه انتهای مراجع در آزاد

کرده ایم. ارائه را مثالͬ گروه نظریه از مطلب ͷی پذیرفتن با بخش این شده حل

شده حل تمرین های

هستند. دوری Q شده تولید متناهیا زیرگروه های که دهید نشان .٢٣ . ۵ . ٢ تمرین

.x = m۱m۲...mt که ͬ دهیم م قرار Qباشد. Hزیرگروه =< n۱
m۱

, ..., nt

mt
> کنیم فرض حل.

داریم .H ≤< ۱
x
> که ͬ کنیم م ادعا

ni

mi

= nim۱m۲...mi−۱mi+۱...mt
۱
x
.

دوری H باید ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق اما .H ≤< ۱
x
> پس دارد قرار < ۱

x
> در H مولد هر پس

باشد.

و m با G = mZ + kZ گروه که دهید نشان m و k صحیح عدد دو برای .٢۴ . ۵ . ٢ تمرین
ͬ شود. م تولید k + ۷m

لذا .۷m + k ∈ mZ + kZ همچنین .m ∈ mZ ⊆ mZ + kZ که است واضح حل.
داریم .ma+ kb ∈ G کنیم فرض .< m, k + ۷m >⊆ G

ma+ kb = (a− ۷b)m+ b(k + ۷m).

.G =< m, k + ۷m > بنابراین .ma+ kb ∈< m, k + ۷m > لذا

که دهید نشان ندارد. نابدیهͬ سره زیرگروه اصلا که باشد گروهͬ G کنیم فرض .٢۵ . ۵ . ٢ تمرین
نمایید. ارائه را گروهͬ چنین از مثال ͷی است. دوری G

عنصر ͷی x ∈ G و G ̸= {e} کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی G = {e} اگر حل.
طبق .< x > ̸= {e} و است G زیرگروه < x > که است واضح حال باشد. خنثͬ عنصر مخالف
(حتͬ بͽیریم نطر در G = (Z۲,+) گروه است کافͬ دوم، قسمت برای .G =< x > باید فرض

.(G = (Zp,+) ،p اول عدد هر برای

شده تولید y و x عنصر دو توسط که باشد G گروه از زیرگروهͬ H کنیم فرض .٢۶ . ۵ . ٢ تمرین
است. آبلͬ H آنگاه xy = yx اگر که دهید نشان است.
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داریم ۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق .a, b ∈ H کنیم فرض .H =< x, y > که داریم فرض طبق حل.

a = xϵ۱yϵ۲ ...xϵn−۱yϵn (ϵi ∈ {−۱,۱}, n ∈ N)
b = xϵ′۱yϵ

′
۲ ...xϵ′

n−۱yϵ
′
n (ϵ′i ∈ {−۱,۱}, n ∈ N)

داریم مناسب جابجایی تعدادی با پس xy = yx چون

a = xsyl b = xs′yl
′

(s, l, s′, l′ ∈ Z)

داریم مناسب جابجایی تعداد و xy = yx ͷکم با دوباره لذا

ab = xsylxs′yl
′
= xsxs′ylyl

′
= xs+s′yl+l′ = xs′xsyl

′
yl = xs′yl

′
xsyl = ba.

.G =< G \H > که دهید نشان G گروه از H سره زیرگروه برای .٢٧ . ۵ . ٢ تمرین
که داریم ١۴ . ۴ . ٢ گزاره طبق بنابراین .G = H∪ < G \ H > که است واضح حل.
تناقض این و G = H آنگاه < G \H >⊆ H اگر .< G \H >⊆ H یا H ⊆< G \H >

.G =< G \H > لذا و H ⊆< G \H > پس است. فرض با
پس

که کنید ارائه چنان شده تولید متناهیا گروه ͷی زیر مطلب کردن فرض دانسته با .٢٨ . ۵ . ٢ تمرین
نباشد. شده تولید متناهیا آن زیرگروه ͷی

شͺل به G زیرگروه های از زنجیر هر برای اگر تنها و اگر است شده تولید متناهیا G ”گروه

H۰ ≤ H۱ ≤ H۲ ≤ H۳ ≤ ...

شود.” متوقف زنجیر یعنͬ ،Hn = Hn+۱ = ... که باشد موجود n طبیعͬ عدد
ͬ گیریم م نظر در را زیر ماتریس دو GL۲(R) ضربی گروه در حل.

A =

(۲ ۰
۰ ۱

)
B =

(۱ ۱
۰ ۱

)
مجموعه H کنیم فرض حال است. شده تولید متناهیا گروهͬ که G =< A,B > ͬ دهیم م قرار و
ماتریس زیرا است. ناتهͬ H دارد. قرار ١ درایه آنها اصلͬ قطر روی که باشد G از اعضا آن همه
همچنین است. زیرگروه H که ͬ دهد م نشان ۵ . ۴ . ٢ قضیه ͷکم با ساده بررسͬ ͷی و دارد را همانͬ
کنید دقت کنید). (بررسͬ است H از عضو ͷی AnBA−n = AnB(A−۱)n ،n ∈ W هر برای

داریم اما است. وارونپذیر A که

An+۱BA−(n+۱) = An+۱BA−n−۱ = A(AnBA−n)A−۱.

ͬ دهیم م قرار حال .< AnBA−n > ≤ < An+۱BA−(n+۱) > که ͬ دهد م نشان این
شͺل به H زیرگروه های از زیر زنجیر حال .Hi =< AiBA−i >

H۰ ≤ H۱ ≤ H۲ ≤ H۳ ≤ ...

نیست. شده تولید متناهیا H پس ͬ شود. نم متوقف
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گروه عناصر و گروه مرتبه ۶ . ٢
کشف را گروه ها از بیشتری خواص بتوانیم آن ͷکم به تا ͬ کنیم م معرفͬ را ابزاری بخش این در

نمایید. مطالعه دقت با را بخش این شده حل تمرینات ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر تعریف با کنیم.
آن و نامیم گروه مرتبه را G مجموعه اصلͬ عدد باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۶ . ٢ تعریف
ͷی G گروه به آنگاه باشد متناهͬ o(G) اگر که است واضح ͬ دهیم. م نمایش o(G) یا |G| با را

گوییم. نامتناهͬ گروه ͷی G به صورت این غیر در و متناهͬ گروه

گروه این که است واضح .o(G) = m یعنͬ است m مرتبه از G = (Zm,+) گروه .٢ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ

.o(G) = ∞ یعنͬ است نامتناهͬ مرتبه از G = (Z,+) گروه .٣ . ۶ . ٢ مثال

اما است. متناهͬ مرتبه از Gn = (Zn,+) گروه ،n ≥ ۲ طبیعͬ عدد هر برای .۴ . ۶ . ٢ مثال
است. نامتناهͬ گروهͬ

∏∞
n=۲ Gn

گروه این که است واضح .o(G) = n! یعنͬ است، n! مرتبه از G = Sn گروه .۵ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ

است واضح .o(G) = p یعنͬ است p مرتبه از اول، عددی p که G = (Zp, .) گروه .۶ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ گروه این که

o(G) = φ(n) یعنͬ است φ(n) مرتبه از U(Zn) گروه ،۵٢ . ٢ . ٩ تمرین به توجه با .٧ . ۶ . ٢ مثال
است. متناهͬ گروه این که است واضح ببینید). را اول فصل است، اویلر تابع φ)

عدد کوچͺترین اگر .x ∈ G و باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G کنیم فرض .٨ . ۶ . ٢ تعریف
چنین اگر ͬ دهیم. م نمایش o(x) با و نامیم x مرتبه را n آنگاه xn = e که باشد موجود n طبیعͬ

.o(x) = ∞ ͬ نویسیم م و است نامتناهͬ مرتبه از x گوییم آنگاه نباشد موجود طبیعͬ عدد

بنابراین .۲̄+ ۲̄+ ۲̄ = ۰̄ زیرا است. سه مرتبه دارای (Z۶,+) گروه در ۲̄ عنصر .٩ . ۶ . ٢ مثال
.o(۲̄) = ۳

.۴۳̄ = ۱۲ = ۰̄ زیرا است. چهار مرتبه دارای (Z۴,+) گروه در ۳̄ عنصر .١٠ . ۶ . ٢ مثال
.o(۳̄) = ۴ بنابراین

گروه این در زیرا است. دو برابر ،e خنثͬ عنصر جز به عنصر هر مرتبه K۴ گروه در .١١ . ۶ . ٢ مثال
.o(a) = o(b) = o(c) = ۲ نتیجه در .a۲ = b۲ = c۲ = e داریم

.o(i) = ۴ بنابراین .i۴ = ۱ زیرا است. چهار مرتبه دارای Q۸ گروه در i عنصر .١٢ . ۶ . ٢ مثال

.o(۳) = ∞ بنابراین است. نامتناهͬ مرتبه دارای (Z,+) گروه در ۳ عنصر .١٣ . ۶ . ٢ مثال
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مͬ پاسخ مطلب همین به زیر گزاره دارد؟ وجود آن عناصر مرتبه و گروه مرتبه بین ارتباطͬ آیا
دهد.

G عنصر هر صورت این در باشد. n متناهͬ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١۴ . ۶ . ٢ گزاره
دارد. یا کمتر متناهͬ مرتبه

ͬ گیریم م نظر در را زیر مجموعه .x ∈ G کنیم فرض اثبات.

T = {x, x۲, x۲, ...}.

اعداد پس باشد. متناهͬ T باید است متناهͬ G چون و است G زیرمجموعه T که است واضح
چون .i > j کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون .xi = xj که دارند وجود چنان j و i طبیعͬ
x−j در طرفین ضرب با پس (چرا؟). است G در x−j وارون دارای xj است، گروه G و xj ∈ G

.xi−j = x۰ = e داریم

را زیر مثال باشد! متناهͬ که کند اجبار گروه به ͬ تواند نم گروه عناصر همه بودن متناهͬ مرتبه
کنید. مطالعه دقت به

مجموعه ها متقارن تقاضل همان را G روی دوتایی عمل .G = P(N) کنیم فرض .١۵ . ۶ . ٢ مثال
A,B ∈ G هر برای یعنͬ ͬ گیریم. م نظر در

A ∗B = (A ∪B) \ (A ∩B).

برای اما است. آن خنثͬ عنصر ∅ که است آبلͬ گروه ͷی (G, ∗) که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی
داریم A ∈ G هر

A۲ = A ∗ A = (A ∪ A) \ (A ∩ A) = ∅.

متناهͬ مرتبه آن عنصر هر ولͬ است نامتناهͬ گروه ͷی G که شود دقت .o(A) = ۲ یعنͬ این
دارد!

ببینید. را زیر مثال دیͽر، مثالͬ عنوان به

عنصر هر مرتبه .Gi = (Z۲,+) ͬ دهیم م قرار ،i طبیعͬ عدد هر برای کنیم فرض .١۶ . ۶ . ٢ مثال
است. نامتناهͬ گروه این اما است. ٢ برابر دقیقا و است متناهͬ

∏
i=۱ ∞Gi گروه

داریم. را زیر گزاره حال
.x ∈ G و باشد e خنثͬ عنصر با گروه ͷی G کنیم فرض .١٧ . ۶ . ٢ گزاره

.o(x)|m و است متناهͬ o(x) آنگاه xm = e باشیم داشته m مانند صحییحͬ عدد برای اگر (١)
.k n≡ r آن در که xk = xr ،k مثبت صحیح عدد هر ازای به آنگاه o(x) = n اگر (٢)
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که دارد وجود n طبیعͬ عدد کوچͺترین نتیجه در .x−m = e پس xm = e چون (١) اثبات.
که m = nq + r داریم ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق .o(x) = n یعنͬ (چرا؟) xn = e
با تناقض در این که e = xm = xnq+r = xnqxr = (xn)qxr = xr بنابراین .۰ ≤ r < n

.n|m و r = ۰ لذا است. n از ما انتخاب
xk = بنابراین .۰ ≤ r < n که k = nq + r داریم ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق (٢)

.k n≡ r که است بدیهͬ xnq+r = (xn)qxr = xr

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
است n مرتبه < x > صورت این در .x ∈ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١٨ . ۶ . ٢ قضیه

.o(x) = n اگر تنها و اگر

باید ١۴ . ۶ . ٢ گزاره طبق .|H|= n یعنͬ باشد، n متناهͬ مرتبه از H =< x > کنیم فرض اثبات.
(٢) قسمت ١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق .o(x) = m کنیم فرض باشد. متناهͬ x مرتبه

داریم

< x >= {xk | k ∈ Z} = {xk = xr | k m≡ r} = {xr | r = ۰,۱,۲, ...,m− ۱} =

{e, x, x۲, ..., xm−۱}

.m = n که این مͽر است تناقض این و است m اصلͬ عدد دارای H پس
زیرا باشند. متمایز xn−۱ ،... ،x ،e عناصر باید صورت این در .o(x) = n کنیم فرض برعکس،
١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق و xj−i = e آنگاه xi = xj باشیم داشته ۰ ≤ i < j ≤ n − ۱ برای اگر
١٧ . ۶ . ٢ گزاره و ١٠ . ۵ . ٢ نتیجه طبق است. آشͺار تناقض که o(x) = n|j − i باید ،(١) قسمت

داریم (٢) قسمت

< x >= {xk | k ∈ Z} = {xk = xr | k n≡ r} = {xr | r = ۰,۱,۲, ..., n− ۱} =

{e, x, x۲, ..., xn−۱}

.|< x > |= n لذا و

چنان k طبیعͬ عدد آنگاه باشد خنثͬ عنصر e ∈ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر .١٩ . ۶ . ٢ نتیجه
.xk = e داریم x ∈ G برای که دارد وجود

اگر .x ∈ G که است متناهͬ نیز H =< x > زیرگروه پس است متناهͬ G چون اثبات.
.k =

∏
x∈G nx ͬ دهیم م قرار اکنون .o(x) = nx داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق آنگاه باشد |H|= nx

.xk = e داریم x ∈ G برای که است واضح

ͬ رسانیم. م پایان به زیر قضیه با را بخش این
G صورت این در .d|n و باشد n مرتبه متناهͬ دوری گروه ͷی G کنیم فرض .٢٠ . ۶ . ٢ قضیه

.|H|= d که دارد H مانند زیرگروه ͷی دقیقا
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اگر .o(x) = n داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .x ∈ G که G =< x > کنیم فرض اثبات.
فرض نداریم. اثبات برای چیزی لذا ،H = G یا و H = {e} ترتیب به آنگاه d = n یا و d = ۱
y = xm عنصر .n = dm که دارد وجود چنان m صحیح عدد فرض، طبق .۱ < d < n کنیم
.yd = xmd = xn = e که است واضح .o(y) = d که ͬ دهیم م نشان و ͬ گیریم م نظر در را G از
o(y) = t < d اگر .o(y) ≤ d لذا .o(y)|d داریم ١۴ . ۶ . ٢ گزاره از (١) قسمت طبق لذا
بنابراین .o(x) = n|mt باید (١) قسمت ١۴ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .e = yt = xmt آنگاه
قضیه طبق و o(y) = d نتیجه در است. آشͺار تناقض که d < t لذا و n = md < mt
فرض دهیم. نشان را H یͺتایی که مطلب این مانده فقط است. d مرتبه از H =< y > ١٨ . ۶ . ٢
٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق لذا است دوری G چون .|H ′|= d که باشد موجود G از H ′ زیرگروه کنیم
داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق .H ′ =< xt > کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین باشد. دوری نیز H ′ باید
.o(x) = n = md|td باید (١) قسمت ١۴ . ۶ . ٢ گزاره از و (xt)d = xtd = e لذا .o(xt) = d
بنابراین .xt = xlm = (xm)l صورت این در .t = lm کنیم فرض .m|t که ͬ دهد م نشان این
لذا است دیͽری زیرمجموعه ͬͺی و دارند d اصلͬ عدد H ′ و H متناهͬ مجموعه دو اما .H ′ ⊆ H

است. کامل اثبات .H = H ′ باید

که شود دقت است. متناهͬ دوری گروه ͷی G = (Z۱۲,+) گروه که ͬ دانیم م .٢١ . ۶ . ٢ مثال
در ٢٠ . ۶ . ٢ قضیه طبق لذا ͬ شمارد. م را ١٢ عدد یعنͬ گروه مرتبه ٣ عدد طرفͬ از .G =< ۱̄ >
نیز H باید ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق لذا است دوری G چون دارد. وجود ٣ مرتبه H زیرگروه ͷی فقط G
عنصر G در اما .o(x̄) = ۳ داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس .H =< x̄ > کنیم فرض باشد. دوری

بنابراین دارد. ٣ مرتبه ۴̄
H =< ۴̄ >= {۰̄, ۴̄, ۸̄}.

شده حل تمرین های

عنصر فردی تعداد دقیقا که دهید نشان باشد. زوج مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .٢٢ . ۶ . ٢ تمرین
هستند. ٢ مرتبه از که دارد وجود G در

ͬ گیرم م نظر در را زیر مجموعه .x ̸= x−۱ اگر تنها و اگر x۲ ̸= e که ͬ دانیم م حل.

T = {(x, x−۱) | x ∈ G, x ̸= x−۱}.

مرتبه چون .x۲ ̸= e که هست x مانند عنصر زوج تعداد نتیجه در است. زوج عدد |T | وضوح به
عناصری از ͬͺی e چون .y۲ = e که هستند G در y مانند عنصر زوجͬ تعداد است، زوج گروه

.y۲ = e که دارد وجود y مانند G در عنصر فردی تعداد پس ،e۲ = e که هست

B و A ناتهͬ زیرمجموعه دو برای و باشد متناهͬ مرتبه گروه ͷی G کنیم فرض .٢٣ . ۶ . ٢ تمرین
.G = AB که دهید نشان .|A|+|B|> |G| باشیم داشته G از

ͬ دهیم م قرار .AB ⊆ G که است واضح حل.

A∗ = {a−۱ | a ∈ A}.
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رابطه که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی .g ∈ G کنیم فرض

f : A −→ A∗g, f(a) = a−۱g

داریم اما .|A|= |A∗g| لذا است. پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی

|A|+|B|> |G|≥ |A∗g ∪B|= |A∗g|+|B|−|A∗ ∩B|= |A|+|B|−|A∗g ∩B|.

عنصر پس .b ∈ A∗g ∩ B کنیم فرض است. ناتهͬ A∗g ∩ B یعنͬ .|A∗g ∩ B|≥ ۱ باید لذا
.G ⊆ AB و g = ab ∈ AB لذا .b = a−۱g که دارد وجود a−۱ ∈ A∗

.o(x) = o(x−۱) داریم G گروه از x عضو هر برای که دهید نشان .٢۴ . ۶ . ٢ تمرین

گزاره طبق لذا و (x−۱)t = (xt)−۱ = e پس .o(x−۱) = k و o(x) = t کنیم فرض حل.
١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .xk = e باید لذا و e = (x−۱)k = (xk)−۱ اما .k|t داریم ١٧ . ۶ . ٢

.k = t نتیجه در .t|k داریم

.o(xy) = o(yx) که دهید نشان آنگاه Gباشند گروه در دلخواه عناصری y و x اگر .٢۵ . ۶ . ٢ تمرین

داریم حال .o(yx) = k و o(xy) = t کنیم فرض حل.

(yx)t = yxyx...yx︸ ︷︷ ︸
tتا

= y xyxy...xy︸ ︷︷ ︸
−t)تا ۱)

x = y(xy)t−۱x.

ͬ کنیم م ضرب y در را بالا تساوی چپ سمت از

(yx)ty = y(xy)t−۱xy = y(xy)t = y.

داریم ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال .(yx)t = e ͬ کنیم م ضرب چپ سمت از y−۱ در را طرفین حال
.t = k لذا و t|k مشابه روش با .k|t

.o(y) = o(x−۱yx) که دهید نشان آنگاه باشند G گروه در عناصری y و x اگر .٢۶ . ۶ . ٢ تمرین

کنیم فرض اکنون نمایید. مطالعه دیͽر یͺبار را ۶٢ . ٢ . ٢ تمرین حل، دیدن از قبل حتما حل.
داریم پس .o(y) = k و o(x−۱yx) = t

(x−۱yx)k = x−۱yx x−۱yx x−۱yx...x−۱yx︸ ︷︷ ︸
kتا

= x−۱ykx = x−۱x = e.

داریم حال .t|k داریم ١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق حال

yt = xx−۱ytxx−۱ = x(x−۱yx)tx−۱ = xx−۱ = e.

.t = k لذا و t|k پس
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نشان دارد. x مانند n مرتبه از عنصر ͷی دقیقا که باشد گروهͬ G کنیم فرض .٢٧ . ۶ . ٢ تمرین
.n = ۲ و x ∈ Z(G) که دهید

چون .o(x) = o(y−۱xy) داریم y ∈ G هر برای که ͬ دانیم م قبل، شده حل تمرین طبق حل.
که ͬ دهد م نشان این .yx = xy لذا و x = y−۱xy باید پس دارد وجود n مرتبه از عنصر ͷی فقط
یعنͬ .x۲ = e یعنͬ این و x = x−۱ باید پس (چرا؟)، o(x) = o(x−۱) طرفͬ از .x ∈ Z(G)

.n = ۲

عدد برای اگر .o(x) = n باشیم داشته x ∈ G برای G گروه در کنیم فرض .٢٨ . ۶ . ٢ تمرین
.o(xm) = n آنگاه باشد برقرار (m,n) = ۱ رابطه m صحیح

.n|mk داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق .e = (xm)k = xmk پس .o(xm) = k کنیم فرض حل.
،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق دوباره .(xm)n = xmn = (xn)m = e اما .n|k پس (m,n) = ۱ چون

.k = n لذا و k|n داریم

m صحیح عدد برای و o(x) = n اگر .x ∈ G و گروه ͷی G که کنیم فرض .٢٩ . ۶ . ٢ تمرین
.o(xm) = n

d
که دهید نشان آنگاه (m,n) = d باشیم داشته

داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق .e = (xm)k = xmk پس .o(xm) = k کنیم فرض حل.
داریم دیͽر طرفͬ از .n

d
|k لذا و (m

d
, n
d
) = ۱ پس (m,n) = d چون .n

d
|m
d
k نتیجه در و n|mk

.k = n
d

لذا و k|n
d

داریم ،١٧ . ۶ . ٢ گزاره طبق دوباره .(xm)
n
d = x

nm
d = (xn)

m
d = e

دارد. مولد دو فقط نامتناهͬ مرتبه از دوری گروه هر دهید نشان .٣٠ . ۶ . ٢ تمرین

G =< که است واضح باشد. نامتناهͬ دوری گروه ͷی G =< x > کنیم فرض حل.
فرض حال .x−۱ دیͽری و x ͬͺی کرده ایم پیدا را مولد دو پس .xn = (x−۱)−n زیرا .x−۱ >
صحیح عدد همچنین (چرا؟). y = xn که دارد وجود چنان n صحیح عدد .G =< y > کنیم

لذا (چرا؟). x = ym که دارد وجود چنان m

x = ym = (xn)m = xmn.

قضیه طبق حال است. متناهͬ o(x) یعنͬ ،xmn−۱ = e داریم x−۱ در تساوی طرفین ضرب با
این .mn = ۱ که این مͽر است، آشͺار تناقض این باشد. متناهͬ G =< x > باید ١٨ . ۶ . ٢

.y = x−۱ یا y = x پس .m = n = −۱ یا و m = n = ۱ با است معادل

،o(x) = ۲ که طوری به G =< x, y > و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣١ . ۶ . ٢ تمرین
.o(G) = ۶ که دهید نشان .o(xy) = ۲ و o(y) = ۳

(xy)۲ = xyxy = e اما .y−۱ = y۲ و y۳ = e چون .x = x−۱ پس x۲ = e چون حل.
xy = y۲x رابطه و ۵ . ۵ . ٢ قضیه به توجه با .xy = y۲x یعنͬ .xy = y−۱x−۱ = y۲x لذا و

داریم
G =< x, y >= {xmyn | m ∈ {۰,۱}, n ∈ {۰,۱,۲}}.

۶٣



قضیه طبق .K =< y > و H =< x > ͬ کنیم م فرض اکنون .|G|= o(G) ≤ ۶ داریم حال
٣ مرتبه K اعضای همه و هستند ٢ مرتبه H اعضای همه اما .|K|= ۳ و |H|= ۲ داریم ١٨ . ۶ . ٢

که ͬ شود م نتیجه ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا .H ∩K = {e} باید بنابراین کنید)، (بررسͬ

|G|≥ |HK|= |H| |K|
|H ∩K|

= |H| |K|= ۶.

.|G|= o(G) = ۶ نتیجه در

نشان یعنͬ کنید پیدا {σ, τ} مانند عضوی دو مولد مجموعه ͷی Dn گروه برای .٣٢ . ۶ . ٢ تمرین
دهید

Dn =< {σ, τ | σn = τ۲ = (τσ)۲ = e} > .

کنیم فرض حل.

σ =

(۱ ۲ ... n
۲ ۳ ... ۱

)
و ۲π

n
اندازه به دوران که

τ =

(۱ ۲ ... n
۱ n ... ۲

)
.o(τ) = ۲ و o(σ) = n که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی است. ١ راس به نسبت انعکاس که

روابط τ = τ−۱ که این و آخر رابطه .o(τσ) = ۲ همچنین

τσ = σ−۱τ−۱ = σ−۱τ τσkτ = σ−k

پس ͬ دهد. م را

H =< {σ, τ | σn = τ۲ = (τσ)۲ = e} >=

{σi, σiτ | ۰ ≤ i ≤ n− ۱} =

{σ, σ۲, ..., σn−۱, στ, σ۲τ, ..., σn−۱τ}.

.H = Dn باید ١۴ . ٢ . ٣ قضیه طبق پس |H|= ۲n و H ⊆ Dn اما

و m مرتبه از ترتیب به دوری گروه دو H =< y > و G =< x > کنیم فرض .٣٣ . ۶ . ٢ تمرین
است. mn مرتبه از و دوری G×H که دهید نشان .(m,n) = ۱ که باشند n

داریم حال .o((x, y)) = k کنیم فرض حل.

(x, y)mn = (xmn, ymn) = (eG, eH).

اما (چرا؟). k|mn یعنͬ
(eG, eH) = (x, y)k = (xk, yk).

قضیه طبق .k = mn بنابراین .mn|d نتیجه در ،n|d و m|d لذا .yk = eH و xk = eG باید پس
باید پس ،< (x, y) >⊆ G × H و |G × H|= mn اما .|< (x, y) > |= mn ،١٨ . ۶ . ٢

.< (x, y) >= G×H
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لاگرانژ قضیه و هم دسته ها ٢ . ٧

ͬ کنیم. م معرفͬ دیͽر قدرتمند ابزار ͷی این در گروه ها مطالعه برای
.a ∈ G و H ≤ G گروه، ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ١ تعریف

مجموعه به (الف)
aH = {ah | h ∈ H}

گوییم. G در H چپ دسته هم
مجموعه به (ب)

Ha = {ha | h ∈ H}

گوییم. G در H راست دسته هم
نامیم. Ha راست دسته هم یا aH چپ دسته هم نماینده را a عنصر (ج)

.a ∈ Z کنیم فرض ͬ گیرم. م نظر در را H = ۳Z زیرگروه و G = (Z,+) گروه .٢ . ٧ . ٢ مثال
چون لذا .۰ ≤ r < ۳ که a = ۳q + r که ͬ شود م نتیجه ١ . ٢ . ٧ قضیه تقسیم، الͽوریتم طبق

داریم است جمعͬ گروه

a+H = {k + h | h ∈ H} = {a+ ۳k | ۳k ∈ H} =

{۳q + r + ۳k | ۳k ∈ H, ۰ ≤ r < ۳} = {r + ۳k′ | ۳k′ ∈ H, ۰ ≤ r < ۳}.

از مضربی a اگر هستند. ۳Z + ۲ و ۳Z + ۱ ،۳Z صورت به G در H چپ دسته های هم پس
دسته هم باشد داشته ١ باقیمانده ٣ عدد بر a اگر ͬ شود. م حاصل H = ۳Z دسته هم باشد، ٣ عدد
ͬ شود. م حاصل ۳Z+۲ دسته هم باشد داشته ٢ باقیمانده ٣ عدد بر a اگر ͬ شود. م حاصل ۳Z+۱
nZ+ (n−۱) ،...،nZ+۱ ،nZ چپ دسته های هم مشابه، صورت به nZ دلخواه زیرگروه برای

هستند.

.aH = Ha یعنͬ هستند، ͬͺی راست و چپ دسته هم آنگاه باشد آبلͬ گروهͬ G اگر .٢ . ٧ . ٣ تذکر
دسته هم مثلا نیستند! زیرگروه لزوما ولͬ هستند گروه زیرمجموعه راست یا چپ دسته های هم

نیست. زیرگروه ۳Z+ ۱

کنیم فرض .۴ . ٢ . ٧ مثال

G = {
(
a b
۰ a

)
| a, b ∈ Z۳, a ̸= ۰̄}.

ͬ دهیم م قرار است. گروه ͷی ماتریسͬ عادی ضرب با G

H = {
(۱̄ c
۰ ۱̄

)
| c ∈ Z۳}.
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هر برای .H ≤ G که است )واضح
a b
۰ a

)
∈ G

)داریم
a b
۰ a

)
=

(
a ۰
۰ a

)(۱̄ a−۱b
۰ ۱̄

)
.

چپ دسته های هم نوشتن حال است. H از عضوی بالا تساوی راست سمت ضرب از دوم عنصر
چپ دسته های هم ،a ̸= ۰̄ چون است. شده ظاهر aH شͺل بالا تساوی طبق زیرا است ساده بسیار

یعنͬ ͬ شوند. م حاصل a = ۲̄ و a = ۱̄ انتخاب ۱̄)با ۰
۰ ۱̄

)
H = H(۲̄ ۰

۰ ۲̄

)
H = {

(۲̄ ۲̄c
۰ ۲̄

)
| c ∈ Z۳}

هستند. چپ دسته های هم
کنیم فرض .۵ . ٢ . ٧ مثال

G = {
(
a b
۰ a

)
| a, b ∈ Z۳, a ̸= ۰̄}.

ͬ دهیم م قرار است. گروه ͷی ماتریسͬ عادی ضرب با G

H = {
(۱̄ c
۰ ۱̄

)
| c ∈ Z۳}.

هر برای .H ≤ G که است )واضح
a b
۰ a

)
∈ G

)داریم
a b
۰ a

)
=

(۱̄ ba−۱

۰ ۱̄

)(
a ۰
۰ a

)
.

راست دسته های هم نوشتن حال است. H از عضوی بالا تساوی راست سمت ضرب از اول عنصر
دسته های هم ،a ̸= ۰̄ چون است. شده ظاهر Ha شͺل بالا تساوی طبق زیرا است ساده بسیار

یعنͬ ͬ شوند. م حاصل a = ۲̄ و a = ۱̄ انتخاب با راست

H

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
= H

H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
= {

(۲̄ ۲̄c
۰ ۲̄

)
| c ∈ Z۳}

هستند. راست دسته های هم

۶۶



ͷی H زیرگروه زیرا شدند! مساوی راست دسته های هم با چپ دسته های هم بالا مثال های در
ببینید. را زیر مثال اکنون کرد. خواهیم مطالعه بعد بخش در که است خاص زیرگروه

ͬ دهیم م قرار ٢ . ٣ . ٧ مثال نماد های طبق ͬ گیریم. م نظر در را G = S۳ گروه .۶ . ٢ . ٧ مثال

σ۶ =

(۱ ۲ ۳
۲ ۱ ۳

)
H =< σ۶ >= {σ۱, σ۶}.

چپ دسته ها هم آنگاه دهید انجام را محاسبات دقت با و کنید حوصله اگر

σ۱H = H = σ۶H

σ۲H = {σ۲, σ۵} = σ۵H

σ۳H = {σ۳, σ۴} = σ۴H

راست دسته های هم و هستند

Hσ۱ = H = Hσ۶
Hσ۲ = {σ۲, σ۴} = Hσ۴
Hσ۳ = {σ۳, σ۵} = Hσ۵

یعنͬ نیست، ͬͺی راست دسته های هم با چپ دسته های هم هستند!

{H, σ۲H, σ۳H} ≠ {H,Hσ۲, Hσ۳}.

راست و aH چپ دسته هم اصلͬ عدد که این ͬͺی هستند. مشترک مطلب سه در بالا مثال های
و است یͺسان راست و چپ دسته های هم همه  مجموعه اصلͬ عدد که این دوم است. یͺسان Ha

شدت به مشترک نکات همین بخش این ادامه در ͬ شود! م گروه خود برابر ها آن اجتماع که آن آخر
است. ما توجه مورد

ͬ کنیم. م شروع زیر گزاره با را کار
است. قرار بر a ∈ G و H ≤ G ،G گروه برای زیر موارد .٢ . ٧ . ٧ گزاره

.aH = Ha = H آنگاه a ∈ H اگر (١)
.|aH|= |Ha|= |H| داریم همواره (٢)

.a ∈ H زیرا .ha ∈ H و ah ∈ H داریم h ∈ H هر برای پس است Hزیرگروه چون (١) اثبات.
.aH = Ha = H که است بدیهͬ بنابراین

رابطه (٢)
f : H −→ aH, f(h) = ah

رابطه .|aH|= |H| پس کنید). (بررسͬ است پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی

g : H −→ Ha, f(h) = ha

کامل اثبات .|Ha|= |H| پس کنید). (بررسͬ است پوشا و ͷبه ی ͷی خوشتعریف تابع ͷی
است.
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داریم. را زیر مهم قضیه حال
ͬ کنیم م تعریف ،u, v ∈ G و هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٨ قضیه

u ≏ v ⇐⇒ u−۱v ∈ H.

است. قرار بر زیر موارد صورت این در
است. G روی ارزی هم رابطه ≏ (١)

.[a] = aH یعنͬ aH با است برابر a ∈ G ارزی هم کلاس (٢)
هستند. افراز ͷی G برای چپ دسته های هم (٣)

.G/≏ = {aH | a ∈ G} داریم (۴)

است. انعکاسͬ ≏ یعنͬ ،u ≏ u لذا و u−۱u = e ∈ H داریم u ∈ G هر برای (١) اثبات.
تمرین و ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین طبق لذا است، زیرگروه H اما .u−۱v ∈ H پس .u ≏ v کنیم فرض
فرض اکنون است. تقارنͬ ≏ و v ≏ u یعنͬ این .v−۱u = (u−۱v)−۱ ∈ H داریم ۵۶ . ٢ . ٢
باید است، زیرگروه H چون .v−۱w ∈ H و u−۱v ∈ H پس .v ≏ w و u ≏ v کنیم

است. ارزی هم نتیجه در و تعدی ≏ لذا و u ≏ w یعنͬ .u−۱vv−۱w = u−۱w ∈ H
داریم ارزی هم کلاس تعریف طبق (٢)

[a] = {g ∈ G | g ≏ a} = {g ∈ G | a ≏ g} =

{g ∈ G | a−۱g ∈ H} a−۱g=h
= {ah | h ∈ H} = aH.

است. G برای افراز ͷی G/≏ ،١ . ١ . ١٢ قضیه طبق (٣)
ببینید) را اول فصل از دوم (صفحه داریم تعریف طبق (۴)

G/≏ = {A ⊆ G | A = [a] که درGباشد {aای =

{A ⊆ G | A = aH که درGباشد {aای =

{aH | a ∈ G}
است. کامل اثبات و

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما بالا قضیه
نشان (G/H)l نماد با را G گروه در H زیرگروه چپ دسته های هم مجموعه .٢ . ٧ . ٩ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم. م
(G/H)l = G/≏ = {aH | a ∈ G}.

داریم بخش این مثال وچهارمین دومین اولین، در ترتیب به .٢ . ٧ . ١٠ مثال

(Z/۳Z)l = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲} Z = ۳Z ∪ (۳Z+ ۱) ∪ (۳Z+ ۲)

(G/H)l = {
(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
H,

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H} G =

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
H ∪

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H

(S۳/H)l = {H, σ۱H, σ۲H} S۳ = H ∪ σ۱H ∪ σ۲H
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داریم. را زیر قضیه حال
ͬ کنیم م تعریف ،u, v ∈ G و هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ١١ قضیه

u ≎ v ⇐⇒ uv−۱ ∈ H.

است. قرار بر زیر موارد صورت این در
است. G روی ارزی هم رابطه ≎ (١)

.[a] = aH یعنͬ aH با است برابر a ∈ G ارزی هم کلاس (٢)
هستند. افراز ͷی G برای راست دسته های هم (٣)

.G/≎ = {Ha | a ∈ G} داریم (۴)

است. قبل قضیه مشابه اثبات.

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما بالا قضیه
نشان (G/H)r نماد با را G گروه در H زیرگروه راست دسته های هم مجموعه .٢ . ٧ . ١٢ تعریف

یعنͬ ͬ دهیم. م
(G/H)r = G/≎ = {Ha | a ∈ G}.

داریم بخش این مثال چهارمین و دومین اولین، در ترتیب به .٢ . ٧ . ١٣ مثال

(Z/۳Z)r = {۳Z,۳Z+ ۱,۳Z+ ۲} Z = ۳Z ∪ (۳Z+ ۱) ∪ (۳Z+ ۲)

(G/H)r = {H
(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
, H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
} G = H

(۱̄ ۰
۰ ۱̄

)
∪H

(۲̄ ۰
۰ ۲̄

)
H

(S۳/H)r = {H,Hσ۱, Hσ۲} S۳ = H ∪Hσ۱ ∪Hσ۲

آنگاه باشند مشترک عنصر ͷی در کم دست (راست) چپ دسته هم دو هم اگر .١۴ . ٢ . ٧ نتیجه
هستند مساوی هم با

اشتراک افرازها و ͬ باشند م گروه برای افراز راست و چپ دسته های هم بالا قضیه های طبق اثبات.
باشند. مساوی که این مͽر ندارند

هستند. معادل زیر موارد a, b ∈ G هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٧ لم
.aH = bH (١)

.Ha−۱ = Hb−۱ (٢)
.aH ⊆ bH (٣)

.a ∈ bH (۴)
.a−۱b ∈ H (۵)

۶٩



.x = ha−۱ که دارد وجود h ∈ H عنصر پس .x ∈ Ha−۱ کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
x−۱ = bh′ لذا .x−۱ = ah−۱ ∈ aH = bH که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق
.x = (x−۱)−۱ = h′−۱b−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق دوباره .h′ ∈ H که
مشابه ،Hb−۱ ⊆ Ha−۱ برعکس، .Ha−۱ ⊆ Hb−۱ لذا و x ∈ Hb−۱ که است واضح حال

.Ha−۱ = Hb−۱ پس است.
تمرین طبق .x = ah که دارد وجود h ∈ H عنصر پس .x ∈ aH کنیم فرض .(۳) ⇐ (۲)
x−۱ = h′b−۱ لذا .x−۱ = h−۱a−۱ ∈ Ha−۱ = Hb−۱ که داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢
حال .x = (x−۱)−۱ = bh′−۱ داریم ۵۵ . ٢ . ٢ تمرین و ۵۶ . ٢ . ٢ تمرین طبق دوباره .h′ ∈ H که

.aH ⊆ bH لذا و x ∈ bH که است واضح
.a = ae ∈ aH ⊆ bH داریم پس e ∈ H چون .(۴) ⇐ (۳)

.a−۱b ∈ H لذا و a ≏ b پس .bH = [b] که داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .(۵) ⇐ (۴)
کلاس تعریف طبق .a ≏ b اگر تنها و اگر a−۱b ∈ H که داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .(۱) ⇐ (۵)

.aH = [a] = bH = [b] که است بدیهͬ ارزی هم

هستند. معادل زیر موارد a, b ∈ G هر برای .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٧ لم
.Ha = Hb (١)

.a−۱H = b−۱H (٢)
.Ha ⊆ Hb (٣)

.a ∈ Hb (۴)
.ab−۱ ∈ H (۵)

ͬ شود. م اثبات ١۵ . ٢ . ٧ لم مشابه اثبات.

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
داریم H ≤ G و G گروه هر برای .٢ . ٧ . ١٧ قضیه

|(G/H)l|= |(G/H)r|.

ضابطه اثبات.
f : (G/H)l −→ (G/H)r, f(aH) = Ha−۱

١۵ . ٢ . ٧ لم طبق آنگاه باشد aH = bH اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را خوشتعریفͬ ابتدا ͬ گیریم. م نظر در را
.f(aH) = f(bH) یعنͬ این و Ha−۱ = Hb−۱ داریم

است. واضح هم پوشایی است. ١۵ . ٢ . ٧ لم مستقیم نتیجه خوشتعریفͬ مشابه هم بودن ͷبه ی ͷی
رابطه اگر که کنید دقت ͬ آید. م دست به حͺم بنابراین

f : (G/H)r −→ (G/H)l, f(Ha) = a−۱H

بود. کارساز ١۶ . ٢ . ٧ لم ͬ گرفتیم، م نظر در را

٧٠



ͬ کند. م رهنمود زیر تعریف به را ما بالا قضیه
اندیس |(G/H)l|= |(G/H)r| یͺتای و اصلͬ عدد به ٢ . ٧ . ١٧ قضیه طبق .٢ . ٧ . ١٨ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش [G : H] با و گوییم G در H زیرگروه

.[Z : ۳Z] = ۳ داریم بخش این اول مثال طبق .٢ . ٧ . ١٩ مثال

.[G : H] = ۲ داریم بخش این دوم مثال طبق .٢ . ٧ . ٢٠ مثال

.[S۳ : H] = ۳ داریم بخش این چهارم مثال طبق .٢ . ٧ . ٢١ مثال

کنید. دنبال را زیر مثال دارد، نامتناهͬ اندیس که آن زیرگروه و گروه ͷی از مثال ͷی دیدن برای

مجموعه {pi}∞i=۱ کنیم فرض همچنین .H = Z و G = (Q,+) کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٢ مثال
صورت به راست یا چپ دسته هم ͷی ،i هر برای است، جمعͬ و آبلͬ گروه چون باشد. اول اعداد

۱
pi

+H = {۱
pi

+ k | k ∈ Z}

آنگاه x ∈ ( ۱
pi
+ Z) ∩ ( ۱

pj
+ Z) باشیم داشته i ̸= j برای اگر حال داشت. خواهیم

۱
pi

+ k = x =
۱
pi

+ k′

پس pi|pipj چون .pipj|pj − pi باید لذا و ۱
pi

− ۱
pj

= k′ − k ∈ Z پس .k, k′ ∈ Z که
تعداد و ندارند اشتراکͬ هیچ دسته ها هم پس است. آشͺار تناقض که pi|pj باید لذا .pi|pj − pi

.[Q : Z] = ∞ یعنͬ است. نامتناهͬ آنها

گروه نظریه و جبر قضایای پرکاربردترین و مهمترین از ͬͺی با را شما که است آن وقت اکنون
صحیح لاگرانژ قضیه عکس اگر تحقیقاتͬ مسایل برخͬ در که جهت این (از افسوس کنیم. آشنا
باید نقض مثال دیدن برای نیست! صحیح لاگرانژ قضیه عکس که ͬ شود) م راحت کار بسیار باشد
قضیه طبق متناهͬ، دوری گروه مانند خاص گروه های برای اما کنید! صبر فصل این آخر بخش تا
سبب لاگرانژ قضیه عکس نبودن صحیح همین چند هر است. صحیح لاگرانژ قضیه عکس ٢٠ . ۶ . ٢

سیلو۴! قضایای جمله از است، شده گروه نظریه در کلیدی قضایای پیدایش
این در .H ≤ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض لاگرانژ) (قضیه .٢ . ٧ . ٢٣ قضیه

.[G : H] = |G|
|H| عبارتͬ به یا |H| | |G| صورت

۴Sylow
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متناهͬ G چون و ͬ کنند. م افراز را G گروه چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق که ͬ دانیم م اثبات.
داریم ٢ . ٧ . ٧ گزاره طبق اما .[G : H] = t پس .G =

∪t
i=۱ aiH کنیم فرض ͬ توانیم م است

بنابراین .|aiH|= |H|

|G|=
t∑

i=۱
|aiH|=

t∑
i=۱

|H|= t|H|= [G : H] |H|

.[G : H] = |G|
|H| عبارتͬ به یا |H| | |G| یعنͬ این و

ببینید. ادامه در را لاگرانژ قضیه از بدیهͬ نتیجه چند
x ∈ G هر برای صورت این در باشد. n مرتبه از متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٧ نتیجه

.o(x)| |G| داریم

قضیه طبق لذا و |H|= o(x) داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق .H =< x > ͬ دهیم م قرار اثبات.
.o(x)| |G|= n باید ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ،

است. آبلͬ نتیجه در و دوری اول عدد مرتبه با G متناهͬ گروه هر .٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه

نتیجه طبق .e ̸= x ∈ G کنیم فرض همچنین است. اول عددی p که |G|= p کنیم فرض اثبات.
.o(x) = p باید نیست خنثͬ عنصر x چون .o(x) = p یا o(x) = ۱ نتیجه در .o(x)|p باید قبل
گزاره طبق .< x >⊆ G زیرا .G =< x > باید لذا و |< x > |= p داریم ١٨ . ۶ . ٢ قضیه طبق

باشد. آبلͬ G باید ١۴ . ۵ . ٢

داریم ،(o(H), o(K)) = ۱ که K و H زیرگروه های برای ،G متناهͬ گروه در .٢۶ . ٢ . ٧ نتیجه
.H ∩K = {e}

باید بنابراین .|H ∩K| | |K| و |H ∩K| | |H| داریم ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اثبات.
.H ∩K = {e} یعنͬ .|H ∩K| | (|H|, |K|) = ۱

عدد به نسبت n صحیح عدد اگر که ͬ گوید م ،٢۴ . ١ . ٢ قضیه اویلر‐فرما، قضیه .٢ . ٧ . ٢٧ مثال
ساده ای اثبات اکنون مطلب این است. اویلر تابع φ که nφ(m) m≡ ۱ آنگاه باشد اول m صحیح
قرار G در n̄ که داریم ۵٢ . ٢ . ٩ تمرین طبق بͽیریم. نظر در را G = U(Zm) گروه است کافͬ دارد.
داریم Z در پس .n̄φ(m) = ۱̄ ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. |G|= φ(m) باید و دارد

.nφ(m) m≡ ۱

است.
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
صورت به جمله ای دو بسط در جملات ضریب که ͬ دانیم م .٢ . ٧ . ٢٨ مثال

چیزی باشد k = ۰ یا و n = m اگر است! صحیح عدد ͷی حاصل این که دهیم نشان ͬ خواهیم م
فرض .|Sn|= n! داریم ٢ . ٣ . ٨ قضیه طبق ͬ گیریم. م نظر در را Sn گروه حال نداریم. اثبات برای
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که باشد Sn اعضای از مجموعه ای H کنیم
کند، عمل ثابت {k + ۱, k + ۲, ..., n} روی و جایͽشت {۱,۲, ..., k} مجموعه روی
کند. عمل جایͽشت {k + ۱, k + ۲, ..., n} روی و ثابت {۱,۲, ..., k} مجموعه روی

به اما .|H| | n! داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق .H ≤ Sn که ͬ دهد م نشان بررسͬ ͷی
است. |H|= k! (n− k)! ضرب اصل طبق

است. مثبت پاسخ است؟ صحیح عدد ͷی (mn)!
(m!)n

آیا ،n و m طبیعͬ اعداد برای .٢ . ٧ . ٢٩ مثال
شͺل به را mn تا ١ اعداد

۱,۲, ...,m; m+ ۱,m+ ۲, ...,۲m; ۲m+ ۱,۲m+ ۲, ...,۳m; ...;

(n− ۱)m+ ۱, (n− ۱)m+ ۲, ..., nm

ͬ گیریم. م نظر در را Smn گروه حال شده اند! جدا ویرگول ها نقطه توسط عدد m تا n ͬ نویسیم. م
که باشد Smn اعضای از مجموعه ای H کنیم فرض .|Smn|= (mn)! داریم ٢ . ٣ . ٨ قضیه طبق

کند، عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {۱,۲, ...,m} مجموعه روی
کند، عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {m+۱, , ...,۲m} مجموعه روی
عمل ثابت ویرگول نقطه بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {۲m + ۱, , ...,۳m} مجموعه روی

... کند،
کند. عمل ثابت ویرگول بین اعداد بقیه روی و جایͽشت {(n− ۱)m, ..., nm} مجموعه روی

به اما .|H| | n! داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق .H ≤ Sn که ͬ دهد م نشان بررسͬ ͷی
است. |H|= m! m! ...m! = (m! )n ضرب اصل طبق

آنها اثبات برای مقدماتͬ قضیه ها این آوردن از قبل ͬ بریم. م پایان به قضیه سه با را بخش این
ͬ کنیم. م معرفͬ را تراگشت۵ͬ مفهوم ابتدا داریم. لازم

T ⊆ G گوییم .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣٠ تعریف
T از عنصر ͷی حاوی دقیقا چپ دسته هم هر اگر است G در H برای چپ تراگشتͬ (الف)

باشد.
T از عنصر ͷی حاوی دقیقا چپ دسته هم هر اگر است G در H برای راست تراگشتͬ (ب)

باشد.
باشد. راست تراگشتͬ و چپ تراگشتͬ اگر است G در H برای تراگشتͬ (ج)

تراگشتͬ ͷی T = {۰,۱,۲} زیرمجموعه بیاورید! یاد به را بخش این مثال اولین .٢ . ٧ . ٣١ مثال
است. Z در ۳Z برای

ͷی T = {σ۱, σ۲, σ۳} زیرمجموعه بیاورید! یاد به را بخش این مثال چهارمین .٢ . ٧ . ٣٢ مثال
در H برای دیͽر تراگشتͬ ͷی T = {σ۱, σ۴, σ۵} زیرمجموعه است. S۳ در H برای تراگشتͬ

است. S۳
۵transversal
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است! شده تضمین انتخاب اصل ͷکم با (راست) چپ تراگشتͬ مجموعه وجود .٢ . ٧ . ٣٣ تذکر
دسته های همه که کنید دقت کنیم. انتخاب عنصر ͷی دقیقا چپ دسته های هم از است کافͬ زیرا
تراگشتͬ ͷی T اگر که است بدیهͬ بسیار لذا هستند. افراز گروه برای چون هستند مجزا هم از چپ

.|T |= [G : H] آنگاه باشد G از H زیرگروه برای (راست) چپ

مثال های در نیست. راست تراگشتͬ ͷی لزوما زیرگروه ͷی برای چپ تراگشتͬ ͷی .٣۴ . ٢ . ٧ تذکر
بعد بخش در که است نرمال زیرگروه مطلب این علت بودند! هم راست چپ، ͬ های تراگشت بالا
تراگشتͬ ͷی چپ تراگشتͬ ͷی که ͬ پذیریم) م اثبات بدون (ما ͬ شود م اثبات واقع در ͬ کنیم. م مطالعه

باشد. نرمال زیرگروه H اگر تنها و اگر است G گروه از H زیرگروه برای راست

در H برای چپ تراگشتͬ ͷی T اگر .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۵ . ٢ . ٧ لم
و t ∈ T که است th شͺل به یͺتا صورت به G عنصر هر و G =

∪
t∈T tH آنگاه باشد G

.h ∈ H

فرض ͬ توانیم م یعنͬ ͬ کنند، م افراز را G گروه G در H چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق اثبات.
دسته هم از حال .G =

∪
i∈I aiH و [G : H] = |I|= |T | که دارد وجود چنان I مجموعه کنیم

مشترک ti عنصر در tiH و aiH چپ دسته هم اکنون پس دارد. قرار T در ti نماینده aiH چپ
که ͬ دهد م نشان این .aiH = tiH باید ١۴ . ٢ . ٧ نتیجه طبق لذا و هستند

G =
∪
i∈I

aiH =
∪
t∈T

tH.

پس .h, h′ ∈ H و t, t′ ∈ T که شود نوشته t′h′ = g = th صورت به g ∈ G کنیم فرض
باید ١۴ . ٢ . ٧ نتیجه طبق لذا دارند. مشترک عنصر t′H و tH دسته هم دو یعنͬ این و th ∈ t′H

باشد. h = h′ باید و th = th′ لذا و t = t′ باید است چپ تراگشتͬ T چون .tH = t′H

صورت این در .K ≤ H ≤ G و یاشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣۶ . ٢ . ٧ قضیه

[G : K] = [G : H] [H : K].

که دارند وجود چنان S ⊆ H و T ⊆ G چپ ͬ های تراگشت که بالا) اول (تذکر ͬ دانیم م اثبات.
داریم ٢ . ٧ . ٨ قضیه طبق .[H : K] = |S| و [G : H] = |T |

G =
∪
t∈T

tH H =
∪
s∈S

sK

لذا و
G =

∪
t∈t

t(
∪
s∈S

sK) =
∪
t∈T

∪
s∈S

tsK =
∪

(t,s)∈T×S

tsK.

باید آنگاه هستند مجزا tsK چپ هم دسته های که نشان دهیم اگر

[G : K] = |T × S|= |T | |S|= [G : H] [H : K].
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چون .k ∈ K که ts = t′s′k یعنͬ این و ts ∈ t′s′K لذا .tsK = t′s′K کنیم فرض پس
داشت خواهیم مشابه کاملا روشͬ با بنابراین .tsH = t(sH) = tH پس s ∈ K ≤ H

G در H برای چپ تراگشتͬ T اما .tH = t′H پس .tsH = t′s′kH = t′(s′k′H) = t′H
S اما .sK = s′kK = s′(kK) = s′K یعنͬ .s = s′k داریم بلافاصله .t = t′ باید لذا است

.s = s′ باید لذا است H در K برای چپ تراگشتͬ
اولین طبق کنیم. پیدا را G = (۳Z,+) گروه در ۱۵Z زیرگروه اندیس ͬ خواهیم م .٢ . ٧ . ٣٧ مثال

داریم ٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق .[Z : ۱۵Z] = ۱۵ و [Z : ۳Z] = ۳ داریم بخش این مثال

[۳Z : ۱۵Z] = [Z : ۱۵Z]
[Z : ۳Z] = ۵.

صورت این در .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣٨ قضیه

[G : H ∩K] ≤ [G : K].

.G = KH اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی بالا در ،[G : K] < ∞ وقتͬ همچنین

ضابطه حال است. K و H زیرگروه K ∩H که کنید دقت ابتدا اثبات.

f : (H/(H ∩K))l −→ (G/K)l, f(h(H ∩K)) = hK

١۵ . ٢ . ٧ لم از آنگاه h(H ∩K) = h′(H ∩K) کنیم فرض اگر زیرا است. خوشتعریف تابع ͷی
f(h(H∩K)) = یعنͬ hK = h′K باید ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق دوباره .h−۱h′ ∈ H∩K ≤ K باید

.f(h′(H ∩K))
اما .h−۱h′ ∈ K ١۵ . ٢ . ٧ لم از آنگاه hK = h′K باشیم داشته h, h′ ∈ H برای اگر حال
یعنͬ .h(H ∩K) = h′(H ∩K) باید ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق و h−۱h′ ∈ H ∩K پس h−۱h ∈ H

پس است. ͷبه ی ͷی f

[G : H ∩K] = |(H/(H ∩K))l|≤ |(G/K)l|= [G : K].

ͷبه ی ͷی f زیرا است. پوشا f یعنͬ این .[G : H ∩K] = [G : K] کنیم فرض دوم، قسمت برای
درنظر را gK چپ دسته هم .g ∈ G کنیم فرض حال است. |(G/K)l|= [G : K] < ∞ و

که دارد وجود چنان h ∈ H عنصر است، پوشا f چون ͬ گیریم. م

hK = (fh(H ∩K)) = gK.

.G ⊆ HK لذا و g = hh−۱g = h(h−۱g) ∈ HK پس .h−۱g ∈ K داریم ١۵ . ٢ . ٧ لم طبق
.G = KH باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق و G = HK پس .HK ⊆ G که است واضح

نظر در را gK چپ دسته هم .G = HK باید ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره طبق .G = KH کنیم فرض اکنون
داریم حال .k ∈ K و h ∈ H که g = hk پس ͬ گیریم. م

f(h(H ∩K)) = hK = hkk−۱K = (hk)k−۱K = hkK = gK

است. کامل اثبات و است پوشا f یعنͬ
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G گروه در متناهͬ اندیس با زیرگروه های K و H کنیم فرض پوانکاره) (قضیه .٢ . ٧ . ٣٩ قضیه
و [G : H ∩K] < ∞ که داریم صورت این در باشند.

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K].

.G = KH اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی بالا در همچنین

که داریم ٢ . ٧ . ٣٨ قضیه طبق و ٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق .(H ∩K) ≤ H ≤ G که ͬ دانیم م اثبات.

[G : (H ∩K)] = [G : H] [H : (H ∩K)] ≤ [G : H] [G : K] < ∞.

رخ تساوی است) ما منظور مساوی یا کوچͺتر (آخرین بالا در ٢ . ٧ . ٣٨ قضیه طبق دوم، قسمت برای
.G = HK اگر تنها و اگر [H : (H ∩K)] = [G : K] اگر تنها و اگر ͬ دهد م

شده حل تمرین های

بنویسید. را چپ دسته های هم Q۸ گروه از H = {۱,−۱, j,−j} زیرگروه برای .۴٢ . ٧ . ٠ تمرین

داریم حال است. H خود دسته ها هم از ͬͺی حل.

iH = {i,−i, ij, i(−j)} = {i,−i, k,−k} = (−i)H

jH = {j,−j, j۲,−j۲} = {j,−j,−۱,۱} = H = (−j)H

kH = {k,−k, kj, k(−j)} = {k,−k,−i, i} = (−k)H

.{i,−i, k,−k} دیͽری و H ͬͺی داریم چپ دسته هم دو پس

زیرگروه و G×G گروه برای باشد. G = (R,+) کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ١ تمرین

H = {(x,۰) ∈ G×G | x ∈ R}

xها). محور H و است مختصات صفحه همان G×G) کنید معلوم را چپ دسته های هم

داریم است جمعͬ گروه چون ،(u, v) ∈ G×G ثابت ولͬ دلخواه عنصر برای حل.

(u, v) +H = {(u, v) + (x,۰) | (x,۰) ∈ H} =

{(u+ x, v) | x, u, v ∈ R}

x محور موازی خطوط یعنͬ دارند. v عرض همواره که مختصات صفحه در نقاط همه یعنͬ این و
داریم. چپ دسته هم بیشمار پس ها!

کنید. معلوم را چپ دسته های هم Z زیرگروه  و G = (R,+) گروه برای .۴٢ . ٧ . ٢ تمرین

٧۶



گروه چون .۰ ≤ ϵ < ۱ و صحیح عدد n که است n+ ϵ صورت به r حقیقͬ عدد هر حل.
داریم است جمعͬ

r + Z = {r + x | x ∈ Z} = {n+ ϵ+ x | x ∈ Z} =

{m+ ϵ | m ∈ Z} =

چپ دسته هم بیشمار پس .۰ ≤ ϵ < ۱ که هستند ϵ+Z صورت به چپ دسته های هم یعنͬ این و
داریم.

دهید نشان .{e} با مخالف زیرگروه ͷی H و باشد دوری گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٣ تمرین
است. متناهͬ [G : H]

(چرا؟). k ∈ N که H =< xk > داریم ٢٢ . ۵ . ٢ قضیه طبق .G =< x > کنیم فرض حل.
داریم xi ∈ G ثابت و دلخواه عنصر برای حال

xiH = {xih | h ∈ H} = {xi(xk)j | j ∈ Z} =

{xixjk | j ∈ Z} = {xi+jk | j ∈ Z}.

انتخاب {۰,۱,۲, ..., k−۱} مجموعه از i باید نشود حاصل تکراری چپ دسته هم که این برای
.[G : H] = k یعنͬ شود.

و اگر است متناهͬ G \H صورت این در .H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۴۴ . ٢ . ٧ تمرین
باشد. متناهͬ G یا G = H اگر تنها

قضیه طبق است. متناهͬ G ͬ دهیم م نشان .G ̸= H و است متناهͬ G \H کنیم فرض حل.
است. H خود چپ دسته های هم این از ͬͺی ͬ کنند. م افراز را G گروه چپ دسته های هم ٢ . ٧ . ٨

بنویسیم ͬ توانیم م پس
G = H ∪ (

∪
e ̸=a∈G

aH)

.
∪

e ̸=a∈G aH ⊆ (G \H) روشنͬ به .G ̸= H زیرا است، ناتهͬ حتما
∪

e ̸=a∈G aH آن در که
Hنامتناهͬ اگر زیرا باشد. متناهͬ باید Hنیز که ͬ دهد م نشان این است. متناهͬ

∪
e̸=a∈G aH ∪یعنͬ

e ̸=a∈G aH چون دارد. وجود ... و h۳ ،h۲ ،h۱ مانند متمایز عنصر نامتناهͬ H در آنگاه باشد
hi = hj که ͬ دهد م نشان این .ahi = ahj باید لذا و است متناهͬ aH پس است، متناهͬ
متناهͬ G باید پس متناهͬ

∪
e ̸=a∈G aH و متناهͬ H حال است. آشͺار تناقض که (چͽونه؟)

باشد.
است. بدیهͬ بسیار برعکس،

دوری عضوی pq گروه ͷی از سره زیرگروه هر که دهید نشان q و p اول اعداد برای .۴۵ . ٢ . ٧ تمرین
است.

کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی است، خنثͬ عنصر شامل فقط که سره زیرگروه برای حل.
پس .|H| | pq باید ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. G از نابدیهͬ سره زیرگروه ͷی H

است. تمام کار ٢۵ . ٢ . ٧ نتیجه طبق صورت هر در است. q یا و p با برابر |H|

٧٧



نابدیهͬ سره زیرگروه G دهید نشان باشد. اول عدد مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .۴۶ . ٢ . ٧ تمرین
ندارد.

|H| ،٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق باشد. G از نابدیهͬ سره زیرگروه H کنیم فرض حل.
آشͺار تناقض که دارد خودش و ١ غیر شمارنده اول عدد یعنͬ این اما بشمارد. را گروه مرتبه باید

است.

را G که باشد G از اعضای تعداد کمترین d(G) و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٧ تمرین
.|G|≥ ۲d(G) که دهید نشان ͬ کند. م تولید

.G =< g۱, g۲, ..., gk > کنیم فرض همچنین .d(G) = k ͬ کنیم م فرض راحتͬ برای حل.
d(H) = کنیم فرض .d(H) = k − ۱ ͬ کنیم م ادعا .H =< g۱, ..., gk−۱ > ͬ دهیم م قرار

داریم بررسͬ ͷی با لذا و H =< h۱, ..., ht > پس .t < k − ۱

G =< g۱, ..., gk >=< H, gk >=<< h۱, ..., ht >, gk >=< h۱, ..., ht, gk > .

پس است. k از ما انتخاب با تناقض در که ͬ شود م تولید عنصر k از کمتر تعداد با G یعنͬ این
G =< ∅ >= {e} آنگاه k = ۰ اگر ͬ کنیم. م اثبات اسقرا با را حͺم حال .d(H) = k − ۱
درست d(H ′) < k که H ′ گروه هر برای حͺم کنیم فرض حال است. برقرار حͺم وضوح به و
قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اما .۲k−۱ ≤ |H| داریم d(H) < k چون .|H ′|≥ ۲d(H′) یعنͬ باشد،
تعداد با G یعنͬ این و H = G آنگاه باشد l = ۱ اگر .l ∈ N که |G|= l |H| داریم ،٢ . ٧ . ٢٣

داریم لذا .l ≥ ۲ پس است. k از ما انتخاب با تناقض در که ͬ شود م تولید عنصر k از کمتر

|G|= l |H|≥ ۲ ۲k−۱ = ۲k.

[G : H] = m دهید قرار .H,K ≤ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٨ تمرین
مضرب کوچͺترین c آن در که c ≤ [G : (H ∩ K)] ≤ mn دهید نشان .[G : K] = n و

ͬ دهد. م رخ تساوی باشند اول هم به نسبت n و m اگر نتیجه در است. n و m مشترک

٣۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق پس .(H ∩K) ≤ K ≤ G و (H ∩K) ≤ H ≤ G که ͬ دانیم م حل.
داریم

[G : (H ∩K)] = [G : H] [H : (H ∩K)] = m[H : (H ∩K)]

[G : (H ∩K)] = [G : K] [K : (H ∩K)] = n[K : (H ∩K)].

پوانکاره، قضیه طبق اما .c|[G : (H ∩K)] لذا و n|[G : (H ∩K)] و m|[G : (H ∩K)] پس
داریم ،٢ . ٧ . ٣٩ قضیه

[G : (H ∩K)] ≤ [G : H] [G : K] = mn.

نداریم. اثبات برای چیزی است c = mn چون دوم، قسمت برای

باشیم داشته که طوری به باشند G متناهͬ گروه از زیرگروه هایی K و H کنیم فرض .۴٢ . ٧ . ٩ تمرین
.HK = KH نتیجه در و G = HK که دهید نشان .([G : H], [G : K]) = ۱

٧٨



داریم قبلͬ تمرین طبق پس .H ∩K = {e} داریم ٢۶ . ٢ . ٧ نتیجه طبق حل.

|G|= [G : {e}] = [G : (H ∩K)] = [G : H] [G : K].

.|G|= |K| [G : K] و |G|= |H| [G : H] داریم ٢ . ٧ . ٢٣ قضیه لاگرانژ، قضیه طبق اما
باید ٣١ . ۴ . ٢ قضیه طبق اکنون .|G|= |K| |H|= [G : H][G : K] که ͬ  کند م ایجاب این
نتیجه دوم قسمت .G = HK که ͬ شود م نتیجه HK ⊆ G چون .|HK|= |K| |H|= |G|

است. ٢٩ . ۴ . ٢ گزاره از بدیهͬ
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