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١ فصل

گروه ها نظریه در مباحثͬ

در و دارند مجرد جبر در اساسͬ نقش که هستند جبری ساختارهای مهم ترین از ͬͺی گروه ها
در گروه ها همچنین برخوردارند. بالایی اهمیت از کوانتم ͷفیزی و بلورشناسͬ مانند مختلف علوم
استفاده ... و اعداد جبری نظریه جبری، توپولوژی جبری، هندسه چون ریاضیات گوناگون شاخه های
که را مطالبی حدی تا ͬ خواهیم م فصل این در است. اهمیت حائز گروه ها مطالعه این رو از ͬ شود. م
برخͬ دانشجو اگر که است لازم بنابراین نماییم. تکمیل آموخته اید، جبر مبانͬ درس در گروه ها از
گروه زیرگروه، گروه، مانند (مفاهیمͬ کند مرور را آن برده، یاد از جبر مبانͬ درس از را مفاهیم
قضیه های قسمت، خارج گروه عنصر، و گروه مرتبه هم دسته، لاگرانژ، قضیه نرمال، زیرگروه دوری،

همریختͬ).

گروه ها مستقیم ضرب حاصل ١ . ١

ارائه در بالایی اهمیت که بسازییم جدید گروه ͷی گروه چند ͷکم با ͬ خواهیم م بخش این در
ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر بدیهͬ لم با دارد. گروه ساختاری قضایای

ضرب حاصل صورت این در باشد. گروه ها از خانواده ͷی Gn ،... ،G۱ کنیم فرض .١ . ١ . ١ لم
یعنͬ گروه ها این دکارتͬ

G۱ × ...×Gn = {(g۱, ..., gn) | gi ∈ Gi}

طبیعͬ عمل با
(g۱, ..., gn).(g

′
۱, ..., g

′
n) = (g۱g

′
۱, ..., gng

′
n)

است. گروه ͷی

است. راست سر اثبات.

١



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٢

گروه به صورت این در باشد. گروه ها از خانواده ͷی Gn ،... ،G۱ کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
،G۱ گروه های خارجͬ مستقیم ضرب حاصل گروه شد، معرفͬ ١ . ١ . ١ لم در که G۱ × ...× Gn

گوییم. Gn ،...

ضرب و گروه ͷی زیرگروه های خارجͬ ضرب بین ارتباطͬ آیا که شود مطرح سوال این ممͺن
با گروه ͷی زمانͬ چه که ͬ دهیم م پاسخ سوال این به زیر مهم قضیه در دارد؟ وجود زیرگروه  (عادی)

است. یͺریخت زیرگروه هایش از متناهͬ خانواده مستقیم ضرب حاصل

علاوه به و باشد G گروه زیرگروه های از خانواده ای Hn ،... ،H۱ کنیم فرض .١ . ١ . ٣ قضیه
هستند. معادل زیر شرایط صورت این در .G = H۱H۲...Hn

که: ͬ کنیم م (یادآوری است یͺریختͬ π : H۱ × ... × Hn −→ G طبیعͬ همریختͬ (١)
.(π((h۱, ..., hn)) = h۱h۲...hn

شͺل به یͺتا صورت به g ∈ G عنصر هر و است G از نرمال زیرگروه ͷی Hi هر (٢)
.hi ∈ Hi که ͬ شود م نوشته g = h۱h۲...hn

داریم i هر برای آنگاه h۱h۲...hn = e اگر و است G از نرمال زیرگروه ͷی Hi هر (٣)
.hi = e

داریم i هر برای و است G از نرمال زیرگروه ͷی Hi هر (۴)

Hi ∩ (H۱...Hi−۱Hi+۱...Hn) = {e}.

ͬ دهیم م قرار .(٢) ⇐ (١) اثبات.

H ′
i = {(e, e, ..., hi, e, ..., e) | hi ∈ Hi}.

یͺریختͬ π فرض طبق اما است. نرمال H۱ × ...×Hn در H ′
i که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ

برای ͬ کند. م تکمیل را اول قسمت اثبات که باشد. نرمال H در باید π(H ′
i) = Hi پس است

کنیم فرض دوم، قسمت
h۱...hn = g = h′

۱...h
′
n

لذا .hi, h
′
i ∈ Hi که

π((h۱, ..., hn)) = g = π((h′
۱, ..., h

′
n)).

دارد. یͺتا نمایش g پس .hi = h′
i که داریم i هر برای است، ͷی به ͷی π چون نتیجه در

.e = h۱h۲...hn کنیم فرض حال است. G از نرمال زیرگروه ͷی Hi هر فرض طبق .(٣) ⇐ (٢)
.hi = e داریم i هر برای یͺتایی فرض طبق .e = ee...e اما

نشان ابتدا دوم، قسمت برای است. G از نرمال زیرگروه ͷی Hi هر فرض طبق .(۴) ⇐ (٣)
آنگاه hi = hj که hj ∈ Hj و hi ∈ Hi اگر .i ̸= j هر برای Hi ∩ Hj = {e} که ͬ دهیم م
x ∈ Hi هر برای که ͬ دهیم م نشان حال .hi = hj = e فرض طبق بنابراین .e = hih

−۱
j

پس است نرمال G در Hi که داریم فرض طبق .xy = yx داریم i ̸= j که y ∈ Hj هر و
حال .yxy−۱x−۱ ∈ Hi پس .x−۱ ∈ Hi نتیجه در است زیرگروه Hi اما .yxy−۱ ∈ Hi



٣ گروه ها مستقیم ضرب حاصل .١ . ١

پس است نرمال G در Hj که داریم فرض طبق .y−۱ ∈ Hj نتیجه در است زیرگروه Hj اما
نتیجه در Hi ∩Hj = {e} که دادیم نشان اما .yxy−۱x−۱ ∈ Hj نتیجه در و xy−۱x−۱ ∈ Hj

کنیم فرض دهیم. نشان را Hi ∩ (H۱...Hi−۱Hi+۱...Hn) = {e} ͬ توانیم م حال .xy = yx
پس .x ∈ Hi ∩ (H۱...Hi−۱Hi+۱...Hn)

hi = x = h۱...hi−۱hi+۱...hn

اکنون .e = h۱h۲...hi−۱h
−۱
i hi+۱...hn پس ͬ شوند م جابجا hl ∈ Hl همه اما .hl ∈ Hl که

ͬ آید. م دست به حͺم و x = e نتیجه در .hl = e داریم l هر برای فرض طبق
حالت در آنچه با مشابه طرفͬ از (چرا؟). است ͷی به ͷی π که دهیم نشان است کافͬ .(١) ⇐ (۴)
داریم i ̸= j که y ∈ Hj هر و x ∈ Hi هر برای که دهیم نشان ͬ توانیم م دیدیم، “(۴) ⇐ (٣)”
.h−۱

۱ = h۲...hn نتیجه در .h۱h۲...hn = e آنگاه (h۱, ..., hn) ∈ Kerπ اگر حال .xy = yx
استقرایی و مشابه صورت به .h۱ = e بنابراین .H۱ ∩ (H۲...Hi...Hn) = {e} فرض طبق اما
و h۲ = ... = hn = e که داد نشان ͬ توان م ͬ شوند) م جابجا hl ∈ Hl همه که مطلب این (و

است. کامل اثبات

حاصل G گوییم آنگاه کند صدق ،١ . ١ . ٣ قضیه معادل شرایط از ͬͺی در G گروه اگر .۴ . ١ . ١ تعریف
گوییم. جمعوند Hiها به و است Hn ،... ،H۱ زیرگروه های داخلͬ مستقیم ضرب

،١ . ١ . ٣ قضیه معادل شرایط از ͬͺی در G گروه از Hn ،... ،H۱ زیرگروه های گاه هر .۵ . ١ . ١ تذکر
حاصل همیشه که شود دقت ͬ کنیم. م نظر صرف خارجͬ و داخلͬ کلمه گفتن از آنگاه کند صدق
حاصل اما است) انتخاب اصل معادل صورت همان (این دارد وجود Hn ،... ،H۱ خارجͬ ضرب
حل (تمرین های دهد رخ ،١ . ١ . ٣ قضیه معادل شرایط از ͬͺی اگر تنها و اگر است موجود داخلͬ ضرب
H۱⊕...⊕Hn صورت به Hnرا ،... ،H۱ داخلͬ ضرب حاصل باشد جمعͬ گروه اگر ببینید). را شده

ͬ گوییم. م مستقیم مجموع آن به و ͬ نویسیم م

صورت به نرمال زیرگروه دو گروه این بͽیرید. نظر در را (Z۶,+) گروه .۶ . ١ . ١ مثال

H = {۰̄, ۳̄} ∼= Z۲

K = {۰̄, ۲̄, ۴̄} ∼= Z۳

داریم ،١ . ١ . ٣ قضیه طبق پس .H ∩K = ۰̄ که است واضح دارد.

Z۶ = H ⊕K ∼= H ×K ∼= Z۲ × Z۳.

داخلͬ واژه آوردن از گاهͬ رو این از یͺریختند. داخلͬ هم و خارجͬ ضرب حاصل هم گروه این برای
ͬ کنیم. م نظر صرف خارجͬ و

ͬ رسانیم. م پایان به زیر گزاره با را بخش این

در G گروه از Hn ،... ،H۱ زیرگروه های و باشد جمعͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ١ . ٧ گزاره
.H۱ × ...×Hn

∼= H۱ ⊕ ..⊕Hn آنگاه کند صدق ،١ . ١ . ٣ قضیه معادل شرایط از ͬͺی



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ۴

h۱+h۲+ ...+hn شͺل به یͺتا صورت به H۱⊕ ...⊕Hn عضو هر که شود دقت ابتدا اثبات.
رابطه حال است.

f : H۱ ⊕ ...⊕Hn −→ H۱ × ...×Hn, f(h۱ + ...+ hn) = (h۱, ..., hn)

است. گروهͬ یͺریختͬ ساده بررسͬ ͷی با

شده حل تمرین

است. ۲ برابر همانͬ غیر عنصر هر مرتبه که باشد متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ١ . ٨ تمرین
است. ۲ مرتبه از دوری گروه های داخلͬ ضرب حاصل G آنگاه

آبلͬ گروهͬ G نتیجه در .g = g−۱ پس است ۲ برابر g مرتبه چون G در g عنصر هر برای اثبات.
است. تمام کار G =< g۱ > اگر باشد. G در همانͬ غیر عنصر g۱ کنیم فرض (چرا؟). است
G چون بͽیرید. نظر در را < g۲ > و g۲ ∈ G\ < g۱ > پس .G ̸=< g۱ > که کنیم فرض پس
عضو هر مرتبه چون آنگاه x ∈< g۱ > ∩ < g۲ > اگر هستند. نرمال زیرگروه ها تمام است آبلͬ
قسمت ،١ . ١ . ٣ قضیه طبق آنگاه G =< g۱ >< g۲ > اگر حال باشد. x = e باید پس است، دو
باید پس است متناهͬ G چون و ͬ کنیم م تکرار را بالا روند صورت این غیر در است، تمام کار ،(۴)

است. تمام اثبات و G =< g۱ >< g۲ > ... < gn >

زیرگروه های از تا دو مستقیم مجموع ͬ توان نم را Z۱۶ جمعͬ گروه که دهید نشان .١ . ١ . ٩ تمرین
نوشت. نابدیهͬ

حتما نابدیهͬ زیرگروه های پس هستند. مقایسه قابل دو به دو Z۱۶ زیرگروه های که ͬ دانیم م اثبات.
است. شده حل مسئله ،(۴) قسمت ،١ . ١ . ٣ قضیه طبق پس دارند. نابدیهͬ اشتراک

است. زیرگروه هایش از تا دو مستقیم جمع Z۱۰ جمعͬ گروه که دهید نشان .١ . ١ . ١٠ تمرین

دهیم قرار است کافͬ اثبات.

H۱ = {۰̄, ۵̄}, H۲ = {۰̄, ۲̄, ..., ۸̄}.
مسئله ،(۴) قسمت ،١ . ١ . ٣ قضیه طبق پس .Z۱۰ = H۱ +H۲ و H۱ ∩H۲ = {۰̄} وضوح به

است. شده حل

دهید نشان .(m,n) = ۱ که باشد mn مرتبه از دوری گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ١ . ١١ تمرین
است. خودش نابدیهͬ زیرگروهای از تا دو مستقیم ضرب حاصل G

زیرگروه ͷی فقط و ͷی و H مانند m مرتبه از زیرگروه ͷی فقط و ͷی است دوری G چون اثبات.
ͬ شمارد م را n هم و m هم H∩K مرتبه زیرا H∩K = {e} اما (چرا؟). دارد K مانند n مرتبه از

ͬ دانیم م حال .H ∩K = {e} پس (m,n) = ۱ چون و

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

= |H| |K| = mn.



۵ گروه ها مستقیم ضرب حاصل .١ . ١

قضیه طبق اکنون است. نرمال آن زیرگره هر است آبلͬ G چون .G = HK پس HK ⊆ G چون
.G ∼= H ×K ،(۴) قسمت ،١ . ١ . ٣

خودش نابدیهͬ زیرگروه تا دو هیچ داخلͬ مستقیم Qجمع جمعͬ گروه دهید نشان .١ . ١ . ١٢ تمرین
نیست.

عنصر دو آنگاه هستند نابدیهͬ H۲ و H۱ که باشد Q = H۱ ⊕H۲ اگر خلف، برهان به اثبات.
داریم حال دارند. وجود H۱ و H۱ در ترتیب به p

q
و m

n
ناصفر

np(
m

n
) = pm = qm

p

q
∈ H۱ ∩H۲.

دارد. تناقض ،(۴) قسمت ،١ . ١ . ٣ قضیه با که دارند صفر غیر اشتراک H۱ و H۱ پس



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ۶

مجموعه روی گروه ͷی عمل ١ . ٢

G گوییم صورت این در باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی S و گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
هر برای که طوری به باشد موجود ∗ : G × S −→ S مانند تابعͬ هرگاه ͬ کند م عمل S روی

باشند: برقرار زیر ͬ های ویژگ s ∈ S و a, b ∈ G
a ∗ (b ∗ s) = (ab) ∗ s (١)

است. G گروه همانͬ e آن در که e ∗ s = s (٢)
است. G‐مجموعه ͷی S ͬ گویند م و ͬ نامند م S روی G گروه عمل را ∗ تابع

ͬ کنیم م تعریف .S = G ͬ دهیم م قرار و گروه ͷی G که کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ مثال

∗ : G×G −→ G, g ∗ g′ = gg′.

ͬ کند. م صدق (٢) و (١) خواص در که است تابع ͷی ∗ که ͬ دهد م نشان زیر راست سر بررسͬ
:(١) خاصیت بررسͬ

g ∗ (g′ ∗ g′′) = g ∗ (g′g′′) = gg′g′′ = (gg′) ∗ g′′.

:(٢) خاصیت بررسͬ
e ∗ g = eg = g.

است. G‐مجموعه ͷی G پس

را زیر رابطه و S = R گویا، اعداد ضربی گروه G = (Q \ {۰}, .) که کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ مثال
ͬ گیریم م نظر در

q ∗ r = qr.

ͬ کند. م صدق (٢) و (١) خواص در که است تابع ͷی ∗ که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی
:(١) خاصیت بررسͬ

q ∗ (q′ ∗ r) = q ∗ q′r = qq′r = (qq′) ∗ r.

:(٢) خاصیت بررسͬ
۱ ∗ r = ۱r = r.

است. G‐مجموعه ͷی S یعنͬ

ͬ دهیم م قرار باشد عضوی n مجموعه روی جایͽشت ها گروه G = Sn کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ مثال
ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه صورت این در .S = {۱,۲, ..., n}

∗ : G× S −→ S, σ ∗ i = σ(i).

ͬ کند. م صدق (٢) و (١) خواص در که است تابع ͷی ∗ وضوح به
:(١) خاصیت بررسͬ

σ ∗ (σ′ ∗ i) = σ ∗ σ′(i) = σ(σ′(i)) = (σσ′) ∗ i



٧ مجموعه روی گروه ͷی عمل .١ . ٢

:(٢) خاصیت بررسͬ
id ∗ i = id(i) = i

است. G‐مجموعه ͷی S پس

ͬ شود. م تعریف ͷی به منجر زیر مثال

صورت این در .S = G ͬ دهیم م قرار و گروه ͷی G که کنیم فرض تزویج) (عمل .۵ . ١ . ٢ مثال
ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه

∗ : G×G −→ G, a ∗ g = aga−۱.

ͬ کند. م صدق (٢) و (١) خواص در که است تابع ͷی ∗ که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی
:(١) خاصیت بررسͬ

a ∗ (a′ ∗ g) = a ∗ (a′ga′−۱) = aa′ga′−۱a−۱ = (aa′)g(aa′)−۱ = (aa′) ∗ g.

:(٢) خاصیت بررسͬ
e ∗ g = ege−۱ = ege = g.

ͬ نامند. م تزویج عمل را خودش روی G گروه عمل این است. G‐مجموعه ͷی G پس

داریم. مقدمات کمͬ به نیاز منظور این برای کنیم. تعریف را مدار ͬ خواهیم م ادامه در

که ͬ کنیم م تعریف کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
موجود چنان g ∈ G اگر تنها و اگر ͬ دهیم) م نشان s۱ ∼ s۲ با (و هستند  ∼ رابطه در s۱, s۲ ∈ S

.g ∗ s۱ = s۲ که باشد

تعریف در که ∼ رابطه کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٧ لم
افراز هم ارزی کلاس های به S اعضای نتیجه در است. هم ارزی رابطه ͷی شد معرفͬ ،۶ . ١ . ٢

ͬ شوند. م

باشد گروه همانͬ e و s ∈ S کنیم فرض انعکاسͬ: خاصیت بررسͬ اثبات.

e ∗ s = s ⇒ s ∼ s.

.g ∗ s = s′ که دارد جود و چنان g ∈ G پس .s ∼ s′ که کنیم فرض تقارنͬ: خاصیت بررسͬ
طبق است. برقرار g−۱ ∗ (g ∗ s) = g−۱ ∗ s′ نتیجه در و g−۱ ∈ G پس است گروه G چون

داریم را زیر تساوی عمل، خاصیت های

g−۱s′ = g−۱ ∗ (g ∗ s) = (g−۱g) ∗ s = e ∗ s = s.

.s′ ∼ s پس
که دارند وجود چنان g۱, g۲ ∈ G پس .s۲ ∼ s۳ و s۱ ∼ s۲ کنیم فرض تعدی: خاصیت بررسͬ



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٨

(١) خاصیت از و g = g۲g۱ ∈ G پس است گروه G چون .g۲ ∗ s۲ = s۳ و g۱ ∗ s۱ = s۲
داریم عمل

g ∗ s۱ = (g۲g۱) ∗ s۱ = g۲ ∗ (g۱ ∗ s۱) = g۲ ∗ s۲ = s۳.

.s۱ ∼ s۳ یعنͬ

کنیم. عمل خود وعده به ͬ توانیم م و ͬ کند م فراهم را زیر تعریف مجوز بالا لم اکنون

که هم ارزی کلاس هر کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ دهیم م نشان x̄ با را x ∈ S مدار ͬ نامیم. م مدار ͷی را ͬ آید م وجود به S روی ∼ هم ارزی رابطه از

و
x̄ = {s ∈ S | g ∗ x = s, g ∈ G برخͬ {برای = {g ∗ x | g ∈ G}.

پایدارساز از منظور کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف
است زیر مجموعه ͬ دهیم م نشان Gx با که x ∈ S

Gx = {g ∈ G | g ∗ x = x}.

،x ∈ G هر برای کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ لم
است. G از زیرگروه ͷی Gx

e∗x = xپس e ∈ G چون ͬ گیریم. م نظر Sدر در را ثابت) لحظه این (از و x دلخواه عنصر اثبات.
و g ∗ x = x تعریف طبق پس .g, g′ ∈ Gx که ͬ کنیم م فرض حال است. ناتهͬ Gx یعنͬ این و

داریم حال .g′ ∗ x = x

(g′g) ∗ x = g′ ∗ (g ∗ x) = g′ ∗ x = x.

پس g ∗ x = x چون دیͽر طرفͬ از .g′g ∈ Gx یعنͬ

x = e ∗ x = (g−۱g) ∗ x = g−۱ ∗ (g ∗ x) = g−۱ ∗ x.

است. زیرگروه Gx بنابراین .g−۱ ∈ Gx یعنͬ

ͬ دهیم. م نشان (|x̄|) |A| با را (x̄ (مدار A مجموعه اعضای تعداد .١ . ٢ . ١١ نمادگذاری

است. معنͬ با (G در Gx شاخص یا (اندیس [G : Gx] عبارت ،١ . ٢ . ١٠ لم طبق .١ . ٢ . ١٢ تذکر

ͬ دهد. م رانشان مدار ͷی اعضای تعداد زیر قضیه حال

.|x̄| = [G : Gx] آنگاه x ∈ S و کند عمل S مجموعه روی G گروه اگر .١ . ٢ . ١٣ قضیه



٩ مجموعه روی گروه ͷی عمل .١ . ٢

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه }اثبات.
θ : {gGx | g ∈ G} −→ x̄ = {g ∗ x | g ∈ G}

θ(gGx) = g ∗ x

است. (تابع) خوش تعریف θ که ͬ دهیم م نشان ابتدا

gGx = g′Gx ⇒ g−۱g′Gx ⇒ g−۱g′ ∈ Gx

نتیجه در

(g−۱g′)∗x = x ⇒ g∗[(g−۱g′)∗x] = g∗x ⇒ (gg−۱g′)∗x = g∗x ⇒ g′∗x = g∗x.

نیز θ پوشایی ͬ دهد. م نشان را θ بودن ͷی به ͷی خوش تعریفͬ، عکس است. خوش تعریف θ یعنͬ
.|x̄| = [G : Gx] بنابراین است. واضح

|S| =
∑

t∈S′ [G : Gt] آنگاه کند عمل S متناهͬ مجموعه روی G گروه اگر .١۴ . ١ . ٢ نتیجه
است. مدار هر از عنصر ͷی دقیقا شامل که S از زیرمجموعه ای S ′ آن در که

که دارد وجود چنان S از S ′ زیرمجموعه ،١ . ٢ . ٧ لم طبق اثبات.

S =
∪
t∈S′

t̄ جدا) مدارهای (اجتماع

پس است متناهͬ S چون و

|S| =
∑
t∈S′

|t̄| =
∑
t∈S′

[G : Gt]

است. تمام اثبات و

بررسͬ را (۵ . ١ . ٢ (مثال ͬ کند م عمل تزویج با خودش روی G که حالتͬ خواهیم مͬ ادامه در
مجدد را اثبات اما است ١۴ . ١ . ٢ نتیجه و ١ . ٢ . ١٣ قضیه از صورتͬ که ͬ کنیم م بیان را قضیه ای کنیم.
و تعریف ͷی ابتدا در باشد. علاقمند تزویج به فقط خواننده است ممͺن که چرا کرد خواهیم تکرار

ͬ کنیم. م بیان را یادآوری ͷی

صورت این در .(۵ . ١ . ٢ (مثال ͬ کند م عمل تزویج با خودش Gروی که کنیم فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
یعنͬ ͬ دهیم، م نشان C(g) با و نامیم تزویجͬ رده را g ∈ G عنصر هر مدار

C(g) = {aga−۱ | a ∈ G}.

تعریف زیر صورت به G در g نرمال ساز .g ∈ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١۶ . ١ . ٢ یادآوری
ͬ شود م

N(g) = {a ∈ G | aga−۱ = g}.



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ١٠

برقرارند: زیر گزاره های صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ قضیه
ͬ کند. م افراز را G تزویجͬ رده های مجموعه (الف)

.g ∈ G که |C(g)| = [G : N(g)] (ب)
شامل G از زیرمجموعه ای T که |G| =

∑
g∈T [G : N(g)] آنگاه باشد متناهͬ G اگر (ج)

است. تزویجͬ رده هر از عنصر ͷی دقیقا

مجموعه G در g هم ارزی کلاس و ͬ شود م افراز G ،١ . ٢ . ٧ لم و ۵ . ١ . ٢ مثال طبق (الف) اثبات.

ḡ = {xgx−۱ | x ∈ G}

از مجزا دو به دو اجتماع ͷی G =
∪

C(g) پس است. g تزویجͬ رده ،C(g) همان که است
تزویجͬ. رده های

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه }(ب)
θ : C(g) −→ G/N(g)

θ(xgx−۱) = xN(g)

ببینید). را ١ . ٢ . ١٣ قضیه (اثبات است راست سر است پوشا و ͷی به ͷی خوش تعریف، θ که این
.|C(g)| = |G/N(g)| = [G : N(g)] پس

که دارد وجود چنان G از T زیرمجموعه (الف) طبق (ج)

G =
∪
g∈T

C(g) جدا) تزویجͬ رده های (اجتماع

(ب) طبق پس است متناهͬ G چون و

|G| =
∑
g∈T

|C(g)| =
∑
g∈T

[G : N(g)]

است. تمام اثبات و

گویند. رده ای معادله ،١ . ٢ . ١٧ قضیه از (ج) قسمت تساوی به .١ . ٢ . ١٨ تذکر

ببریم. پایان به دارد ترکیبیات در وسیعͬ کاربرد که برنساید قضیه با را بخش این ͬ خواهیم م اکنون
داریم. تعریف ͷی به نیاز منظور این برای

برای صورت این در کند. عمل S مجموعه روی و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف
کنید تعریف g ∈ G هر

Sg = {s ∈ S | g ∗ s = s}.



١١ مجموعه روی گروه ͷی عمل .١ . ٢

کند عمل S متناهͬ و ناتهͬ مجموعه روی و متناهͬ گروهͬ G اگر (برنساید) .١ . ٢ . ٢٠ قضیه
آنگاه باشد، m برابر S مدارهای تعداد و

m =
۱
|G|

∑
g∈G

|Sg|.

ولͬ دلخواه را g′ ∈ G حال .W = {(g, s) ∈ G × S | g ∗ s = s} که کنیم فرض اثبات.
اکنون .|Sg′| با است برابر دقیقا W در (g′, s) مرتب زوج های تعداد حال ͬ گیریم. م نظر در ثابت
W در (g, s′) مرتب زوج های تعداد صورت این در باشد. ثابت ولͬ دلخواه s′ ∈ S کنیم فرض

تساوی نتیجه در .|Gs′| با است برابر ∑دقیقا
g∈G

|Sg| = |W | =
∑
s∈S

|Gs|

پس است، متناهͬ G چون دیͽر طرفͬ از .|s̄| = [G : Gs] ،١ . ٢ . ١٣ قضیه طبق اما است. برقرار
لذا .[G : Gs] = |G|/|Gs|

|W | =
∑
s∈S

|Gs| =
∑
s∈S

|G|
s̄

= |G|
∑
s∈S

۱
s̄
.

پس است. مدار هر از عنصر ͷی دقیقا شامل که باشد S از زیرمجموعه ای S ′ که کنیم فرض حال
داریم و |S ′| = m∑

s∈S

۱
s̄
=

∑
t∈S′

∑
s∈t̄

۱
s̄
.

نتیجه در و |s̄| = |t̄| داریم s ∈ t̄ هر برای ∑حال
s∈t̄

۱
s̄
= ۱.

ͬ کند. م تمام را اثبات این و |W | = m|G| بنابراین

شده حل تمرین
و باشد |z| = ۱ شرط با z مانند مختلط اعداد تمام مجموعه S که کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ تمرین

رابطه با صورت این در معمولͬ). جمع با حقیقͬ (اعداد G = (R,+)

∗ : G× S −→ S, r ∗ z = eirz

G‐مجموعه ͷی S است. ساعت عقربه جهت خلاف در رادیان r اندازه به دوران r عمل آن در که
است.
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ͬ کند. م صدق (٢) و (١) خواص در که است تابع ͷی ∗ وضوح به اثبات.
:(١) خاصیت بررسͬ

r ∗ (r′ ∗ z) = r ∗ (eir′z) = eireir
′
z = ei(r+r′)z = (r + r′) ∗ z

:(٢) خاصیت بررسͬ
۰ ∗ z = ei۰z = e۰z = z

است. تمام اثبات و

توان مͬ را رده ای معادله صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G که کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٢ تمرین
کرد بازنویسͬ زیر شͺل به

|G| = |Z(G)|+
∑
a∈W

[G : C(a)]

دارد. نماینده ͷی دقیقا عنصر، ͷی از بیش با تزویجͬ رده هر از W که

نشان ابتدا بالا تساوی اثبات برای بͽیرید. نظر در تزویج را عمل و S = G دهید قرار اثبات.
که ͬ دهیم م

a ∈ Z(G) ⇔ C(a) = {a}.

پس .a ∈ Z(G) کنیم فرض

C(a) = {xax−۱ | x ∈ G} = {axx−۱ | x ∈ G} = {a | x ∈ G} = {a}.

.gag−۱ = a که داریم g ∈ G هر برای ،C(a) تعریف به بنا .C(a) = {a} که کنیم فرض حال
.a ∈ Z(G) یعنͬ ga = ag پس

هم از جدا اجتماع G داده ایم، نشان بالا در که مطلبی و ١ . ٢ . ١٧ قضیه از (الف) قسمت طبق اکنون
دقیقا شامل مجموعه ای W کنیم فرض است. عنصر ͷی از بیش با تزویجͬ رده های تمام و Z(G)

پس است. عنصر ͷی از بیش با تزویجͬ رده هر از عنصر ͷی

|G| = |Z(G)|+
∑
a∈W

[G : C(a)].

است. کامل اثبات و

متعدی صورت به G گوییم باشد. G‐مجموعه ͷی S و گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٣ تمرین
.g ∗ s۱ = s۲ که باشد موجود g ∈ G عنصر s۱, s۲ ∈ S هر برای هرگاه ͬ کند م عمل S روی
داشته وجود مدار ͷی فقط اگر تنها و اگر ͬ کند م عمل S روی متعدی صورت به G صورت این در

باشد.

x, y ∈ S چون هستند. مدار دو ȳ و x̄ و ͬ کند م Sعمل روی متعدی صورت Gبه کنیم فرض اثبات.
h عنصر پس .t ∈ x̄ کنیم فرض حال .g ∗ y = x که دارد وجود چنان g ∈ G فرض طبق پس
پس .t ∈ ȳ یعنͬ این و t = h ∗ (g ∗ y) = (hg) ∗ y بنابراین .t = h ∗ x که دارد وجود چنان



١٣ مجموعه روی گروه ͷی عمل .١ . ٢

است. تمام اثبات و ȳ ⊆ x̄ که گرفت نتیجه ͬ توان م پس است g−۱ ∗ x = y چون .x̄ ⊆ ȳ
و ١ . ٢ . ٧ لم طبق .u,w ∈ S کنیم فرض علاوه به دارد. وجود x̄ مدار ͷی فقط کنیم فرض برعکس،
g′ = gh−۱ دهید قرار حال .h, g ∈ G که w = h ∗x و u = g ∗x پس .u,w ∈ x̄ باید فرض،

داریم و
g′ ∗ w = (gh−۱) ∗ (h ∗ x) = (gh−۱h) ∗ x = g ∗ x = u

است. تمام اثبات و

به G اگر باشد. متناهͬ G‐مجموعه ͷی S و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ تمرین
.|S|||G| آنگاه کند عمل S روی متعدی صورت

،١۴ . ١ . ٢ نتیجه طبق پس دارد وجود x ∈ S که x̄ مدار ͷی فقط ،١ . ٢ . ٢٣ تمرین طبق اثبات.
و |G| = |Gx||S| یعنͬ .[G : Gx] = |G|/|Gx| پس است متناهͬ G چون .|S| = [G : Gx]

است. تمام اثبات

تمام دارید. اختیار در قرمز و آبی رنگ اسپری ۲ و رنگ بی مروارید ۶ کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٢ تمرین
کنید. محاسبه بسازیم، ͬ توانیم م که را متفاوتͬ گردن بندهای

فرض بͽیریم. ͷکم برنساید قضیه از ͬ خواهیم م متفاوت گردن بندهای تعداد محاسبه برای اثبات.
گردن بندهای کل مجموعه S که کنیم فرض همچنین است. ۶ مرتبه از گروهͬ که G = Z۶ کنیم
پس (چرا؟). |S| = ۲۶ = ۶۴ با است برابر گردن بندها کل تعداد که کنید دقت و باشد ممͺن

شͺل به نمایشͬ s آنگاه باشد S از عضوی s اگر

s = si۱si۲ ...si۶

ͬ کنیم م تبدیل G‐مجموعه ͷی به زیر عمل با را S حال دارد.

j̄ ∗ s = sj+i۱sj+i۲ ...sj+i۶

j̄ ثابت ولͬ دلخواه عنصر هر که است واضح اکنون است. ۶ پیمانه به جدید اندیس های آن در که
پس ͬ کند م جابجا دوری صورت به را مروارید ها فقط ͬ کند م عمل گردن بندی روی وقتͬ G گروه از
مدارها کل تعداد ،١ . ٢ . ٢٠ قضیه طبق اما مدارها. تعداد با است برابر متفاوت گردن بندهای تعداد

با است برابر

m =
۱
۶

∑
g∈Z۶

|Sg|.

ͬ دهیم. م نشان s۵ ،... ،s۰ با را مرواریدها راحتͬ برای ادامه در کنیم. حساب را |Sg|ها باید پس
که داریم

S۰̄ = {s ∈ S | ۰̄ ∗ s = s} = S.

ͬ دهیم. م ادامه را کار .|S۰̄| = |S| = ۲۶ نتیجه در

S۱̄ = {s ∈ S | ۱̄ ∗ s = s}.



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ١۴

فرض مثلا که چرا باشند رنگ ͷی مروارید ها همه باید باشد برقرار ۱̄ ∗ s = s تساوی که این برای
که این برای و ۱̄ ∗ s = s۳s۴s۵s۰s۱s۲ پس باشد s۲s۳s۴s۵s۰s۱ صورت به s مروارید کنیم
مرواریدها. رنگͬ هم یعنͬ باشد آخر الͬ و s۴ همان s۳ رنگ و s۳ همان s۲ رنگ باید دهد رخ تساوی

ͬ دهیم. م ادامه را کار .|S۱̄| = ۲ یعنͬ است قرمز فقط یا آبی فقط گردن بند شامل S۱̄ پس

S۲̄ = {s ∈ S | ۲̄ ∗ s = s}.

برای و ۲̄ ∗ s = s۲s۳s۴s۵s۰s۱ پس باشد s۰s۱s۲s۳s۴s۵ صورت به s مروارید کنیم فرض
تعداد پس باشد. ͬͺی نیز بقیه رنگ و ͬͺی s۴ رنگ و s۰ ،s۲ رنگ باید دهد رخ تساوی که این
و |S۴̄| = ۴ ،|S۳̄| = ۸ مشابه صورت به .|S۲̄| = ۴ یعنͬ (چرا؟). است ۴تا ما انتخاب های

پس است. |S۵̄| = ۲

m =
۱
۶(۶۴+ ۲+ ۴+ ۸+ ۴+ ۲) = ۱۴.

ساخت. ͬ توان م متفاوت گردن بند ۱۴ پس



١۵ سیلو قضایای .١ . ٣

سیلو قضایای ١ . ٣
گروه های برای آن کاربردهای و لاگرانژ مهم بسیار قضیه با جبر مبانͬ درس در که همانطور
سوال این اما نیست. صحیح کلͬ حالت در قضیه این عکس که کردید مشاهده شدید، آشنا متناهͬ
به سوال همین باشد. صحیح ͬ تواند م زمانͬ چه در قضیه این عکس شود پرسیده که است طبیعͬ
قرار توجه مورد نروژی ریاضیدان سیلو توسط بار اولین که است بخش این قضایای آوردنده وجود
مسلما شد خواهند ارائه که اثبات های البته شد. تکمیل فروبنیوس نام به ریاضیدانͬ توسط و گرفت.
به مشهور که مهم قضیه سه با ادامه در است. شده روز به و دارد فرق قدیمͬ اثبات های و کارها با

داریم. کار و سر هستند سیلو قضایای

pm+۱ ∤ |G| ولͬ pm | |G| که اول عددی p و باشد متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
نامند. G سیلوی p‐زیرگروه ͷی را pm مرتبه از G زیرگروه هر صورت این در .m ∈ N آن در که

ولͬ ۲۲|۲۰ که است واضح بͽیرید. نظر در را ۲۰ مرتبه از G = Z۴ × Z۵ گروه .١ . ٣ . ٢ مثال
سیلو ۲‐زیرگروه ͷی H پس است ۴ برابر H = Z۴ × {۰̄} زیرگروه مرتبه طرفͬ از .۲۳ ̸ |۲۰

است.
لم این است. معروف متناهͬ گروه های برای کشͬ قضیه به که داریم نیاز زیر لم به ادامه برای
لم این کلͬ صورت سیلو قضایای کاربردهای بخش در ͬ شود. م اثبات متناهͬ آبلͬ گروه های برای

دید. خواهید را متناهͬ دلخواه گروه برای

باشد متناهͬ و آبلͬ گروهͬ G کنیم فرض متناهͬ) آبلͬ گروه های برای کشͬ (قضیه .١ . ٣ . ٣ لم
زیرگروهͬ نتیجه در دارد. p مرتبه از عنصری G آنگاه بشمارد را G مرتبه p اگر اول. عدد ͷی p و

دارد. p مرتبه از

برای چیزی باشد n = ۱ اگر ͬ آوریم. م دست به استقرا با را حͺم .|G| = n کنیم فرض اثبات.
(فرض باشد برقرار p|m و m < n که m مرتبه از گروه ها تمام برای حͺم کنیم فرض نداریم. اثبات
زیرگروهͬ آنگاه باشد دوری گروهͬ G اگر حتͬ نداریم. اثبات برای چیزی |G| = p اگر استقرا).
کنیم فرض حال ندارد. وجود اثبات برای چیزی حالت این در هم باز و (چرا؟) دارد p مرتبه از دوری
p مرتبه از دوری زیرگروهͬ < g > آنگاه p | | < g > | اگر .G ̸=< g > و g ̸= e ،g ∈ G
فرض پس ͬ آید. م دست به حͺم و است G برای p مرتبه زیرگروه H همین و (چرا؟) دارد H مانند
G/ < g > گروه استقرا فرض طبق پس .p | |G/ < g > | نتیجه در .p ∤ | < g > | کنیم
که at = e بنابراین باشد. o(a) = t که کنیم فرض .o(ā) = p که است ā مانند عنصری دارای
عنصر حال .t = pt′ که دارد وجود چنان t′ ∈ Z پس (چرا؟). p|t بنابراین .āt = ē نتیجه در

است. کامل اثبات و است p مرتبه دارای at′ ∈ G

کنیم. اثبات و بیان را سیلو اول قضیه تا داریم را لازم آمادگͬ اکنون

،pm اگر باشد. اول عددی p و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض سیلو) اول (قضیه .۴ . ١ . ٣ قضیه
است. pm مرتبه از زیرگروهͬ دارای G آنگاه بشمارد، را |G|
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چیزی باشد n = ۱ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با را حͺم .|G| = n که کنیم فرض اثبات.
باشد برقرار pm|k و k < n که k مرتبه از گروه ها تمام برای حͺم کنیم فرض نداریم. اثبات برای
مرتبه از a مانند عنصری دارای Z(G) ،١ . ٣ . ٣ لم طبق .p | |Z(G)| کنیم فرض استقرا). (فرض
.n
p

با است برابر G/N مرتبه و (چرا؟) است نرمال G در N .N =< a > دهید قرار است. p
که است H/N مانند زیرگروهͬ دارای G/N گروه استقرا فرض طبق حال .pm−۱ | n

p
وضوح به

این در و (چرا؟) است pm برابر H مرتبه که ͬ شود م نتیجه بلافاصله و است pm−۱ برابر آن مرتبه
است. کامل اثبات حالت

شͺل به رده ای معادله ،١ . ٢ . ٢٢ تمرین طبق .p ∤ |Z(G)| کنیم فرض اکنون

n = |G| = |Z(G)|+
∑
a∈W

[G : N(a)]

ولͬ p|n اما دارد. نماینده ͷی دقیقا عنصر، ͷی از بیش با تزویجͬ رده هر از W که که است
p ∤ [G : N(a)] = |G|/|N(a)| که داریم a ̸∈ Z(G) ͷی کم دست برای پس .p ∤ |Z(G)|
مانند زیرگروهͬ N(a) استقرا فرض طبق پس .|N(a)| < |G| و pm| |N(a)| باید پس (چرا؟).

ͬ کند. م کامل را اثبات این و (چرا؟) ͬ باشد م نیز G زیرگروه H که دارد pm مرتبه از H

ͷی کم دست دارای G صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۵ . ١ . ٣ نتیجه
است. سیلو p‐زیرگروه

p اگر است. تمام کار و (چرا؟) است سیلو p‐زیرگروه ͷی G = {e} آنگاه |G| = ۱ اگر اثبات.
فرض پس است. تمام کار باز و (چرا؟) است سیلو p‐زیرگروه ͷی {e} آنگاه نشمارد را G مرتبه
،m > ۰ طبیعͬ، عدد r اول، عدد p که باشد pmr صورت به و ͷی مخالف G گروه مرتبه کنیم
سیلو، اول قضیه طبق اکنون .pm+۱ ∤ |G| و pm| |G| فرض به توجه با اولند. هم به نسبت r و p

ͬ باشد. م نیز سیلو p‐زیرگروه تعریف طبق که دارد pm مرتبه از زیرگروه ͷی G ،۴ . ١ . ٣ قضیه

وجود صرفا قضیه این ندارد. را لازم کاربرد و کارایی آن سیلو دیͽر قضایای بدون سیلو اول قضیه
از عناصر برای که را کشͬ قضیه قضیه، این همچنین ͬ کند. م معلوم را خاص مرتبه از زیرگروه ͷی
اول قضیه از کاربردی مثال های دیدن برای ͬ کند. م بازسازی زیرگروه برای شده، گفته خاص مرتبه

کنید. صبر کمͬ باید سیلو
است. زیر مقدمات به نیاز سیلو دوم قضیه بیان برای

به صورت این در x ∈ G اگر باشد. G از زیرگروه ای H و گروه ͷی G کنیم فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف

x−۱Hx = {x−۱hx | h ∈ H}

گویند. H مزدوج

اگر است K مزدوج H گوییم باشند. G گروه زیرگروه های K و H کنیم فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف
.H = xKx−۱ که باشد موجود چنان x ∈ G



١٧ سیلو قضایای .١ . ٣

‐G ͷی S اگر باشد. است اول عددی p که pn مرتبه از گروه G که کنیم فرض .١ . ٣ . ٨ لم

آن در که |S|
p
≡ |S۰| آنگاه باشد متناهͬ مجموعه

S۰ = {s ∈ S | g ∗ s = s, g ∈ G هر .{برای

و اگر g ∗ s = s باشیم داشته g ∈ G هر برای اگر تنها و اگر s ∈ S۰ که شود دقت ابتدا اثبات.
که داریم ، ١۴ . ١ . ٢ نتیجه بر بنا طرفͬ از .s̄ = {s} اگر تنها

|S| =
∑
s∈S′

[G : Gs]

پس است. مدار هر از عنصر ͷی دقیقا شامل S از زیرمجموعه ای S ′ آن در که

|S| = |S۰|+
∑

s∈S′\S۰

[G : Gs] = |S۰|+
∑

s∈S′\S۰

|G|/|Gs|.

داریم p پیمانه در پس p | |G|/|Gs| چون

|S|
p
≡ |S۰|

است. تمام اثبات و

صورت این در .a ∈ G و G زیرگروه ͷیH و گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ لم
.|a−۱Ha| = |H|

است پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی زیر رابطه }اثبات.
θ : H −→ a−۱Ha

θ(h) = a−۱ha

است. کامل اثبات و

است. سیلو دوم قضیه اثبات و بیان وقت اکنون

این در باشد. اول عددی p و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض سیلو) دوم (قضیه .١ . ٣ . ١٠ قضیه
هستند. مزدوج G سیلوی p‐زیرگروهای تمام صورت
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همه را S مجموعه حال باشند. G از دلخواه سیلوی p‐زیرگروه دو K و H کنیم فرض اثبات.
اکنون .|S| = [G : H] که است واضح تعریف طبق ͬ گیریم. م نظر در G در H چپ هم دسته های
زیر رابطه aH ∈ S هر و k ∈ K هر برای پس کنیم. تبدیل K‐مجموعه ͷی به را S ͬ خواهیم م

بͽیرید نظر در را
k ∗ (aH) = (ka)H.

K‐مجموعه ͷی به را S نتیجه در است عمل ͷی بالا رابطه که است راست سر مطلب این بررسͬ
داریم حال کرده ایم. تبدیل

S۰ = {aH ∈ S | k ∗ (aH) = aH, k ∈ K هر .{برای

،١ . ٣ . ٨ لم طبق پس
|S|

p
≡ |S۰|.

p‐زیرگروه با تناقض در این .p| [G : H] = |G|
|H| یعنͬ این و p| |S| پس باشد |S۰| = ۰ اگر

پس بͽیریم. نظر در S۰ در را aH عنصر ͬ توانیم م پس .|S۰| ̸= ۰ بنابراین است. H بودن سیلو
داریم k ∈ K هر برای درنتیجه .k ∗ (aH) = aH که داریم k ∈ K هر برای

(ka)H = aH ⇒ a−۱kaH = H.

در .a−۱Ka ⊆ H پس است. برقرار a−۱ka ∈ H رابطه k ∈ K هر برای که این یعنͬ این و
داریم ١ . ٣ . ٩ لم طبق نتیجه

|a−۱Ka| = |K| ≤ |H|.

چون حال .|H| ≤ |K| که دهیم نشان ͬ توانیم م ١ . ٣ . ٩ لم و K و H تعویض با صورت همین به
است برقرار a−۱Ka ⊆ H و |H| ≤ |K| روابط چون و هستند متناهͬ نیز K و H پس متناهͬ G

هستند. مزدوج K و H یعنͬ a−۱Ka.این = H باشیم داشته باید

صورت این در باشد. سیلو p‐زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ١١ نتیجه
باشد. نرمال زیرگروه H اگر تنها و اگر دارد را H سیلو p‐زیرگروه ͷی تنها G

(چرا؟). است G زیرگروه x−۱Hx صورت این در باشد. دلخواه x ∈ G کنیم فرض .(⇐) اثبات.
باشیم داشته باید فرض از حال (چرا؟). است سیلو p‐زیرگروه ͷی x−۱Hx ،١ . ٣ . ٩ لم طبق

است. نرمال H یعنͬ این و x−۱Hx = H
عنصر ،١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم قضیه طبق باشد. G از سیلو p‐زیرگروه ͷی K کنیم فرض .(⇒)
کامل اثبات و H = K پس است نرمال H اما .x−۱Hx = K که دراد وجود چنان x ∈ G

است.

این در باشند. سیلو p‐زیرگروه دو H و K متناهͬ، گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ١٢ نتیجه
هستند. مرتبه هم K و H صورت



١٩ سیلو قضایای .١ . ٣

.x−۱Hx = K که دراد وجود چنان x ∈ G عنصر ،١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم قضیه طبق اثبات.
ͬ آید. م دست به حͺم ،١ . ٣ . ٩ لم از اکنون

داریم. نیاز زیر لم به سیلو سوم قضیه بیان برای

اگر باشد. G سیلو p‐زیرگروه ͷی H و باشد متناهͬ گروه G که کنیم فرض .١ . ٣ . ١٣ لم
است. K سیلو p‐زیرگروه ͷی H آنگاه H ≤ K ≤ G

بͽیریم. نظر در را |H| | |K| | |G| رابطه است کافͬ فقط اثبات برای اثبات.

W نرمال ساز باشد. G از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی W و گروه ͷی G کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ یادآوری
مجموعه از است عبارت G در

NG(W ) = N(W ) = {g ∈ G | gWg−۱ = W}.

است. G زیرگروه ͷی N(W )

گروه ͷی سیلوی p‐زیرگروه های تعداد قضیه این ͬ کنیم. م اثبات و بیان را سیلو سوم قضیه حال
ͬ دهد. م دست به را متناهͬ

p‐زیرگروه های تعداد np و متناهͬ گروه G کنیم فرض سیلو) سوم (قضیه .١۵ . ١ . ٣ قضیه
آن در که دارد وجود چنان k نامنفͬ صحیح عدد و np | |G| صورت این در باشد. G سیلو

.np = kp+ ۱

ناتهͬ S ،۵ . ١ . ٣ نتیجه به بنا باشد. G سیلو p‐زیرگروه های همه مجموعه S کنیم فرض اثبات.
ͷی به را S ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در ثابت لحظه این از و دلخواه S در را H عنصر است.

رابطه P ∈ S هر و h ∈ H هر ازای به منظور این برای نماییم. تبدیل H‐مجموعه

h ∗ P = hPh−۱

داریم حال است. عمل ͷی بالا رابطه راست سر بررسͬ با ͬ کنیم. م تعریف را

S۰ = {P ∈ S |h∗P = P, h ∈ H هر {برای = {P ∈ S |hPh−۱ = P, h ∈ H هر .{برای

،١ . ٣ . ٨ لم طبق پس
|S|

p
≡ |S۰|.

فرض .|S۰| = ۱ که دهیم نشان ͬ خواهیم م است. S۰ ̸= ∅ پس H ∈ S۰ که است واضح
که ͬ دهد م نشان این .hQh−۱ = Q که داریم h ∈ H هر برای بنابراین .Q ∈ S۰ کنیم
Q ⊆ N(Q) طرفͬ از است. N(Q) سیلو p‐زیرگروه ͷی H ،١ . ٣ . ١٣ لم طبق .H ⊆ N(Q)

قضیه طبق حال است. N(Q) از سیلو p‐زیرگروه نیز Q ،١ . ٣ . ١٣ لم از دوباره استفاده با و (چرا؟)
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دارد وجود چنان x ∈ N(Q) پس هستند. مزدوج N(Q) در Q و H ،١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم
بنابراین .|S۰| = ۱ و S۰ = {H} نتیجه در .Q = xQx−۱ = H که

|S|
p
≡ ۱.

.|S| = np = pk + ۱ که دارد وجود k مانند (چرا؟) نامنفͬ صحیح عدد پس
منظور این برای نماییم. تبدیل G‐مجموعه ͷی به را S ͬ خواهیم م .np | |G| که ͬ دهیم م نشان حال

رابطه P ∈ S هر و g ∈ G هر ازای به

g ∗ P = gPg−۱

Q ∈ S دلخواه عضو برای حال است. عمل ͷی بالا رابطه راست سر بررسͬ با ͬ کنیم. م تعریف را
که داریم ͬ کنیم. م محاسبه را Q مدار

Q̄ = {g ∗Q | g ∈ G} = {gQg−۱ | g ∈ G} = N(Q).

فقط بنابراین هستند. مزدوج سیلو p‐زیرگروه های همه ،١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم قضیه طبق اما
،١۴ . ١ . ٢ نتیجه طبق حال دارد. وجود S از مدار ͷی

np = |S| = [G : Gy] = |G|/|Gy|

است. تمام اثبات و np | |G| پس است. شده انتخاب موجود مدار تنها از y که

شده حل تمرین

ͷی دقیقا ۱ ≤ i < n که pi مرتبه هر از و باشد pn مرتبه از G گروه کنیم فرض .١۶ . ١ . ٣ تمرین
است. دوری G دهید نشان باشد. داشته زیرگروه

،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق باشد. G از pn−۱ مرتبه زیرگروه تنها H که کنیم فرض اثبات.
ͬ باشند م نیز G برای زیرگروه ها همین اتفاقا که است pn−۲ ،... ،p مرتبه زیرگروه های دارای H
مرتبه باید .x ∈ G \ H کنیم فرض حال ͬ گیرند. م قرار H در G زیرگروه های همه پس (چرا؟)
۱ ≤ j < n که pj مرتبه دارای < x > صورت این غیر در چون باشد pn برابر < x > زیرگروه
دوری G یعنͬ این و است pn برابر x مرتبه پس است. تناقض این و است < x >⊆ H پس است

است.

G دهید نشان است. اول عددی p که باشد ۲p مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ١٧ تمرین
دارد. p مرتبه از نرمالͬ زیرگروه

G برای حالت دو یͺریختͬ تحت که است ۴ مرتبه از گروهͬ G آنگاه باشد p = ۲ اگر اثبات.
اثبات برای چیزی حالت دو هر در (چرا؟). Z۴ دیͽری و کلاین چهارتایی گروه ͬͺی دارد امͺان
،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق باشد. فرد اول عدد p کنیم فرض پس کنید). (بررسͬ نداریم
است نرمال زیرگروه H پس [G : H] = ۲ اما است. p برابر H مرتبه که دارد H مانند زیرگروه G

(چرا؟).



٢١ سیلو قضایای .١ . ٣

H اگر .(p, r) = ۱ و اول عددی p که باشد pmr مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ١٨ تمرین
.H ⊆ N(H) که است G از سیلو p‐زیرگروه تنها H که دهید نشان آنگاه باشد pm مرتبه زیرگروه

نیز N(H) (نرمال) زیرگروه H پس است، H حاوی N(H) پس است زیرگروه H چون اثبات.
به نسبت و t ≤ r که است pmt مرتبه دارای N(H) نتیجه در .|H| | |N(H)| باید و ͬ باشد م
ͷی نیز H ،١ . ٣ . ١٣ لم طبق باشد. N(H) از سیلو p‐زیرگروه ͷی H ′ کنیم فرض است. اول p
N(H) در H ′ و H ،١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم قضیه به بنا اکنون است. N(H) از سیلو p‐زیرگروه

است نرمال N(H) در H اما .H ′ = xHx−۱ که دارد وجود x ∈ N(H) پس هستند. مزدوج
.H ′ = xHx−۱ = H پس (چرا؟)

نیست. ساده G مانند عضوی ۶۳ گروه که دهید نشان .١ . ٣ . ١٩ تمرین

،١۵ . ١ . ٣ قضیه سیلو، سوم قضیه طبق دارد. سیلو ۷‐زیرگروه ͷی تنها G که ͬ دهیم م نشان اثبات.
n۷ برای n۷|۶۳ فرض طبق است. مناسب نامنفͬ عدد k که n۷ = ۷k + ۱ و n۷|۶۳ داریم

دارد وجود زیر امͺان های
۱, ۳, ۷, ۹, ۲۱, ۶۳.

یعنͬ کنید) (بررسͬ ͬ کند م صدق k = ۰ برای n۷ = ۷k + ۱ شرط در ۱ فقط بالا اعداد بین از
اول قضیه طبق پس ۷|۶۳ چون حال دارد. سیلو ۷‐زیرگروه ͷی تنها نتیجه در است. n۷ = ۱
همان H پس ۷۲ ∤ ۶۳ طرفͬ از دارد. وجود H مانند عضوی ۷ زیرگروه ͷی ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو،
ساده پس دارد نابدیهͬ نرمال زیرگروه G ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق حال است. G سیلو ۷‐زیرگروه تنها

نیست.

عضوی ۴ نرمال زیرگروه ͷی حاوی که باشد ۶۸ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ٢٠ تمرین
است. آبلͬ G دهید نشان است.

۱۷|۶۸ اما (چرا؟). است آبلͬ H پس باشد. عضوی ۴ زیرگروه همان H کنیم فرض اثبات.
،١۵ . ١ . ٣ قضیه سیلو، سوم قضیه طبق باشد. G سیلو ۱۷‐زیرگروه های تعداد n۱۷ کنیم فرض پس
تنها نتیجه در کنید). (بررسͬ باشد n۱۷ = ۱ باید پس .n۱۷|۶۸ و n۱۷ = ۱۷k + ۱ داریم
ͷی ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق پس ۱۷|۶۸ چون حال دارد. سیلو ۱۷‐زیرگروه ͷی
۱۷‐زیرگروه تنها همان K پس ۱۷۲ ∤ ۶۸ طرفͬ از دارد. وجود K مانند عضوی ۱۷ زیرگروه
که است واضح حال است. نابدیهͬ نرمال زیرگروه K ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق حال است. G سیلو

اما .|H ∩K| = ۱ زیرا H ∩K = {e}

|HK| = |H| |K|/|H ∩K| = ۶۸.
که کنید دقت ابتدا .G ∼= H × K که ͬ دهیم م نشان حال .G = HK پس HK ⊆ G چون

است گروه ͷی زیر عمل با H ×K

(h, k).(h′, k′) = (hh′, kk′).

}رابطه
f : H ×K −→ G = HK

f((h, k)) = hk
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و k ∈ K هر برای که کنید دقت بالا، تابع همریختͬ اثبات برای است. پوشا همریختͬ ͷی
کنیم فرض حال .(hkh−۱k−۱ ∈ H ∩ K = {e} (زیرا hk = kh داریم h ∈ H هر
مشابه صورت به .h ∈ H ∩K = {e} پس .h = k−۱ نتیجه در hk = e پس .f((h, k)) = e
گروه های K و H اما ͬ شود. م اثبات بالا یͺریختͬ و است ͷبه ی ͷی f یعنͬ این و است k = e

باشد. آبلͬ G باید بنابراین (چرا؟). هستند آبلͬ

G از متمایز سیلو p‐زیرگروه دو K و H اگر باشد. متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٣ . ٢١ تمرین
نیست. زیرگروه HK آنگاه باشند

لم و ١ . ٣ . ١٠ قضیه سیلو، دوم قضیه طبق پس هستند سیلو p‐زیرگروه دو K و H چون اثبات.
.pl = |H ∩K| ⪇ pm نتیجه در متمایزند K و H اما .|H| = |K| = pm که داریم ،١ . ٣ . ٩

بنابراین
|HK| = |H||K|/|H ∩K| = p۲m−l ⪈ pm.

p‐زیرگروه این و باشد p۲m−l||G| باید لاگرانژ قضیه طبق آنگاه باشد زیرگروه HKبخواهد اگر حال
ͬ کند. م نقض را K و H بودن سیلو
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p‐گروه ها ۴ . ١
نشان دهنده p بخش این سرتاسر در پرداخت. خواهیم خاصͬ گروه های مطالعه به بخش این در
برای که دارد اهمیت نظر این از بخش این مطالعه کنیم. ذکر را خلافش مͽر است اول عدد ͷی
از کمͬ که است طبیعͬ پس داریم. کار و سر سیلو p‐زیرگروه با متناهͬ گروه ͷی ساختار تعیین

کنیم. فراهم اطلاعات p‐گروه ها

عنصر هر مرتبه هرگاه نامند p‐گروه ͷی را G گروه باشد. اول عددی p کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف
باشد. p از توانͬ G

است. p‐گروه ͷی است اول عددی p که Zp گروه .٢ . ۴ . ١ مثال

است. ۲‐گروه ͷی کلاین چهار گروه .٣ . ۴ . ١ مثال

نامند p‐زیرگروه ͷی را G گروه از H زیرگروه باشد. اول عددی p کنیم فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
باشد. p از توانͬ H عنصر هر مرتبه هرگاه

است. p‐زیرگروه ͷی G گروه ͷی سیلوی p‐زیرگروه هر .۵ . ۴ . ١ مثال

ͷی (p < n (که Sn گروه در p طول به دور ͷی توسط شده تولید زیرگروه هر .۶ . ۴ . ١ مثال
است. p‐زیرگروه

ͬ کند. م مشخص را متناهͬ p‐گروه ͷی مرتبه تکلیف زیر قضیه

باشد. p از توانͬ مرتبه اش اگر تنها و اگر است p‐گروه ͷی G متناهͬ گروه .٧ . ۴ . ١ قضیه

چنان q مانند اولͬ عدد پس خلف). (فرض نباشد p از توانͬ G مرتبه کنیم فرض .(⇐) اثبات.
G در ،١ . ٧ . ١ قضیه کشͬ، قضیه طبق حال ͬ شمارد. م را G مرتبه و است متمایز p از که دارد وجود

ͬ کند. م نقض را بودن p‐گروه این که است q آن مرتبه که دارد وجود عنصری
صورت به G مرتبه و ͬ شمارد م را G مرتبه لاگرانژ) قضیه نتایج (طبق عنصر هر مرتبه چون .(⇒)

است. p‐گروه ͷی G یعنͬ است p توان از مرتبه ای دارای عنصر هر پس است pt

Z(G) صورت این در باشد. ͷی از بزرگتر مرتبه با p‐گروه ͷی G کنیم فرض .٨ . ۴ . ١ قضیه
است. نابدیهͬ

داریم ١ . ٢ . ٢٢ تمرین طبق اثبات.

|G| = |Z(G)|+
∑
a∈W

[G : C(a)]

G = Z(G) اگر حال دارد. نماینده ͷی دقیقا عنصر، ͷی از بیش با تزویجͬ رده هر از W که
زیرگروهͬ C(x) ،x ∈ G \ Z(G) برای .Z(G) ̸= G کنیم فرض پس نداریم. اثبات برای چیزی
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این و p| |C(x)| اما .k مناسب طبیعͬ عدد برای |G| = pk ،٧ . ۴ . ١ قضیه طبق است. G از سره
نتیجه در و p|[G : C(a)] که داریم a ∈ W هر برای پس .p|[G : C(x)] که ͬ کند م ایجاب
این و باشد |Z(G)| > ۱ باید بنابراین .p| |Z(G)| پس p| |G| چون .p|

∑
a∈W [G : C(a)]

است. نابدیهͬ Z(G) یعنͬ

است. آبلͬ G آنگاه باشد. p۲ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .٩ . ۴ . ١ نتیجه

|Z(G)| = p که داریم لاگرانژ قضیه از نتیجه در و است نابدیهͬ Z(G) ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق اثبات.
C(x) ،x ∈ G \ Z(G) برای .Z(G) ̸= G پس .|Z(G)| = p کنیم فرض .|Z(G)| = p۲ یا
ببینید). را ١ . ٢ . ٢٢ تمرین (اثبات Z(G) ⊂ C(x) که است واضح حال است. G از سره زیرگروهͬ
است. تناقض که x ∈ Z(G) یعنͬ این و باشد G = C(x) باید نتیجه در و |C(x)| = p۲ بنابراین

ͬ دهد. م نتیجه را G = Z(G) رابطه هم این و دهد رخ |Z(G)| = p۲ باید بنابراین

نرمال pn−۱ مرتبه از زیرگروه است، اول عدد p که pn مرتبه از گروه هر در .١٠ . ۴ . ١ گزاره
است.

کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی باشد n = ۱ اگر ͬ کنیم. م ثابت را حͺم استقرا به اثبات.
کنیم فرض علاوه به استقرا). (فرض باشد برقرار m < n که pm مرتبه از گروه هر برای حͺم
باشد. |N(H)| > pn−۱ باید آنگاه باشد H ̸= N(H) اگر باشد. pn−۱ مرتبه زیرگروه H
اگر است. تمام کار و است نرمال H بنابراین .G = N(H) نتیجه در و |N(H)| = pn پس
نابدیهͬ Z(G) ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق اما (چرا؟). است H زیرمجموعه Z(G) آنگاه H = N(H)
Z(G) از K زیرگروه ،۴ . ١ . ٣ سیلو، اول قضیه طبق حال (چرا؟). است p‐زیرگروه ͷی و است
H/K و pn−۱ مرتبه از G/K اکنون (چرا؟). است نرمال G در K و |K| = p که دارد وجود
نتیجه در است. نرمال G/K در H/K استقرا فرض طبق است. G/K در pn−۲ مرتبه از زیرگروهͬ

(چرا؟). است نرمال G در H

ͬ بریم. م پایان به زیر گزاره با را بخش این

داریم صورت این در باشد. G متناهͬ گروه از p‐زیرگروه ͷی H کنیم فرض .١١ . ۴ . ١ گزاره
.[N(H) : H]

p
≡ [G : H] که

حال .|S| = [G : H] پس باشد. G در H چپ هم دسته های همه مجموعه S کنیم فرض اثبات.
زیر عمل xH ∈ S هر و h ∈ H هر برای

h ∗ xH = hxH
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داریم اما ͬ کند. م H‐مجموعه ͷی را S

xH ∈ S۰ ⇔
h ∗ xH = xH, h ∈ H هر برای ⇔
hxH = xH, h ∈ H هر برای ⇔

x−۱hxH = H, h ∈ H هر برای ⇔
x−۱hx ∈ H, h ∈ H هر برای ⇔

x−۱Hx = H ⇔
xHx−۱ = H ⇔

x ∈ N(H)

با است معادل این و .x ∈ N(H) که xH صورت به چپ هم دسته های تعداد یعنͬ |S۰| پس
.[N(H) : H]

p
≡ [G : H] ،١ . ٣ . ٨ لم طبق حال .|S۰| = [N(H) : H]

شده حل تمرین

است. تا دو (Z۱۲,+) گروه ۲‐زیرگروه های که دهید نشان .١٢ . ۴ . ١ تمرین

ͷی H کنیم فرض نیستند. ۲‐زیرگروه تمرین این در بدیهͬ زیرگروه های که کنید دقت اثبات.
اما است. مناسب نامنفͬ صحیح عدد k که |H| = ۲k ،٧ . ۴ . ١ قضیه طبق باشد. ۲‐زیرگروه
عضوی ۴ زیرگروه تنها و |H| = ۴ آنگاه باشد k = ۲ اگر باشد. ۲ و ۱ ،۰ باید k پس |H| |۱۲

است. {۰̄, ۶̄} باقیمانده ͬͺی است. ۲‐زیرگروه که {۰̄, ۳̄, ۶̄, ۹̄} صورت به

است. دوری مرکز دارای p۳ مرتبه از ناآبلͬ گروه هر .١٣ . ۴ . ١ تمرین

ͬ تواند م p و p۲ ،p۳ اعداد فقط |Z(G)| پس است. نابدیهͬ Z(G) ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق اثبات.
p۲ برابر |Z(G)| اگر است. تناقض این و G = Z(G) آنگاه باشد p۳ برابر |Z(G)| اگر باشد.
آبلͬ G ͬ دهد م نشان هم این که است دوری G/Z(G) نتیجه در و |G/Z(G)| = p آنگاه باشد

است. تمام کار و است p برابر |Z(G)| پس (چرا؟). است

G که دهید نشان دارد. نابدیهͬ زیرگروه ͷی فقط که است گروهͬ G کنیم فرض .١۴ . ۴ . ١ تمرین
است. آبلͬ G نتیجه در و است اول عدد p که p۲ مرتبه از گروهͬ

H اگر .H =< x > و e ̸= x ∈ G کنیم فرض است. متناهͬ G ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.
است. تناقض که دارد زیرگروه بیشمار نتیجه در و (چرا؟) است یͺریخت Z با H آنگاه باشد نامتناهͬ
ظاهر q و p مانند متمایز اول عدد دو n تجزیه در اگر .|G| = n کنیم فرض است. متناهͬ H پس
است q و p مرتبه های از متمایز زیرگروه دو دارای G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق آنگاه شود
اول قضیه طبق هم باز آنگاه m ≥ ۳ اگر باشد. pm صورت به G مرتبه باید پس است. تناقض که
پس است تناقض که است p۲ ،p مرتبه های از متمایز زیرگروه های دارای G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو،

است. آبلͬ G ،٩ . ۴ . ١ نتیجه طبق و n = p۲ نتیجه در و m = ۲
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آنگاه p|[G : H] اگر باشد. G متناهͬ گروه از p‐زیرگروه ͷی H کنیم فرض .١۵ . ۴ . ١ تمرین
.N(H) ̸= H

داریم ،١١ . ۴ . ١ گزاره طبق اثبات.

۰ p
≡ [G : H]

p
≡ [N(H) : H].

.N(H) ̸= H نتیجه در و [N(H) : H] > ۱ یعنͬ .p|[N(H) : H] باید پس



٢٧ حلپذیر گروه های .۵ . ١

حلپذیر گروه های ۵ . ١

حلپذیری مفهوم از اولیه قضیه چند بیان و حلپذیری مفهوم با مقدماتͬ آشنایی بخش این هدف
است. برخوردار بالایی اهمیت از گالوا نظریه در حلپذیری است.

داریم. نیاز زیر مقدمات به حلپذیر گروه تعریف برای

ͷی را xyx−۱y−۱ عنصر x, y ∈ G هر برای باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۵ . ١ تعریف
نشان G′ با و ͬ نامیم م مشتق گروه را جابجاگرها تمام توسط شده تولید زیرگروه نماییم. جابجاگر

ͬ دهیم. م

داریم. نیاز بعدا که ͬ کند م بیان را مشتق گروه مهم خواص برخͬ زیر لم

است: برقرار زیر موارد G گروه برای .٢ . ۵ . ١ لم
.G′ ⊴G (١)

است. آبلͬ G/G′ (٢)
.G′ ⊆ H اگر تنها و اگر آبلͬ G/H آنگاه H ⊴G اگر (٣)

آنگاه باشد G گروه در دلخواهͬ جابجاگر a = xyx−۱y−۱ اگر که است واضح (١) اثبات.
داریم g ∈ G هر برای حال است. جابجاگر نیز a−۱ = yxy−۱x−۱

a−۱ = (gxg−۱)(gyg−۱)(gx−۱g−۱)(gy−۱g−۱) =
(gxg−۱)(gyg−۱)(gxg−۱)−۱(gyg−۱)−۱ ∈ G′.

صورت به مثلا (چرا؟) است جابجاگر متناهͬ تعداد ضرب حاصل مشتق گروه در عنصر هر طرفͬ از

b = a۱a۲...an

داریم g ∈ G هر برای اکنون هستند. جابجاگر aiها که

gbg−۱ = (ga۱g
−۱)...(gang

−۱) ∈ G′

است. نرمال G′ ͬ دهد م نشان که
داریم x, y ∈ G هر برای (٢)

(xG′)(yG′)(xG′)−۱(yG′)−۱ = (xyx−۱y−۱)G′ = G′

است. آبلͬ G/G′ ͬ دهد م نشان این .(xG′)(yG′) = (yG′)(xG′) نتیجه در و
داریم x, y ∈ G هر برای .(⇐) (٣)

(xyx−۱y−۱)H = (xH)(yH)(xH)−۱(yH)−۱ = (xH)(xH)−۱(yH)(yH)−۱ = H



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٢٨

.G′ ⊆ H بنابراین و اند H در جابجاگرها همه پس .xyx−۱y−۱ ∈ H نتیجه در که
داریم x, y ∈ G هر برای .(⇒)

(xH)(yH)(xH)−۱(yH)−۱ = (xyx−۱y−۱)H = H

G/H بنابراین .(xH)(yH) = (yH)(xH) نتیجه در است. G′ ⊆ H دلیل به آخر تساوی که
است. آبلͬ

صورت به G گروه برای مشتق گروه nامین باشد. نامنفͬ صحیح عدد n کنیم فرض .٣ . ۵ . ١ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر استقرایی

G(۰) = G, G(۱) = G′, G(۲) = (G(۱))′, ..., G(n) = (G(n−۱))′.

کنیم. بیان ͬ توانیم م را حلپذیر گروه تعریف اکنون

باشیم داشته k مانند صحیحͬ نامنفͬ عدد برای اگر ͬ نامیم م حلپذیر را G گروه .۴ . ۵ . ١ تعریف
.G(k) = {e}

است. حلپذیر آبلͬ گروه هر پس .G(۱) = G′ = {e} آنگاه باشد آبلͬ گروهͬ G اگر .۵ . ۵ . ١ مثال
است. آبلͬ G آنگاه G(۱) = G′ = {e} اگر که است واضح

دشوار کمͬ حلپذیر ناآبلͬ مثال ساختن کرده ایم فراهم کنون تا که ابزارهای و تعریف با .۶ . ۵ . ١ تذکر
اصلͬ قضیه بیان تا ناآبلͬ مثالͬ ساختن برای کرد. خواهد جابجاگرها محاسبات درگیر را ما و است

باشید. صبور

تصویر هر و G زیرگروه هر آنگاه باشد حلپذیر G اگر باشد. گروه G کنیم فرض .٧ . ۵ . ١ گزاره
باشند حلپذیر G/N و N باشد، نرمال زیرگروه N اگر برعکس، است. حلپذیر G همریخت

است. حلپذیر G آنگاه

.G(k) = {e} داریم k نامنفͬ صحیح عدد برای پس باشد. حلپذیر گروهͬ G کنیم فرض اثبات.
پس .H(n) ⊆ G(n) که داریم n نامنفͬ صحیح عدد هر برای آنگاه باشد G از زیرگروهͬ H اگر

.H(k) = {e} باید
باشد. موجود f : G −→ T مانند پوشا همریختͬ یعنͬ باشد G همریخت تصویر T کنیم فرض

داریم x, y ∈ G هر برای

f(xyx−۱y−۱) = f(x)f(y)f(x)−۱f(y)−۱

استقرایی n طبیعͬ عدد هر برای حال .T (۱) = T ′ = f(G′) = f(G(۱)) ͬ دهد م نتیجه این که
پس .{e} = T (k) = f(G(k)) = f(e) نتیجه در پس .T (n) = f(G(n)) که داد نشان ͬ توان م

است. حلپذیر حلپذیر، گروه هر همریخت تصویر
اعداد برای پس باشند. حلپذیر G/N و N باشد، نرمال زیرگروه N کنیم فرض برعکس، اثبات
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طبیعͬ همریختͬ تحت اما .(G/N)(l) = {ē} و N (k) = {e} داریم l و k نامنفͬ صحیح
داریم n طبیعͬ عدد هر برای پس هستند. همریخت تصویر G/N و G گروه دو π : G −→ G/N

(G/N)(n) = π(G(n)) = G(n)N/N.

نتیجه در .G(l) ⊆ N پس (G/N)(l) = {ē} چون

G(k+l) ⊆ N (k) = {e}

است. کامل اثبات و است حلپذیر G لذا و

است. لازم زیر مقدمات بخش این اصلͬ قضیه بیان برای

داشته اگر گوییم نرمال سری ͷی را G گروه زیرگروه های از Gk ،... ،G۱ ،G۰ دنباله .٨ . ۵ . ١ تعریف
باشیم

{e} = G۰ ⊴G۱ ⊴ ...⊴Gk−۱ ⊴Gk = G.

گوییم. نرمال سری طول k عدد به گوییم. سری عامل Gi/Gi−۱ قسمتͬ خارج گروه به

داریم را زیر نرمال سری دو (Z۱۲,+) گروه در .٩ . ۵ . ١ مثال

G۰ = {۰̄}⊴G۱ = {۰̄, ۶̄}⊴G۲ = Z۱۲
G۰ = {۰̄}⊴G۱ = {۰̄, ۶̄}⊴G۲ = {۰̄, ۳̄, ۶̄, ۹̄}⊴G۳ = Z۱۲

است. ۳ طول دومͬ در و ۲ طول اول نرمال سری در که

مانند نرمال سری .١٠ . ۵ . ١ تعریف

{e} = G۰ ⊴G۱ ⊴ ...⊴Gk−۱ ⊴Gk = G

ساده Gi/Gi−۱ قسمتͬ خارج گروه و باشند متمایز Giها هرگاه گوییم ترکیبی سری را G گروه برای
صورت به را نرمال سری باشند.

{e} = G۰ ◁G۱ ◁ ...◁Gk−۱ ◁Gk = G

سری طول k عدد به گوییم. ترکیبی سری عامل Gi/Gi−۱ قسمتͬ خارج گروه به و ͬ دهیم م نمایش
گوییم. ترکیبی

بͽیرید نظر در را زیر نرمال سری دو (Z۱۲,+) گروه در .١١ . ۵ . ١ مثال

G۰ = {۰̄}⊴G۱ = {۰̄, ۶̄}⊴G۲ = Z۱۲
G۰ = {۰̄}⊴G۱ = {۰̄, ۶̄}⊴G۲ = {۰̄, ۳̄, ۶̄, ۹̄}⊴G۳ = Z۱۲

دومͬ نرمال سری اما (چرا؟) نیست ساده G۲/G۱ چون نیست ترکیبی سری ͷی اول نرمال سری
است. ترکیبی



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٣٠

داریم را زیر ترکیبی سری G ساده گروه در .١٢ . ۵ . ١ مثال

G۰ = {e}◁G۱ = G.

ارائه حلپذیر گروه های برای سازی مشخصه ͷی که است بخش این اصلͬ قضیه بیان وقت اکنون
ͬ کند. م

باشد. داشته آبلͬ عوامل با نرمالͬ سری G اگر تنها و اگر است حلپذیر G گروه .١٣ . ۵ . ١ قضیه

که داریم k نامنفͬ صحیح عدد برای پس باشد. حلپذیر گروهͬ G کنیم فرض .(⇐) اثبات.
.G(n)⊴G(n−۱) داریم ،(١) قسمت ،٢ . ۵ . ١ لم طبق ،n نامنفͬ صحیح عدد هر برای .G(k) = {e}

سری نتیجه در پس

{e} = G(k) ⊴G(k−۱) ⊴ ...⊴G(۱) ⊴G(۰) = G

قسمت ،٢ . ۵ . ١ لم طبق پس ،G(n) ⊆ G(n−۱) ،n نامنفͬ صحیح برای چون است. نرمال سری ͷی
است. کامل اثبات و است آبلͬ G(n)/G(n−۱) که داریم ،(٣)

سری کنیم فرض .(⇒)

{e} = G۰ ⊴G۱ ⊴ ...⊴Gr = G

قسمت ،٢ . ۵ . ١ لم طبق پس است آبلͬ G۱/G۰ چون است. آبلͬ عامل های با نرمال سری ͷی
داریم ،(٣) قسمت ،٢ . ۵ . ١ لم طبق پس است آبلͬ G۲/G۱ چون حال .G′

۱ ⊆ G۰ داریم ،(٣)
پس .G′

۲ ⊆ G۱
G

(۲)
۲ = (G′

۲)
′ ⊆ G′

۱ ⊆ G۰.

G یعنͬ این و باشد G(r) ⊆ G۰ = {e} باید پس ͬ دهیم م ادامه استقرایی .G(۲)
۲ ⊆ G۰ نتیجه در

است. حلپذیر

ͬ دهد. م ارائه حلپذیر ناآبلͬ گروه ͷی زیر مثال ͬ رسانیم. م پایان به را بخش این زیر مثال با

زیر آبلͬ عامل های با نرمال سری دارای S۳ که چرا است. حلپذیر S۳ ناآبلͬ گروه .١۴ . ۵ . ١ مثال
است

{e}⊴ A۳ = {e, (۱۲۳), (۳۲۱)}⊴ S۳.

S۳ ،١٣ . ۵ . ١ قضیه طبق حال است. آبلͬ نتیجه در و عضوی دو گروهͬ S۳/A۳ که شود دقت
است. حلپذیر

شده حل تمرین

گروهͬ چنین نتیجه در .G(۱) = G′ = G آنگاه باشد ساده و ناآبلͬ گروهͬ G اگر .١۵ . ۵ . ١ تمرین
نیست. حلپذیر



٣١ حلپذیر گروه های .۵ . ١

است G′⊴G ،(١) قسمت ،٢ . ۵ . ١ لم طبق و G(۱) = G′ ̸= {e} پس نیست آبلͬ G چون اثبات.
است. واضح اکنون دوم قسمت .G(۱) = G′ = G پس است ساده G چون و

دارد. وجود ترکیبی سری ͷی S۳ گروه برای که دهید نشان .١۶ . ۵ . ١ تمرین

است ترکیبی زیر سری اثبات.

G۰ = {e}◁G۱ = A۳ ◁G۳ = S۳.

.G۱/G۰ ∼= Z۳ و G۲/G۱ ∼= Z۲ که کنیم دقت

دارد. وجود ترکیبی سری ͷی (Z۱۸,+) گروه برای که دهید نشان .١٧ . ۵ . ١ تمرین

است ترکیبی زیر سری اثبات.

G۰ = {۰̄}◁G۱ = {۰̄, ۹̄}◁G۲ = {۰̄, ۳̄, ۶̄, ۹̄, ۱̄۲, ۱̄۵}◁G۳ = Z۱۸.

آبلͬ نتیجه در هستند ۲ و ۳ ،۳ مرتبه های از ترتیب به G۱/G۰ و G۲/G۱ ،G۳/G۲ که کنیم دقت
ͬ باشند. م

.H ̸= H ′ آنگاه باشد G حلپذیر گروه از نابدیهͬ زیرگروه H اگر .١٨ . ۵ . ١ تمرین

که داریم n طبیعͬ عدد هر برای پس است. H = H ′ که کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.
که دارد وجود چنان k مثبت صحیح عدد پس است حلپذیر H ،٧ . ۵ . ١ گزاره طبق اما .H(n) = H

دارد. مسله فرض با تناقض که است بدیهͬ گروه H نتیجه در .H(k) = {e}

است. حلپذیر اولند، عدد q و p که pq مرتبه از G گروه هر که دهید نشان .١٩ . ۵ . ١ تمرین

دارای G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق حال .|G| = p۲ پس p = q که کنیم فرض اثبات.
اما است. سیلو p‐زیرگروه ͷی وضوح به H طرفͬ از است. آبلͬ که H مانند p مرتبه از زیرگروهͬ
است. نامنفͬ صححیح عدد k که np = pk + ۱ و np|p۲ داریم ،١۵ . ١ . ٣ سیلو، سوم قضیه طبق

داریم را زیر نرمال سری پس است. نرمال H ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق و است np = ۱ نتیجه در

{e}⊴H ⊴G.

اکنون است. حلپذیر G ،١٣ . ۵ . ١ قضیه طبق حال است. آبلͬ پس است p مرتبه داری G/H چون
قضیه سیلو، اول قضیه طبق .p > q که کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون و p ̸= q کنیم فرض
p‐زیرگروه ͷی وضوح به H طرفͬ از است. H مانند p مرتبه از آبلͬ زیرگروهͬ دارای G ،۴ . ١ . ٣
صححیح عدد k که np = pk+۱ و np|pq داریم ،١۵ . ١ . ٣ سیلو، سوم قضیه طبق اما است. سیلو
نرمال H ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق و np = ۱ که ͬ شود م نتیجه p > q چون .np|q پس است. نامنفͬ

داریم را زیر نرمال سری پس است.

{e}⊴H ⊴G.

است. حلپذیر G ،١٣ . ۵ . ١ قضیه طبق حال است. آبلͬ پس است q مرتبه داری G/H چون



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٣٢

که دهید نشان آنگاه باشند. G گروه از حلپذیر و نرمال زیرگروه های K و H اگر .٢٠ . ۵ . ١ تمرین
است. حلپذیر HK

داریم یͺریختͬ دوم قضیه طبق حال است. HK از نرمال زیرگروه K که است واضح اثبات.

HK/K ∼= H/(H ∩K).

گروه ،٧ . ۵ . ١ گزاره طبق بنابراین است. H حلپذیر گروه همریخت تصویر H/(H ∩K) طرفͬ از
HK گروه ،٧ . ۵ . ١ گزاره از مجدد استفاده با است حلپذیر K چون طرفͬ از است. حلپذیر HK/K

ͬ شود. م حلپذیر

باشد حلپذیر H ×K گروه اگر تنها و اگر حلپذیرند K و H گروه های دهید نشان .٢١ . ۵ . ١ تمرین
ͬ باشد). م نیز تا دو از بیشتر متناهͬ تعداد به تعمیم قابل استقرا با (مسئله

H×K از نرمال زیرگروه H×{eK} طرفͬ از .H ∼= H×{eK} که است واضح .(⇐) اثبات.
داریم پس (چرا؟) است

K ∼= (H ×K)/(H × {eK}).

گروه ،٧ . ۵ . ١ گزاره طبق بنابراین حلپذیرند. دو هر (H ×K)/(H × {eK}) و H × {eK} پس
است. حلپذیر H ×K

زیر مطلب و ٧ . ۵ . ١ گزاره از استفاده با .(⇒)

K ∼= (H ×K)/(H × {eK}) H ∼= (H ×K)/({eH} ×K)

ͬ آید. م دست به حͺم



٣٣ پوچتوان گروه های .۶ . ١

پوچتوان گروه های ۶ . ١

شده معرفͬ پوچتوان گروه نام به گروه نظریه در نیز دیͽر مفهوم ͷی گروه ها سازی مشخصه برای
دارد. کاربرد نیز لͬ گروه سازی مشخصه و گالوا نظریه در پوچتوان گروه البته است.

است. طولانͬ کمͬ که ͬ کنیم م شروع زیر تعریف با

ͬ دهیم م قرار باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ۶ . ١ تعریف

Z۰(G) = {e}, Z۱(G) = Z(G).

Z(G/Z(G)) چون ͬ گیریم. م نظر در Z(G/Z(G))را G/Z(G)یعنͬ قسمتͬ خارج گروه مرکز حال
وجود G از Z۲(G) مانند یͺتای نرمال زیرگروه تناظر قضیه طبق است G/Z(G) از نرمالͬ زیرگروه

که دارد
Z(G/Z۱(G)) := Z۲(G)/Z۱(G).

Zn(G) مانند G از نرمالͬ زیرگروه ،n > ۱ طبیعͬ عدد هر برای ͬ دهیم. م ادامه استقرایی را روند
که طوری به ͬ آوریم م دست به

Z(G/Zn−۱(G)) = Zn(G)/Zn−۱(G).

گویند. G گروه مرکز nامین را Zn(G)

باشد چنان m مانند عددی هرگاه است پوچتوان G گوییم باشد. گروه G کنیم فرض .٢ . ۶ . ١ تعریف
نامییم. پوچتوانͬ رده ،Zm(G) = G که m عدد کوچͺترین .Zm(G) = G که

با پوچتوان آبلͬ گروه هر پس است. Z۱(G) = Z(G) = G آبلͬ گروه هر در چون .٣ . ۶ . ١ مثال
است. ۱ پوچتوانͬ رده

داریم را زیر لم ابتدا باشیم. صبور کمͬ باید و است لازم زیر قضیه ناآبلͬ مثال ͷی ساختن برای
ͬ کند. م معلوم را G مرکز nامین عناصر که

داریم G گروه برای .۴ . ۶ . ١ لم

Zn(G) = {x ∈ G | xyx−۱y−۱ ∈ Zn−۱(G), y ∈ G هر .{برای

داریم y ∈ G هر برای اثبات.

x ∈ Zn(G) ⇔
xZn−۱(G) ∈ Z(G/Zn−۱(G)) ⇔

(xZn−۱(G))(yZn−۱(G)) = (yZn−۱(G))(xZn−۱(G)) ⇔
xyZn−۱(G) = yxZn−۱(G) ⇔

x−۱y−۱xyZn−۱(G) = Zn−۱(G) ⇔
x−۱y−۱xy ∈ Zn−۱(G).

است. کامل اثبات



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٣۴

مانند نرمال سری دارای G اگر تنها و اگر است پوچتوان G گروه .۵ . ۶ . ١ قضیه

G۰ = {e}◁G۱ ◁ ...◁Gm = G

.Gi/Gi−۱ ◁ Z(G/Gi−۱) باشیم داشته i هر برای که طوری به باشد موجود

حال .Zm(G) = G پس باشد. m پوچتوانͬ رده دارای G کنیم فرض .(⇐) اثبات.

G۰ = Z۰(G) = {e}◁G۱ = Z۱(G)◁ ...◁Gm = Zm(G) = G

داریم i هر برای چون است. نرمال سری ͷی

Gi/Gi−۱ = Zi(G)/Zi−۱(G) = Z(G/Zi−۱(G))

است. تمام کار و ͬ کند م صدق شده خواسته شرط در بالا نرمال سری نتیجه در
مانند نرمالͬ سری دارای G کنیم فرض .(⇒)

G۰ = {e}◁G۱ ◁ ...◁Gm = G

رابطه i = ۱ فرض با بنابراین .Gi/Gi−۱ ◁ Z(G/Gi−۱) باشیم داشته i هر برای که باشد
نتیجه G۲/G۱ ⊆ Z(G/G۱) رابطه i = ۲ برای ͬ شود. م نتیجه G۱ ⊆ Z۱(G) = Z(G)

داریم y ∈ G هر و x ∈ G۲ هر برای ،۴ . ۶ . ١ لم اثبات با مشابه حال ͬ شود. م

xyx−۱y−۱ ∈ G۱ ⊆ Z۱(G).

ͬ دهیم. م ادامه استقرایی را روند این .G۲ ⊆ Z۲(G) یعنͬ .x ∈ Z۲(G) باید ،۴ . ۶ . ١ لم طبق
است. پوچتوان G یعنͬ این و G = Gm ⊆ Zm(G) بنابراین

ͬ دهد. م دست به پوچتوان گروه ͷی که ͬ کنیم م بیان را است ناآبلͬ گروه  که زیر مثال حال

بͽیرید نظر در مختلط اعداد میدان در را زیر ماتریس های کوترنیون : گروه .۶ . ۶ . ١ مثال

e =

(۱ ۰
۰ ۱

)
, a =

(
i ۰
۰ −i

)
, b =

(۰ i
i ۰

)
.

۸ گروه ͷی b و a ماتریس ها این .a۳ = b−۱ab و a۲ = b۲ ،a۴ = e که است واضح آنگاه
نرمال سری حال ͬ دهیم. م نشان Q۸ با و است معروف کوترنیون گروه  به که ͬ سازند م ناآبلͬ عضوی

داریم را زیر
G۰ = {e}◁G۱ = {e,−e}◁G۳ = Q۸.

که داریم نتیجه در هستند آبلͬ پس هستند عضوی ۴ و ۲ ترتیب به G۲/G۱ و G۱/G۰ چون
است. پوچتوان Q۸ ،۵ . ۶ . ١ قضیه طبق و Gi/Gi−۱ ⊆ Z(Q۸/Gi−۱)



٣۵ پوچتوان گروه های .۶ . ١

است. حلپذیر G پوچتوان گروه هر .٧ . ۶ . ١ نتیجه

مانند نرمال سری دارای G ،۵ . ۶ . ١ قضیه طبق اثبات.

G۰ = {e}◁G۱ ◁ ...◁Gm = G

حلپذیر G ،١٣ . ۵ . ١ قضیه طبق حال .Gi/Gi−۱ ⊆ Z(G/Gi−۱) یعنͬ است آبلͬ عامل های با
است.

است؟ پوچتوان نیز حلپذیر گروه آیا که برسد ذهن به طبیعͬ صورت به سوال این شاید .٨ . ۶ . ١ تذکر
که ͬ دهیم م نشان حال است. حلپذیر S۳ گروه ،١۴ . ۵ . ١ مثال طبق زیر است. منفͬ سوال این جواب

اما .Z۱(S۳) = Z(S۳) = {e} و Z۰(S۳) = {e} که داریم نیست. پوچتوان S۳

Z۲(S۳) ∼= Z۲(S۳)/{e} = Z۲(S۳)/Z۱(S۳) =
Z(S۳/Z۱(S۳)) = Z(S۳/{e}) ∼= Z(S۳) = {e}.

.Zm(S۳) = {e} ،m طبیعͬ عدد هر برای که ͬ یابیم م در استقرایی صورت به روند این ادامه با
نیست. پوچتوان S۳ بنابراین

ͬ کند. م ایجاد آموخته اید) (که گروه نظریه اینجای تا شما برای خوبی شهود زیر نمودار

..

دوری

.

آبلͬ

.

پوچتوان

.

حلپذیر

.

گروه ها

ͬ دهیم. م پایان زیر گزاره با را بخش این

تصویر هر و G زیرگروه هر صورت این در باشد. پوچتوان گروهͬ G کنیم فرض .٩ . ۶ . ١ گزاره
هستند. پوچتوان G همریخت



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٣۶

از زیرگروهͬ H اگر .Zm(G) = G یعنͬ باشد m رده از پوچتوان گروهͬ G کنیم فرض اثبات.
y ∈ G هر و x ∈ Z۲(G) هر برای .H ∩ Z(G) ⊆ Z(H) که است واضح آنگاه باشد G
داریم y ∈ H هر و x ∈ H ∩ Z۲(G) هر برای پس .xyx−۱y−۱ ∈ Z۱(G) ،۴ . ۶ . ١ لم طبق
روند این استقرایی تکرار با .H ∩ Z۲(G) ⊆ Z۲(H) نتیجه در .xyx−۱y−۱ ∈ H ∩ Z۱(G)

پس .H ∩ Zi(G) ⊆ Zi(H) داریم i هر برای

H = H ∩G = H ∩ Zm(G) ⊆ Zm(H).

است. پوچتوان H بنابراین
x, y ∈ G هر برای صورت این در باشد. پوشا همریختͬ f : G −→ T کنیم فرض

f(xyx−۱y−۱) = f(x)f(y)f(x)−۱f(y)−۱.

.x ∈ Z۲(G) که کنیم فرض .f(Z۱(G)) ⊆ Z۱(T ) معادل بطور یا f(Z(G)) ⊆ Z(T ) پس
پس .xyx−۱y−۱ ∈ Z۱(G) داریم y ∈ G هر برای پس ،۴ . ۶ . ١ لم طبق

f(x)f(y)f(x)−۱f(y)−۱ ∈ f(Z۱(G)) ⊆ Z۱(T ).

استقرایی روند تکرار با .f(Z۲(G)) ⊆ Z۲(T ) بنابراین .f(x) ∈ Z(T ) باید است پوشا f چون
پس .f(Zi(G)) ⊆ Zi(T ) ،i هر برای که ͬ بینیم م

T = f(G) = f(Zm(G)) ⊆ Zm(T ).

است. پوچتوان G همریخت تصویر هر یعنͬ است پوچتوان T بنابراین

شده حل تمرین

m نامنفͬ صحیح عدد هر برای که دهید نشان باشند. گروه K و H کیم فرض .١٠ . ۶ . ١ تمرین
بیشتر متناهͬ تعداد به تعمیم قابل استقرا با (مسئله Zm(H ×K) = Zm(H)× Zm(K) داریم

ͬ باشد). م نیز تا دو از

صحیح m از کمتر اعداد برای حͺم کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی m = ۰ برای اثبات.
لم طبق (x, y) ∈ H × K هر برای آنگاه (h, k) ∈ Zm(H × K) اگر استقرا). (فرض باشد

داریم استقرا فرض و ۴ . ۶ . ١

(h, k)(x, y)(h, k)−۱(x, y)−۱ ∈ Zm−۱(H ×K) = Zm−۱(H)× Zm−۱(K).

داریم نتیجه در

(hxh−۱x−۱, kyk−۱y−۱) ∈ Zm−۱(H ×K) = Zm−۱(H)× Zm−۱(K).



٣٧ پوچتوان گروه های .۶ . ١

روش (به hxh−۱x−۱ ∈ Zm−۱(H) داریم (y ∈ K مشابه روش (به x ∈ H هر برای پس
(h, k) ∈ نتیجه در .k ∈ Zm(K) و h ∈ Zm(H) پس .(kyk−۱y−۱ ∈ Zm−۱(K) مشابه

یعنͬ .Zm(H)× Zm(K)

Zm(H ×K) ⊆ Zm(H)× Zm(K).

است. کامل اثبات و ͬ شود م نتیجه هم زیرمجموعه عکس است پذیر برگشت بالا مراحل چون

اگر تنها و اگر است پوچتوان H ×K دهید نشان باشند. گروه K و H کیم فرض .١١ . ۶ . ١ تمرین
ͬ باشد). م نیز تا دو از بیشتر متناهͬ تعداد به تعمیم قابل استقرا با (مسئله باشند پوچتوان K و H

مشابه صورت به است. پوچتوان H ،٩ . ۶ . ١ گزاره طبق پس H ∼= H × {e} چون .(⇐) اثبات.
است. پوچتوان K نیز

طبق ͬ دهیم. م قرار r و m ماکسیمم را t عدد .Zr(K) = K و Zm(H) = H کنیم فرض .(⇒)
داریم ،١٠ . ۶ . ١ تمرین

Zt(H ×K) = Zt(H)× Zt(K) = H ×K.

است. پوچتوان H ×K پس
دوی هر که دارد H مانند نرمالͬ زیرگروه که دارد وجود G مانند گروهͬ دهید نشان .١٢ . ۶ . ١ تمرین

نیست. پوچتوان G اما پوچتوانند G/H و H
پوچتوانند پس هستند آبلͬ دو هر G/H و H .H =< (۱۲۳) > و G = S۳ دهید قرار اثبات.

نیست. پوچتوان S۳ ،٨ . ۶ . ١ تذکر طبق که حالͬ در
اول عدد برای p۳ و p۲ مرتبه از K و H ناآبلͬ، G = H ×K گروه کنیم فرض .١٣ . ۶ . ١ تمرین

است. پوچتوان G که دهید نشان باشند. p
که داریم ،١٠ . ۶ . ١ تمرین طبق اثبات.

Z(G) = Z(H)× Z(K).

پس نیست آبلͬ G چون .|Z(G)| = p۲|Z(K)| پس است. Z(H) = H ،٩ . ۴ . ١ نتیجه طبق
عدد ͬ تواند نم Z(K) مرتبه ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق اما باشد. p۲ و p ،۱ اعداد از ͬͺی |Z(K)| باید
آبلͬ K پس است. دوری نتیجه در و p مرتبه دارای K/Z(K) آنگاه |Z(K)| = p۲ اگر باشد. ۱
و p برابر Z(K) مرتبه بنابراین است. تناقض که است آبلͬ G که ͬ دهد م نشان این (چرا؟). است

نرمال سری حال است. |Z(G)| = p۳ نتیجه در

G۰ = {e}◁G۱ = Z(G)◁G۲ = G

داریم ،٩ . ۴ . ١ نتیجه طبق است p۲ مرتبه از G۲/G۱ چون بͽیرید. نظر در را

G۲/G۱ = G/Z(G) = Z(G/Z(G) = Z(G۲/G۱).

همچنین

G۱/G۰ = Z(G)/{e} = Z(G) = Z(G/{e}) = Z(G۱/G۰).

است. پوچتوان G ،۵ . ۶ . ١ قضیه طبق پس



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ٣٨

p‐گروه ها و سیلو قضایای از کاربردهایی ١ . ٧
در قدرتمند ابزاری سیلو قضایای آورد. خواهیم را سیلو قضایای از کاربرد چند بخش این در
ساده گروه  وجود عدم یا وجود موارد برخͬ در ͬ کند. م فراهم متناهͬ ناآبلͬ گروه های ساختار مطالعه

ͬ کند. م رد یا اثبات را معلوم مرتبه ای از
خلاص آبلͬ واژه شر از و است دلخواه متناهͬ گروه برای کشͬ قضیه سیلو قضایای کاربرد اولین

ͬ شویم. م

عدد ͷی p و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض متناهͬ) گروه های برای کشͬ (قضیه .١ . ٧ . ١ قضیه
از زیرگروهͬ نتیجه در دارد. p مرتبه از عنصری G آنگاه بشمارد را G مرتبه p اگر باشد. اول

دارد. p مرتبه

.m = ۱ دهید قرار ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه در اثبات.

نیست. ساده G صورت این در .n > ۱ که دارد pn مرتبه G گروه کنیم فرض .١ . ٧ . ٢ گزاره

باید باشد ساده G و باشد G = Z(G) اگر است. نابدیهͬ Z(G) ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق اثبات.
وضوح به و سره نابدیهͬ زیرگروه Z(G) پس .Z(G) ̸= G پس است. تناقض که باشد n = ۱

است. کامل اثبات و است نرمال

نیست. ساده G صورت این در دارد. pq مرتبه G گروه کنیم فرض .١ . ٧ . ٣ گزاره

کم بدون .p ̸= q کنیم فرض پس نیست. ساده G ،١ . ٧ . ٢ گزاره طبق آنگاه p = q اگر اثبات.
داریم ،١۵ . ١ . ٣ قضیه سیلو، سوم قضیه طبق ͬ گیریم. م نظر در q از بزرگتر را p مسله کلیت از شدن
پس p > q اما است. pk + ۱ ≤ q نتیجه در .np|q باید وضوح به .np|pq و np = pk + ۱ که
p|pq چون دارد. وجود G در سیلو p‐زیرگروه ͷی فقط یعنͬ np = ۱ بنابراین باشد. k = ۰ باید
داشته H مانند نابدیهͬ سیلو p‐زیرگروه باید G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق ،p۲ ∤ pq و

ͬ کند. م تمام را اثبات این و است نرمال H ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق پس باشد.

است. حلپذیر متمایزند، اول اعداد q و p که p۲q مرتبه از G گروه هر .۴ . ١ . ٧ گزاره

‐p که است p۲ مرتبه از H مانند زیرگروهͬ دارای G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق اثبات.
.np = pk +۱ و np|p۲q داریم ،١۵ . ١ . ٣ قضیه سیلو، سوم قضیه طبق ͬ باشد. م نیز سیلو زیرگروه
سیلو p‐زیرگروه تنها H پس باشد. np = ۱ معادل بطور یا k = ۰ باید نتیجه در و np|q پس

نرمال سری حال باشد. نرمال باید H ،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق حال است.

G۰ = {e}◁G۱ = H ◁G۲ = G
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و است p۲ برابر G۱/G۰ مرتبه اما است. آبلͬ است، q اول عدد G۲/G۱ مرتبه چون که داریم را
طبق پس هستند. آبلͬ سری عامل های بالا نرمال سری در یعنͬ یعنͬ است. آبلͬ ،٩ . ۴ . ١ نتیجه طبق

است. حلپذیر G ،١٣ . ۵ . ١ قضیه

ͬ کند. م فراهم پوچتوان گروه های مثال های از وسیعͬ طیف زیر گزاره

است. پوچتوان G p‐گروه هر .۵ . ١ . ٧ گزاره

،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق ͬ باشد. م است، اول p که pn مرتبه از گروهͬ G ،٧ . ۴ . ١ قضیه طبق اثبات.
دوباره ͬ باشد. م t < n که pt مرتبه دارای G/Z۱(G) اما است. نابدیهͬ Z۱(G) = Z(G)
این .|Z۱(G) < |Z۲(G)| باید پس است نابدیهͬ مرکز دارای G = Z۱(G) ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق
داریم (n مساوی یا کوچͺتر (که m ͷی برای پس است متناهͬ G چون ͬ دهیم. م ادامه را روند

.Zm(G) = G باید پس .|Zm(G)| = pn

شده حل تمرین

است. حلپذیر G دهید نشان باشد. ۲۱ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .۶ . ١ . ٧ تمرین

نابدیهͬ نرمال زیرگروه دارای G پس .۲۱ = ۳×۷ زیر نیست ساده G ،١ . ٧ . ٣ گزاره طبق اثبات.
نرمال سری حال است. ۷ یا ۳ مرتبه دارای نرمال زیرگروه این که است N مانند

G۰ = {e}◁G۱ = N ◁G۲ = G

قضیه طبق پس هستند. آبلͬ سری عامل های است، اول عدد Gi/Gi−۱ هر مرتبه چون که داریم را
است. حلپذیر G ،١٣ . ۵ . ١

زیرگروه G که دهید نشان .|G/Z(G)| = ۳۳ که باشد گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٧ . ٧ تمرین
دارد. Z(G) از متمایز نرمال

دارای و نیست ساده گروهͬ G/Z(G) ،١ . ٧ . ٣ گزاره طبق پس ۳۳ = ۳ × ۱۱ چون اثبات.
است G از نرمال زیرگروهͬ N تناظر قضیه طبق حال است. N/Z(G) مانند نابدیهͬ نرمال زیرگروه

است. متمایز Z(G) از وضوح به که

مرتبه از نرمال زیرگووه G که دهید نشان باشد. ۱۰۰ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٧ . ٨ تمرین
دارد. ۵۰

۵‐زیرگروه ͷی G ،۴ . ١ . ٣ قضیه سیلو، اول قضیه طبق پس است ۱۰۰ = ۲۲×۵۲ چون اثبات.
قضیه سیلو، سوم قضیه طبق اما است. ۲۵ برابر K مرتبه که است واضح دارد. K مانند سیلو
،١ . ٣ . ١١ نتیجه طبق و است n۵ = ۱ نتیجه در .n۵ = ۵k + ۱ و n۵|۱۰۰ که داریم ،١۵ . ١ . ٣
از H مانند زیرگروهͬ پس ۲|۱۰۰ چون ،١ . ٧ . ١ قضیه کشͬ، قضیه طبق اما باشد. نرمال باید H
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است (۲,۲۵) = ۱ اما (چرا؟). است G از زیرگروه ͷی HK حال دارد. وجود G در ۲ مرتبه
نتیجه در و H ∩K = {e} پس

|HK| = |H||K|/|H ∩K| = ۲× ۲۵ = ۵۰.

نرمال زیرگروه ͷی HK جبر مبانͬ از قضیه ای طبق بنابراین .[G : HK] = ۲ که داریم پس
است.



۴١ تاریخچه .١ . ٨

تاریخچه ١ . ٨
دسامبر (زاده:١٢ (Peter Ludwig Mejdell Sylow نروژی: (به سیلو میدل ͹لودوی پتر
دانشͽاه در مدتͬ و بود ریاضͬ دبیر او بود. نروژی دان ریاضͬ (١٩١٨ سپتامبر درگذشته:٧ ‐ ١٨٣٢
ساختار روی مطالعه زمینه این در او تلاش های جمله از ͬ کرد. م تدریس را گالوا نظریه نیز کریستیانا
مورد در اطلاعاتͬ که شد. مطرح او توسط ١٨٧٢ سال در سیلو قضایای بود. متناهͬ گروه های
متن در که است لاگرانژ قضیه عکس از دیͽری بیان واقع در که ͬ دهد. م بدست متناهͬ گروه های
بار اولین که است جالب است. برقرار خاصͬ شرایط با کردیم ادعا اول، فصل از سوم بخش درس،
را قضیه فروبنیوس، جورج او از بعد بود. شده اثبات جایͽشت گروه های برای او توسط سیلو قضیه
جالب گرفت. ͷکم کیلͬ قضیه از کار این برای او کرد. اثبات متناهͬ گروه های برای کلͬ حالت در
شده بیان نیز ریاضیدانان توسط نامتناهͬ گروه های برای سیلو قضایای شبیه امروزه بدانید که است
پژوهش به لͬ، سوفوس با همراه مدتͬ، او ͬ شود. م خوانده سیلو نام با قضایا این امروزه ولͬ است.

پرداخت. ریاضیات در آبل ͷهنری نیلس هموطنش کارهای در
باز ریاضͬ زمینه های از بسیاری در را خود جای گروه ها نظریه گالوا، دستاوردهای دنبال به
گروه حسب بر را موجود هندسه های تمام که کرد سعͬ کلاین فلیͺس آلمانͬ ͬ دان ریاض مثلا́، کرد.

کند. تدوین بودند ناوردا هندسه ͬ های ویژگ آن ها تحت که تبدیل هایی
برتراند، ͬ توان م ͬ کردند م کار گروه ها نظریه زمینه در نوزدهم قرن در که ریاضیدانانͬ جمله از
معینͬ موضوع اصول زمان آن تا برد. نام را ماتیو امیل و کرونکر لئوپارد و فروبنیوس هرمیت، چارلز
ارائه گروه ها برای را موضوع اصول اولین کیلͬ ١٨۵۴ سال در نداشت. وجود گروه تعریف برای
را موضوعͬ اصول مجدداً کرونکر ،١٨٧٠ سال در شد. ارزش فاقد زود خیلͬ وی تعریف اما داد
سال در و متناهͬ گروه های برای تعریفͬ ،١٨٨٢ سال در وبر همچنین گذاشت. پایه گروه ها برای
١٨٨٢ سال در که بود ͷدای فون والتر این اما داد. انجام نامتناهͬ گروه های برای تعریفͬ ١٨٨٣

داد. ارائه را گروه از مدرن تعریف اولین
گرفت. صورت متناهͬ گروه های ساختار تحلیل برای زیادی بسیار پژوهش های بیستم قرن طͬ در
در آن ها نقش توضیح و متناهͬ ساده گروه های همه جوی و جست در ریاضیدانان اخیر، دهه های در
تامسن، جان والترفیت، تحقیقات، این پیشͽامان جمله از بوده اند. متناهͬ گروه های تمام ساختار
شده تبدیل مجرد جبر در نظریه ها بنیادی ترین به گروه ها نظریه امروزه هستند. هال و گورنشتین دانیل

است. ریاضیدانان برای فراوانͬ تحقیقات منبع و  است
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تمرین ها ١ . ٩
مرتبه از گروه دو خارجͬ ضرب حاصل ۴ مرتبه از دوری غیر گروه ͷی دهید نشان .١ . ٩ . ١ تمرین

است. ۲

که دهید نشان Gn ،... ،G۱ گروه های برای .١ . ٩ . ٢ تمرین

Z(G۱ × ...×Gn) = Z(G۱)× ...× Z(Gn).

دهید نشان باشد. نرمال Gi در Ni زیرگروه که باشند گروه Gn ،... ،G۱ کنیم فرض .١ . ٩ . ٣ تمرین
که

G۱ × ...×Gn

N۱ × ...×Nn

∼=
G۱
N۱

× ...× Gn

Nn

.

که دهید نشان صورت این در باشد. n > ۱ مرتبه از گروهͬ G که کنیم فرض .۴ . ١ . ٩ تمرین
نیست. دوری Z×G

G زیرگروه ͷی H آن در که S = {xHx−۱ | x ∈ G} و گروه ͷی G کنیم فرض .۵ . ١ . ٩ تمرین
است. G‐مجموعه ͷی S و است عمل ͷی زیر ضابطه دهید نشان است.

g ∗ (xHx−۱) = gxHx−۱.

مزدوج رابطه باشد. G زیرگروه های همه مجموعه S(G) و گروه G که کنیم فرض .۶ . ١ . ٩ تمرین
است. S(G) در هم ارزی رابطه ͷی (١ . ٣ . ٧ (تعریف بودن

رابطه با باشد. G زیرگروه های همه مجموعه S(G) و گروه G که کنیم فرض .١ . ٩ . ٧ تمرین

H ∗ g = gHg−۱

داریم: آنگاه H,K ∈ S(G) اگر نتیجه در و است G‐مجموعه ͷی S(G)
:H نرمال ساز یا پایدارساز (١)

GH = {x ∈ G | H ∗ x = H} = {x ∈ G | xHx−۱ = H} = N(H).

:K در H نرمال ساز یا پایدارساز (٢)

NK(H) = {x ∈ K | H ∗ x = H} = {x ∈ K | xHx−۱ = H}.

:H مرکزساز یا مدار (٣)

H̄ = {H ∗ x | x ∈ G} = {xHx−۱ | x ∈ G} = C(H).

:K در H مرکزساز یا مدار (۴)

CK(H) = {H ∗ x | x ∈ G} = {xHx−۱ | x ∈ G}.
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و است n > ۱ متناهͬ مرتبه از عنصری دارای که باشد گروه ͷی G که کنیم فرض .١ . ٩ . ٨ تمرین
.|G| = ۲ که دهید نشان دارد. تزویجͬ رده دو دقیقا

کنید. تحقیق S۳ متقارن گروه برای را رده ای معادله .١ . ٩ . ٩ تمرین

آنگاه N ̸⊂ Z(G) و باشد |N | = ۳ با نرمال زیرگروه N و متناهͬ گروهͬ G اگر .١ . ٩ . ١٠ تمرین
.[G : K] = ۲ که دارد وجود چنان K مانند زیرگروهͬ دهید نشان

اول p اگر دارید. اختیار در رنگ اسپری n و رنگ بی مروارید p کنیم فرض (∗) .١ . ٩ . ١١ تمرین
با است برابر بسازیم، ͬ توانیم م که را متفاوتͬ گردن بندهای تمام دهید نشان باشد

۱
p
(np + n(p− ۱)).

نیست. ساده ۵۶ مرتبه از گروهͬ دهید نشان .١ . ٩ . ١٢ تمرین

نیست. ساده ۳۶ مرتبه از گروهͬ دهید نشان .١ . ٩ . ١٣ تمرین

نرمال G در H اگر بشمارد. را G مرتبه p اول عدد و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١۴ . ١ . ٩ تمرین
G سیلو p‐زیرگروه های همه شامل H که دهید نشان آنگاه باشد اول p به نسبت [G : H] و باشد

است.

مرتبه از نرمالͬ زیرگروه G دهید نشان باشد. ۱۰۸ مرتبه از گروهͬ G کنیم فرض .١۵ . ١ . ٩ تمرین
دارد. ۲۷ یا ۹

G که کنید ثابت آنگاه باشد نرمال G متناهͬ گروه سیلوی زیرگروه هر اگر (∗) .١۶ . ١ . ٩ تمرین
است. سیلویش زیرگروه های مستقیم ضرب حاصل

صورت این در باشد G متناهͬ گروه از سیلو p‐زیرگروه ͷی H اگر که دهید نشان .١ . ٩ . ١٧ تمرین
.N(N(H)) = N(H)

دارد. وجود ۸ مرتبه از ناآبلͬ گروه دو فقط یͺریختͬ تحت دهید نشان (∗∗) .١ . ٩ . ١٨ تمرین

دارد. نرمال زیرگروه حتما ۲۰۰ مرتبه از گروه ͷی که دهید نشان .١ . ٩ . ١٩ تمرین

N = N(H) اگر باشد. سیلو p‐زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١ . ٩ . ٢٠ تمرین
است. برابر خودش نرمال ساز با باشد H شامل که G زیرگروه هر آنگاه

است. ساده A۵ متناوب گروه که دهید نشان .١ . ٩ . ٢١ تمرین

به بͽیرید G از زیرگروهͬ را K باشد. G سیلو p‐زیرگروه ͷی H کنیم فرض .١ . ٩ . ٢٢ تمرین
که کنید ثابت .m > ۰ و |H| = pm که طوری

K ∩N(H) = K ∩H.
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ͷی K اگر باشد. G نرمال زیرگروه H و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض (∗) .١ . ٩ . ٢٣ تمرین
.G = HN(K) آنگاه باشد H سیلو p‐زیرگروه

G از سره زیرگروه های K و H که G = HK و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٩ تمرین
ͷی h−۱Th ∩K ،h ∈ H ͷی برای که دهید نشان باشد G از سیلو p‐زیرگروه ͷی T اگر اند.

است. K از سیلو p‐زیرگروه

نشان باشند p‐گروه ،G/H و H اگر باشد G گروه نرمال زیرگروه H کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٩ تمرین
است. گروه p ͷی G دهید

g ∈ G و سیلو p‐زیرگروه ͷی H علاوه به باشد متناهͬ گروه G کنیم فرض (∗) .٢۶ . ١ . ٩ تمرین
.g ∈ H آنگاه gHg−۱ = H اگر .t ∈ N که o(g) = pt و

دهید نشان باشد G از سره زیرگروه ͷی H اگر باشد. p‐گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ٩ . ٢٧ تمرین
.gHg−۱ = H که دارد وجود g ∈ G \H

کنید. پیدا را (Z۱۸,+) گروه ۳‐زیرگروه های تمام .١ . ٩ . ٢٨ تمرین

عنصر ۳ از بیش با نرمال زیرگروه ͷی دارای ۸۱ مرتبه از گروه ͷی که دهید نشان .١ . ٩ . ٢٩ تمرین
است.

ندارد. ترکیبی سری (Q,+) دهید نشان .١ . ٩ . ٣٠ تمرین

دارد. ترکیبی سری متناهͬ گروه هر دهید نشان .١ . ٩ . ٣١ تمرین

باشد. متناهͬ اگر تنها و اگر دارد ترکیبی سری G آبلͬ گروه دهید نشان .١ . ٩ . ٣٢ تمرین

است. یͺریخت Zp با ترکیبی سری عامل هر دهید نشان باشد p‐گروه ͷی G اگر .١ . ٩ . ٣٣ تمرین

یͺریخت Zp با ترکیبی سری عامل هر اگر تنها و اگر است حلپذیر G متناهͬ گروه .٣۴ . ١ . ٩ تمرین
باشد.

.(S ′
n = An (راهنمایی: نیست حلپذیر Sn گروه n ≥ ۵ برای دهید نشان .٣۵ . ١ . ٩ تمرین

آنگاه باشد G ∩N = {e} شرط با G گروه نرمال زیرگروه N اگر که دهید نشان .٣۶ . ١ . ٩ تمرین
.N ⊆ Z(G)

است. حلپذیر اولند اعداد q و p که p۲q۲ مرتبه از گروه هر .١ . ٩ . ٣٧ تمرین

داشته H ̸= {e} زیرگروه هر برای اگر تنها و اگر است حلپذیر G متناهͬ گروه .١ . ٩ . ٣٨ تمرین
.H ′ ̸= H باشیم

را G مرتبه که باشد اولͬ عدد p و متناهͬ پوچتوان گروه G کنیم فرض (∗) .١ . ٩ . ٣٩ تمرین
ͬ شمارد. م نیز را Z(G) مرتبه p دهید نشان ͬ شمارد. م

است؟ پوچتوان S۳ × S۳ گروه آیا .۴١ . ٩ . ٠ تمرین



۴۵ تمرین ها .١ . ٩

سره زیرگروه هر برای دهید نشان باشد. متناهͬ و پوچتوان گروهͬ G کنیم فرض .۴١ . ٩ . ١ تمرین
.H ⊂ N(H) داریم H

زیرگروه هر دهید نشان باشد. متناهͬ و پوچتوان گروهͬ G کنیم فرض (∗) .۴١ . ٩ . ٢ تمرین
است. نرمال G در G ماکسیمال

سیلو p‐زیرگروه هر دهید نشان باشد. متناهͬ و پوچتوان گروهͬ G کنیم فرض .۴١ . ٩ . ٣ تمرین
است. نرمال G



گروه ها نظریه در مباحثͬ .١ فصل ۴۶



٢ فصل

حلقه ها نظریه در مباحثͬ

مشخصه ساختار، مطالعه به حلقه ها نظریه هستند. حلقه ها جبری ساختارهای مهمترین از ͬͺی
امروزی شͺل در حلقه ها نظریه مطالعه ͬ پردازد. م ایده آل ها و حلقه عنصرهای بین روابط حلقه، سازی
حلقه های از بهتر جابجایی حلقه های ͬ شود. م تقسیم ناجابجایی حلقه و جابجایی حلقه دسته دو به
نشان خود از معمول غیر رفتار اوقات گاهͬ ناجابجایی حلقه های زیرا ͬ شوند فهمیده م ناجابجایی
ͬ شود. نم مطالعه کارشناسͬ مقطع در بیشتر پیچیدگͬ دلیل به در ناجابجایی حلقه های نظریه ͬ دهند. م
نظریه کرد. خواهیم مطالعه را جابجایی حلقه های نظریه از مقدماتͬ قسمتͬ ما فصل این در
دانشجو که است این انتظار دارد. اعداد نظریه و جبری هندسه در فراوانͬ اهمیت جابجایی حلقه های
در باشد. آشنا است، آمده جبر مبانͬ درس در که قضایا برخͬ و حلقه اولیه مفاهیم و تعاریف با

بیاندازید. آموخته اید جبر مبانͬ در که مطالبی به نگاهͬ نیاز صورت

جابجایی حلقه ای منظور ͬ شود م R حلقه از صحبت جا هر ادامه در داد: قرار
فرض علت کنیم. بیان را داد قرار این خلاف روشنͬ به که این مͽر است یͺدار و

دید. خواهید فصل همین اول بخش در را حلقه بودن یͺدار

حلقه ها مستقیم ضرب حاصل ٢ . ١

کنیم. ارائه جدیدی حلقه حلقه ها از خانواده ای ͷکم با ͬ خواهیم م بخش این در

از خانواده ای {Rα}α∈Γ اگر باشد. ناتهͬ گذار اندیس مجموعه ͷی Γ کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف
صورت به دنباله ها همه مجموعه یعنͬ خانواده این مستقیم ضرب حاصل از منظور آنگاه باشد حلقه ها

دیͽر، عبارت به ،rα ∈ Rα که (rα)α∈Γ∏
α∈Γ

Rα = {(rα)α∈Γ | rα ∈ Rα}.

.
∏

α∈Γ Rα = ۰ ͬ دهیم م قرار باشد تهͬ خانواده این اگر

۴٧



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ۴٨

خانواده این مستقیم ضرب حاصل آنگاه باشد حلقه ها از خانواده ای {Rα}α∈Γ اگر .٢ . ١ . ٢ لم
است. حلقه ͷی ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که ضرب و جمع عمل با

(rα)α∈Γ + (sα)α∈Γ = (rα + sα)α∈Γ, (rα)α∈Γ . (sα)α∈Γ = (rαsα)α∈Γ

همانͬ ،Rα حلقه همانͬ عنصر ۱α که (۱α)α∈Γ شود دقت است. راست سر اثبات اثبات.
است. جابجایی نیز

∏
α∈Γ Rα پس است جابجایی Rα هر چون علاوه به است.

∏
α∈Γ Rα

دنباله های تمام مجموعه به باشد. حلقه ها از خانواده ای {Rα}α∈Γ کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ تعریف
جمع حاصل هستند، صفر بقیه دنباله عناصر از متناهͬ تعداد جز به که

∏
α∈ΓRα در (rα)α∈Γ

یعنͬ ͬ دهیم، م نمایش
⊕

α∈Γ Rα با و گوییم خانواده این ⊕مستقیم
α∈Γ

Rα = {(rα)α∈Γ | rα ∈ Rα, صفرند بقیه rαها از متناهͬ تعداد جز .{به

.
⊕

α∈Γ Rα = ۰ ͬ دهیم م قرار باشد تهͬ خانواده این اگر که است واضح

خانواده این مستقیم جمع حاصل آنگاه باشد حلقه ها از خانواده ای {Rα}α∈Γ اگر .۴ . ٢ . ١ لم
است. یͺدار غیر حلقه ͷی

∏
α∈Γ Rα حلقه از شده القا ضرب و جمع عمل با

دقت است. جابجایی
⊕

α∈ΓRα پس است جابجایی Rα هر چون است. راست سر اثبات اثبات.
که (۱α)α∈Γ صورت به باید حتما آن ͷی عنصر آنگاه باشد یͺدار بخواهد

⊕
α∈Γ Rα اگر که شود

(چرا؟). نیست
⊕

α∈Γ Rα در عنصری چنین که حالͬ در باشد است، Rα حلقه همانͬ عنصر ۱α

حلقه از ایده آلͬ
⊕

α∈Γ Rα آنگاه باشد حلقه ها از خانواده ای {Rα}α∈Γ اگر .۵ . ٢ . ١ لم
است.

∏
α∈Γ Rα

است. راست سر اثبات اثبات.

.
⊕

α∈Γ Rα =
∏

α∈Γ Rα آنگاه باشد حلقه ها از متناهͬ خانواده ای {Rα}α∈Γ اگر .۶ . ٢ . ١ لم

است. راست سر اثبات اثبات.

خانواده اعضای ایده آل های روی از را مستقیم متناهͬ ضرب حاصل ایده آل های ساختار زیر گزاره
ͬ دهد. م دست به

که I =
∏n

i=۱ Ii آنگاه باشد حلقه ها از متناهͬ خانواده ای Rn ،... ،R۱ اگر .٢ . ١ . ٧ گزاره
به
∏n

i=۱ Ri حلقه از I ایده آل هر علاوه به است.
∏n

i=۱Ri حلقه ایده آل ͷی ،Ri ایده آل Ii
است. Ri ایده آل Ii که است I =

∏n
i=۱ Ii صورت



۴٩ حلقه ها مستقیم ضرب حاصل .٢ . ١

از دلخواه ایده آل ͷی I کنیم فرض دوم؛ قسمت برای است. راست سر اول قسمت اثبات اثبات.
طبیعͬ (پوشا) حلقه ای همریختͬ i طبیعͬ عدد هر برای باشد.

∏n
i=۱Ri حلقه

πi :
n∏

i=۱
Ri −→ Ri, π((r۱, ..., ri, ..., rn)) = ri

همریختͬ ͷی πi ،i طبیعͬ عدد هر برای چون .πi(I) = Ii ͬ دهیم م قرار حال ͬ گیریم. م نظر در را
که کنیم فرض .I =

∏n
i=۱ Ii که ͬ دهیم م نشان حال است. Ri از ایده آل ͷی Ii پس است

یعنͬ x ∈
∏n

i=۱ Ii نتیجه در .πi(x) = ri ∈ Ii بوضوح .x = (r۱, ..., ri, ..., rn) ∈ I

،i هر برای یعنͬ si ∈ Ii پس .(s۱, ..., si, ..., sn) ∈
∏n

i=۱ Ii کنیم فرض حال .I ⊆
∏n

i=۱ Ii
xi = (..., si, ...) باید حتما πi ضابطه به توجه با .πi(xi) = si که است موجود چنان xi ∈ I

پس است ایده آل I چون باشد.

eixi = (۰, ...,۰,۱i,۰, ...,۰)xi = (۰, ...,۰, si,۰, ...,۰) ∈ I.

پس است ایده آل I چون دوباره

e۱x۱ + ...+ eixi + ...+ enxn = (s۱, ..., si, ..., en) ∈ I.

است. کامل اثبات و
∏n

i=۱ Ii ⊆ I نتیجه در

چند هر کنیم. بیان جبر مرجع کتاب های در را حلقه ها بودن یͺدار فرض دلیل که است آن وقت
ͬ دارد م بیان زیر قضیه اما است جالب و پیچیده مبحثͬ تنهایی به خود یͺدار غیر حلقه های مطالعه

داریم. را زیر تعریف ابتدا هستند. توجه مورد بیشتر یͺدار حلقه های چرا که

ͷی حلقه ای همریختͬ هرگاه ͬ شود م نشانده یا ͬ نشیند م S حلقه در R حلقه گوییم .٢ . ١ . ٨ تعریف
نشود ایجاد ابهامͬ اگر گاهͬ ͬ دهیم. م نشان R ↪→ S با را مفهوم این باشد. موجود S به R از ͷی به
زیرحلقه ای با R که است معنͬ بدان این ͬ دهیم. م نشان R ⊆ S با را مفهوم این ترسͬ هیچ بدون

گرفت. نظر در S زیرحلقه را R خود ͬ توان م جهت همین به و است یͺریخت S از

داریم. را زیر قضیه اکنون

ͬ شود. م نشانده S یͺدار حلقه ͷی در R یͺدار لزوما نه حلقه هر .٢ . ١ . ٩ قضیه

ͬ کنیم م مجهز زیر ضرب و جمع به را S مجموعه .S = R× Z ͬ دهیم م قرار اثبات.

(r, n) + (r′, n′) = (r + r′, n+ n′), (r, n) . (r′, n′) = (rr′ + nr′ + rn′, nn′).

عنصر که شود دقت است. حلقه ͷی بالا ضرب و جمع با S که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی
ضابطه حال است. جابجایی نیز S است جابجایی R چون علاوه به است. S همانͬ (۰,۱)

f : R −→ S, f(r) = (r,۰)
.R ↪→ S یعنͬ است ͷی به ͷی حلقه ای همریختͬ ͷی
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دارد. اعداد نظریه در وسیعͬ کاربرد که است اعداد نظریه زمینه در قضیه ای چینͬ باقیمانده قضیه
ادامه در است. شده نهاده بنا صحیح اعداد حلقه بر اعداد نظریه اساس و پایه که است لازم تذکر این

ͬ شود. م بیان دلخواه جابجایی حلقه در چینͬ باقیمانده از تعمیمͬ

باشند صحیحͬ اعداد nk ،... ،n۱ کنیم فرض صحیح) اعداد در چینͬ (باقیمانده .٢ . ١ . ١٠ یادآوری
دارد وجود x صحیح عدد ak ،... ،a۱ صحیح اعداد سری هر برای اولند. هم به نسبت دو به دو که

همنهشتͬ معادلات دستگاه در که طوری به

x ≡ a۱ (mod n۱)

x ≡ a۲ (mod n۲)

...
x ≡ ak (mod nk)

همنهشتند. N = n۱n۲...nk پیمانه به x جواب های تمام این بر علاوه کند. صدق

R ایده آل های In ،... ،I۱ و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض چینͬ) (باقیمانده .٢ . ١ . ١١ قضیه
R در دلخواه عنصرهای bn ،... ،b۱ اگر .Ii + Ij = R باشیم داشته i ̸= j هر برای که باشند

اگر علاوه به .(b Ii≡ bi واقع (در b− bi ∈ Ii که است موجود چنان R در b عنصر آنگاه باشند

.(b
∩n
i=۱Ii≡ c واقع (در b− c ∈

∩n
i=۱ Ii آنگاه باشد داشته را b خاصیت که باشد موجود c

که ͬ دهیم م نشان n روی استقرا با اثبات.

I۱ + (I۲ ∩ ... ∩ In) = R.

که استقرا) (فرض کنیم فرض پس ندارد. وجود اثبات برای چیزی باشد n = ۲ اگر

I۱ + (I۲ ∩ ... ∩ In−۱) = R.

که داریم

R = R۲ = RR = (I۱ + In)(I۱ + (I۲ ∩ ... ∩ In−۱)) =
(I۱ + In)I۱ + (I۱ + In)(I۲ ∩ ... ∩ In−۱) =

I۱I۱ + InI۱ + I۱(I۲ ∩ ... ∩ In−۱) + In(I۲ ∩ ... ∩ In−۱) ⊆
I۱ + (I۲ ∩ ... ∩ In−۱)

یعنͬ
I۱ + (I۲ ∩ ... ∩ In) = R.

که داد نشان j هر برای ͬ توان م بالا مشابه کاملا صورت به

Ij + (I۱ ∩ ... ∩ Ij−۱ ∩ Ij+۱ ∩ ... ∩ In) = R.
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که داریم پس هستند R در biها چون

b۱ = a۱ + r۱ (a۱ ∈ I۱, r۱ ∈ I۲ ∩ ... ∩ In)
b۲ = a۲ + r۲ (a۲ ∈ I۲, r۲ ∈ I۱ ∩ I۳ ∩ I۴ ∩ ... ∩ In)

...
bj = aj + rj (aj ∈ Ij, rj ∈ I۱ ∩ ... ∩ Ij−۱ ∩ Ij+۱ ∩ ... ∩ In)

...
bn = an + rn (an ∈ In, rn ∈ I۱ ∩ ... ∩ In−۱).

i هر برای زیرا است دارا را حͺم خاصیت b این ͬ دهیم. م قرار r۱ + ...+ rn برابر را b عنصر حال
داریم

b− bi = r۱ + ...+ rn − ai − ri = r۱ + ...+ ri−۱ + ri+۱ + ...+ rn − ai ∈ Ii.

برای آنگاه c Ii≡ bi یعنͬ کند صدق b خاصیت در c اگر دوم؛ قسمت برای .b Ii≡ bi داریم واقع در
داریم i هر

(b− bi)− (c− bi) = b− c ∈ Ii.

.b
∩n
i=۱Ii≡ c بنابراین .b Ii≡ c ،i هر برای نتیجه در

داریم. را زیر مهم نتیجه حال

.I =
∩n

i=۱ Ii و باشند R ایده آل های In ،... ،I۱ حلقه، ͷی R کنیم فرض .٢ . ١ . ١٢ نتیجه
رابطه صورت این در

f : R/I −→ R/I۱ × ...×R/In, f(r + I) = (r + I۱, ..., r + In)

f آنگاه Ii + Ij = R باشیم داشته i ̸= j هر برای اگر علاوه به است. حلقه ای همریختͬ ͷی
یعنͬ است یͺریختͬ

R/I ∼= R/I۱ × ...×R/In.

کافͬ است. ساده بررسͬ ͷی است ͷی به ͷی حلقه ای همریختͬ و خوشتریف f که این اثبات.
کنیم فرض دهیم. نشان را f پوشایی است

(r۱ + I۱, ..., rn + In) ∈ R/I۱ × ...×R/In.

وجود چنان r عنصر rn ،... ،r۱ عنصرهای برای ،٢ . ١ . ١١ قضیه چینͬ، باقیمانده قضیه طبق حال
داریم حال .r + Ii = ri + Ii یعنͬ .r − ri ∈ Ii که دارد

f(r) = (r + I۱, ..., r + In) = (r۱ + I۱, ..., rn + In)

است. پوشا f یعنͬ
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شده حل تمرین

باشد. صحیح دامنه ͬ تواند نم هرگز R۱ ×R۲ که دهید نشان .٢ . ١ . ١٣ تمرین

هرگز حلقه ها مستقیم ضرب حاصل پس .(۱,۰).(۰,۱) = (۰,۰) داریم همواره بوضوح اثبات.
دامنه که باشد حلقه هایی خانواده توسط مستقیم ضرب حاصل اگر حتͬ باشد صحیح دامنه ͬ تواند نم

صحیح اند.

دهید نشان آنگاه باشد R حلقه یͺال عنصرهای تمام مجموعه U(R) از منظور اگر .١۴ . ٢ . ١ تمرین
.U(R۱ × ...×Rn) = U(R۱)× ...× U(Rn) که

چنان (s۱, ..., sn) عنصر پس .x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱ × ... × Rn) کنیم فرض اثبات.
که دارد وجود

(r۱, ..., rn)(s۱, ..., sn) = (۱, ...,۱).
حال .x ∈ U(R۱)× ...× U(Rn) پس .ri ∈ U(Ri) یعنͬ .risi = ۱ داریم ،i هر برای پس
چنان si عنصر ،i هر برای آنگاه x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱) × ... × U(Rn) اگر برعکس؛

پس .risi = ۱ داریم که است موجود

(r۱, ..., rn)(s۱, ..., sn) = (۱, ...,۱).

است. کامل اثبات و x = (r۱, ..., rn) ∈ U(R۱ × ...×Rn) یعنͬ

برای اگر تنها و اگر است پوچتوان (r۱, ..., rn) ∈ R۱ × ... × Rn دهید نشان .١۵ . ٢ . ١ تمرین
باشد. پوچتوان ri ،i هر

آنگاه باشد k پوچتوانͬ مرتبه دارای x = (r۱, ..., rn) اگر اثبات.

(۰, ...,۰) = (r۱, ..., rn)
k = (rk۱, ..., r

k
n).

که باشد چنان ki نامنفͬ و صحیح عدد i هر برای کنیم فرض برعکس؛ حال .rki = ۰ ،i برای یعنͬ
داریم بوضوح .k = k۱ + ...+ kn ͬ دهیم م قرار .rkii = ۰

(۰, ...,۰) = (rk۱, ..., r
k
n) = (r۱, ..., rn)

k

است. کامل اثبات و
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ماکسیمال و اول ایده آل های ٢ . ٢
اعداد ساختار در اول اعداد حقیقت در نیست. پوشیده کسͬ بر اعداد نظریه در اول اعداد اهمیت
بدیهͬ بسیار بنابراین دارد. مواد و ملͺول ها ساختار در در اتم مانند نقشͬ مشابه گویا اعداد و صحیح
ایده آل دامنه ͷی Z اما باشند. اول مفهوم از تعمیمͬ دنبال جابجایی حلقه های در ریاضیدانان که است
در پس ͬ شود م تولید عنصر ͷی با ایده آل هر لذا کنید) مراجعه فصل همین ۵ بخش (به است اصلͬ
حلقه ͷی وقتͬ اما است. یͺسان نوعͬ به ایده آل ها و عنصرها نقش تقریبا Z جبری خواص شناسایی
نکند مشخص خوبی به را حلقه ساختار عناصر بررسͬ است ممͺن داریم اختیار در دلخواه جابجایی
نظر ͷی از ایده آل ها ͷکم با حلقه مطالعه است. عناصر مطالعه از مهم تر ایده آل ها مطالعه گاهͬ لذا و
متفاوت حلقه های به تبدیل مختلفͬ عمل های با است ممͺن مجموعه ͷی که این آن و است کاراتر
تعمیم برای بنابراین ͬ شوند. م تغییر دچار ایده آل ها اما ͬ کنند نم تغییری عناصر حالت این در که شود
برای ͬ کنیم. م استفاده ایده آلͬ معادل از دلخواه حلقه ͷی به صحیح اعداد حلقه در اول عدد مفهوم
.p|b یا p|a آنگاه p|ab اگر تنها و اگر است اول p صحیح عدد Z در که ͬ کنیم م توجه منظور این
اگر تنها و اگر است اول I =< p > ایدهآل که است شͺل این به ایده آلͬ زبان به مطلب این حال

داریم. را زیر کلͬ تعریف حال .b ∈< p > یا a ∈< p > آنگاه ab ∈< p >

a, b ∈ R که ab ∈ P هرگاه گوییم اول را R (جابجایی) حلقه از P سره ایده آل .٢ . ٢ . ١ تعریف
.b ∈ P یا a ∈ P کند ایجاب

Z۴ حلقه در صفر ایده آل اما است. اول صحیح اعداد حلقه در صفر ایده آل وضوح به .٢ . ٢ . ٢ مثال
.۲̄ ̸∈< ۰̄ > اما ۰̄ = ۲̄× ۲̄ ∈< ۰̄ > زیرا نیست. اول

ͬ دهیم. م قرار اختیار در اول ایده آل برای سازی های مشخصه زیر قضیه چند در حال

ایده آل های J و I که IJ ⊆ P اگر تنها و اگر است اول R حلقه از P سره ایده آل .٢ . ٢ . ٣ قضیه
.J ⊆ P یا I ⊆ P کند ایجاب هستند، R حلقه

ͬ خواهیم م .I ̸⊆ P ولͬ IJ ⊆ P و باشند R از ایده آل دو J و I که کنیم فرض .(⇐) اثبات.
کنیم. انتخاب x ∈ I \ P مانند عنصری ͬ توانیم م پس I ̸⊆ P چون .J ⊆ P که دهیم نشان
چون و است اول P فرض طبق اما .xy ∈ P که داریم y ∈ J هر برای بنابراین و xJ ⊆ P پس

J ⊆ P که ͬ دهد م نشان این و .y ∈ P نتیجه در x ̸∈ P
آنگاه a, b ∈ R که ab ∈ P اگر که دهیم نشان است کافͬ پس است سره P فرض طبق .(⇒)
نتیجه در است جابجایی حلقه R اما .Rab ⊆ P پس ab ∈ P چون .b ∈ P یا a ∈ P
یا a ∈ P که داده ایم نشان یعنͬ .Rb ⊆ P یا Ra ⊆ P باید فرض طبق حال .RaRb ⊆ P

.b ∈ P

R/P قسمتͬ خارج حلقه اگر تنها و اگر است اول R حلقه از P سره ایده آل .۴ . ٢ . ٢ قضیه
باشد. صحیح دامنه
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است اول P چون .ab ∈ P باید بوضوح .(a+ P )(b+ P ) = ۰̄ که کنیم فرض .(⇐) اثبات.
خارج حلقه بنابراین .b+P = ۰̄ یا a+P = ۰̄ که است این معادل این و b ∈ P یا a ∈ P پس

است. دامنه R/P قسمتͬ
آنگاه a, b ∈ R که ab ∈ P اگر که دهیم نشان است کافͬ پس است سره P فرض طبق .(⇒)
چون .(a + P )(b + P ) = ۰̄ نتیجه در .ab + P = ۰̄ پس ab ∈ P چون .b ∈ P یا a ∈ P

.b ∈ P یا a ∈ P که است این معادل این b+P = ۰̄ یا a+P = ۰̄ پس است دامنه R/P

که N ایده آل هر برای هرگاه است ماکسیمال R حلقه از M سره ایده آل گوییم .۵ . ٢ . ٢ تعریف
.N = R یا N = M باشیم داشته M ⊆ N

Z در ۲Z ولͬ نیست ماکسیمال Z صحیح اعداد حلقه در صفر ایده آل وضوح به .۶ . ٢ . ٢ مثال
است. ماکسیمال Z۴ حلقه در راست سر بررسͬ ͷی با ۲Z۴ ایده آل همچنین است. ماکسیمال

داریم. را زیر قضیه حال

هستند. معادل زیر احͺام M سره ایده آل و R حلقه برای .٢ . ٢ . ٧ قضیه
است. ماکسیمال M (١)
است. میدان R/M (٢)

.M +Rx = R داریم x ∈ R \M عنصر هر برای (٣)

Nایده آلͬ که N/Mاست صورت R/Mبه حلقه ایده آل هر تناظر، قضیه طبق .(٢)⇐ (١) اثبات.
فرض اکنون ندارد. نابدیهͬ ایده آل R/M یعنͬ .R = N یا N = M پس است. M شامل R از
چنان ȳ عنصر پس .R̄x̄ = R̄ باید پس باشد. R̄ = R/M در ناصفر عنصر x̄ = x +M کنیم

است. میدان R̄ یعنͬ .x̄ȳ = ۱̄ که است موجود
یعنͬ این است. M شامل سره صورت به که است R از ایده آلͬ M + Rx ایده آل .(٣) ⇐ (٢)
پس دارد ایده آل دو فقط میدان چون است. R/M در ناصفر ایده آل ͷی (M + Rx)/M ایده آل

باشد. M +Rx = R باید
این .M +Rx = R داریم فرض طبق .x ∈ N \M و باشد M ⊆ N کنیم فرض .(١) ⇐ (٣)

است. ماکسیمال M نتیجه در و N = R بنابراین .R ⊆ N که ͬ دهد م نشان

پس باشد. ماکسیمال اول ایده آل ͷی ندارد لزومͬ که ͬ دهد م نشان را مهم مطلبی قبلͬ مثال
پاسخ زیر گزاره است؟ اول ماکسیمالͬ هر آیا که است این آن و آید پیش است ممͺن طبیعͬ سوال

ͬ دهد. م را مطلب این

است. اول M ماکسیمال ایده آل هر .٢ . ٢ . ٨ گزاره

قضیه طبق آنگاه J ̸⊆ M و I ̸⊆ M اگر خلف، برهان به باشد. IJ ⊆ M کنیم فرض اثبات.
داریم است. J +M = R و I +M = R ،٢ . ٢ . ٧

R = R۲ = (I+M)(J+M) = IJ+IM+MJ+M۲ ⊆ M+M+M+M = M.
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است. M بودن اول با تناقض که است R = M یعنͬ

مهم داد قرار دیͽر یͺبار که ͬ دانیم م لازم خود بر ͬ رسانیم. م پایان به زیر قضیه با را بخش این
دارد. اعتبار یͺدار حلقه های برای زیر قضیه و هستند یͺدار حلقه ها که کنیم تکرار را فصل این

است. ماکسیمال ایده آل دارای R حلقه هر .٢ . ٢ . ٩ قضیه

ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م اثبات زرن لم ͷکم با را قضیه اثبات.

A = {I | است R از سره ایده آل ͷی I}.

ͷی به را A ͬ توان شمول م رابطه با که ͬ دانیم م است. ناتهͬ A پس است A در صفر ایده آل چون
قرار ͬ گیریم. م نظر در A در را {Iα}α∈Γ دلخواه ناتهͬ زنجیر حال کنیم. تبدیل مرتب جزئا مجموعه
آنگاه باشد I + R اگر است. I ایده آل ͷی I راست سر بررسͬ ͷی با .I =

∪
α∈Γ Iα ͬ دهیم م

است زنجیر اعضای با آشͺار تناقض در این .۱ ∈ Iα که دارد وجود چنان α اندیس پس .۱ ∈ I
است. زنجیر برای بالا کران ͷی I وضوح به .I ∈ A نتیجه در و R ̸= I پس دارند. قرار A در که
زرن لم طبق نتیجه در و دارد A در بالایی کران A از ناتهͬ زنجیر هر که داده ایم نشان اینجا تا یعنͬ
دهیم نشان باید و است ایده آل M پس M ∈ A چون است. M مانند ماکسیمال عضو داری A
N ایده آل پس نباشد ماکسیمال که کنیم فرض شود. کامل اثبات تا است ماکسیمال ایده آل M که
نیست A ماکسیمال عضو M یعنͬ این و N ∈ A بنابراین .M ⊂ N ⊂ R که دارد وجود چنان

است. تناقض که

ͬ گیرد. م قرار ماکسیمال ایده آل ͷی داخل در R حلقه از I سره ایده آل هر .٢ . ٢ . ١٠ نتیجه

ماکسیمال ایده ال دارای R/I حلقه ،٢ . ٢ . ٩ قضیه طبق حال ͬ گیریم. م نظر در را R/I حلقه اثبات.
است. I شامل R از ایده آلͬ M که M/I صورت به ماکسیمال ایده آل این تناظر قضیه طبق است.

است. کامل اثبات و باشد ماکسیمال ایده آل R در M باید تناظر قضیه ͷکم با دوباره

شده حل تمرین

است. ͬͺی فقط Z۸ حلقه اول ایده آل های تعداد که دهید نشان .٢ . ٢ . ١١ تمرین

است. زیر صورت به Z۸ ایده آل های تمام ͬ دانیم م اثبات.

I۱ = {۰̄}
I۲ = {۰̄, ۴̄}

I۳ = {۰̄, ۲̄, ۴̄, ۶̄}
I۴ = Z۸
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هم I۱ پس ۴̄ ̸∈ I۱ و ۲̄ ̸∈ I۱ ولͬ ۰̄ = ۲̄۴̄ ∈ I۱ چون اما نیست. اول وضوح به که I۴ ایده آل
ͷی Z۸ ایده آل های چوا نیست. اول هم I۲ پس ۲̄ ̸∈ I۲ اما ۴̄ = ۲̄۲̄ ∈ I۲ طرفͬ از نیست. اول

است. اول ایده آل I۳تنها ،٢ . ٢ . ٨ گزاره طبق و است ماکسیمال ایده آل I۳ بوضوح هستند زنجیر

است. میدان ͷی R آنگاه باشد اول R حلقه ایده آل هر اگر .٢ . ٢ . ١٢ تمرین

است. اول < ۰ > فرض طبق و xy ∈< ۰ > پس .x, y ∈ R که xy = ۰ کنیم فرض اثبات.
x ∈ R ناصفر عنصر هر برای حال است. صحیح دامنه R بنابراین .y = ۰ یا x = ۰ باید نتیجه در
لذا و x ∈ Rx۲ پس x۲ ∈ Rx۲ چون و است اول Rx۲ فرض طبق اما .Rx۲ ⊆ Rx که داریم
یا x = rx۲ که است موجود چنان r ∈ R عنصر نتیجه در .Rx = Rx۲ یعنͬ ،Rx ⊆ Rx۲

وارون پذیر x یعنͬ .rx = ۱ باید است ناصفر x و صحیح دامنه R چون .x(۱−rx) = ۰ معادلا
است. میدان R درنتیجه و است

x۲ = x بولͬ، (حلقه است خودتوان آن عنصر هر که باشد حلقه R کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٣ تمرین
است. ماکسیمال R از P اول ایده آل هر دهید نشان .(x ∈ R هر برای

x ∈ R هر برای اما است. صحیح دامنه R/P ،۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق پس است اول P چون اثبات.
داریم

(x+ P )(x+ P ) = x۲ + P = x+ P.

اگر .R/P = {۰̄, ۱̄} یا R/P = {۰̄} که ͬ دهد م نتیجه این است. بولͬ نیز R/P حلقه یعنͬ
در .R/P = {۰̄, ۱̄} پس است. تناقض در P بودن اول فرض با که R = P آنگاه R/P = {۰̄}

است. کامل حل و است ماکسیمال ایده آل P ،٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق و است میدان ͷی R/P نتیجه
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چندجمله ای ها حلقه با آشنایی ٢ . ٣

این مطالعه دارد. ریاضͬ رشته های سایر حتͬ و جبر در ویژه ای جایͽاه چندجمله ای ها حلقه
این با حدی تا را شما بخش این در است. برخوردار بالایی اهمیت از میدان نظریه برای حلقه ها

ͬ کنیم. م آشنا مهم حلقه های

ͷی و R روی ضرایب با چندجمله ای های مجموعه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به x متغیر

R[x] = {rnxn + rn−۱x
n−۱ + ...+ r۱x+ r۰ | n ∈ N, ri ∈ R}.

گوییم. چندجمله ای ͷی R[x] عضو هر به

است. Z[x] در چندجمله ای ͷی f(x) = x۲ + x+ ۳ .٢ . ٣ . ٢ مثال

n به آنگاه rn ̸= ۰ اگر .f(x) = rnx
n + ...+ r۱x+ r۰ ∈ R[x] کنیم فرض .٢ . ٣ . ٣ تعریف

پیشرو ضریب rn به گوییم. f(x) جمله rix
i هر به گوییم. f(x) ثابت r۰ به و چندجمله ای درجه

نامیم. پیشرو جمله را rnxn جمله و

که است Z[x] در ۳ ثابت و ۳ درجه از چندجمله ای ͷی f(x) = ۲x۳ + x + ۳ .۴ . ٢ . ٣ مثال
است. پیشرو جمله ۲x۳ و پیشرو ضریب ۲ دارد. جمله سه

درجه هم جمله های ضرایب و مساوی آنها درجه های اگر مساویند چندجمله ای دو .۵ . ٢ . ٣ تذکر
باشند. مساوی

از کار این برای کنیم. یͺسان جملات تعداد در را R[x] از عضو دو است لازم گاهͬ .۶ . ٢ . ٣ تذکر
برابر g(x) درجه و n برابر f(x) درجه اگر که ͬ کنیم م عمل صورت این به ͬ گیریم. م ͷکم ۰ ∈ R

یعنͬ ͬ کنیم م اضافه g(x) به جمله تا m− n تعداد به آنگاه m < n و m

g(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۰xm+۱ + gmx
m + ...+ g۱x+ g۰.

به نیاز یͺدار حلقه ͷی به R[x] تبدیل برای کنیم. تبدیل حلقه به را R[x] ͬ خواهیم م اکنون
کنیم. بیان را زیر داد قرار که است نیاز ضرب و جمع تعریف از قبل داریم. ضرب و جمع تعریف

rx = xr یعنͬ ͬ شوند م جابجا x با R حلقه عناصر که است این بر فرض همواره .٢ . ٣ . ٧ داد قرار
.xixj = xi+j علاوه به .r ∈ R هر برای

کنیم فرض .٢ . ٣ . ٨ تعریف

f(x) =
n∑

i=۱
rix

i g(x) =
m∑
i=۱

six
i
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،۶ . ٢ . ٣ تذکر طبق را g(x) و f(x) جملات تعداد باشد نیاز اگر باشند. R[x] از دلخواه عضو دو
کنیم فرض ͬ توانیم م پس (m < n مثلا که زمانͬ (یعنͬ ͬ کنیم م یͺسان

f(x) =
n∑

i=۱
rix

i = rnx
n + ...+ r۰ g(x) =

n∑
i=۱

six
i = snx

n + ...+ s۰

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را جمع حال

f(x) + g(x) =
∑n

i=۱ rix
i +

∑m
i=۱ six

i =
(rn + sn)x

n + ...+ (r۱ + s۱)x+ (r۰ + s۰).

نیست) جملات تعداد سازی یͺسان به (نیاز ͬ شود م تعریف زیر شͺل به ضرب

f(x)g(x) = (rnx
n + ...+ r۰)(smxm + ...+ s۰) =

(rnsm)x
n+m + ...+ (r۱s۰ + s۱r۰)x+ r۰s۰.

تر خلاصه گاهͬ یا

f(x)g(x) = (
n∑

i=۱
rix

i)(
m∑

j=۱
sjx

j) =
n+m∑
k=۰

ckx
k

.ck =
∑k

t=۰ rtsk−t آن در که

کنیم فرض .٢ . ٣ . ٩ مثال

f(x) = ۲̄x۲ + ۲̄ g(x) = ۲̄x+ ۳̄

داریم باشند. Z۴[x] در عنصر دو

f(x) + g(x) = ۲̄x۲ + ۲̄x+ ۱̄

و
f(x)g(x) = ۰̄x۳ + ۲̄x۲ + ۰̄x+ ۲̄ = ۲̄x۲ + ۲̄.

است. یͺدار جابجایی حلقه ͷی R[x] که ͬ دهد م نشان زیر لم حال

یͺدار و جابجایی حلقه ͷی R[x] ،٢ . ٣ . ٨ تعریف در شده داده ضرب و جمع با .٢ . ٣ . ١٠ لم
است.

است لازم تذکر این البته است. آبلͬ گروه ͷی (R[x],+) که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ اثبات.
چندجمله ای ۰ ∈ R چون که

o(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۰x+ ۰
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چون که است لازم تذکر این البته است. نیم گروه ͷی (R[x], .) همچنین است. جمعͬ خنثͬ عضو
چندجمله ای ۱ ∈ R

i(x) = ۰xn + ۰xn−۱ + ...+ ۱x+ ۰

ͷی R[x] یعنͬ است طرف دو هر از توزیع پذیر جمع روی ضرب علاوه به است. جمعͬ خنثͬ عضو
است. جابجایی R[x] ،٢ . ٣ . ٧ داد قرار طبق پس است جابجایی R طرفͬ از است. یͺدار حلقه

فرض ͬ دهیم. م نشان ۱ و ۰ با را R[x] حلقه ͷی و صفر کار راحتͬ برای .٢ . ٣ . ١١ نمادگذاری
اوقات گاهͬ است. f(x) درجه همان deg(f(x)) از منظور صورت این در f(x) ∈ R[x] کنیم

ͬ کنیم. م نظر صرف f(x) در x از R[x] حلقه عناصر نمایش راحتͬ برای

ͬ گیریم. م نظر در −∞ برابر را صفر چندجمله ای درجه .٢ . ٣ . ١٢ داد قرار

داریم f, g ∈ R[x] هر برای .٢ . ٣ . ١٣ لم

deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg(f(x)), deg(g(x))}
deg(f(x)g(x)) ≤ deg(f(x)) + deg(g(x))

است. راست سر اثبات.

deg(f(x)g(x)) ≤ deg(f(x))+deg(g(x)) در که ͬ دهد م نشان ،٢ . ٣ . ٩ مثال .١۴ . ٢ . ٣ مثال
دارد. صفر علیه مقسوم Z۴ چون ندهد. رخ تساوی است ممͺن

باشد. ۱R برابر f(x) پیشرو ضریب هرگاه است تکین f(x) ∈ R[x] گوییم .١۵ . ٢ . ٣ تعریف

داریم. تقسیم الͽوریتم صحیح اعداد حلقه مانند R[x] در که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال

اگر .f(x), g(x) ∈ R[x] و باشد حلقه R کنیم فرض تقسیم) (الͽوریتم .١۶ . ٢ . ٣ قضیه
وجود چنان r(x) و q(x) مانند یͺتای چندجمله ای های آنگاه باشد یͺال g(x) پیشرو ضریب

.deg(r(x)) < deg(g(x)) و f(x) = q(x)g(x) + r(x) که دارند

و صفر را q(x) است کافͬ باشد کمتر g(x) درجه از f(x) درجه اگر که ͬ کنیم م دقت ابتدا اثبات.
کنیم فرض حال بͽیریم. نظر در f(x) خود را r(x)

f(x) =
n∑

i=۱
fix

i = fnx
n + ...+ f۰ g(x) =

m∑
i=۱

gix
i = gmx

m + ...+ g۰

فرض ͬ کنیم. م اثبات n یعنͬ f(x) درجه روی استقرا به را حͺم است. یͺال نیز gm و m ≤ n که
قرار حال باشد. یͺال g۰ باید فرض طبق و g = g۰ یعنͬ .m = ۰ نتیجه در پس n = ۰ کنیم
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داریم وضوح به پس q = f۰g−۱
۰ و r = ۰ ͬ دهیم م

f۰ = f(x) = q(x)g(x) + r(x) =

(f۰g
−۱
۰ )g۰ + ۰, −∞ = deg(۰) = deg(r(x)) < deg(g(x)) = ۰.

داریم استقرا). (فرض باشد صحیح n از کمتر عدد هر برای حͺم کنیم فرض اکنون

h(x) = f(x)− fng
−۱
m xn−mg(x) =

(fnx
n + ...+ f۰)− (fnx

n + fng
−۱
m gm−۱xn−۱ + · · ·+ fng

−۱
m g۰) =

(fn−۱ − fng
−۱
m gm−۱)xn−۱ + · · · .

که دارند وجود چنان r(x) و q′(x) استقرا فرض طبق پس است n از کمتر درجه از h(x) چون

h(x) = q′(x)g(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)).

پس

f(x) = h(x) + fng
−۱
m xn−mg(x) = q′(x)g(x) + r(x) + fng

−۱
m xn−mg(x) =

(q′(x) + fng
−۱
m xn−m)g(x) + r(x).

و f(x) = q(x)g(x) + r(x) داده ایم نشان یعنͬ .q(x) = q′(x) + fng
−۱
m xn−m واقع در

کنیم فرض یͺتایی، حال .deg(r(x)) < deg(g(x))

q۱(x)g(x) + r۱(x) = f(x) = q۲(x)g(x) + r۲(x) ⇒
(q۱(x)− q۲(x))g(x) = r۲(x)− r۱(x).

(چرا؟) ͬ دهد م رخ تساوی ضرب حالت برای ،٢ . ٣ . ١٣ لم در است یͺال g(x) پیشرو ضریب چون
داریم پس

deg(r۲(x)− r۱(x)) = deg((q۱(x)− q۲(x))g(x)) =

deg(q۱(x)− q۲(x)) + deg(g(x)).

.deg(q۱(x) − q۲(x)) ≥ ۰ آنگاه .q۱(x) − q۲(x) ̸= ۰ کنیم فرض خلف برهان به حال
داریم ،٢ . ٣ . ١٣ لم طبق اما .deg(r۲(x)− r۱(x)) ≥ deg(g(x)) باید بنابراین

deg(r۲(x)− r۱(x)) ≤ max{deg(r۲(x)), deg(r۱(x))} < deg(g(x)).

(q۱(x)−q۲(x))g = r۲(x)−r۱(x) چون .q۱(x) = q۲(x) باید نتیجه در و است تناقض این
است. تمام اثبات و r۱(x) = r۲(x) داریم بلافاصله

حلقه در ۲̄x+ ۱̄ بر x۲+x+ ۱̄ تقسیم حاصل (r و q) باقیمانده و قسمت خارج .٢ . ٣ . ١٧ مثال
.۴̄ و ۳̄x+ ۲̄ با است برابر ترتیب به Z̄۵[x]
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c ∈ R هر ازای به صورت این در .f(x) ∈ R[x] و یͺدار حلقه R کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٨ قضیه
که است موجود q(x) یͺتای چندجمله ای

f(x) = (x− c)q(x) + f(c).

وجود چنان q(x) یͺتای چندجمله ای ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق حال .g(x) = x−c کنیم فرض اثبات.
داریم که دارد

f(x) = q(x)g(x) + r(x), deg(r) < ۱.
که کنیم فرض اکنون

q(x) =
n∑

i=۰
qix

i

داریم نتیجه در
f(x) = (

∑n
i=۰ qix

i)(x− c) + r(x) =∑n
i=۰ qix

i+۱ −
∑n

i=۰ qicx
i + r(x).

داریم f(c) محاسبه با

f(c) =
n∑

i=۰
qic

i+۱ −
n∑

i=۰
qicc

i + r(c) =
n∑

i=۰
qic

i+۱ −
n∑

i=۰
qic

i+۱ + r(c) = r(c)

است. تمام اثبات و

.f(r) = ۰ هرگاه است f(x) ∈ R[x] جمله ای چند ریشه r ∈ R گوییم .٢ . ٣ . ١٩ تعریف

و اگر است f(x) ریشه c ∈ R صورت این در .f(x) ∈ R[x] کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٠ نتیجه
.f = (x− c)q(x) که باشد موجود q(x) ∈ R[x] اگر تنها

که دارد وجود q(x) یͺتای چندجمله ای c برای ،٢ . ٣ . ١٨ قضیه از استفاده با .(⇐) اثبات.

f(x) = (x− c)q(x) + f(c).

.f(x) = (x− c)q(x) پس .f(c) = ۰ یعنͬ است ریشه c فرض طبق اما
داریم وضوح به پس f(x) = (x− c)q(x) چون .(⇒)

f(c) = q(c)(c− c) = ۰
است. ریشه c یعنͬ

داریم. را زیر قضیه اکنون

۰ ̸= f(x) ∈ D[x] Dو ⊆ E که باشند صحیح دامنه دو E Dو کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢١ قضیه
دارد. ریشه n حداکثر E در f(x) صورت این در باشد. n درجه از
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کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد. E در f(x) ریشه های همه مجموعه دهنده نشان T کنیم فرض اثبات.
از {c۱, c۲, ..., cn+۱} زیرمجموعه حال .|T | > n که کنیم فرض خلف برهان به .|T | ≤ n که
در چنان q۱(x) چندجمله ای ،٢ . ٣ . ٢٠ نتیجه طبق پس f(c۱) = ۰ چون ͬ گیریم. م نظر در را T

که دارد وجود E[x]
f(x) = q۱(x)(x− c۱).

داریم نتیجه در پس
۰ = f(c۲) = q۱(c۲)(c۲ − c۱).

نتیجه از دوباره استفاده با .q۱(c۲) = ۰ باید پس است صحیح دامنه E و c۲ − c۱ ̸= ۰ اما
که دارد وجود E[x] در چنان q۲(x) چندجمله ای ،٢ . ٣ . ٢٠

q۱(x) = q۲(x)(x− c۲).

داریم پس
f(x) = q۲(x)(x− c۲)(x− c۱).

داشت خواهیم نتیجه در ͬ کنیم م تکرار nبار را روند این

f(x) = qn(x)(x− cn)(x− cn−۱)...(x− c۱).

پس .qn(x) = b ∈ E یعنͬ باشد ثابت چندجمله ای qn(x) باید پس است n برابر f درجه اما

f(x) = b(x− cn)(x− cn−۱)...(x− c۱).

داریم طرفͬ از

۰ = f(cn+۱) = b(cn+۱ − cn)(cn+۱ − cn−۱)...(cn+۱ − c۱).

نتیجه در باشد. b = ۰ باید پس است صحیح دامنه E و cn+۱ − ci ̸= ۰ داریم i هر برای اما
.|T | ≤ n بنابراین است. تناقض این که f = ۰

ͬ رسانیم. م پایان به گزاره ͷی و تعریف ͷی با را بخش این
چند جمله ای حلقه حال .S = R[x] ͬ دهیم م قرار است. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٢ تعریف
ͬ دهیم. م نشان R[x, y] با و گوییم متغییر دو با چند جمله ای حلقه را (y متغییر و S (روی S[y]

با را متغییر n با چندجمله ای حلقه داد. گسترش متغییر n تعداد به استقرایی ͬ توان م را کار این
ͬ دهیم. م نشان R[x۱, ..., xn]

شͺل به نمایشͬ دارای R[x, y] حلقه در عنصر ͷی .٢ . ٣ . ٢٣ تذکر
n∑

i=۰

m∑
j=۰

rijx
iyj

.rij ∈ R آن در که است

.R[x, y] = R[y, x] داریم R حلقه برای همواره .٢۴ . ٢ . ٣ گزاره

است. بدیهͬ اثبات.
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شده حل تمرین
علیه مقسوم نیز R که دهید نشان دارد. صفر علیه مقسوم R[x] که کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٣ تمرین

دارد. صفر

چون .f(x)g(x) = ۰ که باشند R[x] در ناصفر عنصر دو g(x) و f(x) که کنیم فرض اثبات.
در درجه مینیمم که کنیم انتخاب چنان f(x) در را rix

i جمله ͬ توانیم م پس است ناصفر f(x)
جملات در درجه مینیمم sjxj کنیم فرض صورت همین به باشد. ناصفر نیز ri و باشد f(x)جملات
چندجمله ای در درجه مینیمم risjx

i+j که است واضح حال باشد. ناصفر نیز sj و باشد g(x)
صفر علیه مقسوم R یعنͬ این و risj = ۰ باید پس f(x)g(x) = ۰ اما است. f(x)g(x)

دارد.

۰ ̸= b ∈ R اگر تنها و اگر است صفر علیه مقسوم ͷی f(x) ∈ R[x] دهید نشان .٢۶ . ٢ . ٣ تمرین
.bf(x) = ۰ که باشد موجود چنان

پس است صفر علیه مقسوم f(x) چون آنگاه باشد f(x) = f۰ ∈ R[x] اگر .(⇐) اثبات.
ͷی پس است ناصفر h(x) چون .h(x)f(x) = ۰ که دارد وجود چنان h(x) ناصفر چندجمله ای

داریم حال دارد. وجود h جملات در hi مثل ناصفر ضریب

h(x)f(x) = ۰ ⇒
(hmx

m + ...+ h۰)r۰ = ۰ ⇒
hir۰ = ۰.

یعنͬ باشد مثبت f(x) درجه کنیم فرض اکنون ͬ شود. م اثبات مسله حالت این در

f(x) = rnx
n + ...+ r۰

ͬ دهیم م قرار .rn ̸= ۰ که

T = {g(x) ∈ R[x] | g(x)f(x) = ۰}.

برهان به .T ∩ R ̸= ۰ که دهیم نشان باید (چرا؟). است R[x] از ناصفر ایده آل ͷی T وضوح به
باشد T در درجه کمترین از g(x) کنیم فرض حال .T ∩R = ۰ کنیم فرض خلف،

g(x) = stx
t + ...+ s۰.

در .(T ∩ R = ۰ کرده ایم فرض (زیرا stf(x) ̸= ۰ باید حال .t > ۰ و st ̸= ۰ که شود دقت
باشد مثبتͬ و صحیح عدد بزرگترین l کنیم فرض اکنون .rig(x) ̸= ۰ که دارد وجود چنان i نتیجه

پس .rlg(x) ̸= ۰ که

rl+۱g(x) = rl+۲g(x) = ... = rng(x) = ۰.

داریم نتیجه در
۰ = f(x)g(x) = (r۰ + ...+ rlx

l)g(x).
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وضوح به طرفͬ از است. m از کمتر rlg(x) درجه که ͬ دهد م نشان این .rlgm = ۰ پس
انتخاب با تناقض و دارد m از کمتر درجه rlg(x) اما .rlg(x) ∈ T پس .(rlg(x))f(x) = ۰

.bf = ۰ که است موجود چنان b ∈ R لذا .T ∩R ̸= ۰ پس دارد. g(x) از ما
است. واضح .(⇐)

ͷی R[x] که دهید نشان نیست. میدان که باشد صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٧ تمرین
نیست. اصلͬ که دارد ایده آل

به نیست. وارونپذیر که دارد وجود چنان r ∈ R ناصفر عنصر پس نیست میدان R چون اثبات.
< x > + < r > ایده آل پس است. اصلͬ ایده آل، هر R[x] در که کنیم فرض خلف، برهان
.< x > + < r >=< f(x) > که دارد وجود چنان f(x) ∈ R[x] یعنͬ باشد اصلͬ باید
درجه ͷکم با .r = g(x)f(x) که است موجود چنان g(x) ∈ R[x] پس r ∈< f(x) > چون
x ∈< f(x) > دیͽر طرفͬ از .f(x) = f۰ ∈ R و g(x) = g۰ ∈ R باید که داد نشان ͬ توان م
ثابت درجه ͷکم با حال .x = h(x)f(x) = h(x)f۰ که است موجود چنان h(x) ∈ R[x] پس
است وارونپذیر f۰ یعنͬ .f۰h۱ = ۱ آنگاه h(x) = hmx

m + ...+ h۱x+ h۰ اگر که ͬ شود م
چون .< x > + < r >= R[x] که داده ایم نشان یعنͬ .R[x] =< f(x) >=< f۰ > پس
u(x)x+ v(x)r = که دارند وجود چنان u(x), v(x) ∈ R[x] های چندجمله ای پس ۱ ∈ R[x]
r لذا و v۰r = ۱ یعنͬ .v(x) = v۰ ∈ R و u(x) = ۰ که داد نشان ͬ توان م درجه ͷکم با .۱

است. تناقض که ͬ شود م وارونپذیر

حذف قابل ،٢ . ٣ . ٢١ قضیه در بودن صحیح دامنه شرط که دهید نشان مثال ͷی با .٢ . ٣ . ٢٨ تمرین
نیست.

دامنه D که ͬ دانیم م .D = E = Z × Z ͬ دهیم م قرار ،٢ . ٣ . ٢١ قضیه علایم با مطابق اثبات.
n ∈ Z هر ازای به که است ͷی درجه از f(x) = (۱,۰)x چندجمله ای (چرا؟). نیست صحیح

دارد. ریشه بیشمار نتیجه در دارد. x = (۰, n) صورت به ریشه ͷی

.m ∈ N برای rm = ۰ اگر تنها و اگر است یͺال R[x] در ۱+rx که دهید نشان .٢ . ٣ . ٢٩ تمرین

داریم فرض طبق .(⇐) اثبات.

(۱+ rx)(f۰ + ...+ fnx
n) = ۱

نتیجه در که

f۰ + (f۱ + rf۰)x+ ...+ (fn + rfn−۱)x
n + rfnx

n+۱ = ۱.

بنابراین .rfn = ۰ و fn = (−۱)nrn ،... ،f۳ = −r۳ ،f۲ = r۲ ،f۱ = −r ،f۰ = ۱ پس
.m = n+ ۱ یعنͬ r(n+۱) = ۰

دهیم قرار .(⇒)

f(x) = ۱− rx+ r۲x۲ − r۳x۳ + ...+ (−۱)m−۱rm−۱xm−۱.

.f(x)(۱+ rx) = ۱ که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ



۶۵ چندجمله ای ها حلقه با آشنایی .٢ . ٣

،١۶ . ٢ . ٣ قضیه در g(x) پیشرو ضریب بودن یͺال شرط دهید نشان مثال ͷی با .٢ . ٣ . ٣٠ تمرین
نیست. شدنͬ حذف

در ۲̄ وضوح به .g(x) = ۲̄x و f(x) = x۲ دهید قرار ͬ گیریم. م نظر در را Z۴[x] حلقه اثبات.
باشیم داشته باید آنگاه باشد قرار بر حلقه این برای ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه اگر اکنون نیست. یͺال Z۴

x۲ = q(x)(۲̄x) + r(x), deg(r(x)) < ۱.
x۲ = q(x)(۲̄x) + r(x) شرط اما .r(x) = r̄۰ ∈ Z۴ که ͬ کند م ایجاب بالا در درجه شرط

که ͬ کند م ایجاب
۲̄x۲ = ۲̄r(x) = ۲̄r۰.

است. تناقض این خیر. چپ سمت اما است Z۴ در بالا تساوی راست طرف

ͬ گیرند. م قرار R در R[x] یͺال های دهید نشان باشد. صحیح دامنه ͷی R اگر .٢ . ٣ . ٣١ تمرین

دهیم قرار و f(x)g(x) = ۱ کنیم فرض اثبات.

f(x) = r۰ + r۱x+ ...+ rnx
n, g(x) = s۰ + s۱x+ ...+ smx

m.

با است برابر f(x)g(x) در xm+n−۱ ضریب اما .rnsm = ۰ که است واضح

rn−۱sm + rnsm−۱ = ۰.
f(x)g(x) در xm+n−۲ ضریب اما .r۲nsm−۱ = ۰ که داریم rn در تساوی این طرفین ضرب با
داریم r۲n در تساوی این طرفین ضرب با .rn−۲sm + rn−۱sm−۱ + rnsm−۲ = ۰ با است برابر
پس r۰s۰ = ۱ اما .rm+۱

n s۰ = ۰ پس دهید. ادامه استقرایی را روند .r۳nsm−۲ = ۰ که
ͬͽهم r۱ ،... ،rn−۱ که ͬ دهد م نشان روند همین .rn = ۰ پس است دامنه R چون و rm+۱

n = ۰
است. R در و یͺال وضوح به که r۰ = f(x) فقط و هستند صفر

ماکسیمال ایده آل که حالͬ در است اول زیر ایده آل Z[x] حلقه در که دهید نشان .٢ . ٣ . ٣٢ تمرین
نیست.

I = {f(x) ∈ Z[x] | f(−۲) = ۰}.
رابطه که داد نشان ͬ توان م ساده بررسͬ ͷی با اثبات.

θ : Z[x] −→ Z, θ(f(x)) = f(−۲)
داریم ،٢ . ٣ . ٢٠ نتیجه طبق انگاه f(−۲) = ۰ اگر حال داریم. حال است. حلقه ای همریختͬ ͷی
دلخواه n ∈ Z اگر همچنین .Kerθ = I =< x+۲ > که ͬ دهد م نتیجه این .x+۲|f(x) که

داریم آنگاه باشد
θ(x+ ۲+ n) = −۲+ ۲+ n = n

دامنه Z اما .Z[x]/I ∼= Z داریم یͺریختͬ اول قضیه طبق اکنون است. پوشا همریختͬ ͷی θ یعنͬ
باشد ماکسیمال I اگر دوم؛ قسمت برای است. اول ایده آل I ،۴ . ٢ . ٢ قضیه طبق پس است صحیح

است. آشͺار تناقضͬ این که باشد میدان Z باید ،٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق آنگاه



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ۶۶

اقلیدسͬ دامنه ۴ . ٢
به مجاز حلقه ها این در که چرا است. اقلدیسͬ دامنه جابجایی در مهم حلقه های از کلاس ͷی

هستیم. تقسیم الͽوریتم ار استفاده

هرگاه است اقلیدسͬ دامنه ͷی R گوییم باشد. صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در که باشد موجود v : R \ {۰} −→ N ∪ {۰} مانند تابعͬ

.v(a) ≤ v(ab) باشیم داشته a, b ∈ R \ {۰} هر برای (١)
و a = bq + r که باشند موجود چنان R از r و q عنصرهای b ̸= ۰ که a, b ∈ R هر برای (٢)

.r = ۰ یا v(r) < v(b)
گوییم. اقلیدسͬ ارزیاب تابع ،v تابع به

تابع با ،Z صحیح، اعداد حلقه .٢ . ۴ . ٢ مثال

v : Z \ {۰} −→ N ∪ {۰}, v(t) = |t|

است. اقلیدسͬ دامنه ͷی
داریم .a, b ∈ Z \ {۰} کنیم فرض :(١) خاصیت بررسͬ

v(a) = |a| ≤ |a||b| = |ab| = v(ab).

دارد وجود Z در که معمولͬ تقسیم طبق .b ̸= ۰ که a, b ∈ Z کنیم فرض :(٢) خاصیت بررسͬ
اثبات برای چیزی که r = ۰ اگر .a = bq + r که هستند موجود چنان R از r و q عنصرهای

.r = |r| = v(r) < v(b) = |b| = b داریم که است واضح آنگاه r ̸= ۰ اگر نداریم.

تابع با F میدان هر .٣ . ۴ . ٢ مثال

v : F \ {۰} −→ N ∪ {۰}, v(a) = ۱
است. اقلیدسͬ دامنه ͷی

داریم .a, b ∈ F \ {۰} کنیم فرض :(١) خاصیت بررسͬ

v(a) = ۱ = v(ab).

یعنͬ a = (ab−۱)b+۰ داریم وضوح به .b ̸= ۰ که a, b ∈ F کنیم فرض :(٢) خاصیت بررسͬ
.a = bq + r پس r = ۰ و q = ab−۱

داریم. نیاز را زیر لم کنیم. ارائه اقلیدسͬ دامنه از نابدیهͬ مثال دسته ͷی ͬ خواهیم م ادامه در

است. صحیح دامنه نیز R[x] آنگاه باشد صحیح دامنه R اگر .۴ . ۴ . ٢ لم

باشد. f(x) = rnx
n + ... + r۰ مانند ناصفر صفر علیه مقسوم دارای R[x] کنیم فرض اثبات.

ناصفر f(x) چون .bf(x) = ۰ که دارد وجود چنان ۰ ̸= b ∈ R عنصر ،٢۶ . ٢ . ٣ تمرین طبق
مقسوم R یعنͬ bri = ۰ پس bf(x) = ۰ اما .ri ̸= ۰ که باشد موجود چنان i باید پس است

است. تناقض این و دارد ناصفر صفر علیه



۶٧ اقلیدسͬ دامنه .۴ . ٢

ͬ دهد. م دست به اقلیدسͬ دامنه از نابدیهͬ مثال دسته ͷی زیر قضیه

است. اقلیدسͬ دامنه F [x] صورت این در باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .۵ . ۴ . ٢ قضیه

ͬ کنیم م تعریف اکنون است. صحیح دامنه R = F [x] ،۴ . ۴ . ٢ لم طبق که شود دقت اثبات.

v : R \ {۰} −→ N ∪ {۰}, v(f(x)) = deg(f(x)).

است. اقلیدسͬ دامنه ͷی R ͬ دهیم م نشان است. تابع ͷی v وضوح به
ͬ دهیم م قرار .f(x), g(x) ∈ R \ {۰} کنیم فرض :(١) خاصیت بررسͬ

f = r۰ + ...+ rnx
n g = s۰ + ...+ smx

m

داریم پس است. ناصفر f(x)g(x) در rnsm یعنͬ xn+m ضریب نتیجه در ناصفرند. sm و rn که
بنابراین .def(f(x)g(x)) = m+ n

v(f(x)) = deg(f(x)) = n ≤ m+ n = deg(f(x)g(x)) = v(f(x)g(x)).

q(x) ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق .g(x) ̸= ۰ که f(x), g(x) ∈ R کنیم فرض :(٢) خاصیت بررسͬ
داریم که این یا r(x) = ۰ آن در و f(x) = q(x)g(x) + r(x) که دارند وجود چنان r(x) و

.v(r(x)) = deg(r(x)) < deg(g(x)) = v(g)

ͬ بریم. م پایان به زیر گزاره با را بخش این

و اگر است یͺال x ∈ R صورت این در باشد. اقلیدسͬ دامنه R کنیم فرض .۶ . ۴ . ٢ گزاره
.v(x) = v(۱) اگر تنها

ناصفرند. دو هر x و s پس است یͺال x چون .s ∈ R برای xs = ۱ کنیم فرض .(⇐) اثبات.
داریم (١) خاصیت طبق دوباره طرفͬ از .v(x) ≤ v(xs) = v(۱) داریم (١) خاصیت طبق حال

v(۱) = v(xs) ≤ v((xs)x) = v(xsx) = v(x).

.v(x) = v(۱) پس
یا r = ۰ علاوه به ۱ = xq + r که طوری به دارند وجود چنان r و q ،(٢) خاصیت طبق .(⇒)
و فرض ͷکم با آنگاه r ̸= ۰ اگر خلف، برهان به .r = ۰ که ͬ دهیم م نشان حال .v(r) < v(x)

داریم (١) خاصیت
v(r) < v(x) = v(۱) ≤ v(۱r) = v(r).

است. یͺال x یعنͬ ۱ = xq نتیجه در و r = ۰ پس است تناقض این



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ۶٨

شده حل تمرین
رابطه با R دهید نشان .R = Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z} کنیم فرض .٧ . ۴ . ٢ تمرین

v : R \ {۰} −→ N ∪ {۰}, v(a+ ib) = a۲ + b۲

است. اقلیدسͬ دامنه ͷی
است. تابع v وضوح به اثبات.

داریم .a+ ib, c+ id ∈ R \ {۰} کنیم فرض :(١) خاصیت بررسͬ

v((a+ ib)(c+ id)) =
v(ac− bd+ i(bc+ ad)) =
(ac− bd)۲ + (bc+ ad)۲ =

(a۲ + b۲)(c۲ + d۲) =
v(a+ ib)v(c+ id).

رابطه طبق پس است مثبت ناصفر عدد v(c + id) وضوح به پس است ناصفر c + id چون حال
داریم بالا

v(a+ ib) ≤ v(a+ ib)v(c+ id) = v((a+ ib)(c+ id)).

گویایی اعداد ͬ توان م .c + id ̸= ۰ که a + ib, c + id ∈ R کنیم فرض :(٢) خاصیت بررسͬ
که یافت چنان y و x مانند

(a+ ib)(c+ id)−۱ = x+ iy.

که یافت گونه ای به m و n مانند صحیحͬ اعداد ͬ توان م طرفͬ از

|x− n| ≤ ۱
۲ , |y −m| ≤ ۱

۲ .

داریم حال

a+ ib = (c+ id)(x+ iy) =
(c+ id)[(x− n) + n+ i(y −m) + im] =

(c+ id)(n+ im) + (c+ id)(x− n) + (c+ id)i(y −m).

دهیم قرار که است کافͬ بالا به توجه با
q = n+ im, r = (c+ id)(x− n) + (c+ id)i(y −m).

داریم .v(r) < v(c+ id) دهیم نشان مانده فقط (چرا؟). هستند R در r و q که شود دقت

v(r) = v((c+ id)(x− n) + (c+ id)i(y −m)) =
v((c+ id)[(x− n) + i(y −m)]) =
v(c+ id)v((x− n) + i(y −m)) =
v(c+ id)[(x− n)۲ + (y −m)۲] ≤

v(c+ id)[۱۴ + ۱
۴ ] =۱

۲v(c+ id) < v(c+ id)

است. تمام اثبات و



۶٩ اقلیدسͬ دامنه .۴ . ٢

x = by و باشد وارونپذیر ۰ ̸= b ∈ R اگر باشد. اقلیدسͬ دامنه R کنیم فرض .٨ . ۴ . ٢ تمرین
.v(x) = v(y) آنگاه

که داریم (١) خاصیت طبق اثبات.

v(y) ≤ v(by) = v(x).

است. کامل اثبات .v(x) ≤ v(y) مشابه طریق به پس y = b−۱x طرفͬ از

داشته u ∈ R ͷی برای و ۰ ̸= a ∈ R اگر باشد. اقلیدسͬ دامنه R کنیم فرض .٩ . ۴ . ٢ تمرین
است. یͺال u عنصر آنگاه v(a) = v(b) و a = bu باشیم

حال .b ̸= ۰ که ͬ دهد م نتیجه a = bu نیست، صفر a و است دامنه R چون که شود دقت اثبات.
.r = ۰ دهیم نشان ͬ خواهیم م .v(r) < v(a) یا r = ۰ که b = aq+ r داریم (٢) خاصیت طبق

پس a = bu اما دهد. رخ v(r) < v(a) باید آنگاه r ̸= ۰ اگر خلف برهان به

b = aq + r = buq + r ⇒ (۱− uq)b = r

که داریم فرض و (١) خاصیت طبق و

v(b) ≤ v((۱− uq)b) = v(r) < v(a) = v(b)

اما .b(۱− uq) = ۰ یعنͬ b = buq پس .b = aq یعنͬ است. r = ۰ پس است تناقض ͷی که
است. کامل اثبات و است یͺال u یعنͬ uq = ۱ پس است ناصفر b و دامنه R

کنیم فرض علاوه به باشد. v اقلیدسͬ ارزیاب تابع با اقلیدسͬ دامنه R کنیم فرض .١٠ . ۴ . ٢ تمرین
اقلیدسͬ ارزیاب تابع ͷی نیز زیر رابطه دهید نشان .v(۱) + n ≥ ۰ که باشد صحیح عدد ͷی n

است R برای دیͽر

vn : R \ {۰} −→ N ∪ {۰}, vn(x) = v(x) + n.

تابع v چون باشد. ناصفر x ∈ R کنیم فرض است. خوشتعریف vn دهیم نشان باید اول اثبات.
داریم فرض و v برای (١) خاصیت طبق است اقلیدسͬ ارزیاب

vn(x) = v(x) + n = v(۱x) + n ≥ v(۱) + n ≥ ۰.
.vn(x) ∈ N ∪ {۰} پس

.vn(x) = vn(y) یعنͬ v(x)+n = v(y)+n نتیجه در v(x) = v(y) وضوح به پس x = y اگر
است. خوشتعریف vn پس

داریم v برای (١) خاصیت با .x, y ∈ R \ {۰} کنیم فرض :(١) خاصیت بررسͬ

vn(xy) = v(xy) + n ≥ v(x) + n = vn(x).

داریم ،v برای (٢) خاصیت قضیه طبق .y ̸= ۰ که x, y ∈ R کنیم فرض :(٢) خاصیت بررسͬ
چیزی r = ۰ اگر .v(r) < v(y) یا r = ۰ آن در که x = qy + r که دارند وجود چنان r و q
vn(r) < vn(y) یعنͬ v(r) + n < v(y) + n آنگاه v(r) < v(y) اگر ندارد. وجود ادامه برای

است. کامل اثبات و



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٧٠

اصلͬ ایده آل دامنه ۵ . ٢
نظریه در مهمͬ نقش که هستند اصلͬ ایده آل دامنه های جابجایی حلقه های از دیͽری مهم دسته

ͬ کنند. م ایفا اعداد نظریه و مدول

دامنه R اگر گوییم. اصلͬ ایده آل حلقه R به باشد اصلͬ R حلقه ایده آل هر اگر .١ . ۵ . ٢ تعریف
گوییم. اصلͬ ایده آل دامنه R به باشد اصلͬ آن ایده آل هر و باشد

نیست. دامنه که است اصلͬ ایده آل حلقه ͷی Z۴ است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی Z .٢ . ۵ . ٢ مثال

ͬ کند. م ارائه اصلͬ ایده آل دامنه برای بدیهͬ غیر مثال دسته ͷی زیر قضیه

است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R اقلیدسͬ دامنه هر .٣ . ۵ . ٢ قضیه

فرض پس است. اصلͬ ایده آل وضوح به باشد صفر I اگر باشد. R ایده آل I کنیم فرض اثبات.
دهیم قرار باشد. ناصفر I کنیم

T = {v(x) | x ∈ I}.

است مثبت صحیح اعداد زیرمجموعه T طرفͬ از است. ناصفر I زیرا است ناتهͬ T که شود دقت
ͬ کنیم م ادعا است. ناصفر و I عضو y که دارد v(y) مانند مینییم عضو خوشترتیبی اصل طبق پس
پس .u ∈ I کنیم فرض حال .Ry ⊆ I وضوح به پس y ∈ I و است ایده آل I چون .I = Ry

ͬ دهیم م نشان .v(r) < v(y) یا r = ۰ آن در و u = qy + r که دارد وجود چنان R در r و q

پس r = u− qy اما دهد. رخ v(r) < v(y) باید آنگاه r ̸= ۰ اگر خلف برهان به است. r = ۰
r = ۰ نتیجه در ͬ کند. م نقض را v(y) بودن مینیمم که v(r) < v(y) اما .v(r) ∈ T پس r ∈ I

ͬ کند. م کامل را اثبات این که u ∈ Ry بنابراین .u = qy و

نیز اصلͬ ایده آل دامنه هر آیا که ͬ رساند م ذهن به را طبیعͬ سوال این ،٣ . ۵ . ٢ قضیه .۴ . ۵ . ٢ تذکر
با کنیم ذکر باید خواننده اطلاع برای اما است! منفͬ سوال این جواب است؟ اقلیدسͬ دامنه ͷی

حلقه که داد نشان مقاله ای در ویلسون ١٩٧٣ سال در طولانͬ محاسبات

Z[
√
−۱۹] = {a+ b

√
−۱۹ | a, b ∈ Z, فرد دو هر یا زوج دو هر b و a}

نیست. اقلیدسͬ دامنه که است اصلͬ ایده آل دامنه ͷی

اقلیدسͬ دامنه با بودن اصلͬ ایده آل دامنه که ͬ دهیم م نشان حلقه ها از خاصͬ دسته برای ادامه در
ͬ دهد. م ،۴ . ۵ . ٢ تذکر به خاص شرایطͬ تحت مثبت جواب قضیه این است. ͬͺی بودن

است. معادل R حلقه برای زیر موارد .۵ . ۵ . ٢ قضیه
است. میدان R (١)

است. اقلیدسͬ دامنه R[x] (٢)
است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R[x] (٣)



٧١ اصلͬ ایده آل دامنه .۵ . ٢

است. ۵ . ۴ . ٢ قضیه همان این .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
است. ٣ . ۵ . ٢ قضیه همان این .(۳) ⇐ (۲)

خلف برهان به حال است. دامنه R وضوح به پس است دامنه R[x] فرض طبق .(۱) ⇐ (۳)
تناقض این و نیست اصلͬ ایده آل دامنه R[x] ،٢ . ٣ . ٢٧ تمرین طبق پس نیست. میدان R کنیم فرض

است.

نیست. اصلͬ ایده آل دامنه Z[x] حلقه .۶ . ۵ . ٢ نتیجه

است. بدیهͬ ۵ . ۵ . ٢ قضیه از اثبات.

شده حل تمرین

I آنگاه .I۲ = I که باشد R اصلͬ ایده آل دامنه در سره ایده آل ͷی I کنیم فرض .٧ . ۵ . ٢ تمرین
است. صفر برابر

حال .I = Rx =< x > که دارد وجود چنان x ∈ I پس است اصلͬ ایده آل دامنه R چون اثبات.
و rj عناصر j هر برای حال .uj, vj ∈ I ،j هر برای که y =

∑t
j=۱ ujvj پس .y ∈ I۲ کنیم فرض

.y =
∑t

j=۱ rjsjx
۲ = (

∑t
j=۱ rjsj)x

۲ پس .vj = sjx و uj = rjx که دارد وجود چنان sj
.x = rx۲ که دارد وجود چنان r ∈ R عنصر پس .I۲ = Rx۲ =< x۲ > داده ایم نشان یعنͬ
x آنگاه باشد rx = ۱ اگر .rx = ۱ یا x = ۰ پس است دامنه R چون .x(۱− rx) = ۰ پس

است. I = ۰ بنابراین و x = ۰ نتیجه در است. تناقض که I = R و است وارونپذیر

در که باشد اول ایده آل دو Q و P اگر باشد. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R کنیم فرض .٨ . ۵ . ٢ تمرین
است. ماکسیمال ایده آل Q و P = ۰ آنگاه کنند صدق P ⊂ Q شرط

Q کنیم فرض حال .Q = Rq و P = Rp که دارند وجود چنان q و p که ͬ دانیم م اثبات.
اما .Rp ⊂ Rq ⊂ Rx ⊂ R که دارد وجود چنان Rx ایده آل پس خلف) (برهان نباشد ماکسیمال
بنابراین .t ∈ Q که ͬ شود م نتیجه x ̸∈ Q چون و tx ∈ Q پس .tx = q که دارد وجود چنان t
پس است دامنه R چون .q(sx − ۱) = ۰ یعنͬ .sxq = q لذا .sq = t که دارد وجود چنان s
یعنͬ این و sx = ۱ پس است. تناقض که P = Q = ۰ آنگاه q = ۰ اگر .sx = ۱ یا q = ۰

باشد. ماکسیمال Q باید پس است. تناقض که Rx = R لذا است. یͺال x
.tq = p که دارد وجود چنان t اما .۰ ⊂ Rp ⊂ Rq پس خلف). (برهان P ̸= ۰ کنیم فرض حال
لذا .sp = t که دارد وجود چنان s بنابراین .t ∈ P که ͬ شود م نتیجه q ̸∈ P چون و tq ∈ P پس
p = ۰ اگر .sx = ۱ یا p = ۰ پس است دامنه R چون .p(sq − ۱) = ۰ یعنͬ .spq = p
که Rq = Q = R لذا است. یͺال q یعنͬ این و sq = ۱ پس است. تناقض که P = ۰ آنگاه

است. تناقض

رابطه با مقایسه قابل ایده آل متناهͬ تعداد که طوری به باشد دامنه ͷی R کنیم فرض .٩ . ۵ . ٢ تمرین
است. اصلͬ ایده آل دامنه R دهید نشان دارد. شمول



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٧٢

صفر I اگر است. اصلͬ I دهیم نشان است کافͬ باشد. R سره ایده آل ͷی I کنیم فرض اثبات.
دارد. وجود I در x۱ ناصفر عنصر پس باشد. ناصفر I کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی باشد
نظر در را x۲ ∈ I\ < x۱ > حال .< x۱ >⊂ I باید پس است. تمام کار که I =< x۱ > اگر
و < x۱ > فرض طبق اما .< x۲ >⊂ I باید پس است. تمام کار که I =< x۲ > اگر بͽرید.
که است واضح .< x۲ >⊆< x۱ > یا < x۱ >⊆< x۲ > پس هستند مقایسه قابل < x۲ >
چون ͬ دهیم م ادامه را روند این حال .< x۱ >⊂< x۲ > پس ͬ دهد. نم رخ < x۲ >⊆< x۱ >

عنصر که است ایستا زمانͬ روند این و شود متوقف روند باید پس است متناهͬ R ایده آل های تعداد
است دامنه R چون و است اصلͬ R ایده آل هر پس .I = Rxn =< xn > که باشد موجود xn

است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R پس



٧٣ یͺتا تجزیه دامنه .۶ . ٢

یͺتا تجزیه دامنه ۶ . ٢
این است. حساب اساسͬ قضیه و Z حلقه در اول اعداد به تجزیه مفهوم از تعمیمͬ بخش این
... و ͷشری اول، علیه، مقسوم مقسوم، مفاهیم ابتدا در دارد. اعداد نظریه در ویژه ای اهمیت بخش

است. Z حلقه همان در آن اصلͬ ایده  که ͬ کنیم م تعریف را

علیه مقسوم ͷی b گوییم .b ̸= ۰ که باشند R حلقه از عناصری b و a کنیم فرض .١ . ۶ . ٢ تعریف
R از c عنصر هرگاه ͬ کند) م عاد را a ،b یا است b از مضربی a یا ͬ شمارد م را a ،b (یا است a

ͬ دهیم. م نشان b|a با را مفهوم این .a = bc که باشد موجود

.a|۰ داریم همواره a ∈ R ناصفر عنصر هر برای R حلقه هر در .٢ . ۶ . ٢ مثال

.۲̄ ∤ ۳̄ که است واضح اما .۳̄|۲̄ پس ۲̄ = ۳̄۳̄ چون Z۴ حلقه در .٣ . ۶ . ٢ مثال

a = u(u−۱a) رابطه a ∈ R هر برای چون آنگاه Rباشد حلقه در یͺال عنصری u اگر .۴ . ۶ . ٢ مثال
.u|a پس است قرار بر

۱ علیه مقسوم ͷی x اگر تنها و اگر است یͺال x ناصفر عنصر R حلقه در .۵ . ۶ . ٢ گزاره
باشد.

.x|۱ تعریف طبق پس .y ∈ R که xy = ۱ پس است یͺال x چون .(⇐) اثبات.
است. یͺال x یعنͬ .xy = ۱ که دارد وجود چنان y ∈ R پس .x|۱ کنیم فرض .(⇒)

موجود R در u مانند یͺالͬ عنصر هرگاه گوییم ͷشری R حلقه در را b و a عنصر دو .۶ . ۶ . ٢ تعریف
.a = bu که باشد

هستند. ͷشری ۴̄ و ۲̄ پس .۴̄ = ۲̄۵̄ که داریم Z۶ حلقه در .٧ . ۶ . ٢ مثال

و x|y اگر تنها و اگر هستند ͷشری y و x ناصفر عنصر دو R صحیح دامنه در .٨ . ۶ . ٢ گزاره
.y|x

y = xu−۱ داریم اما .y|x نتیجه در x = yu که دارد uوجود یͺال عنصر فرض طبق .(⇐) اثبات.
.x|y پس

در .x = xvu پس .y = xv و x = yu که دارد وجود چنان v و u عناصر فرض طبق .(⇒)
v و u یعنͬ .vu = ۱ پس است ناصفر x و است صحیح دامنه R چون .x(۱− vu) = ۰ نتیجه

هستند. ͷشری y و x پس هستند یͺال

باشد. قرار بر زیر شرایط هرگاه گوییم ناپذیر تحویل را R حلقه در a ناصفر عنصر .٩ . ۶ . ٢ تعریف
نباشد. یͺال a (١)

باشند. یͺال c یا b آنگاه b, c ∈ R که a = bc اگر (٢)



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٧۴

عنصر این که است واضح زیرا است. ناپذیر تحویل x۲ + ۱ عنصر R[x] حلقه در .١٠ . ۶ . ٢ مثال
باشند. یͺال باید g(x) یا f(x) درجه ͷکم با x۲ + ۱ = f(x)g(x) اگر و نیست وارونپذیر

باشد. قرار بر زیر شرایط هرگاه گوییم اول را R حلقه در p ناصفر عنصر .١١ . ۶ . ٢ تعریف
نباشد. یͺال p (١)

.p|b یا p|a آنگاه p|ab اگر b و a هر ازای به (٢)

اگر و نیست یͺال عنصر این که است واضح زیر است اول ۲̄ عنصر Z۶ حلقه در .١٢ . ۶ . ٢ مثال
صورت به Z حلقه در تساوی این پس .āb̄ = ۲̄x̄ که دارد وجود چنان x̄ عنصر آنگاه ۲̄|āb̄

.۲̄|b̄ یا ۲̄|ā نتیجه در ۲|b یا ۲|a پس ۲|ab یعنͬ است. ab = ۲x+ ۶k

داریم. را زیر لم حال

است. ناپذیر تحویل R صحیح دامنه در p اول عنصر هر .١٣ . ۶ . ٢ لم

p|a اگر .p|b یا p|a نتیجه در p = ab کنیم فرض نیست. یͺال p و است قرار بر اول شرط اثبات.
.p(۱ − xb) = ۰ پس .p = ab = pxb نتیجه در .a = px که دارد وجود چنان x عنصر آنگاه

است. یͺال b یعنͬ xb = ۱ پس ناصفر p و است دامنه R چون

(مثال است اول ۲̄ عنصر Z۶ حلقه در است. لازم دامنه شرط ،١٣ . ۶ . ٢ لم در .١۴ . ۶ . ٢ تذکر
نیستند. یͺال ۴̄ نه و ۲̄ نه که ۲̄ = ۴̄۲̄ که حالͬ در ببینید) را ١٢ . ۶ . ٢

دامنه در ناپذیری تحویل هر آیا که ͬ رساند م ذهن به را طبیعͬ سوال این ،١٣ . ۶ . ٢ لم .١۵ . ۶ . ٢ تذکر
مثبت پاسخ زیر قضیه اما .(٢ . ١٠ . ٢٣ (تمرین است منفͬ سوال این به جواب است؟ اول صحیح

ͬ دهد. م بالا سوال به خاصͬ شرایط تحت

است. اول ناپذیر تحویل عنصر هر ،R اصلͬ ایده آل حلقه هر در .١۶ . ۶ . ٢ قضیه

فرض ͬ توان م کلیت از شدن کم بدون .p|ab و باشد ناپذیر تحویل عنصر p ∈ R کنیم فرض اثبات.
در و p ∈ Rc پس .Rp+Ra = Rc که دارد وجود چنان c ∈ R عنصر فرض طبق .p ∤ a که کرد
آنگاه باشد یͺال d اگر باشد. یͺال باید c یا d بنابراین .p = dc که دارد وجود چنان d ∈ R نتیجه
چنان x عنصر یعنͬ این و a ∈ Rp پس .Rc = Rp بنابراین .c ∈ Rp نتیجه در و c = d−۱p
نتیجه در .Rc = R و باشد یͺال c باید بنابراین است. تناقض که p|a لذا و a = xp که دارد وجود
.xbp+ yba = b لذا .xp+ ya = ۱ که دارد وجود چنان y و x عناصر پس .Rp+ Ra = R

است. کامل اثبات و p|b پس p|xbp و p|ab چون

ناپذیر تحویل اگر تنها و اگر است اول p ∈ R ،R اصلͬ ایده آل دامنه هر در .١٧ . ۶ . ٢ نتیجه
باشد.

ببندید. کار به را ١٣ . ۶ . ٢ لم و ١۶ . ۶ . ٢ قضیه اثبات.



٧۵ یͺتا تجزیه دامنه .۶ . ٢

کنیم. بیان را بخش این اصلͬ تعریف تا داریم را لازم آمادگͬ اکنون

هرگاه است یͺتا تجزیه دامنه ͷی R گوییم باشد. صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .١٨ . ۶ . ٢ تعریف
باشد. قرار بر زیر شرایط

باشد. ناپذیرها تحویل از متناهͬ ضرب حاصل R از نایͺال عنصر هر (١)
باشد. اول ناپذیر تحویل عنصر هر (٢)

تحویل عنصر هر ،١٧ . ۶ . ٢ نتیجه طبق زیرا است. یͺتا تجزیه دامنه ͷی Z حلقه .١٩ . ۶ . ٢ مثال
دقت است. اول ها از ضربی حاصل نایͺال عنصر هر حساب اساسͬ قضیه طبق و است. اول ناپذیر

است. ناپذیر تحویل اول هر ،١٣ . ۶ . ٢ لم طبق که شود

است. نیاز زیر لم قضیه بیان برای ولͬ ͬ دهد. م قرار ما اختیار در مثال دسته ͷی بعدی قضیه

ندارد. وجود افزایشͬ ایده آل های از سره و نامتناهͬ زنجیر R اصلͬ ایده آل دامنه در .٢٠ . ۶ . ٢ لم

را R در ایده آل ها سره و افزایشͬ زنجیر حال هستند. اصلͬ ایده آل ها همه که کنید دقت ابتدا اثبات.
بͽیرید نظر در

Rx۱ ⊂ Rx۲ ⊂ Rx۳ · · · .
پس است. R ایده آل I که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ .I = ∪∞

i=۱Rxi ͬ دهیم م قرار اکنون
.x ∈ Rxk که دارد وجود چنان k اندیس پس x ∈ I چون .I = Rx که دارد وجود چنان x عنصر

نتیجه در و I = Rx = Rxk پس .I = Rx ⊆ Rxk ⊆ I پس

Rxk = Rxk+۱ = Rk+۲ = · · · .

ندارد. وجود R در افزایشͬ ایده آل های از سره و نامتناهͬ زنجیر یعنͬ

ͬ کنیم. م عمل خود وعده به اکنون

است. یͺتا تجزیه دامنه ͷی R اصلͬ ایده آل دامنه هر .٢١ . ۶ . ٢ قضیه

.x ∈ R کنیم فرض حال است. قرار بر (٢) خاصیت ،١٧ . ۶ . ٢ نتیجه طبق که کنید دقت ابتدا اثبات.
که x = ab پس نباشد. ناپذیر تحویل x کنیم فرض پس است. تمام کار باشد ناپذیر تحویل x اگر
ناپذیر تحویل عنصر متناهͬ تعداد ضرب حاصل دو هر b و a اگر هستند. نایͺال دو هر و a, b ∈ R
متناهͬ تعداد ضرب حاصل b که کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون پس است. تمام کار آنگاه باشند
c, d ∈ R که b = cd یعنͬ این و نیست ناپذیر تحویل هم b خود پس نباشند. ناپذیر تحویل عنصر
عنصر متناهͬ تعداد ضرب حاصل d که کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون هستند. نایͺال دو هر و
نامتناهͬ زنجیر ͬ توانیم م پس ͬ دهیم م ادامه استقرایی طور همین را بالا فرآیند نباشند. ناپذیر تحویل

افزایشͬ ایده آل های از سره و
(x) ⊂ (b) ⊂ (d) · · ·

عناصر از متناهͬ ضربی حاصل x بنابراین است. تناقض در ،٢٠ . ۶ . ٢ لم با این که بسازییم R در
است. ناپذیر تحویل



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٧۶

ͷی یͺتا تجزیه دامنه هر آیا که ͬ رساند م ذهن به را طبیعͬ سوال این ،٢١ . ۶ . ٢ قضیه .٢٢ . ۶ . ٢ تذکر
گفت خواهیم بعدا که قضیه ای طبق که چرا است. منفͬ سوال این جواب است؟ اصلͬ ایده آل دامنه
دامنه Z[x] ،۶ . ۵ . ٢ نتیجه طبق که حالͬ در است یͺتا تجزیه دامنه ͷی Z[x] حلقه (٣۴ . ۶ . ٢ (قضیه

نیست. اصلͬ ایده آل

کار زیر نمودار آموخته اید جابجایی حلقه نظریه از اینجا تا که مطالبی دیدن و بهتر شهود برای
است. ساز

..

میدان ها

.

اقلیدسͬ دامنه

.

اصلͬ ایده آل دامنه

.

یͺتا تجزیه دامنه

.

صحیح دامنه

.

جابجایی حلقه های

این مواقع از پاره ای در که ͬ کنیم م اثبات یͺتا تجزیه دامنه برای معادل تعریف ͷی زیر قضیه در
قضیه ای تحت قدیمͬ تعریف و ͬ شود م گرفته نظر در یͺتا تجزیه دامنه تعریف برای معادل تعریف

ͬ گردد. م اثبات

یͺتا تجزیه دامنه R صورت این در باشد. صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٢٣ . ۶ . ٢ قضیه
عناصر و u یͺال عنصر ͷی از متناهͬ ضرب حاصل x ناصفر عنصر هر اگر تنها و اگر است
نمایش این علاوه به و (x = up۱p۲...pn (یعنͬ باشد n ≥ ۰ که pn ، ...،p۱ ناپذیر تحویل
یͺال w که wq۱q۲...qm مانند دیͽر نمایشͬ دارای x اگر است؛ فرد به منحصر زیر معنͬ به
به منحصر (این است ͷشری qj ͷی با pi هر و m = n آنگاه باشد ناپذیرند، تحویل qiها و

ͬ شود). م نامیده نیز فرد به منحصر بودن ͷشری تقریب با فردی،

نداریم اثبات برای چیزی باشد یͺال x اگر باشد. ناصفر عنصر ͷی x کنیم فرض .(⇐) اثبات.
،(١) خاصیت یͺتا، تجزیه دامنه تعریف طبق باشد. نایͺال x کنیم فرض پس .n = ۰ واقع در
.u = ۱ آن در که x = p۱p۲...pn یعنͬ است ناپذیر تحویل عناصر از متناهͬ ضربی حاصل x
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کنیم فرض پس است. فرد به منحصر بودن ͷشری تقریب با نمایش این که ͬ دهیم م نشان حال
ͬ دهیم م نشان ناپذیرند. تحویل qjها piها، و یͺال w و u که wq۱q۲...qm = x = up۱p۲...pn
دیͽری آن از ͬͺی بلاخره نیستند مساوی که صحیح عدد (دو باشد m > n کنیم فرض .m = n

داریم اما هستند. اول piها ،(٢) خاصیت یͺتا، تجزیه دامنه تعریف طبق است). کمتر

p۱|up۱p۲...pn = wq۱q۲...qm ⇒ p۱|wq۱q۲...qm.

زیرا j = ۱ کرد فرض ͬ توان م کلیت شدن کم بدون (چرا؟). p۱|qj که باشد چنان j اندیس باید پس
.q۱ = p۱y۱ که دارد وجود چنان y۱ پس .p۱|q۱ یعنͬ ͬ دهیم. م تغییر را اندیس ها باشد لازم اگر

داریم حال (چرا؟). باشد یͺال y۱ باید پس است ناپذیر تحویل q۱ چون

up۱p۲...pn = wp۱y۱q۲...qm.

باید است ناصفر p۱ و صحیح دامنه R چون .p۱[(up۲...pn) − (wy۱q۲...qm)] = ۰ پس
.up۲...pn = wy۱q۲...qm

داریم اما
p۲|up۲p۳...pn = wy۱q۲...qm ⇒ p۲|wy۱q۲...qm.

زیرا j = ۲ کرد فرض ͬ توان م کلیت شدن کم بدون (چرا؟). p۲|qj که باشد چنان j اندیس باید پس
.q۲ = p۲y۲ که دارد وجود چنان y۲ پس .p۲|q۲ یعنͬ ͬ دهیم. م تغییر را اندیس ها باشد لازم اگر

داریم حال (چرا؟). باشد یͺال y۲ باید پس است ناپذیر تحویل q۲ چون

up۲p۳...pn = wy۱p۲y۲q۳...qm.

باید است ناصفر p۲ و صحیح دامنه R چون .p۲[(up۳...pn) − (wy۱y۲q۳...qm)] = ۰ پس
داریم مرحله n از بعد پس ͬ دهیم م ادامه را روند این .up۳...pn = wy۱y۲q۳...qm

u = wy۱y۲...ynqn+۱...qm.

qiها بودن ناپذیر تحویل با تناقض این و (چرا؟) باشند یͺال qm ،... ،qn+۱ باید است یͺال u چون
داده ایم نشان یعنͬ .n = m پس است

wq۱q۲...qn = x = up۱p۲...pn.

چنان j اندیس باید پس پس pi|wq۱q۲...qn چون است. ͷشری qj ͷی با pi که ͬ دهیم م نشان حال
پس است ناپذیر تحویل qj چون .qj = piyi که دارد وجود چنان yi پس (چرا؟). pi|qj که باشد

هستند. ͷشری qj و pi یعنͬ این و (چرا؟) باشد یͺال yj باید
خاصیت باید فقط و است قرار بر یͺتا تجزیه دامنه تعریف (١) خاصیت که است واضح .(⇒)
.p|xy و باشد ناپذیر تحویل عنصر p کنیم فرض دهیم. نشان را است، اول ناپذیری تحویل هر ،(٢)

هستند زیر تجزیه دارای a و y ،x فرض طبق .xy = pa که است موجود چنان a عنصر پس

x = u۱p۱...pn, y = u۲q۱...qm, a = u۳r۱...rt
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داریم پس هستند. یͺال u۳ و u۲ ،u۱ و ناپذیر تحویل rlها و qjها piها، آن در که

u۱p۱...pnu۲q۱...qm = pu۳r۱...rt.

vi یͺال عنصر آنگاه باشد pi ͷشری p اگر باشد. ها qj یا ها pi از ͬͺی ͷشری باید p فرض به بنا
ͷشری qj ͷی با p اگر مشابه صورت به .p|x لذا .p|pi|x یعنͬ .pvi = pi که است موجود چنان

است. اول p بنابراین .p|y آنگاه باشد

دامنه هر در که ͬ کند م بیان اول قضیه است. زیر مقدمات به نیاز دیͽر اساسͬ قضیه دو بیان برای
اگر که ͬ دهد م نشان را مطلب این دوم قضیه و دارد وجود مشترک علیه مقسوم بزرگترین یͺتا تجزیه

است. یͺتا تجزیه دامنه ͷی نیز R[x] آنگاه باشد یͺتا تجزیه دامنه ͷی R

عنصر نیستند. صفر ͬͽهم که باشند R حلقه در عناصر an ،... ،a۱ کنیم فرض .٢۴ . ۶ . ٢ تعریف
.d|ai ،i هر برای هرگاه گوییم مشترک علیه مقسوم را d ناصفر

c ناصفر عنصر و i هر برای هرگاه گوییم مشترک علیه مقسوم بزرگترین ،d مشترک علیه مقسوم به
.c|d شود نتیجه c|ai باشیم داشته

گوییم. اول هم به نسبت را an ،... ،a۱ عناصر آنگاه باشد d = ۱ اگر

و ۴̄ برای پس .۶̄ = ۴̄۴̄ و ۴̄ = ۶̄۴̄ که داریم بͽیرید. نظر در را Z۱۰ حلقه .٢۵ . ۶ . ٢ مثال
است. مشترک علیه مقسوم ͷی هم ۶̄ که است واضح است. مشترک علیه مقسوم ͷی ۴̄ عنصر ۶̄
علیه مقسوم بزرگترین دو هر ۶̄ و ۴̄ عنصر ۶̄ و ۴̄ برای پس است یͺال ۹̄ و ۶̄ = ۹̄۴̄ داریم اما

نباشد. یͺتا است ممͺن مشترک علیه مقسوم بزرگترین که ͬ دهد م نشان مثال این هستند. مشترک

٣٩ . ۶ . ٢ تمرین مثال برای ندارد! وجود اصلا گاهͬ مشترک علیه مقسوم بزرگترین .٢۶ . ۶ . ٢ تذکر
ببینید. را

دارد. وجود مشترک علیه مقسوم بزرگترین همیشه یͺتا تجزیه دامنه در ͬ کند م تضمین زیر قضیه

مقسوم بزرگترین صورت این در باشد. یͺتا تجزیه دامنه ͷی R کنیم فرض .٢٧ . ۶ . ٢ قضیه
تحت مشترک علیه مقسوم بزرگترین علاوه به دارد. وجود b و a ناصفر عناصر مشترک علیه

است. فرد به منحصر بودن ͷشری

(چرا؟) بنویسیم زیر شͺل به را b و a ͬ توانیم م ،٢٣ . ۶ . ٢ قضیه طبق اثبات.

a = pe۱۱ ...penn , b = pf۱۱ ...pfnn .

است. یͺال ͷی p۰i از منظور و هستند نامنفͬ صحیح اعداد fi و ei و ناپذیر تحویل ها pi شود دقت
باشد چنان c اگر .d|b و d|a که است واضح .d = pg۱۱ ...pgnn و gi = min{ei, fi} ͬ دهیم م قرار
باید پس c|b و c|a چون هستند. نامنفͬ صحیح اعداد ها hi که c = ph۱

۱ ...phn
n آنگاه c|b و c|a که

مشترک علیه مقسوم بزرگترین d پس .c|d یعنͬ این و hi ≤ gi نتیجه در .hi ≤ fi و hi ≤ ei

گزاره طبق حال .d′|d و d|d′ آنگاه باشند b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین دو d′ و d اگر است.
هستند. ͷشری d′ و d ،٨ . ۶ . ٢
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دامنه ͷی یͺتا، تجزیه دامنه ͷی روی چندجمله ها حلقه دهیم نشان که است این ما هدف اکنون
است. یͺتا تجزیه

اولیه اختصار به یا اولیه چندجمله ای f(x) گوییم .f(x) ∈ R[x] کنیم فرض .٢٨ . ۶ . ٢ تعریف
باشد. یͺال و موجود f(x) ضرایب مشترک علیه مقسوم بزرگترین هرگاه است

اگر که ͬ شود م مشاهده .f(x) ∈ R[x] و باشد یͺتا تجزیه دامنه ͷی R کنیم فرض .٢٩ . ۶ . ٢ تذکر
اولیه f۱(x) و ضرایب علیه مقسوم بزرگترین c ∈ R که f(x) = cf۱(x) آنگاه باشد ناصفر f(x)
وجود مشترک علیه مقسوم بزرگترین f(x) ضرایب برای ،٢٧ . ۶ . ٢ قضیه طبق که شود دقت است.
این در باشد. اولیه f۱(x) و f(x) = cf۱(x) که باشد چنان c ∈ R که کنیم فرض طرفͬ از دارد.
بودن ͷشری تحت c ،٢٧ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس است. مشترک علیه مقسوم بزرگترین c حتما صورت

ͬ دهد. م نتیجه را زیر تعریف c بودن فرد به منحصر این است. فرد به منحصر

تذکر در c عنصر .f(x) ∈ R[x] و باشد یͺتا تجزیه دامنه ͷی R کنیم فرض .٣٠ . ۶ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش c(f(x)) با و ͬ شود م نامیده f(x) محتوای ٢٩ . ۶ . ٢

یͺال Z در (۶,۳) = ۳ زیرا نیست. اولیه Z[x] در ۳x۲ + ۶x چندجمله ای .٣١ . ۶ . ٢ مثال
.c(۳x۲ + ۶x) = ۳ که شود دقت است. اولیه x۲ + ۱ اما نیست.

صورت این در .f(x) ∈ R[x] و باشد یͺتا تجزیه دامنه ͷی R کنیم فرض .٣٢ . ۶ . ٢ لم
باشد. اولیه f(x) اگر تنها و اگر است یͺال c(f(x))

طرفͬ از باشد. d برابر f(x) ضرایب مشترک علیه مقسوم بزرگترین کنیم فرض .(⇐) اثبات.
ͷشری d و c(f(x)) ،٢٧ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس است. مشترک علیه مقسوم بزرگترین نیز c(f(x))
اولیه f(x) نتیجه در و است یͺال d پس d = uc(f(x)) که دارد وجود u یͺال عنصر یعنͬ هستند

است.
ͬ شود. م اثبات بالا مشابه .(⇒)

.f(x), g(x) ∈ R[x] و باشد یͺتا تجزیه دامنه ͷی R کنیم فرض گاوس) (لم .٣٣ . ۶ . ٢ لم

است. اولیه دوباره اولیه دو ضرب ویژه به .c(f(x)g(x)) = c(f(x))c(g(x)) صورت این در

g(x) = c′g۱(x) و f(x) = cf۱(x) داریم c′ = c(g(x)) و c = c(f(x)) کنیم فرض اثبات.
نشان است کافͬ پس .f(x)g(x) = cc′f۱(x)g۱(x) طرفͬ از هستند. اولیه g۱(x) و f۱(x) که
فرض خلف برهان به است). اولیه اولیه، دو ضرب حاصل (یعنͬ است اولیه f۱(x)g۱(x) دهیم
بͽیریم نظر در را p ∈ R مانند ناپذیری تحویل عنصر ͬ توانیم م پس نباشد. اولیه f۱(x)g۱(x) کنیم

کنیم فرض همچنین ͬ شمارد. م را f۱(x)g۱(x) ضرایب همه که

f۱ = a۰ + ...+ anx
n, g۱ = b۰ + ...+ bmx

m.

ضرایب (اولین) ͬ توانیم م پس (چرا؟). p ∤ c′ و p ∤ c پس هستند اولیه f۱(x) و g۱(x) چون
در xi+j ضریب اما .p ∤ bj و p ∤ ai که کنیم انتخاب چنان g۱(x) و f۱(x) در را bj و ai مانند
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هر یͺتا تجزیه دامنه تعریف طبق اما .p|aibj پس ͬ شود. م ظاهر aibj عبارت ،f۱(x)g۱(x) ضرب
f۱(x)g۱(x) باید پس است. تناقض که p|bj یا p|ai پس ،(٢) است،خاصیت اول ناپذیر تحویل

باشد. اولیه

ͬ پذیریم. م اثبات بدون را است بخش این نهایی هدف که زیر قضیه

است. یͺتا تجزیه دامنه نیز R[x۱, ..., xn] آنگاه باشد یͺتا تجزیه دامنه R اگر .٣۴ . ۶ . ٢ قضیه

شده حل تمرین
است. اول اول، عنصر ͷی ͷشری دهید نشان .٣۵ . ۶ . ٢ تمرین

که دارد وجود u مانند یͺالͬ عنصر پس است. ͷشری y با که باشد اول عنصر x کنیم فرض اثبات.
فرض حال نیست. یͺال y پس است. تناقض که ͬ شود م یͺال x آنگاه باشد یͺال y اگر .y = xu
x|a اگر .x|b یا x|a پس .ab = xuc نتیجه در .ab = yc که دارد وجود چنان c پس .y|ab کنیم
ͬ شود م نتیجه مشابه .y|a بنابراین .a = yu−۱c′ نتیجه در .a = xc′ که دارد وجود چنان c′ پس

است. اول y پس .y|b آنگاه x|b اگر که

باشد. اول Rp ایده آل اگر تنها و اگر است اول p ناصفر عنصر R حلقه در .٣۶ . ۶ . ٢ تمرین

اگر .p|b یا p|a یعنͬ .ab = pt که دارد وجود چنان t پس .ab ∈ Rp کنیم فرض .(⇐) اثبات.
.b ∈ Rp آنگاه p|b اگر مشابه صورت به .a ∈ Rp یعنͬ .a = pu که دارد وجود چنان u آنگاه p|a

است. اول Rp پس
که دارد وجود چنان t پس .p|ab کنیم فرض (چرا؟). نیست یͺال p است اول Rp چون .(⇒)
u آنگاه a ∈ Rp اگر .b ∈ Rp یا a ∈ Rp پس است اول Rp چون .ab ∈ Rp یعنͬ .ab = tp
عنصر p پس .p|b آنگاه b ∈ Rp اگر مشابه صورت به .p|a یعنͬ .a = pu که دارد وجود چنان

است. اول

.b|c آنگاه b|c و b|ac و (a, b) = ۱ اگر که دهید نشان .٣٧ . ۶ . ٢ تمرین

که داریم حال .ac = bt که دارد وجود چنان t فرض طبق اثبات.

c = c(a, b) = (ca, cb) = (bt, bc) = b(t, c).

.b|c نتیجه در

R که دهید نشان .R = {f۰ + ...+ fnx
n ∈ R[x] | f۰ ∈ Z} که کنیم فرض .٣٨ . ۶ . ٢ تمرین

نیست. یͺتا تجزیه دامنه ͷی

حال .R ⊂ R[x] که است واضح است. یͺتا تجزیه دامنه R کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.
۱ حاوی R که شود دقت است. دامنه R پس است اصلͬ ایده آل دامنه R[x] ،۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق
یͺال عنصر هر اما است. R ناصفر عناصر برابر R[x] یͺال های ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق حال است.
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دنباله حال هستند. یͺال R در −۱ و ۱ تنها نتیجه در R∩Q = Z اما است. R[x] یͺال عنصر R
R از عنصری fn = ۱

an
x ،n هر برای که است واضح حال بͽیرید. نظر در را an = ۲n صورت به

پس .x = anfn داریم n هر برای اما (چرا؟). نیستند ͷشری fn′ و fn ،n ̸= n′ هر برای و است
وجود مشترک علیه مقسوم بزرگترین یعنͬ دارد علیه مقسوم بیشمار x پس .an|x داریم n هر برای

است. تناقض در ،٢٧ . ۶ . ٢ قضیه با این ندارد.

علیه مقسوم بزرگترین ۲+۲
√
−۵ و ۶ عنصر دو Z[

√
−۵] حلقه در دهید نشان .٣٩ . ۶ . ٢ تمرین

ندارند. مشترک

که ͬ کنیم م یادآوری داریم. (نرم) ارزیاب تابع به نیاز حͺم اثبات برای اثبات.

v : Z[
√
−۵] \ {۰} −→ N ∪ {۰}, v(a+ b

√
−۵) = a۲ + ۵b۲

ͬ آید. م دست به نرم برای زیر (∗) خاصیت راست سر محاسبات با است. نرم ͷی
.v(x)|v(y) آنگاه x|y اگر نتیجه در .x, y ∈ Z[

√
−۵] هر برای v(xy) = v(x)v(y) (∗)

مشترک علیه مقسوم بزرگترین ۲ + ۲
√
−۵ و ۶ عنصر دو که کنیم فرض خلف برهان به حال

d = e+ f
√
−۵ مانند مشترک علیه مقسوم بزرگترین نیز ۱+

√
−۵ و ۳ عنصر دو پس دارند.

با برابر v(d) یعنͬ .v(d)|۶ و v(d)|۹ داریم ،(∗) طبق پس d|۱ +
√
−۵ و d|۳ چون دارند.

ندارد جواب Z در معادله ای چنین که e۲ + ۵f۲ = ۳ آنگاه باشد v(d) = ۳ اگر است. ۳ یا ۱
و f = ۰ جواب Z در معادله ای چنین .e۲ + ۵f۲ = ۱ پس .v(d) = ۱ نتیجه در و (چرا؟)
مشترک علیه مقسوم بزرگترین ۲ + ۲

√
−۵ و ۶ عنصر دو یعنͬ این .d = ۱ پس دارد e = ۱

دارند. ۲ با برابر
پس .۶ = (۱+

√
−۵)(۱−

√
−۵) و ۲+۲

√
−۵ = ۲(۱+

√
−۵) که است واضح اکنون

v(۱+
√
−۵)|v(۲) ،(∗) طبق .۱+

√
−۵|۲ نتیجه در است مشترک علیه مقسوم ͷ۱ی+

√
−۵

است. تناقض که ۶|۲ یعنͬ

بزرگترین دارای b و a ناصفر عنصر دو هر که دهید نشان R اصلͬ ایده آل حلقه در .۴٠ . ۶ . ٢ تمرین
.d = ra+ sb که دارند وجود چنان s و r عناصر علاوه به هستند. d مشترک علیه مقسوم

.Ra+Rb = Rd که دارد وجود چنان d ∈ R پس است اصلͬ فرض طبق Ra+Rb ایده آل اثبات.
همان d ͬ کنیم م ادعا .d = ra + sb که دارند وجود چنان s و r عناصر که است واضح علاوه به
پس .b = dv و a = du که هستند موجود v و u پس a, b ∈ Rd چون است. مسئله مطلوب
و a = cu′ لذا .c|b و c|a یعنͬ باشد دیͽر مشترک علیه مقسوم ͷی c کنیم فرض حال .d|b و d|a

.c|d یعنͬ این و d = rcu′ + scv′ = (ru′ + sv′)c نتیجه در .b = cv′

که است یͺتا تجزیه دامنه ͷی F [x, y] آنگاه باشد میدان F اگر که دهید نشان .۴١ . ۶ . ٢ تمرین
نیست. اصلͬ ایده آل دامنه

ͷی F [x] ،۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق پس است میدان F چون .F [x, y] = F [x][y] که ͬ دانیم م اثبات.
F [x][y باید پس است یͺتا تجزیه دامنه ͷیF [x] ،٢١ . ۶ . ٢ قضیه طبق پس است. اصلͬ ایده آل دامنه
تمرین طبق اما است. یͺتا تجزیه دامنه F [x, y] یعنͬ باشد یͺتا تجزیه دامنه ،٣۴ . ۶ . ٢ قضیه طبق
،۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق نتیجه در و نیست میدان ͷی F [x] پس نیست وارونپذیر F [x] در x ،٢ . ٣ . ٣١

نیست. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی F [x][y]



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٨٢

چندجمله ای ها تحویل ناپذیری ٢ . ٧
عنصر بتوانیم R[x۱, ..., xn] حلقه در تا کنیم معرفͬ ͷمح چند ͬ خواهیم م بخش این در
ساختن در فراوانͬ کاربرد ناپذیر تحویل چندجمله ای دهیم. تشخیص را ناپذیر تحویل (چندجمله ای)
این سرتاسر در دارد. میدان ها گسترش و گالوا نظریه رمز، و کد نطریه جبری، هندسه متناهͬ، میدان

کنیم. ذکر را خلافش صراحت به مͽر است میدان نمایش E و F بخش

صفر یا ریشه ͷی a ∈ E گوییم .F ⊆ E که باشند میدان دو E و F کنیم فرض .٢ . ٧ . ١ تعریف
.f(a) = ۰ هرگاه است f(x) ∈ F [x]

نباشد. ناپذیر تحویل هرگاه است پذیر تحویل f(x) ∈ F [x] گوییم .٢ . ٧ . ٢ تعریف

،a ∈ F ͷی برای اگر .deg(f(x)) > ۱ که f(x) ∈ F [x] کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣ گزاره
است. پذیر تحویل f(x) آنگاه f(a) = ۰

قضیه طبق حال پیشرو. ضریب جمله از هستند یͺال ضرایب همه پس است میدان F چون اثبات.
داریم ،١۶ . ٢ . ٣

f(x) = (x− a)q(x) + r(x), deg(r) < deg(x− a).

.f(x) = (x− a)q(x) یعنͬ باشد r = ۰ باید پس f(a) = ۰ اما .r(x) ∈ F که است واضح
نه و x − a نه ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق حال .deg(q(x)) ≥ ۱ باید پس deg(f(x)) > ۱ چون

نیست. ناپذیر تحویل f پس نیست. یͺال q(x)
نشان ͬ توان م است میدان F که مطلب این و درجه ͷکم با سادگͬ به که شود دقت .۴ . ٢ . ٧ تذکر
حلقه در است ممͺن مطلب این اما است. ناپذیر تحویل F [x] حلقه در a ̸= ۰ که ax + b داد
f(x) = ۲x+ ۲ = ۲(x+ ۱) مثال عنوان به نباشد صحیح است یͺتا تجزیه دامنه R که R[x]

نیست. ناپذیر تحویل Z[x] در
f(x) = (x۲+۱)(x۲+۵)مثلا نیست. صحیح کلͬ حالت در ،٢ . ٧ . ٣ گزاره عکس .۵ . ٢ . ٧ تذکر
در نیست. یͺال x۲ + ۵ نه و x۲ + ۱ نه ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق زیرا است پذیر تحویل R[x] در
نشان خاصͬ شرایط تحت بعدی قضیه در ندارند. ریشه R در x۲ + ۵ نه و x۲ + ۱ نه که حالͬ

است. قرار بر نیز ،٢ . ٧ . ٣ گزاره عکس ͬ دهیم م

تحویل f(x) صورت این در باشد. ۳ یا ۲ درجه از f(x) ∈ F [x] کنیم فرض .۶ . ٢ . ٧ قضیه
باشد. داشته ریشه f(x) اگر تنها و اگر است پذیر

چندجمله ای g(x) h(x)و که f(x) = g(x)h(x)پس است پذیر تحویل f(x) چون .(⇐) اثبات.
پس است ۳ حداکثر f(x) درجه چون ببینید). را ٢ . ٣ . ٣١ (تمرین نیستند یͺال زیرا نیستند ثابت
باشد. ۱ درجه از h(x) که کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون باشد. ۱ درجه از باید g(x) یا h(x)
−ba−۱ بنابراین .h(−ba−۱) = ۰ که است واضح حال .a, b ∈ F که h(x) = ax + b پس

است. f(x) ریشه
ببینید. را ٢ . ٧ . ٣ گزاره .(⇒)



٨٣ چندجمله ای ها تحویل ناپذیری .٢ . ٧

،f(۰̄) ̸= ۰̄ زیرا است. ناپذیر تحویل Z۳[x] حلقه در x۲ + x + ۲̄ چندجمله ای .٢ . ٧ . ٧ مثال
است. ناپذیر تحویل f(x) ،۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق پس f(۲̄) ̸= ۰̄ و f(۱̄) ̸= ۰̄

چندجمله ای شناسایی جهت ͬͺمح و ͬ کنیم م تمرکز Q[x] و Z[x] خاص حلقه دو روی ادامه در
دو این بابت این از که کنیم نشان خاطر باید ͬ دهیم. م ارائه خاص حلقه دو این در ناپذیر تحویل
زیادی کاربرد حلقه دو این در ناپذیرها تحویل شناختن که هستند اهمیت با و خاص ما برای حلقه
آشنا دوره این در کسر میدان تعریف (با است Z کسر میدان Q همچنین و دارد جبری هندسه در

ͬ شوید). نم

باشد. ۱ آن پیشرو ضریب هرگاه است تکین f(x) ∈ F [x] گوییم .٢ . ٧ . ٨ تعریف

است. قرار بر زیر موارد f(x) = rnx
n + ...+ r۰ عنصر برای Z[x] حلقه در .٢ . ٧ . ٩ لم

است. اولیه آنگاه باشد تکین f(x) اگر (١)
است. اولیه آنگاه باشد ثابت غیر و ناپذیر تحویل f(x) اگر (٢)

f(x) است یͺال Z در ۱ چون .(۱, rn−۱, ..., r۰) = ۱ پس .rn = ۱ فرض طبق (١) اثبات.
است. اولیه

یͺال های (تنها نباشد ۱ با برابر d اگر .f(x) = dg(x) پس .d = (rn, ..., r۰) کنیم فرض (٢)
نتیجه در است. یͺال g(x) پس است ناپذیر تحویل f(x) چون آنگاه است) −۱ و ۱ با برابر Z
است. تناقض که است ثابت f(x) نتیجه در است. −۱ یا ۱ با برابر g(x) ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق

است. اولیه f(x) و d = ۱ پس

است. گاوس به منسوب ͬ آید م زیر در که نتیجه دو

تحویل نیز Z روی f(x) آنگاه باشد پذیر تحویل Q روی f(x) ∈ Z[x] اگر .٢ . ٧ . ١٠ گزاره
است. پذیر

.h(x), g(x) ∈ Q[x] که f(x) = g(x)h(x) پس است پذیر تحویل Q روی f(x) چون اثبات.
کنیم فرض .g(x) ̸∈ Q و h(x) ̸∈ Q ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق پس نیستند یͺال g(x) و h(x) چون
مشترک مضرب کوچͺترین n ∈ Z و g(x) ضرایب همه مخرج مشترک مضرب کوچͺترین m ∈ Z
.h′(x) = nh(x) و g′(x) = mg(x) ∈ Z[x] که است واضح باشد. h(x) ضرایب همه مخرج

داریم حال
mnf(x) = g′(x)h′(x).

.c = ۱ ͬ کنیم م ادعا .cf(x) = g′(x)h′(x) که بͽیرید نظر در صحیح عدد کوچͺترین را c حال
g′(x) ضرایب حال .p|c که دارد وجود چنان p اول عدد پس .c > ۱ کنیم فرض خلف، برهان به
یعنͬ ͬ دهیم م نمایش h′(x) و g′(x) با را جدید جمله ای های چند و ͬ بریم م p پیمانه به را h′(x) و

داریم حال .g′(x), h′(x) ∈ Zp[x]

۰ p
≡ cf(x)

p
≡ g′(x)h′(x)

p
≡ g′(x) h′(x).



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٨۴

پس است. صحیح دامنه Zp[x] ،٢۶ . ٢ . ٣ تمرین طبق پس است (میدان) صحیح دامنه ͷی Zp اما
همه پس .g′(x)

p
≡ ۰ که کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون .h′(x)

p
≡ ۰ یا g′(x)

p
≡ ۰

پس .c′ = c
p

و g′′(x) = g′(x)
p

ͬ دهیم م قرار حال هستند. قسمت قابل p بر ،g′(x) ضرایب
پس است. تناقض در c از ما انتخاب با این و c′ < c وضوح به اما .c′f(x) = g′′(x)h′(x)
ساختن نوع به توجه با اما .g(x), h(x) ∈ Z[x] که f(x) = g′(x)h′(x) نتیجه در .c = ۱

که داریم h′(x) و g′(x)

deg(g(x)) = deg(g′(x)), deg(h(x)) = deg(h′(x)).

این و ببینید). را ٢ . ٣ . ٣١ (تمرین نیستند یͺال h′(x) و g′(x) پس g(x) ̸∈ Q و h(x) ̸∈ Q اما
است. کامل اثبات و نیست ناپذیر تحویل Z[x] در f(x) یعنͬ

Z[x] در ۲x که است واضح نیست. صحیح کلͬ حالت در ،٢ . ٧ . ١٠ گزاره عکس .٢ . ٧ . ١١ تذکر
قضیه در است. یͺال Q در ۲ زیرا است ناپذیر تحویل Q[x] در ۲x اما (چرا؟) است پذیر تحویل

ͬ دهیم. م نشان نیز را گزاره عکس خاص حالتͬ در بعدی

Q روی f(x) صورت این در باشد. f(x)اولیه ∈ Z[x] کنیم فرض (گاوس) .٢ . ٧ . ١٢ قضیه
است. پذیر تحویل Z روی f(x) اگر تنها و اگر است پذیر تحویل

ببینید. را ٢ . ٧ . ١٠ گزاره .(⇐) اثبات.
یا g(x) از ͬͺی اگر اما .f(x) = g(x)h(x) پس است پذیر تحویل Z روی f(x) چون .(⇒)
آنگاه n ∈ Z که باشد f(x) = ng(x) کنیم فرض یعنͬ باشد ثابت h(x) مثلا باشد ثابت h(x)
است اولیه Z روی f(x) فرض طبق اما .c(f(x)) = nc(g(x)) داریم ،٣٣ . ۶ . ٢ لم گاوس، لم طبق
حتما f(x) پس .(−۱ یا ۱ با برابر n (یعنͬ است یͺال Z در n نتیجه در و است یͺال c(f(x)) پس
است. ۱ مساوی بزرگتر h(x) و g(x) درجه حتما که دارد f(x) = g(x)h(x) صورت به تجزیه
f(x) = g(x)h(x) یعنͬ نیستند یͺال Q[x] در g(x) نه و h(x) نه ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق حال

است. کامل اثبات و نیست ناپذیر تحویل

باشد داشته ریشه که F [x] در ۱ مساوی بیشتر درجه از چندجمله ای هر ٢ . ٧ . ٣ گزاره طبق بر
داشته α ∈ Q ریشه Z[x] در چندجمله ای ͷی اگر که ͬ دهد م نشان زیر قضیه است. پذیر تحویل
حدود نوعͬ به واقع در دارد. قرار Z در α آنگاه باشد) پذیر تحویل ٢ . ٧ . ٣ گزاره طبق بر (یعنͬ باشد

ͬ کند. م تعیین را ریشه

باشد تکین چندجمله ای ͷی f(x) = r۰ + ... + rtx
t ∈ Z[x] کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٣ قضیه

.α|f۰ و α ∈ Z آنگاه باشد داشته α ∈ Q ریشه f(x) اگر .r۰ ̸= ۰ که

پس .(m,n) = ۱ و α = m
n

کنیم فرض اثبات.

۰ = r۰ + r۱(
m

n
) + ...+ rt(

m

n
)t.



٨۵ چندجمله ای ها تحویل ناپذیری .٢ . ٧

ͬ کنیم م ضرب nt−۱ در را طرفین حال

۰ = r۰n
t−۱ + r۱mnt−۲ + ...+ rt−۱m

t−۱ + rt
mt

n
.

نتیجه در

r۰n
t−۱ + r۱mnt−۲ + ...+ rt−۱m

t−۱ = −rt
mt

n
.

اما .n|mt باید یعنͬ .−rt
mt

n
∈ Z باید پس است Z در وضوح به فوق تساوی چپ سمت

در اما .α = ±m ∈ Z که ͬ دهد م نشان این است. −۱ یا ۱ با برابر n نتیجه در (m,n) = ۱
آخرین چپ سمت جملات همه باید پس ͬ شمارد م را α = ±m بالا تساوی آخرین راست سمت

.α = ±m|r۰ یعنͬ این .r۰ جمله از بشمارد را α = ±m بالا تساوی

نشان را Q روی چندجمله ای ͷی بودن ناپذیر تحویل که جالب ͷمح دو بخش این ادامه در
ͬ کنیم. م ارائه ͬ دهد، م

.n ≥ ۱ و f(x) = f۰+...+fnx
n ∈ Z[x] کنیم فرض آیزنشتاین) ͷمح) .١۴ . ٢ . ٧ قضیه

ͬ های ویژگ با اول عددی p اگر
p ∤ fn (١)

p۲ ∤ f۰ (٢)
p|fn−۱ ،... ،p|f۱ ،p|f۰ (٣)

است. ناپذیر تحویل Q روی f(x) آنگاه باشد

است. شده اثبات ما ادعای کنیم فرض است. ناپذیر تحویل Z روی f(x) که ͬ کنیم م ادعا اثبات.
پذیر تحویل Z روی f(x) ،٢ . ٧ . ١٠ گزاره طبق بر آنگاه باشد پذیر تحویل Q روی f(x) اگر حال

است. ناپذیر تحویل Q روی f(x) پس ͬ کند م نقض را ما شده اثبات ادعای این که است
پس باشد پذیر تحویل Z روی f(x) کنیم فرض خلف برهان به ادعا؛ اثبات حال

f(x) = (g۰ + ...+ grx
r)(h۰ + ...+ htx

t)

p|f۰ = g۰h۰ اما .t < n و r < n که است واضح .gi, hi ∈ Z و ht ̸= ۰ ،gr ̸= ۰ آن در که
ͬ دهد م رخ زیر حالت دو نتیجه در .p۲ ∤ f۰ = g۰h۰ طرفͬ از .p|h۰ یا p|g۰ پس

p ∤ h۰ و p|g۰ (الف)
.p ∤ g۰ و p|h۰ (ب)

تناقض به نیز (الف) حالت مشابه صورت به ͬ رسد م تناقض به (ب) حالت که ͬ دهیم م نشان ما
و p ∤ gr نتیجه در .p ∤ fn = grht فرض طبق .p ∤ g۰ و p|h۰ که کنیم فرض پس ͬ شود. م منجر
.p ∤ hm که باشد h۰ + ...+ htx

t در ضریب اولین hm که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین .p ∤ ht

برابر fm یعنͬ f(x) در xm ضریب که ͬ دانیم م اما

g۰hm + g۱hm−۱ + ...+ gmh۰



حلقه ها نظریه در مباحثͬ .٢ فصل ٨۶

m = n که این مͽر ͬ کند م نقض را (٣) فرض این .p ∤ fm پس p ∤ g۰ و p ∤ hm چون حال است.
ناپذیر تحویل Z روی f(x) پس است. تناقض که m = n ≤ s < n صورت این در اما باشد.

است. کامل اثبات شد. اثبات ادعا و است

عدد اگر .n > ۱ و f(x) = f۰ + f۱x+ ...+ fnx
n ∈ Z[x] کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٧ قضیه

که باشد موجود چنان p اول

f(x) = f̄۰ + f̄۱x+ ...+ f̄nx
n

درشرایط
ناپذیر تحویل Zp[x] در f(x) (١)

deg(f(x)) = n (٢)
است. ناپذیر تحویل Q[x] در f(x) آنگاه کند صدق

،٢ . ٧ . ١٠ گزاره طبق حال است. پذیر تحویل Q[x] در f(x) کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.
نتیجه در است. پذیر تحویل Z[x] در f(x)

f(x) = (g۰ + ...+ gmx
m)(h۰ + ...+ hkx

k)

بنابراین .۰ < k < n و ۰ < m < n ،hi, gi ∈ Z آن در که

f(x) = g(x)h(x) = (ḡ۰ + ...+ ḡmx
m)(h̄۰ + ...+ h̄kx

k).

دامنه Zp اما .ḡm × h̄k ̸= ۰̄ یعنͬ این و n = k + m باشیم داشته باید (٢) شرط طبق حال
Zp[x] در h(x) و g(x) چندجمله ای دو نتیجه در .h̄k ̸= ۰ و ḡm ̸= ۰ پس است (میدان) صحیح
Zp[x] در در f(x) نتیجه در نیستند. یͺال h(x) و g(x) ،٢ . ٣ . ٣١ تمرین طبق اکنون نیستند. ثابت
تحویل Q[x] در f(x) باید رو این از است. (١) شرط با آشͺار تناقض این نیست. ناپذیر تحویل

باشد. ناپذیر

ͬ دهد م نشان را ͷمح دو از استفاده نحوه که بالا محͷ های به مربوط مثال دو با را بخش این
ͬ رسانیم. م پایان به

است p = ۲ کنیم فرض اگر زیرا است. ناپذیر تحویل Q روی x۲−۲ چندجمله ای .١۶ . ٢ . ٧ مثال
قضیه آیزنشتاین، ͷمح طبق حال .p|f۱ = ۰ و p|f۰ = −۲ ،۲۲ ∤ f۰ ،۲ ∤ fn = ۱ آنگاه

ͬ آید. م دست به حͺم ،١۴ . ٢ . ٧

واضح زیرا است. ناپذیر تحویل Q روی f(x) = x۳ + ۱
۲x

۲ − ۱
۲ چندجمله ای .٢ . ٧ . ١٧ مثال

p = ۳ کنیم فرض اگر و است Z[x] از عنصری g(x) = ۲f(x) = ۲x۳ + x۲ − ۱ که است
از عنصری هیچ که است واضح حال .g(x) ∈ Z۳[x] که deg(f(x)) = deg(g(x)) = ۳ آنگاه
طبق اکنون است. ناپذیر تحویل g(x) ∈ Z۳[x] ،۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق پس نیست g(x) ریشه Z۳[x]

است. ناپذیر تحویل Q روی f(x) ،١۵ . ٢ . ٧ قضیه



٨٧ چندجمله ای ها تحویل ناپذیری .٢ . ٧

شده حل تمرین

m ناصفر عناصر آنگاه باشد. Q[x] در ناصفر چندجمله ای ͷی f(x) کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٨ تمرین
.f(x) = m

n
f۱(x) که دارند وجود Z[x] در f۱(x) اولیه چندجمله ای و Z در n و

کنیم فرض اثبات.
f(x) =

m۰
n۰

+ ...+
mt

nt

xt.

داریم حال .n ∈ Z که است واضح .n = n۰n۱...nt دهید قرار

nf(x) = m۰n۱...nt + ...+mtn۰...nt−۱x
t.

چنان f۱(x) ∈ Z[x] اولیه چندجمله ای پس .nf(x) ̸= ۰ و nf(x) ∈ Z[x] که است واضح
که است واضح .m = c(nf(x)) دهید قرار حال .c(nf(x))f۱(x) = nf(x) که دارد وجود

.f(x) = m
n
f۱(x) نتیجه در .m ∈ Z

اگر باشد. Z[x] در ناصفر چندجمله ای ͷی f(x) کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٩ تمرین

m′

n′ f۲(x) = f(x) =
m

n
f۱(x)

u ∈ Z یͺال عنصر آنگاه .m
n
, m

′

n′ ∈ Q و باشند اولیه Z[x] در f۲(x) و f۱(x) چندجمله ای های که
.m
n
= um′

n′ که دارد وجود (−۱ یا ۱)

هستند اولیه Z[x] در f۲(x) و f۱(x) اما .nm′f۲(x) = n′mf۱(x) داریم فرض طبق اثبات.
پس

nm′ = c(nm′f۲(x)) = c(n′mf۱(x)) = n′m.

وجود چنان u ∈ Z یͺال عنصر نتیجه در هستند. ͷشری nm′ و n′m ،٢٩ . ۶ . ٢ تذکر طبق حال
.m
n
= um′

n′ پس .unm′ = n′m که دارد

تحویل F [x] در f(x + ۱) اگر تنها و اگر است ناپذیر تحویل F [x] در f(x) .٢ . ٧ . ٢٠ تمرین
باشد. ناپذیر

پذیر تحویل f(x + ۱) کنیم فرض خلف برهان به باشد. ناپذیر تحویل f(x) کنیم فرض اثبات.
f(x) = نتیجه در کنید. عوض x − ۱ با را x جای حال .f(x + ۱) = g(x)h(x) پس باشد.

است. مشابه نیز برعکس است. تناقض این .g(x− ۱)h(x− ۱)

با است برابر Z۲ روی ۲ درجه از ناپذیر تحویل چندجمله ای تنها که دهید نشان .٢ . ٧ . ٢١ تمرین
.x۲ + x+ ۱̄

است زیر شͺل به درجه چندجمله ای کلͬ صورت اثبات.

f(x) = āx۲ + b̄x+ c̄.
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شͺل به متفاوت c̄ و b̄ برای چندجمله ای ها تمام پس .ā = ۱̄ پس است ۲ چندجمله ای درجه چون
است زیر

x۲ + ۱̄, x۲ + x, x۲ + x+ ۱̄, x۲.

داریم اما

x۲ + ۱̄ = (x+ ۱̄)(x+ ۱̄), x۲ + x = x(x+ ۱̄), x۲ = xx.

ͬ شود. م اثبات مسئله و پذیرند تحویل بالا چندجمله ای تا سه هر که است واضح حال



٨٩ چندجمله ای ها نظریه از کاربردهایی .٢ . ٨

چندجمله ای ها نظریه از کاربردهایی ٢ . ٨
بر علاوه متناهͬ میدان های است. متناهͬ میدان های ساختن حلقه ها نظریه کاربردهای از ͬͺی
نظریه و رمزنگاری کد، نظریه اطلاعات، نظریه در هستند اهمیت پر و جذاب جبردان ها برای که این
لازم شاید ͬ کنیم. م آشنا متناهͬ میدان نظریه با حدی تا را شما بخش این در ͬ شوند. م ظاهر نیز اعداد

نمایید. مطالعه را بعد و پایه به مربوط قضیه های و خطͬ جبر درس کمͬ یادآوری جهت که باشد

باشد. نداشته سره ای میدان زیر که گوییم اول را F میدان .٢ . ٨ . ١ تعریف

اولند. میدان است، اول عددی p که Zp و Q که است واضح .٢ . ٨ . ٢ مثال

است. اول میدان زیر ͷی شامل F میدان هر .٢ . ٨ . ٣ لم

خانواده این که شود دقت بͽیریم. نظر در Fرا میدان های زیر تمام خانواده اشتراک است کافͬ اثبات.
است. میدان ͷی بوضوح میدان ها زیر اشتراک و است ناتهͬ پس است F شامل کم دست

دارد. وجود اول میدان تا دو فقط یͺریختͬ تحت که ͬ دهیم م نشان بعدی گزاره در

یͺریخت است، اول عددی p که Zp با یا Q با یا F چون میدان هر اول میدان .۴ . ٢ . ٨ گزاره
است.

ͬ دهیم م قرار باشد. F همانͬ ۱ کنیم فرض اثبات.

f : Z −→ F, f(n) = n۱.
ͬ دهد. م رخ حالت دو اکنون است. حلقه ای همریختͬ ͷی f بوضوح

این در .CharF = ۰ معادلا یا Kerf =< ۰ > معادلا یا باشد ͷی به ͷی f اگر :١ حالت
ͬ دهیم م گسترش Q روی نشاننده ͷی به را f زیر تعریف با است. نشاننده ͷی f صورت

f̄ : Q −→ F, f̄(
m

n
) =

m۱
n۱ .

است. یͺریخت Q با F اول میدان پس ͬ شود م نشانده F در Q پس
چون حال .CharF ̸= ۰ معادلا یا Kerf ̸=< ۰ > معادلا یا نباشد ͷی به ͷی f اگر :٢ حالت
است. اول عددی p که CharF = p باید جبر مبانͬ در قضیه ای از نتیجه در است صحیح دامنه F
داریم یͺریختͬ اول قضیه طبق حال .Kerf =< p > نتیجه در است اصلͬ صحیح دامنه ͷی Z اما
یͺریخت Zp با F اول میدان بنابراین ͬ شود. م نشانده F در Zp پس .Zp

∼= Z/ < p >∼= F
است.

کنیم. بیان را بخش این مهم قضیه اولین ͬ توانیم م اکنون

n صحیح عدد علاوه به است. p اول عدد مشخصه دارای F متناهͬ میدان هر .۵ . ٢ . ٨ قضیه
است. عنصر pn تعداد دارای F که دارد وجود چنان
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جبر) مبانͬ در قضیه ای (بنابر نتیجه در است متناهͬ صحیح دامنه F چون اول، قسمت اثبات.
یͺریخت Zp با F اول میدان ،۴ . ٢ . ٨ گزاره طبق اکنون است. اول عددی p که CharF = p
حتما پس است متناهͬ F چون بͽیریم. نظر در برداری Zp‐فضای ͷی ͬ توانیم م را F حال است.
f ∈ F دلخواه عنصر هر برای حال دارد. وجود {f۱, ..., fn} مانند پایه ای برداری فضای این برای

یͺتا نمایش
f = ā۱f۱ + ...+ ānfn

برابر F عناصر تعداد پس است p برابر āi ∈ Zp هر برای ما انتخاب چون .āi ∈ Zp که دارد وجود
است. کامل اثبات و ͬ باشد م pn

اطلاعاتͬ به لم این اثبات برای آورده ایم. ،٢ . ٨ . ٧ قضیه فرض بودن معنͬ با برای صرفا را زیر لم
ͬ پذیریم. م اثبات بدون را لم این بنابراین نیست درس این به مربوط که داریم نیاز میدان نظریه از بیشتر

تحویل چندجمله ای ͷی همواره صورت این در باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .۶ . ٢ . ٨ لم
دارد. وجود Zp[x] در n درجه از تکین ناپذیر

عدد هر برای چͽونه که ͬ دهد م نشان زیر قضیه ͬ بریم. م پایان به زیر مهم قضیه با را بخش این
بسازییم. عضو pn با متناهͬ میدان ͷی p اول عدد هر و n صحیح

n درجه از ناپذیر تحویل تکین چندجمله ای P (x) و طبیعͬ عدد n کنیم فرض .٢ . ٨ . ٧ قضیه
است. pn مرتبه از میدان ͷی Zp[x]/ < P (x) > حلقه صورت این در باشد. Zp[x] در

که ͬ دهیم م نشان حال است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی ،۵ . ۵ . ٢ قضیه طبق است میدان Zp چون اثبات.
ایده آل دامنه Zp[x] چون . < P (x) >⊆ N که کنیم فرض است. ماکسیمال ایده آل < P (x) >
چون .F (x) ∈ Zp[x] که P (x) = F (x)Q(x) نتیجه در .N =< Q(x) > پس است اصلͬ
N =< آنگاه باشد یͺال F (x) اگر است. یͺال Q(x) یا F (x) پس است ناپذیر تحویل P (x)
است. ماکسیمال ایده آل < P (x) > یعنͬ .N = Zp[x] آنگاه باشد یͺال Q(x) اگر .P (x) >
Zp[x]/ < P (x) > میدان عناصر اما است. میدان Zp[x]/ < P (x) > ،٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق حال

شͺل به ،١۶ . ٢ . ٣ تقسیم، الͽوریتم قضیه طبق

ā۰ + ā۱x+ ...+ ān−۱x
n−۱

pn برابر F عناصر تعداد پس است p برابر āi ∈ Zp هر برای ما انتخاب چون و āi ∈ Zp که است
است. کامل اثبات و ͬ باشد م

شده حل تمرین
که دهید نشان باشد pn مرتبه از متناهͬ میدان ͷی F کنیم فرض .٢ . ٨ . ٨ تمرین

f(x) = xpn − x =
∏
a∈F

(x− a).



٩١ چندجمله ای ها نظریه از کاربردهایی .٢ . ٨

نوشته ایم Zp حلقه در را (تساوی apn = a داریم a ∈ F هر برای فرما، ͷکوچ قضیه طبق اثبات.
،٢ . ٣ . ٢٠ نتیجه طبق حال است. f(x) چندجمله ای ریشه a ∈ F هر پس است). F اول میدان که

رابطه است برابر f(x) درجه با F عناصر تعداد چون .x− a|f(x) داریم a ∈ F هر

f(x) = xpn − x =
∏
a∈F

(x− a)

ͬ شود. م نتیجه

نمایید. مشخص را آن عناصر تمام و بسازیید عضوی ۴ میدان ͷی .٢ . ٨ . ٩ تمرین

ریشه Z۲ در چون و است ۲ درجه از تکین بوضوح f(x) = x۲ + x + ۱ جمله ای چند اثبات.
F = Z۲[x]/ < f(x) > ،٢ . ٨ . ٧ قضیه طبق اکنون ناپذیرند. تحویل ،۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق ندارد،

،٢ . ٨ . ٧ قضیه اثبات طبق است. ۲۲ مرتبه از میدان

F = {ā۰ + ā۱x | āi ∈ Z۲} = {۰̄, ۱̄, x, ۱̄+ x}

هستند. میدان این عناصر

همواره F در y و x عنصر دو هر برای p مشخصه با F میدان ͷی در که دهید نشان .٢ . ٨ . ١٠ تمرین
.(xy)p = xpyp +x)و y)p = xp + yp داریم

است p مشخصه حال است. قرار بر جابجایی حلقه ͷی در جمله ای دو بسط که ͬ دانیم م اثبات.
پس .pf = ۰ ذاریم f ∈ F عنصر هر برای یعنͬ

(x+ y)p = xp + pxp−۱y + ...+ pxyp−۱ + yp = xp + yp.

ͬ آید. م دست به راحتͬ به است جابجایی میدان هر که این از دوم قسمت

F در a عنصر هر که دهید نشان باشد. p مشخصه با متناهͬ میدان F کنیم فرض .٢ . ٨ . ١١ تمرین
ͬ دهیم. م نشان p

√
a با را آن که است F در یͺتا pام ریشه دارای

رابطه اثبات.
f : F −→ F, f(x) = xp

f و ندارد بیشتر ایده آل دو میدان چون است. ناصفر حلقه ای همریختͬ ͷی ،٢ . ٨ . ١٠ تمرین طبق
f پس است متناهͬ F طرفͬ از است. ͷی به ͷی f یعنͬ باشد. Kerf =< ۰ > باید است ناصفر
.bp = f(b) = a که دارد وجود چنان b ∈ F عنصر F در a عنصر هر برای حال ͬ باشد. م نیز پوشا

است. کامل اثبات و ͬ دهیم م نشان p
√
a با را آن که است یͺتا b این است ͷی به ͷی f چون

دو سپس و بیابید ۳ درجه تکین ناپذیر تحویل جمله ای چند دو Z۲[x] حلقه در .٢ . ٨ . ١٢ تمرین
بسیازید. عضوی ۸ میدان
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جمله ای چند دو اثبات.

f(x) = x۳ + x+ ۱, g(x) = x۳ + x۲ + ۱

ناپذیرند. تحویل ،۶ . ٢ . ٧ قضیه طبق ندارند، ریشه Z۲ در چون و هستند ۳ درجه از تکین بوضوح
هستند ۲۳ مرتبه از میدان دو Z۲[x]/ < g(x) > و Z۲[x]/ < f(x) > ،٢ . ٨ . ٧ قضیه طبق اکنون

است. حل مسئله و

.p|[(p− ۱)! + ۱] که دهید نشان p اول عدد هر برای .٢ . ٨ . ١٣ تمرین

یا باشد f(x) = xp − x و p ̸= ۲ کنیم فرض نداریم. اثبات برای چیزی آنگاه p = ۲ اگر اثبات.
داریم ،٢ . ٨ . ٨ تمرین همان طبق .F = Zp و n = ۱ داده ایم قرار ،٢ . ٨ . ٨ تمرین در معادل طور به

f(x) = xp − x =
∏
a∈Zp

(x− a) = (x− ۰̄)(x− ۱̄)...(x− p− ۱).

داریم درجه ها هم دادن قرار متحد با

−x = [−۱̄×−۲̄× ...×−p− ۱]x.

پس
−۱̄ = −۱̄×−۲̄× ...×−p− ۱.

یعنͬ
(p− ۱)! + ۱ p

≡ ۰
است. کامل اثبات و
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تاریخچه ٢ . ٩
کشف که تاریخͬ نظر از حلقه اولین شاید دارد. طولانͬ پیشینه ایی تاریخͬ، نظر از حلقه نظریه 
چند معادله ای ریاضیات در دیوفانتͬ معادلۀ یا سیاله معادله باشد. صحیح اعداد حلقه همان شد
این حل باشیم. داشته (مجهول) متغیر ͷی از بیش آن در که است صحیح متغیرهای با جمله ای

است. بوده توجه مورد صحیح اعداد حلقه در قدیم زمان های در معادلات
قرن اوایل در گالوا چون ریاضیدانانͬ عمیق کارهای با حلقه نظریه  امروزی شͺل به مطالعه
انجام میدان نظریه در عمیقͬ کارهای گالوا شد. میدان نظریه ی پیدایش سبب و شد شروع نوزدهم
نظریه بین ارتباطͬ گالوا اساسͬ قضیه است. کرده مربوط هم به را جبر مهم شاخه دو و است داده
حلقه های مطالعه گالوا حیات سال های همان حدود در اما ͬ دهد. م دست به میدان نظریه و گروه
همنهشتͬ نظریه شد. آغاز نیز ددکیند و کومر گاوس، چون شاخص ریاضیدانانͬ توسط اعداد جبری
رساله کتاب در گاوس به وسیله که است صحیح اعداد با محاسبه برای سیستمͬ پیمانه ای حساب یا

شد. معرفͬ ١٨٠١ سال در حساب
روی مطالعه پیشͽامان ͬ گردد. برم ماتریس  به حلقه ها، نظریه روی مطالعات از دیͽری بخش
شخصͬ اولین هامیلتون بودند. هامیلتون و فروبنیوس کیلͬ، مانند ریاضیدانانͬ ماتریس ها حلقه ی
حلقه که را باور این و بسازد را ندارد) جابجایی شرط که (میدانͬ تقسیم حلقه ͷی توانست که است
پیدایش سبب هامیلتون کار این نمود. نقض را ندارد وجود باشد میدان به ͷنزدی که ناجابجایی
ناجابجایی حلقه های تنها که داشت وجود نیز دیͽری باور اما شد. حلقه نظریه در جدیدی شاخه
ماتریس ها حلقه از حلقه ای زیر نوعͬ به نیز هامیلتون ناجابجایی حلقه حتͬ است. ماتریس ها حلقه
ویل و نوتر مثل جبردان های شد. نقض جبردان ها توسط نیز باور این بود. مختلط اعداد میدان روی
که حلقه ها این بسازند. مانریس ها حلقه از غیر ناجابجایی حلقه های توانستند عمیقͬ کارهای در

گرفتند. قرار ریاضیدان ها توجه مورد بودن خاص خیلͬ روابط با چندجمله حلقه های
است مطرح شاخه این در بسیاری نشده حل مسایل و دارد ادامه هنوز حلقه نظریه روی پژوهش
پژوهش های دارند. اعداد نظریه مثل دیͽر شاخه های با ͬͺنزدی بسیاری ارتباط حتͬ آنها از برخͬ که
مقالات مطالعه رشته این تخصصͬ درس های گذراندن بدون و شده اند ͬ تر تخصص خیلͬ جدید
و جابجایی حلقه های به که دارد وجود حلقه نظریه در مهم شاخه دو اکنون است. دشوار مرتبط
ͬ شود م ͷنزدی هم به شدت به شاخه زیر دو این مرز گاهͬ شده اند. نامͽذاری ناجابجایی حلقه های
است شده ایجاد حلقه ها مطالعه برای نیز جدیدی نظریه های ͬ گیرند. م فاصله هم از بسیار گاهͬ و

مدول. نظریه مانند ͬ کند م ͷکم حلقه ها شناسایی به که
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تمرین ها ٢ . ١٠
ماکسیمال و اول ایده آل های تمام صورت باشند. حلقه Rn ،... ،R۱ کنیم فرض .٢ . ١٠ . ١ تمرین

آورید. دست به را R۱ × ...×Rn حلقه

،S و R از ترتیب به J و I ایده آل های ،S و R حلقه های برای که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢ تمرین
داریم همواره

R× S

I × J
∼=

R

I
× S

J
.

ایده ال های تمام اشتراک از عضوی R حلقه در پوچتوان عنصر هر که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٣ تمرین
است. R اول

همواره که دهید نشان R حلقه از N و M هم از مجزا ماکسیمال ایده آل دو برای .۴ . ٢ . ١٠ تمرین
.MN = M ∩N داریم

ͷی که است موجود چنان F میدان ͷی R حلقه برای همواره که دهید نشان .۵ . ٢ . ١٠ تمرین
دارد. وجود F به R از پوشا حلقه ای همریختͬ

واحد بازه بر مقدار حقیقͬ پیوسته توابع تمام حلقه ماکسیمال ایده آل های تمام (∗∗) .۶ . ٢ . ١٠ تمرین
کنید. شناسایی را [۰,۱] بسته

داریم f(x), g(x) ∈ R[x] هر برای دهید نشان باشد صحیح دامنه R کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٧ تمرین
.deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)) که

دلیل خود پاسخ برای است؟ میدان ͷی R[x] آیا باشد. میدان ͷی R کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٨ تمرین
بیاورید.

مثال ͷی با است. R[x] ایده آل I[x] دهید نشان باشد. R ایده آل ͷی I کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٩ تمرین
که طوری به باشد موجود R از I ایده آل که ندارد لزومͬ باشد R[x] از ایده آلͬ J اگر که دهید نشان

.J = I[x]

تنها و اگر است یͺال R[x] در f(x) = rnx
n + ... + r۰ که دهید نشان (∗) .٢ . ١٠ . ١٠ تمرین

کنید. معلوم را Z۴[x] و Z[x] یͺال های سپس پوچتوانند. R در rn ،... ،r۱ و یͺال R در r۰ اگر

.R[x]/I[x] ∼= (R/I)[x] که دهید نشان باشد. R از ایده آل ͷی I کنیم فرض .٢ . ١٠ . ١١ تمرین

،g(x) ̸= ۰ اگر .f(x), g(x) ∈ R[x] و باشد صحیح دامنه R کنیم فرض .٢ . ١٠ . ١٢ تمرین
و g(x) پیشرو ضریب sm ،deg(g(x)) = m ،deg(f(x)) = n

k = min{n−m+ ۱,۰}
که دارند وجود چنان r(x) و q(x) مانند یͺتای چندجمله ای های آنگاه باشد

skmf(x) = q(x)g(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)).

کنید. مقایسه ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه تقسیم، الͽوریتم قضیه با را تمرین این



٩۵ تمرین ها .٢ . ١٠

هرگز R از I سره ایده آل هر برای آنگاه نباشد میدان R حلقه اگر که دهید نشان .٢ . ١٠ . ١٣ تمرین
نیست. ماکسیمال ایده آل R[x] حلقه از I[x] ایده آل

کنید. معلوم را Z[i] حلقه یͺال های .١۴ . ٢ . ١٠ تمرین

است. ماکسیمال اقلیدسͬ دامنه حلقه در اول ایده آل هر دهید نشان .١۵ . ٢ . ١٠ تمرین

v(x) = داریم x ناصفر عنصر برای که دهید نشان R اقلیدسͬ دامنه حلقه هر در .١۶ . ٢ . ١٠ تمرین
.v(−x)

است. اقلیدسͬ دامنه ͷی Z[
√
۲] = {a+ b

√
۲ | a, b ∈ Z} که دهید نشان .٢ . ١٠ . ١٧ تمرین

نباشد. اقلیدسͬ دامنه که بزنید مثال صحیح دامنه ͷی .٢ . ١٠ . ١٨ تمرین

است. ناپذیر تحویل ناپذیر، تحویل عنصر ͷی ͷشری دهید نشان .٢ . ١٠ . ١٩ تمرین

نیست. اول Z[i
√
۵] حلقه در ۳ دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢٠ تمرین

است ناپذیر تحویل Z[i] حلقه در ۱+ i که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢١ تمرین

است. ناپذیر تحویل Z[i
√
۵] حلقه در ۲+ i

√
۵ که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢٢ تمرین

نیست. اول اما است ناپذیر تحویل Z[
√
−۵] حلقه در ۲+

√
−۵ که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢٣ تمرین

هستند. معادل زیر موارد R اصلͬ ایده آل دامنه در .٢۴ . ٢ . ١٠ تمرین
است. اول a ناصفر عنصر (١)

است. ناپذیر تحویل a ناصفر عنصر (٢)
است. اول Ra (٣)

است. ماکسیمال Ra (۴)

ایده آل های از متناهͬ ضرب حاصل ایده آل هر اصلͬ ایده آل دامنه هر در دهید نشان .٢۵ . ٢ . ١٠ تمرین
است. اول

هستند. ͷشری (ca, cb) و c(a, b) عنصر R حلقه در همواره که دهید نشان .٢۶ . ٢ . ١٠ تمرین

داریم Z[
√
−۳] حلقه در دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢٧ تمرین

(۱+
√

−۳,۱−
√
−۳) = ۱.

بیابید. را ۸+ i و ۱۰+ ۱۱i مشترک علیه مقسوم بزرگترین Z[i] حلقه در .٢ . ١٠ . ٢٨ تمرین

نیست. یͺتا تجزیه دامنه Z[i
√
۶] دهید نشان .٢ . ١٠ . ٢٩ تمرین

نیست. ۱+
√
۲ و ۱ بین یͺالͬ عنصر هیچ Z[

√
۲] حلقه در دهید نشان (∗) .٢ . ١٠ . ٣٠ تمرین
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موجود چنان p اول عدد اگر باشد. n > ۱ درجه از f(x) ∈ Z[x] کنیم فرض .٢ . ١٠ . ٣١ تمرین
f(x) آنگاه deg(f(x)) = deg(f(x)) علاوه به و باشد ناپذیر تحویل f(x) ∈ Zp[x] که باشد

است. ناپذیر تحویل Q[x] روی

Q روی fp(x) = xp−۱ + ...+ x+ ۱ که دهید نشان باشد اول عددی p اگر .٢ . ١٠ . ٣٢ تمرین
است. ناپذیر تحویل

کنید. مشخص Z۲ روی را ۳ درجه از ناپذیر تحویل چندجمله ای های تمام .٢ . ١٠ . ٣٣ تمرین

کنید. مشخص Z۲ روی را ۴ درجه از ناپذیر تحویل چندجمله ای های تمام .٣۴ . ٢ . ١٠ تمرین

است. ناپذیر تحویل Q روی x۴ + ۸ دهید نشان .٣۵ . ٢ . ١٠ تمرین

است. ناپذیر تحویل Z۷ روی x۳ + ۳̄x+ ۲̄ ∈ Z۷[x] که دهید نشان .٣۶ . ٢ . ١٠ تمرین

معلوم Zp روی را هستند تکین که ۲ درجه ناپذیر تحویل چندجمله ای های تمام .٢ . ١٠ . ٣٧ تمرین
کنید.

بیابید. ناپذیر تحویل ۲ درجه چند جمله ای ͷی Z۳ روی .٢ . ١٠ . ٣٨ تمرین

است. ناپذیر تحویل Z[x] روی n > ۱ برای xn + ۲ که دهید نشان .٢ . ١٠ . ٣٩ تمرین

است. ناپذیر تحویل Q[x] روی x۲ + ۱
۳x− ۲

۵ چندجمله ای که دهید نشان .۴٢ . ١٠ . ٠ تمرین

در f(x) که بزنید مثال Z[x] روی f(x) مانند ناپذیر تحویل چندجمله ای ͷی .۴٢ . ١٠ . ١ تمرین
باشد. پذیر تحویل Z۲[x]

داریم صورت این در f(x) ∈ Zp[x] اگر که دهید نشان m طبیعͬ عدد برای .۴٢ . ١٠ . ٢ تمرین
.f(xpm) = (f(x))p

m

بنویسید. را میدان اعضای تمام بسازید. عضو ۹ با میدان ͷی .۴٢ . ١٠ . ٣ تمرین

دهید. شرح کامل صورت به خود پاسخ دارد؟ وجود عضوی ۳۴۳ میدان ͷی آیا .۴۴ . ٢ . ١٠ تمرین

است. دوری متناهͬ میدان ͷی ناصفر عناصر ضربی گروه (∗) .۴۵ . ٢ . ١٠ تمرین

یͺریخت هم با یͺسان عنصرهای تعداد با متناهͬ میدان دو هر که دهید نشان .۴۶ . ٢ . ١٠ تمرین
هستند.
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