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١ فصل

مدول نظریه اساسͬ مفاهیم

همین در ساختارها و علائم و نمادها از بسیاری ͬ کنیم. م بیان را پایه ای مفاهیم فصل این در
ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد نوشتار این سرتاسر در و ͬ شوند م معرفͬ فصل

آن مثال های و مدول ها ١ . ١
برداری فضای ͷی است. شده آشنا برداری فضاهای با دارد ریاضیات در رشته سر که کسͬ هر
اسͺالر در ضرب عمل تحت که است F مانند میدان ͷی و (V,+) مانند آبلͬ گروه ͷی از متشͺل

ͬ کند: م صدق زیر خواص در و ͬ شوند م مرتبط هم با . : F × V −→ V
.(rs).v = r.(s.v) داریم v ∈ V هر و r, s ∈ F هر برای (١)

.(r + s).v = r.v + s.v داریم v ∈ V هر و r, s ∈ F هر برای (٢)
.r.(u+ v) = r.u+ r.v داریم v, u ∈ V هر و r ∈ F هر برای (٣)

.۱F .v = v داریم v ∈ V هر برای (۴)

مدول نام با تعمیم این دهیم. تعمیم را برداری فضای مفهوم بخواهیم که است طبیعͬ حال
اسͺالر در ضرب ͷی و ͬ دهیم م قرار دلخواه حلقه ͷی F میدان جای به واقع در ͬ شود. م شناخته
لزوما حلقه چون کند. مشخص حلقه با را آبلͬ گروه ارتباط که بالا شبیه ͬ های ویژگ با و مناسب
را مدول دقیق تعریف اکنون کنیم. مشخص دقیق را راست و چپ صفت باید پس نیست جابجایی

ͬ آوریم. م

در ضرب عمل اگر باشد. آبلͬ گروه ͷی (M,+) و حلقه ͷی R که کنیم فرض .١ . ١ . ١ تعریف
است: چپ R‐مدول ͷی M گوییم کند، صدق زیر خواص در . : R×M −→M اسͺالر

.(rs).m = r.(s.m) داریم m ∈M هر و r, s ∈ R هر برای (١)
.(r + s).m = r.m+ s.m داریم m ∈M هر و r, s ∈ R هر برای (٢)

.r.(m+m′) = r.m+ r.m′ داریم m,m′ ∈M هر و r ∈ R هر برای (٣)
. :M×R −→M اسͺالر در ضرب هرگاه است راست MیRͷ‐مدول گوییم مشابه صورت به

کند: صدق زیر خواص در

١



.m.(rs) = (m.r).s داریم m ∈M هر و r, s ∈ R هر برای (١)
.m.(r + s) = m.r +m.s داریم m ∈M هر و r, s ∈ R هر برای (٢)

.(m+m′).r = m.r +m′.r داریم m,m′ ∈M هر و r ∈ R هر برای (٣)
گوییم کند صدق زیر خاصیت در M (راست) چپ R‐مدول اگر باشد. یͺدار حلقه R کنیم فرض

است. یͺانͬ) (راست یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی M
.(m.۱R = m) ۱R.m = m داریم m ∈M هر برای (۴)

است. یͺانͬ (راست) چپ مدول ͷی از مثالͬ برداری فضای هر .١ . ١ . ٢ مثال

ͬ توان م طبیعͬ کاملا صورت به (Zn (مانند باشد جمعͬ آبلͬ گروه ͷیM کنیم فرض .١ . ١ . ٣ مثال
کرد. تبدیل یͺانͬ چپ Z‐مدول ͷی به تبدیل زیر اسͺالر در ضرب با را M

n.m :=

︷nبار ︸︸ ︷
m+ ...+m .

بیش با حلقه ͷیR و عضو دو از بیش با دلخواه آبلͬ جمعͬ گروه ͷیM کنیم فرض .۴ . ١ . ١ مثال
چپ R‐مدول ͷی M ،r.m = ۰ (بدیهͬ) اسͺالر در ضرب با صورت این در باشد. عضو دو از

نیست. یͺانͬ که است

این در .Z (آبلͬ) جمعͬ گروهͬ M و باشد ۲Z یͺدار) (غیر حلقه R که کنیم فرض .۵ . ١ . ١ مثال
نیست. یͺانͬ که است چپ R‐مدول ͷی M ،۲k.m = ۲km اسͺالر در ضرب با صورت

گروهͬ را M اگر نیست. جابجایی و یͺدار لزوما که باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۶ . ١ . ١ مثال
ͷی R خود r.m = rm اسͺالر در ضرب با آنگاه کنیم فرض (R,+) یعنͬ حلقه (آبلͬ) جمعͬ
به را اسͺالر در ضرب اگر ͬ شود. م یͺانͬ چپ مدول باشد یͺدار R اگر که است چپ R‐مدول
باشد یͺدار R اگر که است راست R‐مدول ͷی R خود آنگاه کنیم تعریف m.r = mr صورت
RR نماد از بͽیریم نظر در خودش روی مدول عنوان به را R وقت هر ͬ شود. م یͺانͬ راست مدول

ͬ کنیم. م استفاده راست مدول برای RR نماد از و چپ مدول برای

گروهͬ ͷیR/I که ͬ دانیم م چپRباشد. ایده آل ͷی I و حلقه ͷیR که کنیم فرض .١ . ١ . ٧ مثال
تعریف r.(s+I) = rs+I صورت به را اسͺالر در ضرب قسمتͬ). خارج (گروه است آبلͬ جمعͬ
یͺانͬ چپ مدول ͷی باشد Rیͺدار اگر که است چپ R‐مدول ͷیR/I صورت این در ͬ کنیم. م

شود؟). راست R‐مدول به تبدیل ͬ تواند م قسمتͬ خارج گروه این (آیا است.

اسͺالری در ضرب هیچ با Z صورت این در باشد. ناشمارا میدان ͷی R کنیم فرض .١ . ١ . ٨ مثال
تبدیل . اسͺالر در ضرب با Z کنیم فرض خلف؛ برهان به ͬ شود. نم یͺانͬ چپ R‐مدول به تبدیل
ثابت، لحظه این از و m ناصفر صحیح عدد ͷی برای نتیجه در شود. یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی به
است Rناشمارا و شمارا Z چون و است Z از مجموعه زیر ͷی {r.m | r ∈ R,m ∈ Z} مجموعه
ضرب با .(r− s).m = ۰ یعنͬ .r.m = s.m که باشد چنان R در s و r متمایز عناصر باید پس
حال .۱.m = ۰ داریم اسͺالر در ضرب (١) خاصیت از استفاده و چپ از r− s وارون در طرفین

است. تناقض این و m = ۰ یͺانͬ، فرض از

٢



اسͺالر در ضرب با باشد. R = Q و جمعͬ گروه ͷی M = (R,R) کنیم فرض .١ . ١ . ٩ مثال
نیست. یͺانͬ که است چپ Q‐مدول ͷی M ،r.(x, y) = (rx,۰)

آبلͬ جمعͬ گروه ͷی I صورت این در باشد. R حلقه چپ ایده آل I کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ مثال
R‐مدول ͷی I صورت این در .r.x = rx ͬ کنیم م تعریف r ∈ R هر و x ∈ I هر برای است.

است. چپ

ͷی r.(aij) = (raij) اسͺالر در ضرب با Mn(R) آنگاه باشد حلقه ͷی R اگر .١ . ١ . ١١ مثال
است. چپ R‐مدول

باشد (یͺانͬ) چپ R‐مدول ͷی M اگر باشد. جابجایی حلقه R کنیم فرض .١ . ١ . ١٢ گزاره
است. (یͺانͬ) راست R‐مدول ͷی M ،m.r = rm اسͺالر در ضرب با آنگاه

است. بدیهͬ اثبات.

داریم: r ∈ R و m ∈M برای باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ گزاره
است. حلقه صفر ،۰R که ۰R.m = ۰ (١)

.(−r).m = −(r.m) (٢)

داریم مدول تعریف (٢) خاصبت طبق (١) اثبات.

۰.m = (۰+ ۰).m = ۰.m+ ۰.m.

.۰.m = ۰ پس داریم حذف M در اما
داریم (١) طبق (٢)

۰ = ۰.m = (r + (−r)).m = r.m+ (−r).m.

.(−r).m = −(r.m) پس

ͬ کنیم. م ایجاد جدید مدول ͷی مدول ها از خانواده ͷی ͷکم با زیر مثال در

دنباله ها تمام باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ مثال و تعریف
به را اسͺار در ضرب و جمع ͬ گیریم. م نظر در را xi ∈Mi ،i ∈ I هر برای که (xi)i∈I صورت به

صورت
(xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I , r.(xi)i∈I = (rxi)i∈I

ضرب حاصل را جدید مدول ͬ کنیم. م تبدیل چپ R‐مدول ͷی به را دنباله ها این و ͬ کنیم م تعریف
باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م نشان

∏
i∈IMi با و گوییم ها Mi دکارتͬ ضرب حاصل یا مستقیم

ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م استفاده نیز M۱ × ... × Mk نماد از
.
∏

i∈IMi = ۰

با M/N آنگاه .M زیرگروه N و باشد آبلͬ گروه ͷی M کنیم فرض .١۵ . ١ . ١ مثال و تعریف
است. چپ Z‐مدول ͷی k.(m+N) = km+N خوشتعریف اسͺالر در ضرب

٣



تمرین ها
به و حلقه ͷی S اگر که دهید نشان باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۶ . ١ . ١ تمرین
در ضرب m ∈ M هر و s ∈ S هر برای آنگاه باشد حلقه ای همریختͬ ͷی f : S −→ R علاوه
کنید. بحث چپ S‐مدول بودن یͺانͬ مورد در است. چپ S‐مدول ͷی s.m = f(s)m اسͺالر

را مدول تعریف (٣) خاصیت که کنید معرفͬ چنان اسͺالری در ضرب و R ،M .١ . ١ . ١٧ تمرین
باشد. نداشته

ͷی به ͬ توان م صورت ͷی به فقط و فقط را دلخواه آبلͬ گروه هر که دهید نشان .١ . ١ . ١٨ تمرین
کرد. تبدیل یͺانͬ Z‐مدول

یͺانͬ F‐مدول به اسͺالری در ضرب با را Z که دارد وجود F مانند میدانͬ آیا .١ . ١ . ١٩ تمرین
کند؟ تبدیل

۴



قسمتͬ خارج مدول های و زیرمدول ها ١ . ٢

ͷی زمانͬ چه ببینم ͬ خواهیم م ... و حلقه ها گروه ها، مانند ریاضͬ ساختارهای همه مانند
ͬ کنیم. م داد قرار ͷی زیرمدول تعریف از قبل است. مدول خود مدول ͷی از زیرمجموعه

ضرب نوع باید مخاطب که داریم انتظار و ͬ دهیم م نشان rm با را r.m راحتͬ برای .١ . ٢ . ١ داد قرار
چپ را مدول نکردیم ذکر را مدول از راست و چپ صفت جا هر دهد. تشخیص مطلب به توجه با را

کنیم. ذکر را آن خلاف مͽر هستند یͺدار حلقه ها ادامه در کنید. فرض

زیرمدول را M از N ناتهͬ زیرمجموعه باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
هر و n ∈ N هر برای یعنͬ باشد بسته اسͺالر در ضرب تحت و باشد M زیرگروه N هرگاه گوییم

ͬ دهیم. م نشان N ≤M با را بودن زیرمدول .rn ∈ N باشیم داشته r ∈ R

است. Z Z‐مدول زیرمدول ͷی ۲Z .١ . ٢ . ٣ مثال

Mهستند زیرمدول های {۰} Mو خود ،M چپ R‐مدول هر برای که است واضح .۴ . ١ . ٢ مثال
ͬ دهیم. م نشان ۰ با راحتͬ برای را {۰} زیرمدول گوییم. بدیهͬ زیرمدل های آنها به که

است. R از زیرمدولͬ R حلقه از چپ ایده آل هر .۵ . ١ . ٢ مثال

{Ni}i∈I کنیم فرض علاوه به باشد. R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ مثال و تعریف
آنگاه باشد ناتهͬ I اگر باشد. M زیرمدول های از خانواده ای

∑
i∈I

Ni = {
n∑

k=۱
xik | n ≥ ۱, ik ∈ I, xik ∈ Nik}

.
∑

i∈I Ni = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد تهͬ I اگر است. M زیرمدول ͷی

به دنباله ها تمام باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١ . ٢ . ٧ مثال و تعریف
صفرند. مولفه ها بقیه اندیس متناهͬ تعداد جز به که ͬ گیریم م نظر در را

∏
i∈IMi از (xi)i∈I صورت

مدول ͬ دهند. م تشͺیل چپ R‐مدول ͷی دنباله ها این
∏

i∈IMi اسͺار در ضرب و جمع همان با
نشان

⊕
i∈IMi با و گوییم ها Mi مستقیم جمع حاصل را (

∏
i∈IMi زیرمدول واقع (در جدید

تهͬ I اگر .k = |I| که ͬ کنیم م استفاده نیز M۱ ⊕ ...⊕Mk نماد از باشد متناهͬ I اگر ͬ دهیم. م
.
⊕

i∈IMi = ۰ ͬ کنیم م تعریف باشد

.
⊕

i∈IM =
∏

i∈IMi که داریم I متناهͬ مجموعه برای .١ . ٢ . ٨ گزاره

است. بدیهͬ اثبات.

است زیرمدول ͷیM یͺانͬ چپ R‐مدول Nاز ناتهͬ زیرمجموعه فشرده) ͷمح) .١ . ٢ . ٩ قضیه
.rx+ y ∈ N باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈ N هر برای اگر تنها و اگر

۵



باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈ N هر برای که است واضح باشد زیرمدول N اگر اثبات.
.rx+ y ∈ N

.r = ۱ کنیم فرض .rx+ y ∈ N باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈ N هر برای کنیم فرض حال
M (آبلͬ) زیرگروه N یعنͬ این و y − x ∈ N آنگاه r = −۱ کنیم فرض اگر .x+ y ∈ N پس
نشان این .rx ∈ N داریم x ∈ N هر برای صورت این در باشد. y = ۰ کنیم فرض حال است.
خواص باید بنابراین است. شده تحدید R × N به R ×M روی از اسͺالر در ضرب که ͬ دهد م

باشد. داشته را مدول تعریف از (٣) و (٢) ،(١)

در باشد. برداری) (فضای F‐مدول ͷی V و میدان F که R = F کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ مثال
هستند. برداری زیرفضاهای همان V زیرمدول های فشرده ͷمح ͷکم با صورت این

nZ صورت به Z زیرمدول های تمام که ͬ شود م دیده راحتͬ به فشرده ͷمح ͷکم با .١ . ٢ . ١١ مثال
هستند. زیرمدول ها همان زیرگروه ها ͬ کنیم م صحبت Z‐مدول ها به راجع وقتͬ کلͬ طور به است.

از ناتهͬ خانواده ای {Ni}i∈I علاوه به و یͺانͬ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ١٢ گزاره
است. M زیرمدول N =

∩
i∈I Ni صورت این در باشد. M زیرمدول های

N پس (چرا؟). ۰ ∈ N که کنیم دقت باید ابتدا کنیم. استفاده فشرده ͷمح از ͬ خواهیم م اثبات.
چون طرفͬ از .x, y ∈ Ni که داریم i هر برای پس .x, y ∈ N که کنیم فرض حال است. ناتهͬ
Ni ،i هر برای دوباره .rx ∈ N که داریم r ∈ R هر برای پس است زیرمدول Ni ،i هر برای

.rx+ y ∈ N بنابراین .rx+ y ∈ Ni پس است زیرمدول

زیرمدول های از ناتهͬ خانواده ای {Ni}i∈I و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ١٣ قضیه
هستند. معادل زیر شرایط صورت این در باشد. M

نتیجه
∑n

k=۱ xik = ۰ اگر ،Nik از xik عضو هر و ik ∈ I عضو هر ،n طبیعͬ عدد هر برای (١)
است). مستقل {Ni}i∈I (یعنͬ ۱ ≤ k ≤ n هر برای xik = ۰ شود

داریم i هر برای (٢)
Ni ∩ (

∑
i̸=j

Nj) = ۰.

دارد. ها Ni اعضای از متناهͬ تعداد حسب بر یͺتا صورت به نمایشͬ
∑

i∈I Ni عنصر هر (٣)

پس .x ∈ Ni ∩ (
∑

i̸=j Nj) کنیم فرض .(٢) ⇐ (١) اثبات.

ni = x = nj۱ + ...+ njk , (k ≥ ۱, njl ∈ Njl).

ͬ آید. م دست به حͺم و x = ni = ۰ باید فرض طبق حال .ni − nj۱ − ...− njk = ۰ n∑پس
k=۱ xik صورت به نمایشͬ x مانند

∑
i∈I Ni از عضو هر

∑
i∈I Ni تعریف طبق .(٣) ⇐ (٢)

کنیم فرض اکنون .xik ∈ Nik و ik ∈ I طبیعͬ، عدد n که دارد

n∑
k=۱

xik =
n∑

k=۱
x′ik .

۶



گردد. برابر مجموع اعضای اندیس های تا ͬ کنیم م اضافه صفر مولفه باشد لازم اگر که کنید دقت
حال

xi۱ − x′i۱ =
n∑

k=۲
(xik − x′ik).

که یافت خواهیم در بالا تساوی طرف دو به دقت با

xi۱ − x′i۱ ∈ Ni۱ ∩
n∑

k=۲
Nik .

را بالا روند است کافͬ حͺم اثبات برای .xi۱ = x′i۱ یعنͬ .xi۱ − x′i۱ = ۰ باید فرض طبق پس
کنیم. تکرار xin تا xi۲ برای

داریم ،Nik از xik عضو هر و ik ∈ I عضو هر ،n طبیعͬ عدد هر برای کنیم فرض .(١) ⇐ (٣)
داریم اما .

∑n
k=۱ xik = ۰

n∑
k=۱

xik = ۰ =
n∑

k=۱
۰.

.xik = ۰ باید ،۱ ≤ k ≤ n هر برای فرض طبق حال

ͬ دهیم م قرار و ͬ گیریم م نظر در را Z۳۰ Z‐مدول .١۴ . ١ . ٢ مثال

N۱ = {۰̄, ۱̄۵}, N۲ = {۰̄,۱۰,۲۰}, N۳ = {۰̄, ۶̄,۱۲,۱۸,۲۴}.

قضیه (١) شرط در یعنͬ هستد مستقل خانواده ͷی ها Ni که ͬ شود م معلوم سرراست بررسͬ با
ͬ کنند. م صدق ،١ . ٢ . ١٣

ͬ کند. نم صدق ،١ . ٢ . ١٣ قضیه گزاره های از ͷی هیچ در ،ZZ یعنͬ Z Z‐مدول .١۵ . ١ . ٢ مثال
.Z۴ Z‐مدول همینطور

باشد N ⊆ Q و M چپ R‐مدول زیرمدول های Q و P ،N اگر مدولͬ) (قانون .١۶ . ١ . ٢ گزاره
داریم آنگاه

N + (P ∩Q) = (N + P ) ∩ (N +Q).

و N + (P ∩ Q) ⊆ N + P نتیجه در P ∩ Q ⊆ Q و P ∩ Q ⊆ P که است واضح اثبات.
.N + (P ∩Q) ⊆ (N + P ) ∩ (N +Q) بنابراین .N + (P ∩Q) ⊆ N +Q

پس .x ∈ (N + P ) ∩ (N +Q) کنیم فرض اکنون

n+ p = x = n′ + q (n, n′ ∈ N, p ∈ P, q ∈ Q).

که ͬ دهد م نشان این .p ∈ P ∩Q نتیجه در .p = n′ + q − n ∈ Q داریم ،N ⊆ Q فرض طبق
است. کامل اثبات و x = n+ p ∈ N + (P ∩Q)

٧



ͬ دهیم م قرار .X ⊆M و باشد چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ مثال و تعریف

RX = {
n∑

k=۱
rkxk +

n∑
k=۱

tkxk | n ≥ ۱, tk ∈ Z, rk ∈ R, xk ∈ X}

زیرمدول آن به که است زیرمدول ͷی RX ͬ شود م دیده راحتͬ به .RX = ۰ باشد تهͬ X اگر و
راحتͬ برای و است دوری زیرمدول RX به آنگاه باشد X = {x} اگر گوییم. X توسط شده تولید

آنگاه باشد عضوی تک X اگر که است واضح مطلب این ͬ دهیم. م نشان Rx با

Rx = {rx+ tx | r ∈ R, t ∈ Z}

یͺانͬ چپ مدول M کنیم فرض اگر .RX =
∑

x∈X Rx آنگاه باشد دلخواه X اگر نتیجه در و
آنگاه است

RX = {
n∑

k=۱
rkxk | n ≥ ۱, rk ∈ R, xk ∈ X}, Rx = {rx | r ∈ R}.

RX صورت این در .X ⊆ M و باشد چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ گزاره
است. X شامل که است M از زیرمدول کوچͺترین

شامل زیرمدولͬ N کنیم فرض است. واضح است X شامل زیرمدولͬ RX که مطلب این اثبات.
،rk ∈ R ،n ≥ ۱ که

∑n
k=۱ rkxk+

∑n
k=۱ tkxk ∈ N باید زیرمدول تعریف طبق پس Xباشد

است. X شامل زیرمدول کوچͺترین RX یعنͬ .RX ⊆ N باید پس .xk ∈ X و tk ∈ Z

هرگاه است X ⊆ M مانند مولدی مجموعه دارای M چپ R‐مدول گوییم .١ . ٢ . ١٩ تعریف
آنگاه باشد عضوی تک X اگر گوییم. مولد متناهͬ را M آنگاه باشد متناهͬ X اگر .M = RX

mt ،... ،m۱ اعضای یعنͬ M بودن مولد متناهͬ باشد. یͺانͬ M کنیم (فرض گوییم دوری را M
مدول برای .(t = ۱ یعنͬ بودن دوری و M = Rm۱ + ... + Rmt که دارند وجود چنان M از

ͬ گیریم. م نظر در مولد مجموعه را تهͬ مجموعه ۰
است. مولد مجموعه ͷی X =M ،M مدول هر برای .١ . ٢ . ٢٠ مثال

پایه مورد (در ͬ باشد م نیز آن مولد مجموعه که است پایه دارای برداری فضای هر .١ . ٢ . ٢١ مثال
داشت). خواهیم مفصلͬ بحث بعدا مدول برای

(یͺدار) حلقه هر نتیجه در و است مولد مجموعه ͷی {۱} ،R یͺدار حلقه هر برای .١ . ٢ . ٢٢ مثال
است. دوری مدول ͷی

مجموعه (آیا هستند مولد مجموعه {۲,۳} و {۱} مجموعه دو ZZ مدول برای .١ . ٢ . ٢٣ مثال
ͬ شناسید؟). م ZZ برای بیشتر یا عضوی سه مولد

آبلͬ گروه .N ≤M و باشد چپ R‐مدول ͷی N کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ مثال و تعریف

M/N = {x+N | x ∈M}

را M/N ،r.(x+N) = rx+N (چرا؟) خوشتعریف اسͺالر در ضرب با و ͬ گیریم م نظر در را
گوییم. قسمتͬ خارج مدول جدید، R‐مدول به ͬ کنیم. م تبدیل چپ R‐مدول ͷی به

٨



ͬ کنیم م تعریف باشد. اول عدد ͷی p کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٢ مثال و تعریف

Zp∞ = { a
pn

+ Z | a ∈ Z, n ∈ N}.

است. Q/Z قسمتͬ) (خارج Z‐مدول از زیرمدولͬ Zp∞ فشرده ͷمح با

هیچ M اگر صورت این در باشد. ناصفر چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
است. ساده M گوییم باشد نداشته نابدیهͬ زیرمدول

مفهوم این مورد در مفصل طور به بعدی بخش های در اما ͬ آوریم م مثال دو ساده مدول برای
گفت. خواهیم جبر مهم بسیار

است. (چپ) ساده مدول ͷی DD مدول D تقسیم حلقه هر برای .١ . ٢ . ٢٧ مثال

(چرا؟). نیست ساده Z۴ Z‐مدول .١ . ٢ . ٢٨ مثال

Z‐مدول هر کلͬ طور به است. ساده مدول ͷی Zp Z‐مدول ،p اول عدد هر برای .١ . ٢ . ٢٩ مثال
چون ۰ ̸= m ∈M هر برای آنگاه باشد ساده Z‐مدول ͷیM اگر زیرا است. Zp صورت به ساده
حال است. دوری آبلͬ گروه M یعنͬ .M = Zm ساده، مدول تعریف طبق پس است ناصفر Zm
یͺریخت یا و طبیعͬ عددی n که Zn ͷی با گروهͬ یͺریخت باید M جبر مبانͬ از قضیه ای طبق
یͺریخت Mباید نتیجه در و نیست ساده پس دارد نابدیهͬ زیرگروه بیشمار Z اما باشد. Z با گروهͬ

(چرا؟). باشد اول باید n راست سر محاسبه با باشد. طبیعͬ، عددی n که Zn ͷی با گروهͬ

را M از N ناصفر زیرمدول باشد. ناصفر چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
.K = ۰ شود نتیجه K ⪇ N که M از K زیرمدول هر برای هرگاه گوییم مینیمال زیرمدول

است. مینیمال زیرمدول ۲Z۴ = {۰̄, ۲̄} که است واضح Z۴ Z‐مدول در .١ . ٢ . ٣١ مثال

است. M خود مینیمال زیرمدول ،M ساده مدول هر در .١ . ٢ . ٣٢ مثال

است nZ صورت به Z زیرمدول های تمام زیرا ندارد. مینیمال زیرمدول ZZ مدول .١ . ٢ . ٣٣ مثال
دارد. سره صورت به خود دل در را n۲Z ناصفر زیرمدول nZ همواره که

را M از N سره زیرمدول باشد. ناصفر چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
.K =M شود نتیجه N ⪇ K که M از K زیرمدول هر برای هرگاه گوییم ماکسیمال زیرمدول

DD مدول برای ماکسیمال زیرمدول ،۰ زیرمدول باشد. تقسیم Dحلقه کنیم فرض .٣۵ . ١ . ٢ مثال
است.

است. ماکسیمال ۲Z۸ = {۰̄, ۲̄, ۴̄, ۶̄} زیرمدول Z۸ Z‐مدول در .٣۶ . ١ . ٢ مثال

است. Z ماکسیمال زیرمدول ͷی pZ ،p اول عدد هر برای .١ . ٢ . ٣٧ مثال

٩



ماکسیمال (زیرمدول) زیرگروه M اگر زیرا ندارد. ماکسیمال زیرمدول Q Z‐مدول .١ . ٢ . ٣٨ مثال
به یعنͬ دارد بدیهͬ زیرگروه فقط Q/M گروه ها از تناظر قضیه طبق آنگاه باشد Q جمعͬ گروه
وجود چنان p اول عدد ،١ . ٢ . ٢٩ مثال طبق پس است. ساده Z‐مدول ͷی Q/M معادل صورت
m/n ∈ Q اگر حال .pQ ⊆M باید پس pZp = ۰ اما گروه). عنوان (به Q/M ∼= Zp که دارد

است. تناقض این و M = Q پس .m/n = p(m/pn) ∈ pQ ⊆M که داریم باشد دلخواه
M صورت این در باشد. مولد متناهͬ ناصفر چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٩ قضیه

دارد. ماکسیمال مدول زیر
ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م اثبات زرن لم ͷکم با را قضیه اثبات.

A = {N | است M از سره زیرمدول ͷی N}.

ͷی به را A ͬ توان شمول م رابطه با که ͬ دانیم م است. ناتهͬ A پس است A در صفر زیرمدول چون
قرار ͬ گیریم. م نظر در A در را {Nα}α∈Γ دلخواه ناتهͬ زنجیر حال کنیم. تبدیل مرتب جزئا مجموعه
Nباشد =M اگر Mاست. زیرمدول ͷیN راست سر بررسͬ ͷی با .N =

∪
α∈ΓNα ͬ دهیم م

مجموعه برابر یعنͬ است یͺسان M با آن مولدهای مجموعه که ͬ شود م مولد متناهͬ نیز N آنگاه
در این .RX = M = Nα نتیجه در .X ⊆ Nα که دارد وجود چنان α اندیس پس است. X
به .N ∈ A نتیجه در و M ̸= N پس دارند. قرار A در که است زنجیر اعضای با آشͺار تناقض
کران A از ناتهͬ زنجیر هر که داده ایم نشان اینجا تا یعنͬ است. زنجیر برای بالا کران ͷیN وضوح
K ∈ A چون است. K مانند ماکسیمال عضو داری A زرن لم طبق نتیجه در و دارد A در بالایی
شود. کامل اثبات تا است ماکسیمال زیرمدول K که دهیم نشان باید است. سره زیرمدول K پس
بنابراین .K ⪇ L ⪇ M که دارد وجود چنان L زیرمدول پس نباشد ماکسیمال K که کنیم فرض

است. تناقض که نیست A ماکسیمال عضو K یعنͬ این و L ∈ A
دارد. ماکسیمال چپ ایده آل R یͺدار حلقه هر .۴١ . ٢ . ٠ نتیجه

چپ) (ایده آل Rزیرمدول مدول ،١ . ٢ . ٣٩ قضیه طبق پس است. دوری مدول ͷی RR مدول اثبات.
دارد. ماکسیمال

تمرین ها
نیست. حذف قابل N ⊆ Q شرط مدولͬ قانون در دهید نشان .۴١ . ٢ . ١ تمرین

زیرمدول های از ناتهͬ خانواده ای {Ni}i∈I علاوه به و MیRͷ‐مدول کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٢ تمرین
است. M زیرمدول N =

∩
i∈I Ni صورت این در باشد. M

از چپ ایده آل I و M ناتهͬ زیرمجموعه X چپ، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٣ تمرین
دهید نشان باشد. R

IX = {
n∑

k=۱
ikxk | n ≥ ۱, ik ∈ I, xk ∈ X}

ضرب دهید نشان آنگاه IM = ۰ اگر باشد. R حلقه ایده آل I کنیم فرض است. M از زیرمدول
ͬ کند. م تبدیل چپ (R/I)‐مدول ͷی به را M ،(r + I).m = rm اسͺالر در
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باشد. IM = ۰ شرط با R حلقه ایده آل I چپ، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۴۴ . ١ . ٢ تمرین
(R/I)‐مدول زیرمدول N اگر تنها و اگر است M چپ R‐مدول زیرمدول N که دهید نشان

باشد. M چپ

است. دوری ساده مدول هر دهید نشان .۴۵ . ١ . ٢ تمرین

زیرمدول مدول این دهید نشان سپس کنید. شناسایی را Zp∞ زیرمدول های تمام .۴۶ . ١ . ٢ تمرین
دارد. مینیمال زیرمدول که حالͬ در ندارد ماکسیمال

نباشد. دوری آن از زیرمدولͬ که بزنید مثال دوری مدول .۴١ . ٢ . ٧ تمرین

نباشد. مولد متناهͬ آن از زیرمدولͬ که بزنید مثال مولدی متناهͬ مدول .۴١ . ٢ . ٨ تمرین

نشان آنگاه باشد Q ⊆ N و M چپ R‐مدول زیرمدول های Q و P ،N اگر .۴١ . ٢ . ٩ تمرین
داریم که دهید

N ∩ (P +Q) = (N ∩ P ) + (N ∩Q).

نیست. حذف قابل Q ⊆ N شرط دهید نشان علاوه به

١١



مربوطه قضایای و مدولͬ همریختͬ ١ . ٣
توابع به را خود توجه اکنون ... و بردار فضاهای گروه ها، یعنͬ ریاضͬ ساختارهای سایر مانند

ͬ کنیم. م معطوف ͬ شوند م تعریف مدول ها بین که خاصͬ

ͷی را f : M −→ N تابع باشند. چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈M هر برای هرگاه ͬ نامیم م مدولͬ R‐همریختͬ

.f(x+ y) = f(x) + f(y) (١)
.f(rx) = rf(x) (٢)

ͷی مدولͬ همریختͬ را آن باشد ͷی به ͷی f اگر و پوشا مدولͬ همریختͬ را آن باشد پوشا f اگر
با ابهام بیم اگر گوییم. مدولͬ یͺریختͬ آن به باشد ͷی به ͷی هم و پوشا هم f اگر نامییم. ͷی به

ͬ کنیم. م حذف را مدولͬ صفت نباشد و...) حلقه ای (گروهͬ، ͬ ها همریخت سایر

است. مدولͬ Z‐یͺریختͬ ͷی f(x) = ۲x ضابطه با f : Z −→ ۲Z تابع .١ . ٣ . ٢ مثال

مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی f((x, y)) = ۲x ضابطه با f : Z × Z −→ Z تابع .١ . ٣ . ٣ مثال
است.

Z‐همریختͬ ͷی f((x, y)) = (x, y+۱) ضابطه با f : Z×Z −→ Z×Q تابع .۴ . ١ . ٣ مثال
نیست. مدولͬ

idM(x) = x ضابطه با idM : M −→ M تابع M R‐مدول هر برای .۵ . ١ . ٣ مثال و تعریف
گوییم. همانͬ همریختͬ آن به که است یͺریختͬ ͷی

با i : N −→ M تابع N (سره) زیرمدول هر و M R‐مدول هر برای .۶ . ١ . ٣ مثال و تعریف
گوییم. شمول همریختͬ آن به که است پوشا) (غیر ͷی به ͷی همریختͬ ͷی i(x) = x ضابطه

ضابطه با o : M −→ N تابع N و M ناصفر R‐مدول دو هر برای .١ . ٣ . ٧ مثال و تعریف
گوییم. صفر همریختͬ آن به که است پوشا) نه و ͷی به ͷی (نه مدولͬ همریختͬ ͷی o(x) = ۰

با π : M −→ M/N تابع M از N زیرمدول و M R‐مدول هر برای .١ . ٣ . ٨ مثال و تعریف
گوییم. طبیعͬ همریختͬ آن به که است (پوشا) مدولͬ همریختͬ ͷی π(x) = x+N ضابطه

تابع باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ مثال و تعریف

pi :
∏
i∈I

Mi −→Mi, (pi :
⊕
i∈I

Mi −→Mi)

است. پوشا مدولͬ همریختͬ ͷی pi((xi)i∈I) = xi ضابطه با

تابع باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١ . ٣ . ١٠ مثال و تعریف

λi :Mi −→
∏
i∈I

Mi, (λi :Mi −→
⊕
i∈I

Mi)
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ضابطه با

λi(xi) = (...,۰, ...,۰,
ام i ︷︸︸︷محل
xi ,۰, ...,۰, ...)

بهتری تصور تا است نماد ͷی صرفا تساوی دوم سمت (عبارت است ͷی به ͷی مدولͬ همریختͬ ͷی
ویژه حساسیت با است ناشمارا گذار اندیس مجموعه که زمانͬ باید و باشیم داشته تابع این ضابطه از

شود). دقت نماد این به

.piλi = idMi
داریم همواره قبل، مفروضات با .١ . ٣ . ١١ گزاره

است. بدیهͬ اثبات.

N با M ͬ گوییم م آنگاه باشد مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی f : M −→ N اگر .١ . ٣ . ١٢ تذکر
باشد دیͽر مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی g : N −→ K اگر .M ∼=R N ͬ نویسیم م و است یͺریخت
ͷی نیز f−۱ : N −→ M که دید ͬ توان م راحتͬ به است. مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی gf آنگاه

است. ارزی هم رابطه ͷی مدولͬ یͺریختͬ رابطه پس است. مدولͬ R‐یͺریختͬ

مدولͬ“ ”همریختͬ از مدولͬ“ ”R‐همریختͬ جای به نباشد ابهام بیم جای در اگر .١ . ٣ . ١٣ تذکر
کرد. خواهیم استفاده “∼=” از “∼=R” جای به همچنین ͬ کنیم. م استفاده ”همریختͬ“ حتͬ یا

R‐همریختͬ ͷی f : M −→ N و چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ گزاره
M از K زیرمدول هر برای صورت این در باشد. مدولͬ

f(K) = {f(x) | x ∈ K}

نشان Im(f) با را f(M) زیرمدول باشد K = M اگر خاص، حالت (در است N زیرمدول ͷی
گوییم). f تصویر آن به و ͬ دهیم م

ͬ آید. م دست به تعریف از اثبات.

R‐همریختͬ ͷی f : M −→ N و چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١۵ . ١ . ٣ گزاره
N از L زیرمدول هر برای صورت این در باشد. مدولͬ

f−۱(L) = {x ∈M | f(x) ∈ L}

Ker(f)نشان با را f−۱(۰) زیرمدول باشد L = ۰ اگر خاص، حالت (در Mاست زیرمدول ͷی
.(Ker(f) = {x ∈M | f(x) = ۰} پس گوییم f هسته آن به و ͬ دهیم م

ͬ آید. م دست به تعریف از اثبات.

داریم همواره .١۶ . ١ . ٣ تذکر

f(۰) = f(۰+ ۰) = f(۰) + f(۰)

.f(۰) = ۰ نتیجه در و

١٣



f :M −→ N صورت این در باشند. یͺانͬ چپ R‐مدول Nدو Mو کنیم فرض .١ . ٣ . ١٧ تذکر
باشیم داشته r ∈ R هر و x, y ∈ M هر برای اگر تنها و اگر است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی

.f(rx+ y) = rf(x) + f(y)

R‐همریختͬ ͷی f : M −→ N و یͺانͬ چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ٣ . ١٨ لم
.Ker(f) = ۰ اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی f باشد. مدولͬ

داریم همواره که کنید دقت ابتدا .x ∈ Ker(f) و باشد ͷی به ͷی f کنیم فرض اثبات.

f(۰) = f(۰+ ۰) = f(۰) + f(۰)

.x = ۰ باید ͬͺی به ͷی از .f(x) = ۰ = f(۰) پس .f(۰) = ۰ نتیجه در و
هسته، تعریف طبق حال .۰ = f(x)−f(y) = f(x−y) پس .f(x) = f(y) کنیم فرض حال

.x = y بنابراین .x− y ∈ Ker(f) = ۰
هستند: برقرار زیر شرایط آنگاه باشد مدولͬ یRͷ‐همریختͬ f :M −→ N اگر .١ . ٣ . ١٩ گزاره

است. ͷی به ͷی f آنگاه gf = idM که باشد موجود g : N −→M R‐همریختͬ اگر (١)
است. پوشا f آنگاه fg = idN که باشد موجود g : N −→M R‐همریختͬ اگر (٢)

gf = idM که باشد موجود g : N −→ M R‐همریختͬ اگر تنها و اگر است یͺریختͬ f (٣)
.fg = idN و

f(x) = f(x′) و gf = idM که باشد موجود g : N −→M همریختͬ کنیم فرض (١) اثبات.
داریم حال .x, x′ ∈M که

x = idM(x) = g(f(x)) = g(f(x′)) = idM(x′) = x′.

است. ͷی به ͷی f پس
ͬ دهیم م قرار .n ∈ N و fg = idN که باشد موجود g : N −→ M همریختͬ کنیم فرض (٢)

داریم حال .m = g(n)

f(m) = f(g(n)) = idN(n) = n.

است. پوشا f پس
ͷی و دارد وجود f−۱ پس است پوشا و ͷی به ͷی f یعنͬ است. یͺریختͬ f کنیم فرض (٣)

رابطه که ͬ دهد م نتیجه این (چرا؟). است خوشتعریف همریختͬ

g : N −→M, g(n) = f−۱(n)

داریم زیرا است. نظر مورد همریختͬ همان g است. مدولͬ همریختͬ و خوشتعریف

gf(m) = f−۱(f(m)) = m fg(n) = f(f−۱)(n) = n

.fg = idN و gf = idM پس
پس .fg = idN و gf = idM که باشد موجود g : N −→ M R‐همریختͬ کنیم فرض حال

باشد. پوشا و ͷی به ͷی f باید (٢) و (١) طبق

١۴



قضایایی دیده اید، حلقه ها و گروه ها با رابطه در جبر مبانͬ در که یͺریختͬ قضایای با مشابه
و بیان به درس ادامه در که ͬ شوند م مطرح مدول نظریه در مدولͬ یͺریختͬ قضایای عنوان تحت

پرداخت. خواهیم آنها اثبات

یͺانͬ چپ R‐مدول دو N و M که کنیم فرض مدولͬ) یͺریختͬ اول (قضیه .١ . ٣ . ٢٠ قضیه
.M/Ker(f) ∼=R Im(f) آنگاه باشد مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f :M −→ N اگر باشند.

m ∈M که m+Ker(f)است صورت M/Ker(f)به عنصر هر که ͬ کنیم م دقت ابتدا اثبات.
ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه حال (چرا؟).

g :M/Ker(f) −→ Im(f), g(m+Ker(f)) = f(m).

آنگاه m + Ker(f) = m′ + Ker(f) اگر است). (تابع است خوشتعریف g ͬ دهیم م نشان
است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f چون .f(m − m′) = ۰ نتیجه در .m − m′ ∈ Ker(f)

بنابراین .f(m) = f(m′) معادلا یا f(m)− f(m′) = ۰ که داریم

g(m+Ker(f)) = g(m′ +Ker(f))

است. خوشتعریف g یعنͬ
داریم m,m′ ∈M هر برای زیرا است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی g تابع

g(m+Ker(f) +m′ +Ker(f)) = g(m+m′ +Ker(f)) = f(m+m′) =

f(m) + f(m′) = g(m+Ker(f)) + g(m′ +Ker(f)).

داریم r ∈ R هر و m ∈M هر برای علاوه به

g(r(m+Ker(f)) = g(rm+Ker(f)) = f(rm) =

rf(m) = rg(m+Ker(f)).

پس .f(m) = ۰ نتیجه در .g(m + Ker(f)) = ۰ آنگاه m + Ker(f) ∈ Ker(g) اگر
(برای است ͷی به ͷی g ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق حال .m +Ker(f) = ۰ معادلا یا m ∈ Ker(f)

کنید). دنبال نیز را خوشتعریفͬ عکس جهت ͬ توانید م ͬͺی به ͷی دادن نشان
پس .f(m) = t که دارد وجود چنان m ∈M صورت این در .t ∈ Im(f) کنیم فرض

g(m+Ker(f)) = f(m) = t

.M/Ker(f) ∼= Im(f) که داده ایم نشان پس است. پوشا g یعنͬ

یعنͬ است، پوشا f(n) = n̄ ضابطه با f : Z −→ Z۵ مدولͬ Z‐همریختͬ .١ . ٣ . ٢١ مثال
داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق حال .Ker(f) = ۵Z علاوه به و Im(f) = Z۵

.Z/۵Z ∼=Z Z۵

ͷی f :M −→ N اگر باشند. یͺانͬ چپ R‐مدول دو N و M که کنیم فرض .١ . ٣ . ٢٢ نتیجه
.M/Ker(f) ∼=R N آنگاه باشد پوشا مدولͬ R‐همریختͬ
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است. بدیهͬ اثبات.

ایده آل صورت این در باشد. یͺانͬ دوری چپ R‐مدول ͷی Rm که کنیم فرض .١ . ٣ . ٢٣ نتیجه
ͬ دهد. م نتیجه را Rm ∼=R R/I مدولͬ یͺریختͬ که دارد وجود I مانند R از چپی

ͬ دهیم م قرار اثبات.
f : R −→ Rm, f(r) = rm.

ͬ دهیم م قرار است. پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f که دید ͬ توان م راست سر بررسͬ ͷی با
،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق بر حال (چرا؟). است R از چپ ایده آل I که است واضح .I = Ker(f)

.R/I ∼=R Rm داریم

R‐زیرمدولͬ ͷی N/K آنگاه K ≤ N ≤M و چپ R‐مدول ͷی M اگر که داریم توجه
در را K/N و N/K آنگاه باشند دلخواه زیرمدول های N و K اگر ولͬ (چرا؟). است M/K از
زیرمدول، دو این ͷکم به اما آوریم. حساب به M/N و M/K از زیرمدولͬ ͬ توانیم نم کلͬ حالت
دقت اگر بسازییم. را M/N و M/K از (K +N)/N و (N +K)/K زیرمدول های ͬ توانیم م
اما ͬ رسد. م نظر به پیچیده نوعͬ به (K + N)/N یا و (N + K)/K عنصرهای شͺل کنیم
یͺریخت شده تری شناخته مدول های با زیرمدول دو این که ͬ دهد م نشان مدولͬ یͺریختͬ دوم قضیه

هستند.
ͬ کنیم. م بیان را یͺریختͬ دوم قضیه اکنون

باشد. یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی M که کنیم فرض مدولͬ) یͺریختͬ دوم (قضیه .٢۴ . ١ . ٣ قضیه
.(N +K)/K ∼= N/(N ∩K) آنگاه باشند M مدول های زیر K و N اگر

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه اثبات.

g : N −→ (N +K)/K, g(n) = n+K.

برای زیرا است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی g تابع است). (تابع است خوشتعریف g که است واضح
داریم n, n′ ∈ N هر

g(n+ n′) = n+ n′ +K = (n+K) + (n′ +K) = g(n) + g(n′).

داریم r ∈ R هر و n ∈ N هر برای علاوه به

g(rn) = rn+K = r(n+K) = rg(n).

ͬ کنیم م محاسبه را g هسته اکنون است. پوشا g که است واضح

Ker(g) = {n ∈ N | g(n) = ۰} = {n ∈ N | n+K ∈ K} =

{n ∈ N | n ∈ K} = N ∩K.

.(N +K)/K ∼= N/(N ∩K) ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق حال
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طبق صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را Z Z‐مدول از ۱۰Z و ۴Z زیرمدول های .٢۵ . ١ . ٣ مثال
داریم ،٢۴ . ١ . ٣ قضیه یͺریختͬ، دوم قضیه

(۴Z+ ۱۰Z)/۱۰Z ∼= ۴Z/(۴Z ∩ ۱۰Z) = ۴Z/۲۰Z.

از N/Kزیرمدولͬ آنگاه Kباشند ≤ N شرط Mبا چپ R‐مدول از زیرمدول Kدو Nو اگر
دهیم. تشͺیل را (M/K)/(N/K) قسمتͬ خارج مدول ͬ توانیم م دوباره نتیجه در و است M/K

سوم قضیه اما ͬ رسد. م نظر به پیچیده نوعͬ به جدید مدول این عنصرهای شͺل کنیم دقت اگر
هستند. یͺریخت شده تری شناخته مدول با جدید مدول این که ͬ دهد م نشان مدولͬ یͺریختͬ

ͬ کنیم. م بیان را یͺریختͬ سوم قضیه اکنون

باشد. یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی M که کنیم فرض مدولͬ) یͺریختͬ سوم (قضیه .٢۶ . ١ . ٣ قضیه
.(M/K)/(N/K) ∼= M/N آنگاه K ⊆ N که باشند M مدول های زیر K و N اگر

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه اثبات.

g :M/K −→M/N, g(m+K) = m+N.

m + K = m′ + K اگر ،m,m′ ∈ M هر برای زیرا است). (تابع است خوشتعریف g حال
بنابراین و m + N = m′ + N پس .m − m′ ∈ N نتیجه در .m − m′ ∈ K آنگاه

.g(m+K) = g(m′ +K)
داریم m,m′ ∈M هر برای زیرا است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی g تابع

g(m+m′+K) = m+m′+N = (m+N)+(m′+N) = g(m+K)+g(m′+K).

داریم r ∈ R هر و m ∈M هر برای علاوه به

g(rm+K) = rm+N = r(m+N) = rg(m+K).

ͬ کنیم م محاسبه را g هسته اکنون است. پوشا g که است واضح

Ker(g) = {m+K ∈M/K | g(m+K) = ۰} =

{m+K ∈M/K |m+N ∈ N} =

{m+K ∈M/K |m ∈ N} = N/K.

.M/N ∼= (M/K)/(N/K) ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق حال

داریم صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را Z Z‐مدول از ۹Z و ۳Z زیرمدول های .١ . ٣ . ٢٧ مثال
داریم ،٢۶ . ١ . ٣ قضیه یͺریختͬ، سوم قضیه طبق پس (۳Z/۹Z) ≤ (Z/۹Z)

(Z/۹Z)/(۳Z/۹Z) ∼= Z/۳Z.
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واقع در دارد. درس ادامه و مسایل حل در وسیعͬ کاربرد که ͬ کنیم م بیان را تناظر قضیه اکنون
بین ارتباطͬ چه باشد پوشا مدولͬ R‐همرختͬ ͷی f :M −→ N وقتͬ که ͬ کند م بیان قضیه این
مجموعه دو بین تناظر از منظور که ͬ کنیم م یادآوری دارد. Mوجود زیرمدول های Nو زیرمدول های

است. مجموعه دو آن بین پوشا و ͷی یه ͷی تابع ͷی وجود

و باشند یͺانͬ چپ R‐مدول دو N و M که کنیم فرض مدولͬ) تناظر (قضیه .١ . ٣ . ٢٨ قضیه
دهید قرار باشد. پوشا مدولͬ همریختͬ f :M −→ N

X = {K ≤M |Ker(f) ⊆ K}, Y = {L | L ≤ N}.

دارد. وجود Y و X بین تناظر ͷی صورت این در

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه اثبات.

θ : X −→ Y , θ(K) = f(K).

θ(K) = f(K) ،K ∈ X هر برای که است واضح زیرا است). (تابع است خوشتعریف θ حال
K = K ′ و K,K ′ ∈ X اگر که است واضح علاوه به .θ(K) ∈ Y یعنͬ است N از زیرمدولͬ

.θ(K) = θ(K ′) آنگاه
معادل صورت به یا θ(K) = θ(K ′) کنیم فرض است. پوشا و ͷی به ͷی θ ͬ دهیم م نشان حال
پس .f(k) ∈ f(K ′) نتیجه در و f(k) ∈ f(K) آنگاه k ∈ K اگر .f(K) = f(K ′)
پس .f(k − k′) = ۰ معادلا یا f(k) = f(k′) که دارد وجود چنان k′ ∈ K ′ مانند عضوی
نشان یعنͬ .k = k − k′ + k′ ∈ K ′ بنابراین .k − k′ ∈ K ′ نتیجه در و k − k′ ∈ Ker(f)
پس .K = K ′ که ͬ دهد م نشان این و ͬ شود م نتیجه K ′ ⊆ K مشابه روندی با .K ⊆ K ′ داده ایم

است. ͷی به ͷی θ
M از زیرمدول ͷی L که است واضح .K = f−۱(L) ͬ دهیم م قرار .L ∈ Y کنیم فرض حال
حال .K ∈ X یعنͬ .Ker(f) = f−۱(۰) ⊆ f−۱(L) = K پس ۰ ⊆ L چون است.
.l ∈ L که کنیم فرض .f(K) = L معادل صورت به یا θ(K) = L که دهیم نشان است کافͬ
در و f(m) ∈ L پس .f(m) = l که دارد وجود چنان m ∈ M عنصر است، پوشا f چون
بنابراین .l = f(m) ∈ f(f−۱(L)) = f(K) که ͬ دهد م نشان این .m ∈ f−۱(L) نتیجه
که دارد وجود چنان k ∈ K = f−۱(L) عنصر آنگاه باشد t ∈ f(K) اگر حال .L ⊆ f(K)
کامل اثبات و f(K) = L که ͬ دهد م نشان این .f(K) ⊆ L نتیجه در و t ∈ L پس .t = f(k)

است.

علاوه به و است پوشا f(n) = n̄ ضابطه با f : Z −→ Z۶۰ Z‐همریختͬ .١ . ٣ . ٢٩ مثال
قضیه مدولͬ، تناظر قضیه از Z۶۰ زیرمدول های تعداد دانستن برای حال .Ker(f) = ۶۰Z

داریم و ͬ کنیم م استفاده ،١ . ٣ . ٢٨

X = {K ≤ Z | ۶۰Z ⊆ K} =

{Z,۲Z,۳Z,۴Z,۵Z,۶Z,۱۰Z,۱۲Z,۱۵Z,۲۰Z,۳۰Z,۶۰Z}.

است. زیرمدول ١٢ دارای Z۶۰ یعنͬ
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Mمشخص زیرمدول های اساس بر M/Nرا قسمتͬ خارج مدول زیرمدول های شͺل زیر نتیجه
N شامل M زیرمدول K که هستند K/N صورت به دقیقا M/N زیرمدول های واقع در ͬ کند. م

است.

این در باشد. M زیرمدول N و یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی M که کنیم فرض .١ . ٣ . ٣٠ نتیجه
هر علاوه به دارد. وجود M/N زیرمدول های و N شامل M زیرمدول های بین تناظر ͷی صورت

ͬ باشد. م N شامل M از زیرمدولͬ L که است L/N صورت به M/N زیرمدول

یعنͬ Nاست برابر دقیقا آن هسته و پوشا π :M −→M/N طبیعͬ همریختͬ که ͬ دانیم م اثبات.
ͬ دهیم م قرار (چرا؟). Ker(π) = N

X = {K ≤M | N = Ker(π) ⊆ K}, Y = {T | T ≤M/N}

و
θ : X −→ Y , θ(K) = π(K).

ͬ آید. م دست به حͺم اول قسمت و است برقرار ،١ . ٣ . ٢٨ قضیه مدولͬ، تناظر قضیه شرایط حال
زیرمدول اول، قسمت به توجه با باشد. M/N از دلخواه زیرمدولͬ T کنیم فرض دوم، قسمت برای
اثبات و T = π(L) = L/N یعنͬ .θ(L) = T که دارد وجود چنان است N شامل که M از L

است. کامل

زیرمدول های Z۳۰و ∼=Z Z/۳۰Zزیرمدول های بین تناظر ͷی ،١ . ٣ . ٣٠ نتیجه طبق .١ . ٣ . ٣١ مثال
دارد. وجود ۳۰Z شامل Z

تناظر آنگاه M ∼= N اگر باشند. یͺانͬ چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ٣ . ٣٢ نتیجه
است. برقرار N و M زیرمدول های بین

است. بدیهͬ اثبات.

M یͺانͬ چپ R‐مدول صورت این در باشد. یͺدار حلقه ͷی R که کنیم فرض .١ . ٣ . ٣٣ نتیجه
است. R از ماکسیمال چپ ایده آل I که M ∼= R/I اگر تنها و اگر است ساده

I که M ∼= R/I ،١ . ٣ . ٢٣ نتیجه طبق پس (چرا؟) است دوری ساده مدول هر چون (⇐) اثبات.
وجود چنان J چپ ایدهآل یعنͬ نباشد ماکسیمال چپ ایده آل I کنیم فرض است. R از چپ ایده آل
R/I چپ R‐مدول از بدیهͬ غیر R‐زیرمدول ͷی J/I صورت این در .I ⊊ J ⊊ R که دارد
ساده فرض با تناقض این و است بدیهͬ غیر زیرمدول دارای M ،١ . ٣ . ٣٢ نتیجه طبق پس است.

است. M بودن
ماکسیمال چپ ایده آل I چون و است J/I صورت R/Iبه زیرمدول هر ،١ . ٣ . ٣٠ نتیجه طبق (⇒)
ساده پس ندارد بدیهͬ غیر زیرمدول R/I یعنͬ این .J = R یا J = I که ͬ شود م نتیجه است

است. ساده M مدول ،١ . ٣ . ٣٢ نتیجه طبق حال است.

R‐مدول ͷی همواره صورت این در باشد. یͺدار حلقه ͷی R که کنیم فرض .٣۴ . ١ . ٣ نتیجه
دارد. وجود یͺانͬ چپ ساده

که ͬ دانیم م ͬ باشد. م I مانند ماکسیمال چپ ایده آل دارای R حلقه ،۴١ . ٢ . ٠ نتیجه طبق اثبات.
ͬ باشد. م نظر مد چپ مدول R/Iهمان ،١ . ٣ . ٣٣ نتیجه طبق است. چپ R‐مدول ͷیR/I
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زیرمدول های از ناتهͬ خانواده  {Ni}i∈I و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣۵ . ١ . ٣ تعریف
به آنگاه کند صدق ،١ . ٢ . ١٣ قضیه شرایط از ͬͺی در یعنͬ باشد مستقل خانواده این اگر باشد. M

ͬ دهیم. م نشان
∑⊕

i∈I Ni با را آن و گوییم ها Ni داخلͬ مستقیم جمع
∑

i∈I Ni زیرمدول

زیرمدول های از ناتهͬ خانواده  {Ni}i∈I و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣۶ . ١ . ٣ گزاره
آنگاه کند صدق ،١ . ٢ . ١٣ قضیه شرایط از ͬͺی در یعنͬ باشد مستقل خانواده این اگر باشد. M

.
⊕

i∈I Ni
∼=

∑⊕
i∈I Ni

صورت به
∑⊕

i∈I Ni از عنصر هر که ͬ دانیم م اثبات.
n∑

k=۱
xik (n ≥ ۱, ik ∈ I, xik ∈ Nik)

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه حال دارد.

f :
∑⊕

i∈I

Ni −→
⊕
i∈I

Ni

f(
n∑

k=۱
xik) = (...,۰, ...,۰,

i۱ام
xi۱ ,۰, ...,۰,

ilام
xil ,۰, ...,

inام
xin ,۰, ...)

،١ . ٢ . ١٣ قضیه طبق آنگاه
∑n

k=۱ xik =
∑n

k=۱ x
′
ik

اگر است. خوشتعریف f که ͬ دهیم م نشان
ͷی است. خوشتعریف f ͬ دهد م نشان این .۱ ≤ l ≤ n هر برای xil = x′il باید ،(٣) قسمت

است. کامل اثبات و است مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی f که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ

و مستقیم جمع بین تفاوتͬ که ͬ کند م فراهم ما برای را امͺان این ،٣۶ . ١ . ٣ گزاره .١ . ٣ . ٣٧ تذکر
نماد از نوشتار این در و نشویم قائل مدول ͷی زیرمدول های از ناتهͬ خانواده  داخلͬ مستقیم جمع
که دهد تشخیص مطلب نوع از خوانند که است این انتظار کنیم. استفاده جمع دو هر برای “

⊕
”

است. نظر مد جمع کدام

M زیرمدول های از ناتهͬ خانواده  {Ni}i∈I و چپ MیRͷ‐مدول کنیم فرض .١ . ٣ . ٣٨ تعریف
علاوه به و کند صدق ،١ . ٢ . ١٣ قضیه شرایط از ͬͺی در یعنͬ باشد مستقل خانواده این اگر باشد.
از N زیرمدول به دیͽر، عبارت به گوییم. جمعوند ͷی Ni هر به آنگاه باشد M =

⊕
i∈I Ni

M = N +K که باشد موجود چنان M از K زیرمدول هرگاه گوییم جمعوند M چپ R‐مدول
.N ∩K = ۰ و

ͬ دهیم م قرار Z۶ Z‐مدول برای .١ . ٣ . ٣٩ مثال

N۱ = {۰̄, ۳̄} = ۳Z۶, N۲ = {۰̄, ۲̄, ۴̄} = ۲Z۶.

راست سر محاسبه ͷی همچنین ͬ کنند. م صدق ،١ . ٢ . ١٣ قضیه شرایط N۲در N۱و که است واضح
پس .N۱ +N۲ = Z۶ که ͬ دهد م نشان

Z۶ =
∑ ۲⊕

i=۱
Ni =

۲⊕
i=۱

Ni = N۱ ⊕N۲.
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N۲است. N۱و داخلͬ مستقیم جمع Z۶ معادلا است. Z۶ برای جمعوندی (N۲)N۱ عبارتͬ به یا
و N۲ ∼= Z۳ و N۱ ∼= Z۲ داریم مدولͬ Z‐یͺریختͬ عنوان به که دید ͬ توان م سادگͬ به طرفͬ از

است. Z۳ و Z۲ مستقیم) (ضرب مستقیم جمع Z۶ یعنͬ .Z۶ ∼= Z۲ ⊕ Z۳ نتیجه در

تمرین ها
که باشد R از ایده آل ͷی I و باشند چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .۴١ . ٣ . ٠ تمرین
و اگر است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f : M −→ N که دهید نشان .IN = ۰ و IM = ۰

باشد. مدولͬ (R/I)‐همریختͬ اگر تنها

مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f :M −→M و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۴١ . ٣ . ١ تمرین
هستند. M از جمعوندی Im(f) و Ker(f) دهید نشان آنگاه f۲ = f اگر باشد.

باشد. تابع ͷی f : R × R −→ R و یͺدار و جابجایی حلقه R کنیم فرض .۴١ . ٣ . ٢ تمرین
که باشند موجود چنان a, b ∈ R اگر تنها و اگر است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f که دهید نشان

.f((x, y)) = ax+ by باشیم داشته x, y ∈ R هر برای
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مدول برای حلقه تغییر در آن کاربرد و پوچساز ۴ . ١
صورت به را M پوچساز صورت این در باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر
AnnR(M) = {r ∈ R | rM = ۰}.

است. ۳Z با برابر Z۳ ⊕ Z۳ Z‐مدول پوچساز .٢ . ۴ . ١ مثال

است. ۱۲Z با برابر Z۳ ⊕ Z۴ Z‐مدول پوچساز .٣ . ۴ . ١ مثال

است. ۰ با برابر Z⊕Q Z‐مدول پوچساز .۴ . ۴ . ١ مثال

.AnnR(RR) = ۰ صورت این در باشد. یͺدار حلقه R کنیم فرض .۵ . ۴ . ١ مثال

داد. تعمیم زیر صورت به ͬ توان م را پوچساز مفهوم

باشد. ∅ ̸= X ⊆ M و R از چپ ایده آل I چپ، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را I در X چپ پوچساز صورت این در

l.AnnI(X) = {r ∈ I | rX = ۰}.
ͬ کنیم. م استفاده l.AnnI(x) نماد از گاهͬ ،X = {x} که جایی در

در باشد. ∅ ̸= X ⊆M و R از چپ ایده آل I چپ، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٧ . ۴ . ١ گزاره
باشد ایده آل I و M زیرمدول X اگر علاوه به است. R از چپ ایده آل l.AnnI(X) صورت این

است. ایده آل l.AnnI(X) آنگاه

کنیم فرض حال است. ناتهͬ l.AnnI(X) نتیجه در و ۰ ∈ l.AnnI(X) که است واضح اثبات.
ͬ شود م نتیجه (r+s)X = rX+sX = ۰+۰ = ۰ چون صورت این در .r, s ∈ l.AnnI(X)
اما .(tr)X = t(rX) = t(۰) = ۰ داریم t ∈ R هر برای طرفͬ از .r+ s ∈ l.AnnI(X) که

است. تمام اول قسمت اثبات و tr ∈ l.AnnI(X) باید پس (چرا؟) tr ∈ I
X چون .rt ∈ l.AnnI(X) داریم t ∈ R هر برای که دهیم نشان است کافͬ دوم، قسمت برای
اما .۰ = rtX نتیجه در rX = ۰ طرفͬ از .tX ⊆ X که است واضح پس است زیرمدول

است. تمام نیز دوم قسمت اثبات و rt ∈ l.AnnI(X) باید پس (چرا؟) rt ∈ I

و I = R که است برخوردار بالای اهمیت از ما برای زمانͬ در I در X چپ پوچساز .٨ . ۴ . ١ تذکر
نداشته راست یا چپ مدول از ابهام و باشد Rمعلوم حلقه اگر .l.AnnR(M) یعنͬ Xباشد =M

Ann(M) از خلاصه تر حتͬ AnnR(M)یا یا l.Ann(M) از l.AnnR(M) جای به گاهͬ باشیم
است. ایده آل ͷی Ann(M) ،٧ . ۴ . ١ گزاره طبق ͬ کنیم. م استفاده

است نیاز و داد نشان راحتͬ به M چپ R‐مدول برای را مطلبی ͬ توان نم مواقع برخͬ در
ساختار همان که کنیم تبدیل مدولͬ به است شده تر شناخته که جدید حلقه ای ͷکم با را M که
جدید حلقه این ͬ شود) م حفظ زیرمدولͬ ساختار آن تبع به (که باشد داشته را قدیم اسͺالر در ضرب
در زیر مثال ͷتکنی ) است راهͽشا زیر مثال های مطلب شدن روشن تر برای است. R/Ann(M)

ͬ گیرد). م قرار استفاده مورد بعدی فصل های
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زیرمدول هر مولدهای تعداد که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. اول عددی p کنیم فرض .٩ . ۴ . ١ مثال
نیست. بیشتر ٣ عدد از M = Zp ⊕ Zp ⊕ Zp Z‐مدول از

که ͬ دانیم م ابتدا
X = {(۱̄, ۰̄, ۰̄), (۰̄, ۱̄, ۰̄), (۰̄, ۰̄, ۱̄)}

.R = Z کنیم فرض .Ann(M) = pZ که است واضح حال Mاست. یͺانͬ مدول برای مولد ͷی
ͬ شود م تبدیل (چپ) (R/Ann(M))‐مدول ͷی M زیر خوشتعریف اسͺالر در ضرب با اما

(r + Ann(M)).m = rm.

نکرده تغییری Mهیچ قدیم مدولͬ ساختار ͬ شود م معلوم جدید اسͺالر در ضرب این از که همانطور
(چرا؟). است نشده تغییر دچار نیز زیرمدول ها ساختار همچنین داده ایم. تغییر را حلقه فقط و است
واقع در پس است. میدان ͷی Zp و حلقه) عنوان (به R/Ann(M) = Z/pZ ∼= Zp داریم حال
فضای خواص طبق اکنون ͬ شود. م محسوب پایه آن برای X که است برداری فضای Zp ͷی M

ͬ آید. م دست به بدیهͬ صورت به حͺم برداری

Z‐مدول زیرمدول های در P مانند ویژگͬ نوع هر بررسͬ که دهیم نشان ͬ خواهیم م .١٠ . ۴ . ١ مثال
است. یͺسان Z۳ ⊕ Z۵ حلقه ایده آل های در P ویژگͬ بررسͬ با M = Z۳ ⊕ Z۵

عنوان (به Z/۱۵Z ∼= Z۱۵ ∼= Z۳ ⊕ Z۵ نتیجه در .AnnZ(M) = ۱۵Z که است واضح
ͬ شود م تبدیل (چپ) (Z/۱۵Z)‐مدول ͷی M زیر خوشتعریف اسͺالر در ضرب با اما حلقه).

(n+ ۱۵Z).m = nm.

نکرده تغییری Mهیچ قدیم مدولͬ ساختار ͬ شود م معلوم جدید اسͺالر در ضرب این از که همانطور
(چرا؟). است نشده تغییر دچار نیز زیرمدول ها ساختار همچنین داده ایم. تغییر را حلقه فقط و است
واضح اکنون ببینید). را ١۶ . ١ . ١ (تمرین است شده تبدیل Z۳)‐مدول ⊕ Z۵) ͷی به M واقع در

هستند. ایده آل ها همان زیرمدول ها مدولͬ جدید ساختار با که است

ͷی به را M ͬ توان م زیر اسͺالر در ضرب با آنگاه باشد چپ R‐مدول ͷی M اگر .١١ . ۴ . ١ لم
کرد تبدیل چپ (R/Ann(M))‐مدول

(r + Ann(M)).m = rm.

برعکس. و است M از (R/Ann(M))‐زیرمدول ͷی M از R‐زیرمدول  هر علاوه به

(چرا؟). است حلقه ͷی R/Ann(M) که شود دقت فقط است. بدیهͬ اثبات.

زیرمجموعه دو Y Xو بعلاوه Rو از چپ ایده آل I چپ، MیRͷ‐مدول کنیم فرض .١٢ . ۴ . ١ لم
.l.AnnI(Y ) ⊆ l.AnnI(X) صورت این در باشند. M از X ⊆ Y شرط با ناتهͬ

و rX = ۰ پس X ⊆ Y چون .rY = ۰ صورت این در .r ∈ l.AnnI(Y ) کنیم فرض اثبات.
.r ∈ l.AnnI(X) یعنͬ این
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Xباشد. ≤M Rو از ناتهͬ زیرمجموعه I چپ، R‐مدول ͷیM کنیم فرض .١٣ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را X در I راست پوچساز صورت این در

r.AnnX(I) = {x ∈ X | Ix = ۰}.

ͬ کنیم. م استفاده r.AnnI(a) نماد از گاهͬ ،I = {a} که جایی در

Xباشد. ≤M Rو از راست ایده آل I یͺانͬ، چپ R‐مدول ͷیM کنیم فرض .١۴ . ۴ . ١ گزاره
است. M زیرمدول ͷی r.AnnX(I) صورت این در

r.AnnX(I) پس ۰ ∈ r.AnnX(I) نتیجه در .۰ ∈ X پس است زیرمدول X چون اثبات.
که داریم است راست ایده آل I چون .r ∈ R و x, y ∈ r.AnnX(I) کنیم فرض است. ناتهͬ
ͷمح طبق حال .rx + y ∈ r.AnnX(I) پس .I(rx + y) = Irx + Iy = ۰ + ۰ = ۰

است. کامل اثبات ،١ . ٢ . ٩ قضیه فشرده،

این در باشد. N ≤ M و R از ایده آل I چپ، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۵ . ۴ . ١ گزاره
.N ⊆ r.AnnN(l.AnnI(N)) صورت

.(l.AnnI(N))x = ۰ که داریم I در N پوچساز تعریف طبق x ∈ N هر برای اثبات.
در و است R ایده آل l.AnnI(N) ،٧ . ۴ . ١ گزاره طبق است زیرمدول N چون که شود دقت
که داریم N در l.AnnI(N) پوچساز تعریف طبق x ∈ N هر برای پس است. ناتهͬ نتیجه

است. تمام اثبات و x ∈ r.AnnN(l.AnnI(N))

تمرین ها
ͬ دهیم م قرار باشد. R‐مدول ͷی M و صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .١۶ . ۴ . ١ تمرین

T (M) = {m ∈M | Ann(m) ̸= ۰}.

داریم همواره علاوه به و است M از زیرمدولͬ T (M) که دهید نشان

T (M/T (M)) = ۰.

l.AnnR(I) که دهید نشان باشد. پوچتوان R یͺدار حلقه از I ایده آل کنیم فرض .١٧ . ۴ . ١ تمرین
دارد. نابدیهͬ اشتراک R ناصفر راست ایده آل های تمام با
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فرض یͺانͬ مدول ها همه  و یͺدار حلقه ها همه نوشتار این ادامه در لحظه این از داد: قرار
کنیم. ذکر را مطلب این خلاف روشنͬ به جایی در مͽر ͬ شوند م

دقیق دنباله های ۵ . ١
g : T −→ N ،f : M −→ T و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .١ . ۵ . ١ تعریف

دنباله به صورت این در باشند. مدولͬ R‐همریختͬ دو

M
f−→ T

g−→ N

از خانواده ای {Mi}i∈Z کنیم فرض تر، کلͬ حالت در .Ker(g) = Im(f) هرگاه گوییم دقیق
باشد. مدولͬ ͬ های R‐همریخت از خانواده ای {fi : Mi −→ Mi+۱}i∈Z و چپ R‐مدول های

دنباله به صورت این در

...
fi−۱−→Mi

fi−→Mi+۱
fi+۱−→Mi+۲

fi+۲−→ ...

.Im(fi) = Ker(fi+۱) باشیم داشته i هر برای هرگاه گوییم دقیق

همواره M چپ R‐مدول هر برای .٢ . ۵ . ١ مثال

۰ o−→M
idM−→M

و
M

idM−→M
o−→ ۰

هستند. دقیق دنباله

مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f :M −→ N و چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٣ . ۵ . ١ مثال
دنباله  صورت این در باشد.

۰ −→ Ker(f)
i−→M

f−→ N
π−→ N/Im(f) −→ ۰

است. کوتاه دقیق

دو g : T −→ N ،f : M −→ T و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .۴ . ۵ . ١ گزاره
دقیق دنباله برای باشند. مدولͬ R‐همریختͬ

M
f−→ T

g−→ N

است. برقرار زیر موارد
.gf = ۰ داریم همواره (١)

است). صفر همریختͬ f) است ͷی به ͷی g آنگاه باشد M = ۰ اگر (٢)
است). صفر همریختͬ g) است پوشا f آنگاه باشد N = ۰ اگر (٣)
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است. بدیهͬ اثبات.

دو g : T −→ N ،f : M −→ T و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .۵ . ۵ . ١ گزاره
دقیق دنباله برای باشند. مدولͬ R‐همریختͬ

M
f−→ T

g−→ N−→۰

.N ∼= T/Im(f) داریم

پس است دقیق دنباله اما .T/Ker(g) ∼= N ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق پس است پوشا g چون اثبات.
ͬ کند. م کامل را اثبات این و Ker(g) = Im(f)

g : T −→ N ،f : M −→ T و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .۶ . ۵ . ١ تعریف
دنباله به صورت این در باشند. مدولͬ R‐همریختͬ دو

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

گوییم. کوتاه دقیق

‐R ͷی f : M −→ N و K ≤ M چپ، R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٧ . ۵ . ١ مثال
دنباله های صورت این در باشد. مدولͬ همریختͬ

۰ −→ K
i−→M

π−→M/K −→ ۰
۰ −→ Ker(f)

i−→M
π−→M/Ker(f) −→ ۰

۰ −→ Im(f)
i−→ N

π−→ N/Im(f) −→ ۰

هستند. کوتاه دقیق

.hf = g باشیم داشته زیر شͺل در یعنͬ مثلثͬ: نمودار بودن جابجایی .٨ . ۵ . ١ تذکر

..
..M ..N

..T ..

.

f

.g .h

.g′f = f ′g باشیم داشته زیر شͺل در یعنͬ مربعͬ: نمودار بودن جابجایی

..
..M ..N

..M ′ ..N ′

.

f

.g . g′.
f ′

باشد. جابجایی ͬ شود م دیده نمودار در که مربعͬ هر و مثلث هر یعنͬ نمودار: بودن جابجایی
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(٢) و (١) کوتاه دقیق دنباله های .٩ . ۵ . ١ تعریف

..
..(۱) ۰ ..M ..T ..N ..۰

..(۲) ۰ ..M ′ ..T ′ ..N ′ ..۰

.

f

.

g

.
f ′

.
g′

زیر جابجایی نمودار هرگاه گوییم یͺریخت را

..
..۰ ..M ..T ..N ..۰

..۰ ..M ′ ..T ′ ..N ′ ..۰

.

f

.α .

g

.β . γ.
f ′

.
g′

باشند. مدولͬ ͬ های یͺریخت γ و β ،α که باشد موجود

است. هم ارزی رابطه ͷی دقیق کوتاه دنباله های یͺریختͬ .١٠ . ۵ . ١ گزاره

است. بدیهͬ اثبات.

”پنج نام به معروفͬ بسیار لم از خاصͬ بسیار حالت لم این داریم. نیاز زیر لم به کار ادامه برای
ͬ کنیم. م نامͽذاری کوتاه“ لم ”پنج را زیر لم ما جبر دیͽر منابع مشابه خاص شرایط دلیل به و است لم“
لم“ ”پنج اصلͬ صورت در که است این لم“ ”پنج و کوتاه“ لم ”پنج بین اصلͬ تفاوت های از ͬͺی

ͬ شوند! نم فرض کوتاه دقیق دنباله ها،

مدولͬ ͬ های R‐همریخت و چپ R‐مدول های از زیر نموار کنیم فرض کوتاه) لم (پنج .١١ . ۵ . ١ لم
داریم را

..
..۰ ..M ..T ..N ..۰

..۰ ..M ′ ..T ′ ..N ′ ..۰

.

f

.α .

g

.β . γ.
f ′

.
g′

صورت این در .γg = g′β و βf = f ′α کوتاه، دقیق دنباله نمودار سطرهای کنیم فرض علاوه به و
هستند. برقرار زیر موارد

است. ͷی به ͷی β آنگاه باشند ͷی به ͷی γ و α اگر (١)
است. پوشا β آنگاه باشند پوشا γ و α اگر (٢)

است. یͺریختͬ β آنگاه باشند یͺریختͬ γ و α اگر (٣)

هم به شبیه (٢) و (١) اثبات چون شود. اثبات (٣) تا کنیم اثبات را (٢) و (١) است کافͬ اثبات.
ͬ کنیم. م رها خواننده برای تمرین عنوان به را (١) و ͬ دهیم م نشان را (٢) فقط ما است

که است t ∈ T مانند عنصری کردن پیدا ما هدف باشد. دلخواه t′ ∈ T ′ کنیم فرض (٢)
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وجود چنان n ∈ N مانند عنصری نتیجه در است، پوشا γ و g′(t′) ∈ N ′ چون .β(t) = t′

که دارد وجود چنان t۱ ∈ T مانند عنصری پس است پوشا g طرفͬ از .γ(n) = g′(t′) که دارد
معادلا g′β(t۱) = g′(t′) پس γg = g′β اما .γ(g(t۱)) = g′(t′) نتیجه در و g(t۱) = n
چنان m′ ∈ M ′ بنابراین .β(t۱) − t′ ∈ Ker(g′) = Im(f ′) پس .g′(β(t۱) − t′) = ۰
عنصری نتیجه در است، پوشا α و m′ ∈ M ′ چون اما .f ′(m′) = β(t۱) − t′ که دارد وجود
اما .f ′α(m) = β(t۱) − t′ نتیجه در و α(m) = m′ که دارد وجود چنان m ∈ M مانند
قرار است کافͬ اکنون .β(t۱ − f(m)) = t′ معادلا یا βf(m) = β(t۱)− t′ پس βf = f ′α

است. کامل اثبات و t = t۱ − f(m) دهیم

دنباله و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .١٢ . ۵ . ١ قضیه

(I) ۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰
هستند. معادل زیر شرایط صورت این در باشد. کوتاه دقیق

.gh = idN که دارد وجود h : N −→ T مدولͬ R‐همریختͬ (١)
.qf = idM که دارد وجود q : T −→M مدولͬ R‐همریختͬ (٢)

دنباله با (I) کوتاه دقیق دنباله بعلاوه و T
θ∼= M ⊕ N که دارد وجود چنان θ R‐یͺریختͬ (٣)

کوتاه دقیق
(II) ۰ −→M

λ۱−→M ⊕N
p۲−→ N −→ ۰

است. یͺریخت

ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه .(۲) ⇐ (۱) اثبات.

q : T −→M, q(t) = f−۱(t− hg(t)).

که داریم زیرا است. خوشتعریف q

g(t− hg(t)) = g(t)− ghg(t) = g(t)− idNg(t) = g(t)− g(t) = ۰
و ͷی به ͷی f : M −→ Im(f) چون حال .t − hg(t) ∈ Ker(g) = Im(f) نتیجه در و
آنگاه t = t′ اگر همچنین ͬ کند. م معلوم را M از عنصر ͷی دقیقا f−۱(t − hg(t)) است پوشا
ͷی f اما .t− hg(t) = t′ − hg(t′) نتیجه در و hg(t) = hg(t′) داریم هستند تابع h و g چون

.q(t) = q(t′) یعنͬ این .f−۱(t− hg(t)) = f−۱(t′ − hg(t′)) پس است ͷی به
‐R دوباره مدولͬ ͬ های R‐همریخت وارون همچنین و مدولͬ ͬ های R‐همریخت ترکیب چون
هر برای حال است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی q که ͬ شود م نتیجه بلافاصله است، مدولͬ همریختͬ

داریم m ∈M

q(f(m)) = f−۱(f(m)− hgf(m)) = f−۱(f(m)− ۰) = f−۱(f(m)) = m

.qf = idM نتیجه در
وجود چنان t ∈ T عنصر n ∈ N هر برای است، پوشا g چون که شود دقت ابتدا .(۱) ⇐ (۲)

ͬ دهیم م قرار حال .g(t) = n که دارد

h : N −→ T, h(n) = t− fq(t).
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آنگاه g(t) = g(t′) = n اگر زیرا است. t از مستقل آن ضابطه و است خوشتعریف تابعͬ h
که دارد وجود چنان m ∈ M پس .t − t′ ∈ Ker(g) = Im(f) نتیجه در و g(t − t′) = ۰

نتیجه در .f(m) = t− t′

fqf(m) = fq(t)− fq(t′) = f(m) = t− t′

.t− fq(t) = t′ − fq(t′) یعنͬ
r ∈ R هر برای آنگاه باشد g(t′) = n′ و g(t) = n اگر زیرا است. مدولͬ یRͷ‐همریختͬ h اما

پس .g(rt+ t′) = rn+ n′ که داریم

h(rn+n′) = rt+ t′− (fq(rt+ t′)) = r(t−fq(t))+ t′−fq(t′) = rh(n)+h(n′).

داریم اکنون

gh(n) = g(t− fq(t)) = g(t)− gfq(t) = g(t)− ۰ = g(t) = n

هستند. معادل (٢) و (١) که داده ایم نشان اینجا تا پس .gh = idN یعنͬ
ͬ کنیم م تعریف حال .qf = idM که دارد وجود چنان q : T −→M فرض طبق .(۳) ⇐ (۲)

θ : T −→M ⊕N, θ(t) = (q(t), g(t)).

صورت به نموداری حال است. یRͷ‐همریختͬ θ هستند، مدولͬ R‐همریختͬ دو هر g و q چون
ͬ سازیم م زیر

..
..۰ ..M ..T ..N ..۰

..۰ ..M ..M ⊕N ..N ..۰

.

f

.idM .

g

.θ . idN.
λ۱

.
p۲

جابجایی نمودار دهیم نشان است کافͬ بنابراین است. ،١١ . ۵ . ١ لم کوتاه، لم پنج از استفاده ما هدف
داریم پس است.

θf(m) = (qf(m), gf(m)) = (idM(m),۰) = (m,۰) = λ۱(m) = idMλ۱(m).

داریم دیͽر سوی از .θf = idMλ۱ یعنͬ

idNg(t) = g(t) = p۲((q(t), g(t))) = p۲θ(t).

R‐یͺریختͬ ͷی θ باید ،(٣) قسمت ١١ . ۵ . ١ لم کوتاه، لم پنج طبق حال .idNg = p۲θ یعنͬ
ͬ کند. م اثبات را (٣) این و باشد مدولͬ

جابجایی نمودار فرض طبق .(۲) ⇐ (۳)

..
..۰ ..M ..T ..N ..۰

..۰ ..M ..M ⊕N ..N ..۰

.

f

.α .

g

.θ . β.
λ۱

.
p۲
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ͬ کنیم م تعریف حال هستند. یͺریختͬ θ و β ،α که است موجود

q : T −→M, q(t) = α−۱p۱θ(t).

داریم و است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی است، مدولͬ ͬ ها R‐همریخت ترکیب q چون

qf(m) = α−۱p۱θf(m) = α−۱p۱λ۱α(m) = α−۱idMα(m) = idM(m) = m.

ͬ شود. م اثبات (٢) و qf = idM یعنͬ

داریم. را زیر مهم بسیار تعریف اکنون

دقیق دنباله گوییم .١٣ . ۵ . ١ تعریف

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰
کند. صدق ،١٢ . ۵ . ١ قضیه شرایط از ͬͺی در هرگاه ͬ شود م شͺافته

دنباله .١۴ . ۵ . ١ مثال
۰ −→ Z λ۱−→ Z× Z p۲−→ Z −→ ۰

ͬ دهیم م قرار است. کوتاه دقیق

h : Z −→ Z× Z, h(x) = (۰, x)
طبق و است برقرار ،١٢ . ۵ . ١ قضیه شرایط یعنͬ p۲h = idZ که است واضح .h = λ۲ حقیقت در

ͬ شود. م شͺافته دنباله این تعریف

تمرین ها
دقیق دنباله که دهید نشان باشد. متناهͬ و دوری Z‐مدول ͷی M که کنیم فرض .١۵ . ۵ . ١ تمرین

صورت به کوتاهͬ
۰ −→ Z f−→ Z g−→M −→ ۰

است. موجود

است دقیق کوتاه زیر دنباله که دهید نشان .١۶ . ۵ . ١ تمرین

۰ −→ Z f−→ Z⊕ (
⊕
N

Z۲)
g−→

⊕
N

Z۲ −→ ۰

آن در که

f(x) = (۲x, ۰̄, ۰̄, ...), g((x, x̄۱, x̄۲, ...)) = (x̄, x̄۱, x̄۲, ...).

ͬ شود؟ م شͺافته کوتاه دقیق دنباله این آیا

بسازیید. جمله نامتناهͬ با دقیق دنباله ͷی .١٧ . ۵ . ١ تمرین
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Hom ۶ . ١
با که چرا هستند. برخوردار ویژه ای اهمیت از خطͬ جبر در خطͬ تبدیلات که ͬ کنیم م یادآوری
بین خطͬ تبدیلات از متشͺل L(V,W ) چون برداری فضای ،W و V برداری F‐فضای دو داشتن
ناجابجایی حلقه ͷی توابع ترکیب و جمع با L(V, V ) آنگاه باشد V = W اگر ساخت. W و V
مربعͬ ماتریس های حلقه همان جدید حلقه این آنگاه باشد متناهͬ بعد از V اگر و ͬ دهد. م تشͺیل
بخش این در هستند، برداری فضاهای تعمییم مدول ها که این به توجه با است. F میدان روی
N و M R‐مدول دو برای کنیم. بررسͬ را بالا در شده گفته مطالب تعمییم های ͬ خواهیم م
به توجه با ͬ دهیم. م نشان HomR(M,N) با را N به M از ممͺن مدولͬ ͬ های همریخت تمام
که باشیم مطلب این دنبال که است طبیعͬ است، برداری فضای ͷی مجددا L(V,W ) که این
ساختار HomR(M,N) که است واضح بسیار کنیم. مدولͬ ساختار به مجهز را HomR(M.N)

بر منطبق که دارد مدولͬ ساختار HomR(M,N) باشد جابجایی حلقه R اگر دارد. آبلͬ گروه
ابزاری بخش این در کنیم. فرض میدان را R که زمانͬ در است L(M,N) خطͬ جبر ساختار

ͬ کنیم. م معرفͬ مدول ها بررسͬ برای را قدرتمند
ͬ کنیم. م شروع زیر تعریف با

ͬ های R‐همریخت تمام مجموعه باشند. چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ۶ . ١ تعریف
دیͽر عبارت به ͬ دهیم، م نمایش HomR(M,N) با را N به M از مدولͬ

HomR(M,N) = {f :M −→ N | است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f}.

عضو هر به همچنین ͬ دهیم. م نشان EndR(M) با را HomR(M,N) آنگاه M = N اگر
آن به باشد پوشا و ͷی به ͷی که اندومورفیسم هر گوییم. اندومورفیسم ͷی f ∈ EndR(M)

گوییم. اتومورفیسم
ساختار بر منطبق که مناسب اسͺالر در ضرب با چپ R‐مدول ͷی HomR(M,N)به تبدیل
گزاره در اما است. دشوار کنیم، فرض میدان را R که زمانͬ در باشد L(M,N) برداری فضای
این سرتاسر در و ͬ کنیم م تبدیل چپ R‐مدول ͷی به HomR(M,N) خاصͬ شرایط تحت زیر

است. نظر مد HomR(M,N) برای مدولͬ ساختارهای همین نوشتار
است. برقرار زیر شرایط .٢ . ۶ . ١ گزاره

است. آبلͬ) (گروه Z‐مدول ͷی توابع معمولͬ جمع با HomR(M,N) (١)
در ضرب با ،r ∈ R هر و f ∈ HomR(M,N) هر برای آنگاه باشد جابجایی حلقه R اگر (٢)

اسͺالر
r.f(m) = rf(m)

است. چپ R‐مدول ͷی HomR(M,N)

بقیه و ͬ کنیم م بررسͬ را اسͺالر در ضرب خوشتعریفͬ فقط (٢) برای است. بدیهͬ (١) اثبات.
ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را موارد

r.f(sm+m′) = rf(sm+m′) = rf(sm) + rf(m′) =

rsf(m) + rf(m′) = srf(m) + rf(m′) =

s(r.f(m)) + r.f(m′)
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.r.f ∈ HomR(M,N) یعنͬ

است. حلقه ͷی EndR(M) همواره توابع عادی جمع و توابع ترکیب عمل با .٣ . ۶ . ١ گزاره

است. بدیهͬ اثبات.

S‐مدول ͷی و چپ R‐مدول ͷی M اگر باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .۴ . ۶ . ١ تعریف
r(xs) = (rx)s رابطه m ∈ M هر و s ∈ S هر ،r ∈ R هر برای که گونه ای به باشد راست

است. −R)‐دومدول S) ͷی M گوییم آنگاه باشد برقرار

ͬ توان م Rرا حلقه عادی ضرب با زیرا است. (R−R)‐دومدول ͷیR حلقه همواره .۵ . ۶ . ١ مثال
که شویم متذکر را مطلب این باید البته کرد. تبدیل چپ R‐مدول ͷی و راست R‐مدول ͷی به

ͬ کند. م ارضا را دومدولͬ خاصیت که دارد شرکتپذیری خاصیت R ضرب

زیر اسͺالر در ضرب با صورت این در باشد. راست R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ۶ . ١ مثال
کنید) (بررسͬ کنیم تبدیل چپ EndR(M)‐مدول ͷی به را M ͬ توانیم م

. : EndR(M)×M −→M, f.m = f(m)

زیرا است. (EndR(M)−R)‐دومدول ͷی M حال

f.(mr) = f(mr) = f(m)r = (f.m)r

حالت های در هم باز البته کنیم بررسͬ HomR(M,N)را مدولͬ ساختار بیشتر ͬ خواهیم م حال
خاص!

باشند. چپ R‐مدول دو N و M علاوه به و حلقه دو S و R کنیم فرض .٧ . ۶ . ١ گزاره
ساختار زیر اسͺالر در ضرب با HomR(M,N) آنگاه باشد −R)‐دومدول S) ͷی M اگر (١)

دارد چپ S‐مدولͬ

. : S ×HomR(M,N) −→ HomR(M,N), s.f = f(ms)

.m ∈M هر برای
ساختار زیر اسͺالر در ضرب با HomR(M,N) آنگاه باشد R)‐دومدول − S) ͷی N اگر (٢)

دارد راست S‐مدولͬ

. : HomR(M,N)× S −→ HomR(M,N), f.s = (f(m))s

.m ∈M هر برای

توابع عادی جمع با HomR(M,N) بوضوح است. مشابه (١) ͬ کنیم م اثبات را (٢) فقط اثبات.
دهیم. نشان را اسͺالر در ضرب خوشتعریفͬ است کافͬ حال است. آبلͬ گروهͬ ͷی

f.s(rm+m′) = (f(rm+m′))s = (rf(m) + f(m′))s = r(f.s(m)) + f.s(m′)

داریم s, s′ ∈ S هر برای حال .f.s ∈ HomR(M,N) یعنͬ

f.(s+ s′)(m) = f(m)(s+ s′) = f(m)s+ f(m)s′ = f.s(m) + f.s′(m)

است. راست سر بررسͬ ͷی مدول تعریف موارد بقیه .f.(s+ s′) = f.s+ f.s′ یعنͬ
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داریم. نیاز آنها به بسیار آینده فصل های در که ͬ کنیم م بیان را مهمͬ بسیار قضیه های ادامه در

صورت این در باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٨ . ۶ . ١ قضیه

HomR(R,M) ∼=R M.

تعریف حال (چرا؟). دارد چپ R‐مدولͬ HomR(R,M)ساختار که دهیم تذکر باید ابتدا اثبات.
ͬ کنیم م

θ : HomR(R,M) −→M, θ(f) = f(۱).
آنگاه θ(f) = ۰ اگر حال است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی θ که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به
ͷی θ ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق .f = ۰ یعنͬ f(r) = ۰ داریم r ∈ R هر برای نتیجه در و f(۱) = ۰

ͬ کنیم م تعریف .m ∈M کنیم فرض حال است. ͷی به

fm : R −→M, fm(r) = rm.

داریم اکنون .fm ∈ HomR(R,M) که داد نشان ͬ توان م ساده بررسͬ ͷی با

θ(fm) = fm(۱) = ۱.m = m

است. کامل اثبات و است پوشا θ یعنͬ

با Q‐مدول عنوان به را Z زیرا نیست. حذف قابل ،٨ . ۶ . ١ قضیه در یͺانͬ شرط .٩ . ۶ . ١ مثال
حال .f ∈ HomQ(Q,Z) کنیم فرض بͽیرید. نظر در ،(p

q
).n = ۰ بدیهͬ، اسͺالر در ضرب

داریم

f(
p

q
) = f(p(

۱
q
)) = p.f(

۱
q
) = ۰.

حالت در یͺانͬ غیر مدول برای ،٨ . ۶ . ١ قضیه پس .HomQ(Q,Z) = ۰ معادلا یا f = ۰ یعنͬ
باشد. صحیح ͬ تواند نم کلͬ

در باشد. یͺدار حلقه R و یͺانͬ ساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض شور) (لم .١٠ . ۶ . ١ لم
است. تقسیم حلقه EndR(M) صورت این

است وارون دارای f ∈ EndR(M) مانند ناصفر عضو هر که دهیم نشان است کافͬ اثبات.
f ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق حال است. صفر زیرمدول Ker(f) باید پس است ناصفر f چون (چرا؟).
f یعنͬ است. ساده M و است ناصفر f زیرا باشد Im(f) = M باید طرفͬ از است. ͷی به ͷی

است. وارونپذیر و یͺریختͬ f نتیجه در و است پوشا

بیان را Hom از مهمͬ خاصیت های آنها اثبات بعد بلافاصله که ͬ  آوریم م را قضیه های ادامه در
ͬ کنیم. م اثبات و

R‐مدول ͷی M و چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض .١١ . ۶ . ١ قضیه
،{fi : Mi −→ M}i∈I مانند مدولͬ ͬ های R‐همریخت از خانواده هر برای باشد. دلخواه چپ
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نمودار i ∈ I هر برای که دارد وجود f :
⊕

i∈IMi −→ M مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ
است. جابجایی زیر

..
..Mi ..

⊕
i∈IMi

..M ..

.

λi

.fi

.
f

fi = fλi

ͬ کنیم م تعریف اثبات.

f :
⊕
i∈I

Mi −→M, f((xi)i∈I) =
∑
i∈I

fi(xi).

داریم طرفͬ از (چرا؟). است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی و (چرا؟) خوشتعریف f که است واضح

fλi((xi)i∈I) = f((...,۰, ...,۰,
ام i ︷︸︸︷محل
xi ,۰, ...,۰, ...)) = fi(xi).

مانند دیͽری مدولͬ R‐همریختͬ کنیم فرض است. یͺتا f ͬ دهیم م نشان حال .fλi = fi یعنͬ
داریم حال باشد. موجود gλi = fi ویژگͬ با g :

⊕
i∈IMi −→M

g((xi)i∈I) = g(id⊕
i∈I Mi

(xi)i∈I) =

g(
∑
i∈I

λipi((xi)i∈I)) =
∑
i∈I

gλipi((xi)i∈I) =∑
i∈I

fipi((xi)i∈I) =
∑
i∈I

fi(xi) = f((xi)i∈I)

است. کامل اثبات و f = g یعنͬ

R‐مدول ͷی M و چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض .١٢ . ۶ . ١ قضیه
داریم صورت این در باشد. دلخواه چپ

HomR(
⊕
i∈I

Mi,M) ∼=Z
∏
i∈I

HomR(Mi,M).

ͬ کنیم م تعریف اثبات.

θ : HomR(
⊕
i∈I

Mi,M) −→
∏
i∈I

HomR(Mi,M), θ(f) = (fλi)i∈I .
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که ͬ دهیم م نشان (چرا؟). است مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی و (چرا؟) خوشتعریف θ که است واضح
دو حال .fλi = ۰ ،i ∈ I هر برای معادلا یا θ(f) = ۰ کنیم فرض است. پوشا و ͷی به ͷی θ

داریم. را زیر جابجایی نمودار

..
..Mi ..

⊕
i∈IMi

..M ..

.

λi

.o .
f

..
..Mi ..

⊕
i∈IMi

..M ..

.

λi

.o .
o

Ker(θ) = ۰ ͬ دهد م نشان این باشد. صفر همریختͬ f باید یͺتایی، قسمت ،١١ . ۶ . ١ قضیه طبق
است. ͷی به ͷی θ ،١ . ٣ . ١٨ لم از نتیجه در و

پیدا ما هدف باشد. دلخواه عضوی (fi)i∈I ∈
∏

i∈I HomR(Mi,M) که کنیم فرض اکنون
در را زیر نمودار .θ(f) = (fi)i∈I طوریͺه به f ∈ HomR(

⊕
i∈IMi,M) مانند عضوی کردن

ͬ گیریم م نظر

..
..Mi ..

⊕
i∈IMi

..M ..

.

λi

.fi

که دارد وجود f :
⊕

i∈IMi −→ M مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ ،١١ . ۶ . ١ قضیه طبق
است. جابجایی زیر نمودار i ∈ I هر برای

..
..Mi ..

⊕
i∈IMi

..M ..

.

λi

.fi

.
f

fi = fλi

زیرا است. پوشایی برای ما نظر مورد f همان این

θ(f) = (fλi)i∈I = (fi)i∈I .

است. Z‐یͺریختͬ ͷی θ پس

که ͬ دهد م نشان زیر مثال .١٣ . ۶ . ١ مثال

HomR(
⊕
i∈I

Mi,M) ̸∼=Z

⊕
i∈I

HomR(Mi,M).

که ͬ کنیم م دقت ابتدا .Mi = Z ،i ∈ N هر برای و M = Z۲ ،R = Z ،I = N ͬ دهیم م قرار
داریم بنابراین .HomZ(Z,Z۲) ∼=Z Z۲ ،٨ . ۶ . ١ قضیه ∏طبق

i∈I

HomR(Mi,M) =
∏
i∈M

HomZ(Z,Z۲) ∼=Z
∏
i∈N

Z۲.
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داریم ،١٢ . ۶ . ١ قضیه طبق دیͽر طرفͬ از

HomR(
⊕
i∈I

Mi,M) ∼=Z
∏
i∈I

HomR(Mi,M) =
∏
i∈N

HomZ(Z,Z۲) ∼=Z
∏
i∈N

Z۲.

نقض مثال تمرین عنوان به نیز باقیمانده حالت های برای (چرا؟).
⊕

i∈N Z۲ ̸∼=Z
∏

i∈N Z۲ اما
بیاورید.

داریم و است گشا کار ،١٢ . ۶ . ١ قضیه اثبات هم باز باشد جابجایی حلقه R اگر .١۴ . ۶ . ١ تذکر

HomR(
⊕
i∈I

Mi,M) ∼=R

∏
i∈I

HomR(Mi,M).

داریم. را زیر قضیه حال

R‐مدول ͷی M و چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض .١۵ . ۶ . ١ قضیه
،{fi : M −→ Mi}i∈I مانند مدولͬ ͬ های R‐همریخت از خانواده هر برای باشد. دلخواه چپ
نمودار i ∈ I هر برای که دارد وجود f : M −→

∏
i∈IMi مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ

است. جابجایی زیر

..
.. ..

∏
i∈IMi

..M ..Mi

. pi.
fi

.f fi = pif

ͬ کنیم م تعریف اثبات.

f :M −→
∏
i∈I

Mi, f(x) = (fi(x))i∈I .

داریم طرفͬ از (چرا؟). است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی و (چرا؟) خوشتعریف f که است واضح

pif(x) = pi((fi(x))i∈I) = fi(x).

مانند دیͽری مدولͬ R‐همریختͬ کنیم فرض است. یͺتا f ͬ دهیم م نشان حال .pif = fi یعنͬ
داریم x ∈ M هر برای چون باشد. موجود pig = fi ویژگͬ با g : M −→

∏
i∈IMi

داریم i ∈ I هر برای حال .g(x) = (yi)i∈I کنیم فرض ͬ توانیم م پس g(x) ∈
∏

i∈IMi

yi = pi((yi)i∈I) = pi(g(x)) = pig(x) = fi(x)

است. کامل اثبات و f = g که ͬ دهد م نشان این
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R‐مدول ͷی M و چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض .١۶ . ۶ . ١ قضیه
داریم صورت این در باشد. دلخواه چپ

HomR(M,
∏
i∈I

Mi) ∼=Z
∏
i∈I

HomR(M,Mi).

ͬ کنیم م تعریف اثبات.

θ : HomR(M,
∏
i∈I

Mi) −→
∏
i∈I

HomR(M,Mi), θ(f) = (pif)i∈I .

که ͬ دهیم م نشان (چرا؟). است مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی و (چرا؟) خوشتعریف θ که است واضح
دو حال .pif = ۰ ،i ∈ I هر برای معادلا یا θ(f) = ۰ کنیم فرض است. پوشا و ͷی به ͷی θ

داریم. را زیر جابجایی نمودار

..
.. ..

∏
i∈IMi

..M ..Mi

. pi.

o

.f ..
.. ..

∏
i∈IMi

..M ..Mi

. pi.

o

.o

Ker(θ) = ۰ ͬ دهد م نشان این باشد. صفر همریختͬ f باید یͺتایی، قسمت ،١۵ . ۶ . ١ قضیه طبق
است. ͷی به ͷی θ ،١ . ٣ . ١٨ لم از نتیجه در و

پیدا ما هدف باشد. دلخواه عضوی (fi)i∈I ∈
∏

i∈I HomR(M,Mi) که کنیم فرض اکنون
در را زیر نمودار .θ(f) = (fi)i∈I طوریͺه به f ∈ HomR(M,

∏
i∈IMi, ) مانند عضوی کردن

ͬ گیریم م نظر

..
.. ..

∏
i∈IMi

..M ..Mi

. pi.
fi

که دارد وجود f : M −→
∏

i∈IMi مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ ،١۵ . ۶ . ١ قضیه طبق
است. جابجایی زیر نمودار i ∈ I هر برای

..
.. ..

∏
i∈IMi

..M ..Mi

. pi.
fi

.f fi = pif

زیرا است. پوشایی برای ما نظر مورد f همان این

θ(f) = (pif)i∈I = (fi)i∈I .

است. Z‐یͺریختͬ ͷی θ پس
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که ͬ دهد م نشان زیر مثال .١٧ . ۶ . ١ مثال

HomR(M,
⊕
i∈I

Mi) ̸∼=Z

∏
i∈I

HomR(M,Mi).

که ͬ کنیم م دقت ابتدا .Mi = Z۲ ،i ∈ N هر برای و M = Z ،R = Z ،I = N ͬ دهیم م قرار
داریم بنابراین .HomZ(Z,Z۲) ∼=Z Z۲ ،٨ . ۶ . ١ قضیه ∏طبق

i∈I

HomR(M,Mi) =
∏
i∈N

HomZ(Z,Z۲) ∼=Z
∏
i∈N

Z۲.

داریم ،٨ . ۶ . ١ قضیه از دوباره دیͽر، طرفͬ از

HomR(M,
⊕
i∈I

Mi) = HomZ(Z,
⊕
i∈N

Z۲) ∼=Z
⊕
i∈N

Z۲.

نقض مثال تمرین عنوان به نیز باقیمانده حالت های برای (چرا؟).
⊕

i∈N Z۲ ̸∼=Z
∏

i∈N Z۲ اما
بیاورید.

داریم و است گشا کار ،١۶ . ۶ . ١ قضیه اثبات هم باز باشد جابجایی حلقه R اگر .١٨ . ۶ . ١ تذکر

HomR(M,
∏
i∈I

Mi) ∼=R

∏
i∈I

HomR(Mi,M).

قابل Z از بخش این قضیه های و گزاره لم، تمام آنگاه باشد جابجایی حلقه R اگر .١٩ . ۶ . ١ تذکر
هستند. R به تعمیم

تمرین ها
این در باشد. یͺدار حلقه R و یͺانͬ ساده چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٢٠ . ۶ . ١ تمرین

.HomR(M,N) ̸= ۰ اگر تنها و اگر M ∼=R N صورت

ندارد لزومͬ که بͽیرید نتیجه آن ͷکم به سپس و کنید شناسایی HomZ(Q,Z) .٢١ . ۶ . ١ تمرین
.HomR(M,R) ∼=R M

نشان صورت این در باشد چپ R‐مدول ͷی M و R حلقه ایده آل I کنیم فرض .٢٢ . ۶ . ١ تمرین
.HomR(R/I,M) ∼=R r.AnnM(I) که دهید

در باشند. d مشترک علیه مقسوم بزرگترین با طبیعͬ عدد دو n و m کنیم فرض .٢٣ . ۶ . ١ تمرین
.HomZ(Zm,Zn) ∼=Z Zd که دهید نشان صورت این
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دقیق دنباله های با آن ارتباط و Hom ١ . ٧
در بخش این از کنیم. مشخص دقیق دنباله های با را Hom ارتباط ͬ خواهیم م بخش این در

ͬ کنیم. م آغاز زیر لم با را کار ͬ کنیم. م اسفاده بسیار دوم فصل

R‐همریختͬ ͷی f :M −→ N اگر باشند. چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ٧ . ١ لم
شͺل به مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی f ،U مانند چپ R‐مدول هر برای آنگاه باشد مدولͬ

f∗ : HomR(U,M) −→ HomR(U,N), f∗(α) = fα

ͬ کند. م القا

داریم علاوه به و (چرا؟) است خوشتعریف f∗ که است واضح اثبات.

f∗(α+ β) = f(α + β) = fα + fβ = f∗(α) + f∗(β)

است. کامل اثبات و

لم در که است القایی نگاشت همان ... و g∗ یا f∗ از منظور نوشتار این کل در .١ . ٧ . ٢ نمادگذاری
شد. معرفͬ ،١ . ٧ . ١

داریم. را زیر گزاره حال

معادل زیر شرایط صورت این در باشند. چپ R‐مدول Kسه Nو ،M کنیم فرض .١ . ٧ . ٣ گزاره
هستند.

مدولͬ ͬ های R‐همریخت از دقیق دنباله ͷی ....۰ ..M ..N ..K..f. g دنباله (١)
است.

دنباله ،U چپ R‐مدول هر برای (٢)

....۰ ..HomR(U,M) ..HomR(U,N) ..HomR(U,K)..f∗ . g∗

است. مدولͬ ͬ های Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی

هستند. مدولͬ Z‐همریختͬ ،g∗ و f∗ ،١ . ٧ . ١ لم طبق که ͬ کنیم م دقت ابتدا .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
f∗(α) = ۰ داریم پس .α ∈ Ker(f∗) که کنیم فرض .Ker(f∗) = ۰ که ͬ دهیم م نشان حال
است ͷی به ͷی f اما .f(α(u)) = ۰ که داریم u ∈ U هر برای نتیجه در .fα = ۰ معادلا یا
.α(u) = ۰ داریم u ∈ U هر برای که ͬ دهد م نتیجه این .Ker(f) = ۰ ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و

.Ker(f∗) = ۰ نتیجه در و α = ۰ بنابراین
α ∈ HomR(U,M)پس .β ∈ Im(f∗) کنیم فرض .Im(f∗) = Ker(g∗) ͬ دهیم م نشان حال
باشیم داشته باید پس (چرا؟) gf = ۰ فرض طبق اما .f∗(α) = fα = β که دارد وجود چنان
اکنون .Im(f∗) ⊆ Ker(g∗) نتیجه در و β ∈ Ker(g∗) یعنͬ .۰ = gfα = gβ = g∗(β)
.Im(β) ⊆ Ker(g) = Im(f) یعنͬ .۰ = g∗(β) = gβ پس .β ∈ Ker(g∗) کنیم فرض
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ͬ دهیم م قرار اکنون (چرا؟). است مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی f : M −→ Im(f) که ͬ دانیم م اما
این (چرا؟). f∗(α) = β حال (چرا؟). α ∈ HomR(U,M) که است واضح .α = f−۱β

.Im(f∗) = Ker(g∗) پس .Ker(g∗) ⊆ Im(f∗) بنابراین .β ∈ Im(f∗) که ͬ دهد م نشان
که دهیم نشان باید ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق معادلا یا است ͷی به ͷی f ͬ دهیم م نشان ابتدا .(۱) ⇐ (۲)

یعنͬ .U = Ker(f) ͬ دهیم م قرار ،(٢) در منظور این برای .Ker(f) = ۰

۰ −→ HomR(Ker(f),M)
f∗−→ HomR(Ker(f), N)

g∗−→ HomR(Ker(f), K)

حال است. HomR(Ker(f),M) از عضوی i : Ker(f) −→ M شمول R‐همریختͬ اما
x ∈ Ker(f) هر برای نتیجه در و i = ۰ یعنͬ .i ∈ Ker(f∗) = ۰ پس (چرا؟) f∗(i) = ۰

.Ker(f) = ۰ بنابراین .x = i(x) = ۰ داریم
.U =M ͬ دهیم م قرار ،(٢) در ابتدا منظور این برای .Ker(g) = Im(f) که ͬ دهیم م نشان حال

یعنͬ
۰ −→ HomR(M,M)

f∗−→ HomR(M,N)
g∗−→ HomR(M,K)

پس g∗f∗ = ۰ اما .f(x) = y که دارد وجود چنان x ∈M پس .y ∈ Im(f) کنیم فرض حال
و y ∈ Ker(g) پس .g(y) = g(f(x)) = g(f(idM(x))) = ۰ یعنͬ (چرا؟). gfidM = ۰
در منظور این برای .Ker(g) ⊆ Im(f) دهیم نشان باید اکنون .Im(f) ⊆ Ker(g) نتیجه در

یعنͬ .U = Ker(g) ͬ دهیم م قرار ،(٢)

۰ −→ HomR(Ker(g),M)
f∗−→ HomR(Ker(g), N)

g∗−→ HomR(Ker(g), K)

حال است. HomR(Ker(g), N) از عضوی i : Ker(g) −→ N شمول R‐همریختͬ اما
چنان α ∈ HomR(Ker(g),M) یعنͬ .i ∈ Ker(g∗) = Im(f∗) پس (چرا؟) g∗(i) = ۰
.y = i(y) = f(α(y))پس .y ∈ Ker(g) کنیم فرض اکنون .i = f∗(α) = fα که دارد وجود

.Ker(g) = Im(f) بنابراین .Ker(g) ⊆ Im(f) نتیجه در و y ∈ Im(f) یعنͬ

دنباله HomR(U,−)هر ،U چپ R‐مدول هر برای که ͬ دهد م نشان ،١ . ٧ . ٣ گزاره .۴ . ١ . ٧ تذکر
ͬ دارد. م نگاه دقیق چپ سمت از را چپ سمت از دقیق

زیر لم با کنیم. بررسͬ T چپ R‐مدول هر برای را HomR(−, T ) که است آن وقت اکنون
ͬ کنیم. م شروع

R‐همریختͬ ͷی f :M −→ N اگر باشند. چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .۵ . ١ . ٧ لم
شͺل به مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی f ،T مانند چپ R‐مدول هر برای آنگاه باشد مدولͬ

f ∗ : HomR(N, T ) −→ HomR(M,T ), f ∗(α) = αf

ͬ کند. م القا

داریم علاوه به و (چرا؟) است خوشتعریف f ∗ که است واضح اثبات.

f ∗(α + β) = (α + β)f = αf + βf = f ∗(α) + f ∗(β)

است. کامل اثبات و
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لم در که است القایی نگاشت همان ... و g∗ یا f ∗ از منظور نوشتار این کل در .۶ . ١ . ٧ نمادگذاری
شد. معرفͬ ،۵ . ١ . ٧

داریم. را زیر گزاره حال

معادل زیر شرایط صورت این در باشند. چپ R‐مدول Kسه Nو ،M کنیم فرض .١ . ٧ . ٧ گزاره
هستند.

مدولͬ ͬ های R‐همریخت از دقیق دنباله ͷی ....M ..N ..K ..۰.f .g. دنباله (١)
است.

دنباله ،T چپ R‐مدول هر برای (٢)

....۰ ..HomR(K,T ) ..HomR(N, T ) ..HomR(M,T )..g∗ . f∗

است. مدولͬ ͬ های Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی

هستند. مدولͬ Z‐همریختͬ ،g∗ و f ∗ ،۵ . ١ . ٧ لم طبق که ͬ کنیم م دقت ابتدا .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
g∗(α) = ۰ داریم پس .α ∈ Ker(g∗) که کنیم فرض .Ker(g∗) = ۰ که ͬ دهیم م نشان حال
نتیجه در و α = ۰ بنابراین و (چرا؟) α(K) = ۰ پس Im(g) = K اما .αg = ۰ معادلا یا

.Ker(g∗) = ۰
α ∈ HomR(K,T ) پس .β ∈ Im(g∗) کنیم فرض .Im(g∗) = Ker(f ∗) ͬ دهیم م نشان
باشیم داشته باید پس (چرا؟) gf = ۰ فرض طبق اما .g∗(α) = αg = β که دارد وجود چنان
.Im(f ∗) ⊆ Ker(g∗) نتیجه در و β ∈ Ker(f ∗) یعنͬ .۰ = αgf = βf = f ∗(β)
اما .Im(f) ⊆ Ker(β) یعنͬ .۰ = f ∗(β) = βf پس .β ∈ Ker(f ∗) کنیم فرض اکنون

ͬ دهیم م قرار حال .Ker(g) ⊆ Ker(β) پس Im(f) = Ker(g)

β̄ : N/Ker(g) −→ T, β̄(y +Ker(g)) = β(y).

که داریم ،١ . ٣ . ٢٠ یͺریختͬ، اول قضیه طبق اما (چرا؟). است خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی β̄

یاد به را یͺریختͬ اول قضیه (اثبات h(y + Ker(g)) = g(y) آن در که N/Ker(g)
h∼= K

برای اما (چرا؟). α ∈ HomR(K,T ) که است واضح .α = β̄h−۱ ͬ دهیم م قرار حال آورید).
داریم y ∈ N هر

g∗(α)(y) = αg(y) = β̄h−۱g(y) = β̄h−۱h(y+Ker(g)) = β̄(y+Ker(g)) = β(y).

داریم بنابراین .Ker(f ∗) ⊆ Im(g∗) نتیجه در و β ∈ Im(g∗) پس .g∗(α) = β یعنͬ
.Ker(f ∗) = Im(g∗)

این برای .Im(g) = K که دهیم نشان باید معادلا یا پوشا g ͬ دهیم م نشان ابتدا .(۱) ⇐ (۲)
یعنͬ .T = K/Im(g) ͬ دهیم م قرار ،(٢) در منظور

۰ −→ HomR(K,
K

Im(g)
)

g∗−→ HomR(N,
K

Im(g)
)

f∗−→ HomR(M,
K

Im(g)
)
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حال است. HomR(K,
K

Im(g)
) از عضوی π : K −→ K/Im(g) طبیعͬ R‐همریختͬ اما

(چرا؟). Im(g) = K نتیجه در و π = ۰ یعنͬ .π ∈ Ker(g∗) = ۰ پس (چرا؟) g∗(π) = ۰

.T = K ͬ دهیم م قرار ،(٢) در ابتدا منظور این برای .Ker(g) = Im(f) که ͬ دهیم م نشان حال
یعنͬ

۰ −→ HomR(K,K)
g∗−→ HomR(N,K)

f∗−→ HomR(M,K)

نشان باید اکنون .Im(f) ⊆ Ker(g) یعنͬ (چرا؟). idKgf = gf = ۰ پس f ∗g∗ = ۰ اما
یعنͬ .T = N/Im(f) ͬ دهیم م قرار ،(٢) در منظور این برای .Ker(g) ⊆ Im(f) دهیم

۰ −→ HomR(K,
N

Im(f)
)

g∗−→ HomR(N,
N

Im(f)
)

f∗−→ HomR(M,
N

Im(f)
)

حال است. HomR(N,
N

Im(f)
) از عضوی π : N −→ N/Im(f) شمول R‐همریختͬ اما

چنان α ∈ HomR(K,
N

Im(f)
) یعنͬ .π ∈ Ker(f ∗) = Im(g∗) پس (چرا؟) f ∗(π) = ۰

.π(y) = αg(y) = ۰ پس .y ∈ Ker(g) کنیم فرض اکنون .π = g∗(α) = αg که دارد وجود
.Ker(g) = Im(f) بنابراین .Ker(g) ⊆ Im(f) نتیجه در و (چرا؟) y ∈ Im(f) یعنͬ

دنباله ,−)HomRهر T ) ،T چپ R‐مدول هر برای که ͬ دهد م نشان ،١ . ٧ . ٧ گزاره .١ . ٧ . ٨ تذکر
ͬ دارد. م نگاه دقیق چپ سمت از را راست سمت از دقیق

است. دقیق نیز راست سمت از Hom مواقعͬ چه در کنیم سوال خود از که است طبیعͬ اکنون
ͬ شود. م منجر زیر مهم قضیه به سوال این جواب

معادل زیر شرایط صورت این در باشند. چپ R‐مدول Kسه Nو ،M کنیم فرض .١ . ٧ . ٩ قضیه
هستند.

ͬ هاست R‐همریخت از دقیق دنباله ͷی ....۰ ..M ..N ..K ..۰..f . g. (١)
ͬ شود. م شͺافته که

دنباله ،U چپ R‐مدول هر برای (٢)

....۰ ..HomR(U,M) ..HomR(U,N) ..HomR(U,K) ..۰..f∗ . g∗.

ͬ شود. م شͺافته که ͬ هاست Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی
دنباله ،T چپ R‐مدول هر برای (٣)

....۰ ..HomR(K,T ) ..HomR(N, T ) ..HomR(M,T ) ..۰..g∗ . f∗

ͬ شود. م شͺافته که ͬ هاست Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی

به است مشابه که را (٢) و (١) بودن معادل ͬ دهیم م نشان را (١) و (٣) بودن معادل فقط اثبات.
ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان

،١ . ٧ . ٧ گزاره طبق است کافͬ است، کوتاه دقیق (٣) دنباله دهیم نشان که این برای .(۳) ⇐ (۱)
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فرضR‐همریختͬ طبق اما .β ∈ HomR(M,T ) کنیم فرض است. پوشا f ∗ که دهیم نشان فقط
است واضح .α = βq دهید قرار حال .qf = idM که دارد وجود چنان q : N −→ M مدولͬ

داریم طرفͬ از (چرا؟). α ∈ HomR(N, T ) که

f ∗(α) = αf = βqf = βidM = β.

ͬ دهیم م قرار ͬ شود. م شͺافته (٣) کوتاه دقیق دنباله ͬ دهیم م نشان حال است. پوشا f ∗ یعنͬ

q∗ : HomR(M,T ) −→ HomR(N, T ), q
∗(α) = αq.

داریم اما

f ∗q∗(α) = f ∗(αq) = αqf = αidM = α = id∗HomR(M,T )(α).

ͬ شود. م شͺافته (٣) در کوتاه دقیق دنباله ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق اکنون
،١ . ٧ . ٧ گزاره طبق است کافͬ است، کوتاه دقیق (١) دنباله دهیم نشان که این برای .(۱) ⇐ (۳)

یعنͬ .T =M ͬ دهیم م قرار (٣) در منظور این برای است. ͷی به ͷی f که دهیم نشان فقط

۰ −→ HomR(K,M)
g∗−→ HomR(N,M)

f∗−→ HomR(M,M) −→ ۰

که دارد وجود q ∈ HomR(N,M) پس است، پوشا f ∗ و idM ∈ HomR(M,M) اما
f ،(١) قسمت ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق حال .qf = idM که ͬ دهد م نشان این .f ∗(q) = idM
شͺافته (١) کوتاه دقیق دنباله که ͬ دهد م نشان ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق مطلب همین است. ͷی به ͷی

ͬ شود. م

قابل Z از بخش این قضیه های و گزاره لم، تمام آنگاه باشد جابجایی حلقه R اگر .١ . ٧ . ١٠ تذکر
هستند. R به تعمیم

تمرین ها
اثبات ها و کنید بازنویسͬ جابجایی حلقه برای را بخش این قضیه های و گزاره لم، .١ . ٧ . ١١ تمرین

نمایید. بازنویسͬ را

کنید. کامل را ،١ . ٧ . ٩ قضیه اثبات .١ . ٧ . ١٢ تمرین

شͺل به کوتاهͬ دقیق دنباله .١ . ٧ . ١٣ تمرین

۰ −→ Z۲ −→ Z۴ −→ Z۲ −→ ۰

کنید. تحلیل را حاصل نتیجه و دهید اثر آن روی را HomZ(−,Z) سپس و بسازید
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اول فصل مباحث کل از شده حل تمرین های ١ . ٨
ͷی Mn(F ) زیر اسͺالر در ضرب با که دهید نشان باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .١ . ٨ . ١ تمرین

نیست چپ Mn(F‐مدول )
A.B = AtB

است. A ترانهاده ماتریس At از منظور که

نیست برقرار زیر رابطه لزوما ماتریس سه هر برای حل.

A.(B.C) = (AB).C.

زیرا
A.(B.C) = A.(BtC) = AtBtC

ولͬ
(AB).C = (AB)tC = BtAtC.

R‐همریختͬ ͷی f : M −→ N و چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .١ . ٨ . ٢ تمرین
دهید. نشان را زیر موارد باشد. مدولͬ

است. مولد متناهͬ Im(f) آنگاه باشد مولد متناهͬ M اگر (١)
است. مولد متناهͬ M آنگاه باشند مولد متناهͬ Im(f) و Ker(f) اگر (٢)

است. مولد متناهͬ M/K آنگاه K ≤M و مولد متناهͬ M اگر (٣)
است. مولد متناهͬ M آنگاه باشند مولد متناهͬ دو هر K ،M/K و K ≤M اگر (۴)

y ∈ Im(f) اگر حال .mi ∈ M که M = Rm۱ + ... + Rmt داریم فرض طبق (١) حل.
داریم که دارند وجود چنان R در riها اما .y = f(x) داریم که دارد وجود چنان x ∈ M آنگاه

پس .x = r۱m۱ + ...+ rtmt

y = f(x) = f(r۱m۱ + ...+ rtmt) = r۱f(m۱) + ...+ rtf(mt)

است. مولد متناهͬ Im(f) پس ͬ کنند. م تولید را Im(f) عضو هر f(mi)ها یعنͬ
که دارند وجود چنان M از ml ،... ،m۱ اعضای پس است مولد متناهͬ Ker(f) چون (٢)
که دارند وجود چنان M از mt ،... ،ml+۱ اعضای همچنین .Ker(f) = Rm۱ + ... + Rml

،... ،rl+۱ پس .m ∈ M کنیم فرض حال هستند. Im(f) برای مولدی f(mt) ،... ،f(ml+۱)
که دارند وجود R در rt

f(m) = rl+۱f(ml+۱) + ...+ rtf(mt) ⇒ f(m− rl+۱ml+۱ − ...− rtmt) = ۰.

که دارند وجود R در rl ،... ،r۱ بنابراین .m− rl+۱ml+۱ − ...− rtmt ∈ Ker(f) یعنͬ

m− rl+۱ml+۱ − ...− rtmt = r۱m۱ + ...+ rlml.

که کرده ایم ثابت نتیجه در .m = r۱m۱ + ... + rlml + rl+۱ml+۱ + ... + rtmt پس
.M = Rm۱ + ...+Rml +Rml+۱ + ...+Rmt
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و Im(π) = M/K چون ͬ گیریم. م نظر در را π : M −→ M/K طبیعͬ R‐همریختͬ (٣)
است. حل مسئله (١) طبق پس است مولد متناهͬ M

و Im(π) = M/K چون ͬ گیریم. م نظر در را π : M −→ M/K طبیعͬ R‐همریختͬ (۴)
است. حل مسئله (٢) طبق پس هستند مولد متناهͬ Ker(π) = K

یعنͬ باشد Q کسرهای میدان با صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .١ . ٨ . ٣ تمرین

Q = {a
b
| a, b ∈ R, b ̸= ۰}.

متناهͬ Q R‐مدول اگر که دهید نشان است. R‐مدول ͷی Q ،r.(a
b
) = ra

b
اسͺالر در ضرب با

.R = Q آنگاه باشد مولد

دقت .x = b۱b۲...bt ͬ دهیم م قرار باشند. Q R‐مدول مولدهای at
bt

،... ،a۱
b۱

کنیم فرض حل.
که دارند وجود R حلقه در st ،...،s۱ عناصر آنگاه r ∈ R اگر حال (چرا؟). x ̸= ۰ که شود

۱
r
= s۱

a۱
b۱

+ ...+ st
at
bt

⇒ ۱
r
=
a۱b۲...bt + ...+ atb۱...bt−۱

b۱...bt
=
s

x

اگر جمله از .۱
r
= s

x
که دارد وجود چنان s ∈ R عنصر r ∈ R هر برای که ͬ دهد م نشان این پس

صحیح دامنه R زیرا sx = ۱ که ͬ دهد م نشان این .s ∈ R که ۱
x۲ = s

x
آنگاه r = x۲ دهیم قرار

طبق باشد. ناصفر و دلخواه عنصری y ∈ R کنیم فرض حال است. یͺال عنصری x پس است.
پس است صحیح دامنه R چون .۱

y
= s′

x
که دارد وجود چنان s′ ∈ R مانند عنصری بالا، مطلب

.R = Q پس است میدان R یعنͬ این است. یͺال y یعنͬ این و ys′ = x

L ،N که M = N ⊕ L = N ⊕K و باشد چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۴ . ١ . ٨ تمرین
نیست. L = K لزوما ولͬ L ∼=R k که دهید نشان هستند. M زیرمدول های K و

است l ∈ L و n ∈ N که n + l شͺل به یͺتایی صورت به m ∈ M عضو هر که ͬ دانیم م حل.
ͬ دهیم م قرار حال ͬ شود. م نوشته

f :M −→ L, f(n+ l) = l

یͺرختͬ، اول قضیه طبق پس (چرا؟). است Ker(f) = N با پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f
یͺتایی صورت mبه ∈M عضو هر که ͬ دانیم م طرفͬ از .M/N ∼=R L که داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه

ͬ دهیم م قرار حال ͬ شود. م نوشته است k ∈ K و n ∈ N که n+ k شͺل به

g :M −→ K, f(n+ k) = k

یͺرختͬ، اول قضیه طبق پس (چرا؟). است Ker(g) = N با پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی g
.K ∼=R L پس .M/N ∼=R K که داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه
و R = R ،M = R× R ͬ دهیم م قرار دوم، قسمت برای

N = {۰} × R, K = R× {۰}, L = {(x, x) | x ∈ R}.

در .M = N ⊕ L = N ⊕K و N ∩K = ۰ = N ∩ L که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ
.L ̸= K که حالͬ
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ͷی اگر تنها و اگر است R یͺدار) حلقه روی (یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی M .۵ . ١ . ٨ تمرین
باشد. موجود (ͷی (حافظ f : R −→ EndZ(M) حلقه ای همریختͬ

ͬ کنیم م تعریف .r ∈ R کنیم فرض .(⇐) حل.

fr :M −→M, fr(m) = rm.

.fr ∈ EndZ(M) پس (چرا؟). است مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی و خوشتعریف fr که است واضح
ͬ دهیم م قرار حال

f : R −→ EndZ(M), f(r) = fr.

داریم و است خوشتعریف f که است واضح

fr+s(m) = (r + s)m = rm+ sm = fr(m) + fs(m).

همچنین .f(r + s) = f(r) + f(s) یعنͬ

frs(m) = rsm = frfs(m).

آنگاه شود فرض یͺدار R اگر که است حلقه ای همریختͬ ͷی f پس .f(rs) = f(r)f(s) یعنͬ
زیرا است. نیز ͷی حافظ

f(۱)(m) = f۱(m) = m = idM(m).

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را اسͺالر در ضرب .(⇒)

r.m = f(r)(m)

است. (یͺانͬ) چپ R‐مدول ͷی M بالا اسͺالر در ضرب با ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی

زیر موارد باشد. Nk ،... ،N۱ زیرمدول های با چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ١ . ٨ تمرین
هستند. معادل

است (ͷی به ͷی) پوشا زیر R‐همریختͬ (١)

π :M −→
k∏
i=۱

M/Ni, π(x) = (x+N۱, ..., x+Nk).

.(∩ni=۱Ni = ۰) Ni + ∩i ̸=jNj =M داریم i هر برای (٢)

ͬ شود. م واگذار خواننده عهده به و است ساده پرانتز داخل عبارت های بودن معادل حل.
مشابه ۲ ≤ i ≤ k برای ͬ دهیم م نشان i = ۱ برای را حͺم .m ∈ M کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱)
در m′ عنصر ،(m+N۱,۰, ...,۰) ∈

∏k
i=۱M/Ni عنصر برای پس است پوشا π چون است.

که دارد وجود چنان M

(m′ +N۱, ...,m
′ +Nk) = π(m′) = (m+N۱,۰, ...,۰).
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که ͬ دهد م نشان بالا رابطه

m−m′ ∈ N۱, m
′ ∈ N۲, ..., m

′ ∈ Nk.

داریم پس
m = m−m′ +m′ ∈ N۱ + ∩ki=۲Ni.

در دلخواه را (m۱ + N۱,m۲ + N۲, ...,mk + Nk) ∈
∏k

i=۱M/Ni عنصر .(۱) ⇐ (۲)
داریم فرض طبق ͬ گیریم. م نظر

m۱ = x۱ + y۱ ; x۱ ∈ N۱, y۱ ∈ ∩j ̸=۱Ni

m۲ = x۲ + y۲ ; x۲ ∈ N۲, y۲ ∈ ∩j ̸=۲Ni

...
mk = xk + yk ; xk ∈ Nk, yk ∈ ∩j ̸=kNi

داریم حال .m = y۱ + y۲ + ...+ yk ͬ دهیم م قرار

π(m) = (m+N۱,m+N۲, ...,m+Nk) =

(m۱ − x۱ +
∑
j ̸=۱

yj +N۱,m۲ − x۲ +
∑
j ̸=۲

yj +N۲, ...,mk − xk +Nk +
∑
j ̸=k

yj)

= (m۱ +N۱,m۲ +N۲, ...,mk +Nk)

است. کامل حل و است پوشا π یعنͬ این و

دقیق دنباله در که دهید نشان آنگاه باشند مولد متناهͬ R‐مدول دو N و M اگر .١ . ٨ . ٧ تمرین
کوتاه

....۰ ..M ..T ..N ..۰..f . g.

باشد. مولد متناهͬ نیز T R‐مدول باید

T/Ker(g) باید پس .T/Ker(g) ∼= N داریم ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق است پوشا g چون حل.
قضیه طبق (١ . ٣ . ١٨ (لم Ker(f)است = ۰ چون Ker(g)و = Im(f) اما باشد. مولد متناهͬ
مولد متناهͬ Ker(g) که ͬ دهد م نشان این .Im(f) ∼= M داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول

باشد. مولد متناهͬ T باید (۴) قسمت ١ . ٨ . ٢ تمرین طبق اکنون است.
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باشد. کوتاه دقیق مورب و افقͬ سطر و جابجایی زیر نمودار کنیم فرض .١ . ٨ . ٨ تمرین

..

..۰ .. .. .. ..

.. ..U .. .. ..

..۰ ..M ..T ..N ..۰

.. .. .. ..W ..

.. .. .. .. ..۰

..

α

..
ψ

.f . g.
β

.

φ

.

نباشد. ͷی به ͷی φ اگر تنها و اگر Im(ψ) ̸= U که دهید نشان

،١ . ٣ . ١٨ لم طبق معادل طور به یا باشد ͷی به ͷی φ کنیم فرض خلف، برهان به .(⇐) حل.
α(u) ∈ T اما است. معنͬ با u ∈ U \ Im(ψ) فرض پس Im(ψ) ̸= U چون .Ker(φ) = ۰
که داریم یعنͬ .۰ = βα(u) = φgα(u) پس β = φg چون نتیجه در .gα(u) ∈ N پس
m ∈ M پس .α(u) ∈ Ker(g) = Im(f) که ͬ دهد م نشان این .gα(u) ∈ Ker(φ) = ۰
α چون .αψ(m) = f(m) = α(u) پس f = αψ اما .f(m) = α(u) که دارد وجود چنان

است. تناقض که u ∈ Im(ψ) یعنͬ ψ(m) = u که ͬ شود م نتیجه (چر؟) است ͷی به ͷی
۰ ̸= n ∈ Ker(φ) فرض باشد. پوشا ψ یعنͬ Im(ψ) = U کنیم فرض خلف، برهان به .(⇒)
نتیجه در .g(t) = n که دارد وجود چنان t ∈ T پس است پوشا g چون (چرا؟). است معنͬ با
بنابراین .t ∈ Ker(β) = Im(α) یعنͬ β(t) = ۰ پس β = φg اما .φg(t) = φ(n) = ۰
دارد وجو چنان m ∈ M پس است پوشا ψ طرفͬ از .α(u) = t که دارد وجود چنان u ∈ U
بنابراین .f(m) = t پس f = αψ اما .αψ(m) = t که ͬ دهد م نشان این .ψ(m) = u که

nاست. بودن ناصفر با تناقض این که ۰ = g(t) = n نتیجه در .t ∈ Im(f) = Ker(g)

نشان نیست. تقسیم حلقه که باشد جابجایی) لزوما (نه دامنه ͷی R کنیم فرض .١ . ٨ . ٩ تمرین
مانند (چپ) ایده آل های از زنجیری دهید

I۱ ⊃ I۲ ⊃ I۳ ⊃ ...

.R/I۱ ∼=R In/In+۱ داریم n ∈ N هر برای که دارد وجود چنان

یͺال x کنیم فرض ͬ توانیم م نیست، تقسیم حلقه R چون .۰ ̸= x ∈ R کنیم فرض حل.
برای اگر اکنون .Rxn ⊇ Rxn+۱ که است واضح .In = Rxn ͬ دهیم م قرار حال نیست.
بنابراین .rxi+۱ = xi که دارد وجود چنان r ∈ R آنگاه Rxi = Rxi+۱ باشیم داشته i ∈ N
فرض با تناقض که است یͺال x یعنͬ (چرا؟) rx = ۱ که ͬ دهد م نتیجه این و (rx−۱)xi = ۰

زنجیری یعنͬ .Rxi ⊃ Rxi+۱ پس دارد ما
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I۱ ⊃ I۲ ⊃ I۳ ⊃ ...

ͬ کنیم م تعریف n هر برای حال است. (چپ) ایده آل های از

fn : R −→ In/In+۱, f(r) = rxn + In+۱.

اما است. پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی و خوشتعریف f

Ker(fn) = {r ∈ R | f(r) = ۰} =

{r ∈ R | rxn ∈ In+۱} = {r ∈ R | rxn = sxn+۱, s ∈ R} =

{r ∈ R | (r − sx)xn = ۰, s ∈ R} = {r ∈ R | r = sx, s ∈ R} = Rx = I۱

.R/I۱ ∼=R In/In+۱ داریم ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق اکنون

.HomZ(Zn,Q) = ۰ که دهید نشان .١ . ٨ . ١٠ تمرین

داریم حال .x = f(۱̄) ͬ دهیم م قرار .f ∈ HomZ(Zn,Q) کنیم فرض حل.

nx = nf(۱̄) = f(n̄) = f(۰̄) = ۰

داریم k̄ ∈ Zn هر برای حال .x = ۰ پس nx = ۰ داریم Q در یعنͬ این

f(k̄) = kf(۱̄) = kx = ۰

است. f = ۰ یعنͬ

.HomZ(Q,
⊕

i∈I Z) = ۰ که دهید نشان .١ . ٨ . ١١ تمرین

تعریف طبق .f(۱) = (ki)i∈I علاوه به ۰و ̸= f ∈ HomZ(Q,
⊕

i∈I Z) کنیم فرض حل.
حال باشند. ناصفر عناصر همان kit ،... ،ki۱ که کنیم فرض ناصفرند. ها ki از متناهͬ تعداد فقط

داریم و x = |ki۱|+|ki۲|+...+ |kit|+۱ ͬ دهیم م قرار

f(۱) = f(x× ۱
x
) = xf(

۱
x
)

و (چرا؟) kij = xk′ij که دارد وجود چنان j ∈ I اندیس آنگاه f(۱
x
) = (k′i)i∈I کنیم فرض اگر

(چرا؟). است تناقض این

.HomZ(
∏∞

i=۱ Z/
⊕∞

i=۱ Z , Z) = ۰ که دهید نشان .١ . ٨ . ١٢ تمرین

که است این با معادل مطلب این .۰ ̸= f ∈ HomZ(
∏∞

i=۱ Z/
⊕∞

i=۱ Z , Z) کنیم فرض حل.
ͬ دهیم م قرار حال .f(

⊕∞
i=۱ Z) = ۰ ولͬ ۰ ̸= f ∈ HomZ(

∏∞
i=۱ Z , Z)

A = {(۲x۱,۴x۲,۸x۳, ...,۲nxn, ...) | xi ∈ Z}
B = {(۳y۱,۹y۲,۲۷y۳, ...,۳nyn, ...) | yi ∈ Z}.
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عنصر هر اما (چرا؟).
∏∞

i=۱ Z = A+B که است واضح هستند، اول هم به نسبت ٣ و ٢ چون اما
هستند نمایش قابل نیز زیر صورت به B از y و A از x

x = (۲x۱,۴x۲, ...,۲n−۱xn−۱,۰,۰, ...) + ۲n(۰,۰, ...,۰, xn,۲xn+۱, ...)

y = (۳y۱,۳y۲, ...,۳n−۱yn−۱,۰,۰, ...) + ۳n(۰,۰, ...,۰, yn,۳yn+۱, ...)

n طبیعͬ عدد هر برای پس است.
⊕∞

i=۱ Z از عضوی y و x برای بالا جمع اول مولفه وضوح به
پس (چرا؟). f(A) = f(B) = ۰ نتیجه در .f(B) ⊆ ۳nZ همچنین و f(A) ⊆ ۲nZ داریم

است. تناقض که f = ۰ یعنͬ این .f(
∏∞

i=۱ Z) = ۰
دهید نشان باشد. مولد متناهͬ R‐مدول ͷی M و جابجایی حلقه R کنیم فرض .١ . ٨ . ١٣ تمرین
N (n) از زیرمدولͬ HomR(M,N)با ،N R‐مدول هر برای که دارد وجود چنان n طبیعͬ عدد که

است. یͺریخت

برای .n = t یعنͬ است مسئله مطلوب همان t باشند. M مولدهای xt ،... ،x۱ کنیم فرض حل.
ͬ گیریم م نظر در را زیر رابطه اثبات

f : R(t) −→M, f((r۱, r۲, ..., rt)) = r۱x۱ + r۲x۲ + ...+ rtxt.

دقیق دنباله حال (چرا؟). است پوشا خوشتعریف مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f که است واضح

....Ker(f) ..R(t) ..M ..۰.i . f.

دنباله روی را HomR(−, N) باشد. دلخواه R‐مدول ͷی N کنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در را
دنباله ،١ . ٧ . ٧ گزاره طبق ͬ دهیم. م اثر بالا دقیق

....۰ ..HomR(M,N) ..HomR(R
(t), N) ..HomR(Ker(f), N)..f∗ . i∗

.Ker(f ∗) = ۰ داریم ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق یعنͬ است ͷی به ͷی f ∗ که ͬ دهد م نشان این است. دقیق
داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق پس

HomR(M,N) ∼= Im(f ∗).

گزاره و ١٢ . ۶ . ١ قضیه ،٨ . ۶ . ١ قضیه طبق حال HomR(Rاست.
(t), N) از زیرمدولͬ Im(f ∗) اما

داریم ١ . ٢ . ٨

HomR(R
(t), N) ∼=

t∏
i=۱

HomR(R,N) ∼=
t∏

i=۱
N =

t⊕
i=۱

N = N (t)

بنابراین هستند. تناظر در HomR(R
(t), N) و N (t) زیرمدول های ،١ . ٣ . ٣٢ نتیجه طبق اکنون

است. یͺریخت N (n) از زیرمدولͬ با HomR(M,N)
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که دهید نشان باشد. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f :M −→ N کنیم فرض .١۴ . ١ . ٨ تمرین
.Ann(N) = Ann(M) آنگاه M ∼= N یعنͬ باشد یͺریختͬ f اگر (١)

.Ann(N) ⊆ Ann(M) آنگاه باشد ͷی به ͷی f اگر (٢)
.Ann(M) ⊆ Ann(N) آنگاه باشد پوشا f اگر (٣)

ͷی f چون .۰ = rN = rf(M) = f(rM) نتیجه در .r ∈ Ann(N) کنیم فرض (١) حل.
و ͬ کنیم م استفاده f−۱ از برعکس برای .r ∈ Ann(M) یعنͬ است rM = ۰ پس است ͷی به

ͬ آید. م دست به حͺم
داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق و است Ker(f) = ۰ ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق (٢)
استدلال مشابه و rIm(f) = ۰ پس rN = ۰ آنگاه r ∈ Ann(N) اگر حال .M ∼= Im(f)

است. کامل اثبات و باشد r ∈ Ann(M) باید (١)
.rM = ۰ پس r ∈ Ann(M) اگر حال .M/Ker(f) ∼= N داریم ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق (٣)
(١) استدلال مشابه اکنون .r(M/Ker(f)) = ۰ بنابراین .rM = ۰ ⊆ Ker(f) نتیجه در

است. کامل اثبات و باشد r ∈ Ann(N) باید

ͷی AnnR(M) که دهید نشان باشد. ساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۵ . ١ . ٨ تمرین
است. ماکسیمال ایده آل AnnR(M) آنگاه باشد جابجایی R اگر است. اول ایده آل

اگر است اول R حلقه در P سره ایده آل که ͬ کنیم م یادآوری .Q = AnnR(M) کنیم فرض حل.
.J ⊆ P یا I ⊆ I که شود نتیجه IJ ⊆ P که R از J و I ایده آل دو هر برای

از سره ایده آل Q پس است. M بودن ساده با تناقض این .۰ = ۱.M = M آنگاه Q = R اگر
بنابراین .J ̸⊆ Q کنیم فرض هستند. R ایده آل های J و I که IJ ⊆ Q کنیم فرض حال است. R
در طرفین ضرب با .JM = M داریم است ساده M چون نتیجه در .JM ̸= ۰ که است واضح
که ͬ دهد م نشان این و J ⊆ Q پس .۰ = IJM = IM داریم IJ ⊆ Q فرض از استفاده و I

است. اول Q
(چرا؟). Rx = M که داریم ۰ ̸= x ∈ M هر برای پس است ساده M چون دوم، قسمت برای

ͬ دهیم م قرار حال .AnnR(M) = AnnR(x) پس است جابجایی R چون

f : R −→ Rx, f(r) = rx.

که داریم اما است. پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f که دید ͬ توان م راست سر بررسͬ ͷی با
چون اکنون .R/Q ∼=R Rx داریم ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق بر حال .Q = Ker(f) = AnnR(x)

Q ͬ دهد م نشان این ندارد. نابدیهͬ ایده آل هیچ هم R/Q پس ندارد، نابدیهͬ زیرمدول هیچ Rx
(چرا؟). است ماکسیمال ایده آل

ͷی M اگر باشد. R ایده آل I و جابجایی حلقه R کنیم فرض دترمینان) ͷتکنی) .١۶ . ١ . ٨ تمرین
و ۱ − r ∈ I که دارد وجود r ∈ R که دهید نشان آنگاه IM = M و مولد متناهͬ R‐مدول

.rM = ۰

وجود چنان ها aij ∈ I پس است IM =M چون .M = Rm۱+ ...+Rmt کنیم فرض حل.
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داریم که دارند
m۱ = a۱۱m۱ + a۱۲m۲ + ...+ a۱tmt

m۲ = a۲۱m۱ + a۲۲m۲ + ...+ a۲tmt

...
mt = at۱m۱ + at۲m۲ + ...+ attmt

معادلا یا
(a۱۱ − ۱)m۱ + a۱۲m۲ + ...+ a۱tmt = ۰
a۲۱m۱ + (a۲۲ − ۱)m۲ + ...+ a۲tmt = ۰

...
at۱m۱ + at۲m۲ + ...+ (att − ۱)mt = ۰

داریم ماتریسͬ شͺل به بازنویسͬ با و
(a۱۱ − ۱) a۱۲ · · · a۱t

a۲۱ (a۲۲ − ۱) · · · a۲t
...

at۱ at۲ · · · (att − ۱)


t×t


m۱
m۲

...
mt

 =


۰
۰
...
۰


لازم تذکر (این adj(A)A = det(A)It×t ͬ دانیم م باشد. ضرایب ماتریس نمایش A کنیم فرض
ͷی روی دترمینان تابع که خواصͬ همان با داریم دترمینان تابع یͺدار جابجایی حلقه روی که است
نمایید) مراجعه هافمن خطͬ جبر کتاب ۵ فصل به جزییات دیدن و دقیقتر مطالعه برای دارد؛ میدان

پس است. همانͬ ماتریس It×t که

adj(A)A


m۱
m۲

...
mt

 =


۰
۰
...
۰

 ⇒ det(A)It×t


m۱
m۲

...
mt

 =


۰
۰
...
۰


(چر؟). det(A)M = ۰ که ͬ دهد م نشان این .det(A)mi = ۰ داریم ۱ ≤ i ≤ t هر برای پس
ایده آل I چون است. − یا و + علامت با همراه پراکنده قطرهای مجموع ضرب حاصل det(A) اما
که ۱ + x صورت به det(A) که ͬ شود م نتیجه دارند، قرار I در A اصلͬ قطر خارج درایه های و
که است واضح .r = (−۱)tdet(A) ͬ دهیم م قرار اکنون است. y ∈ I که −۱+ y یا و x ∈ I

است. کامل اثبات .۱− r ∈ I و rM = ۰ ،r ∈ R

R‐مدول ͷیM اگر باشد. جابجایی Rحلقه کنیم فرض واسͺانسلوس) (قضیه .١ . ٨ . ١٧ تمرین
است. ͷی به ͷی f که دهید نشان آنگاه باشد پوشا f ∈ EndR(M) و مولد متناهͬ

پس ببنیدیم. کار به R[x] برای را ،١۶ . ١ . ٨ تمرین ͬ خواهیم م ͬ گیریم. م نظر در را R[x] حلقه حل.
که بیابیم R[x] در I مناسب ایده آل ͷی و کنیم تبدیل مولد متناهͬ R[x]‐مدول ͷی به را M باید
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تبدیل را M زیر اسͺالر در ضرب که دید ͬ توان م ساده بررسͬ ͷی با منظور، این برای .IM =M
ͬ کند م R[x]‐مدول ͷی به

(rnx
n + ...+ r۰).m = (rnf

n + rn−۱f
n−۱ + ...+ r۱f + r۰idM)(m).

در ثابت را چندجمله ای وقتͬ بالا اسͺالر در ضرب و است R[x] از زیرحلقه ͷی R که است واضح
ͬ کند. م تبدیل R‐مدول به را M که است اسͺالری در ضرب ،(R عناصر همان (یعنͬ ͬ گیرم م نظر
ͬ دهیم م قرار حال (چرا؟). است مولد متناهͬ نیز R[x]‐مدول عنوان به M که ͬ دهد م نتیجه این
کنیم فرض .IM ⊆ M که داریم طرفͬ از است. R[x] ایده آل I که است واضح .I =< x >

داریم حال .f(a) = b که است موجود a ∈M پس است پوشا f چون .b ∈M

x.a = (f)(a) = f(a) = b.

عنصر ،١۶ . ١ . ٨ تمرین طبق اکنون .IM = M نتیجه در و M ⊆ IM پس .b ∈ IM یعنͬ
پس .۱ − r(x) ∈ I =< x > و r(x)M = ۰ که است موجود چنان r(x) ∈ R[x]
a ∈ Ker(f) اگر اکنون .r(x) = ۱−xh(x) معادلا یا h(x) ∈ R[x] که ۱−r(x) = xh(x)

بنابراین f(a) = ۰ طرفͬ از .(۱− xh(x)).a = ۰ معادلا یا r(x).a = ۰ آنگاه باشد

۰ = (۱− xh(x)).a = (۱− x(hnx
n + ...+ h۰)).a =

(idM − f(hnf
n + ...+ h۰idM))(a) =

(idM − (hnf
n+۱ + ...+ h۰f))(a) =

idM(a)− hnf
n+۱(a) + ...+ h۰f(a) =

idM(a) = a.

است. ͷی به ͷی f ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و Ker(f) = ۰ پس

این در دارد. M ماکسیمال چپ ایده آل ͷی فقط که باشد حلقه ͷیR کنیم فرض .١ . ٨ . ١٨ تمرین
دهید. نشان را زیر موارد صورت

است. یͺال ۱−m عنصر m ∈ M هر برای (١)
دو هر آنگاه است دوری M تولید متناهͬ زیرمدول هر که باشد چپ R‐مدول ͷی M اگر (٢)

هستند. مقایسه قابل هم با شمول رابطه تحت M زیرمدول

ایده آل در R(۱−m) چپ ایده آل پس نباشد. یͺال ۱−m کنیم فرض خلف، برهان به (١) حل.
قرار چپ ماکسیمال ایده آل ͷی در چپ ایده آل هر که کنید (توجه دارد قرار M چپ ماکسیمال
این .۱ = ۱−m+m ∈ M داریم پس m ∈ M اما باشد. ۱−m ∈ M باید پس ͬ گیرد). م

است. M بودن چپ ماکسیمال با تناقض که R = M که ͬ دهد م نشان
یا N ⊆ K که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشند. M از دلخواه زیرمدول دو K و N کنیم فرض (٢)
معنͬ با زیر فرض های پس .K ̸⊆ N و N ̸⊆ K که ͬ کنیم م فرض خلف، برهان به .K ⊆ N

است.
۰ ̸= n ∈ N \K ۰ ̸= k ∈ K \N
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دارد وجود چنان x ∈ M یعنͬ است. دوری Rn + Rk تولید متناهͬ زیرمدول فرض طبق حال
نه اما .k = sx و n = rx که دارد وجود چنان r, s ∈ R نتیجه در .Rn + Rk = Rx که
و k = sr−۱n نتیجه در .x = r−۱n آنگاه باشد یͺال r مثلا اگر زیرا نیستند. یͺال s نه و r
قرار M در Rs و Rr چپ ایده آل های پس است. ما فرض با آشͺار تناقضͬ که k ∈ N بنابراین
دارند وجود چنان R در s′ و r′ عنصرهای که است واضح طرفͬ از .r, s ∈ M نتیجه در دارند.
یا (۱− r′r − s′s)x = ۰ پس .x = r′rx+ s′sx که ͬ دهد م نشان این .x = r′n+ s′k که
.s′s ∈ M و r′r ∈ M پس است چپ ایده آل ͷی M چون .(۱− (r′r+ s′s))x = ۰ معادلا
رابطه نتیجه در و است یͺال ۱− (r′r + s′s) عنصر (١) طبق حال .r′r + s′s ∈ M نتیجه در

.x = ۰ که ͬ دهد م نتیجه (۱− (r′r + s′s))x = ۰
.n = −k معادلا یا n + k = ۰ که ͬ دهد م نشان این .Rn + Rk = ۰ که داده ایم نشان یعنͬ

.K ⊆ N یا N ⊆ K باید بنابراین است. ما فرض با تناقض این .n ∈ K پس

زیرمدول Nدو Kو Mکه = N⊕K و باشد چپ MیRͷ‐مدول کنیم فرض .١ . ٨ . ١٩ تمرین
f ∈ EndR(M) هر برای اگر تنها و اگر HomR(N,K) = ۰ که دهید نشان هستند. M از

.f(N) ⊆ N باشیم داشته

قرار .f(N) ⊆ N ͬ دهیم م نشان .f ∈ EndR(M) و HomR(N,K) = ۰ کنیم فرض حل.
داشته باید پس .g(N) = f(N) ̸⊆ N کنیم فرض خلف، برهان به حال .g = f |N ͬ دهیم م
بنابراین .k ̸= ۰ و x = n+k که دارد وجود چنان x ∈ g(N) نتیجه در .g(N)∩K ̸= ۰ باشیم
واضح .h = p۲g ͬ دهیم م قرار حال نیست. صفر همریختͬ ،p۲ : g(N) −→ K R‐همریختͬ
و g(y) = x که دارد وجود چنان y ∈ N پس x ∈ g(N) چون .h ∈ HomR(N,K) که است

داریم
h(y) = p۲g(y) = p۲(x) = p۲(n+ k) = k ̸= ۰.

است. HomR(N,K) = ۰ با تناقض در این و نیست صفر h بنابراین
ͬ دهیم م نشان .f(N) ⊆ N باشیم داشته f ∈ EndR(M) هر برای کنیم فرض برعکس؛
قرار حال .۰ ̸= g ∈ HomR(N,K) کنیم فرض خلف، برهان به .HomR(N,K) = ۰

ͬ دهیم م
f :M −→M, f(n+ k) = g(n) + k.

دیده راحتͬ به همچنین (چرا؟). است خوشتعریف مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f که است واضح
f(N) ⊆ فرض طبق اما .f(N) ⊆ K نتیجه در (چرا؟). f(M) = Im(f) ⊆ K که ͬ شود م

داریم n ∈ N هر برای پس .f(N) = ۰ یعنͬ f(N) ⊆ N ∩K = ۰ بنابراین .N

۰ = f(n) = f(n+ ۰) = g(n) + ۰ = g(n).

است. آشͺار تناقض ͷی این .g = ۰ یعنͬ این
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اول فصل مروری تمرین های ١ . ٩

N ∩K اگر که دهید نشان .N,K ≤M و باشد یͺانͬ چپ MیRͷ‐مدول اگر .١ . ٩ . ١ تمرین
هستند. مولد متناهͬ K و N که دهید نشان باشند مولد متناهͬ N +K و

که دهید نشان .R ∼=R R/I که باشد چپ ایده آل I و یͺدار حلقه R کنیم فرض .١ . ٩ . ٢ تمرین
.e۲ = e و I = Re دارد وجود چنان e ∈ R

زیر شͺل به کوتاه دقیق دنباله ͷی آنگاه باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٩ . ٣ تمرین
بسازید. M زیرمدول های از

۰ −→ N ∩K −→ N ×K −→ N +K −→ ۰
مدولͬ یRͷ‐همریختͬ f :M −→ N و چپ R‐مدول Nدو Mو کنیم فرض .۴ . ١ . ٩ تمرین
K∩L = Ker(f) Mو = L+K باشیم Mداشته Lاز Kو زیرمدول های برای اگر باشد. پوشا

.N = f(K)⊕ f(L) دهید نشان آنگاه

که دهید نشان باشد. Q کسرهای میدان با صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .۵ . ١ . ٩ تمرین

HomR(Q,R) = ۰.
.HomZ(Zp∞ ,Q) = ۰ که دهید نشان .۶ . ١ . ٩ تمرین

متناهͬ HomR(M,N) آیا آنگاه باشند مولد متناهͬ R‐مدول دو N و M اگر .١ . ٩ . ٧ تمرین
دهید. شرح را خود پاسخ است؟ مولد

دهید. نشان را زیر موارد R دلخواه حلقه برای .١ . ٩ . ٨ تمرین
.R[x] ∼=R

⊕∞
i=۰R (١)

.R[[x]] ∼=R

∏∞
i=۰R (٢)

M اگر باشد. R ایده آل I و جابجایی یͺدار حلقه R کنیم فرض دترمینان) ͷتکنی) .١ . ٩ . ٩ تمرین
نشان آنگاه f(M) ⊆ IM که طوری به f ∈ EndR(M) و یͺانͬ مولد متناهͬ R‐مدول ͷی

که هستند موجود r۰, ..., rn−۱ ∈ I مانند عضوهای که دهید

fn + rn−۱f
n−۱ + ...+ r۱f۱ + r۰idM = ۰.

بͽیرید نظر در را زیر نمودار .١ . ٩ . ١٠ تمرین

..
..M ..N ..۰

..T .. ..

.

f

.g

هستند. معادل زیر موارد
شود. جابجایی نمودار که h : T −→ N مدولͬ R‐همریختͬ (١)

.Ker(f) ⊆ Ker(g) (٢)
چیست؟ h بودن ͷی به ͷی برای کافͬ و لازم شرط ͬ شود. م معیین یͺتا h علاوه به
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متناهͬ R‐مدول ͷی M اگر باشد. R ایده آل I و جابجایی حلقه R کنیم فرض .١ . ٩ . ١١ تمرین
s ∈ I و n ∈ N که دهید نشان آنگاه rM ⊆ IM که باشد موجود چنان r ∈ R و یͺانͬ مولد

.(rn + s)M = ۰ که دارد وجود

ͬ شود. م شͺافته زیر کوتاه دقیق دنباله که دهید نشان باشد. حلقه R کنیم فرض .١ . ٩ . ١٢ تمرین

....۰ ..M ..N ..R ..۰..f . g

باشد. R اول ایده آل P و جابجایی یͺدار حلقه R کنیم فرض دترمینان) ͷتکنی) .١ . ٩ . ١٣ تمرین
.AnnR(P/P ۲) = P دهید نشان آنگاه AnnR(P ) = ۰ و مولد متناهͬ P اگر

برای ببینید) را ،١ . ٨ . ١٧ (تمرین واسͺانسلوس قضیه که دهید نشان مثال ͷی با .١۴ . ١ . ٩ تمرین
نیست. صحیح یͺدار ناجابجایی حلقه

ببینید) را ،١ . ٨ . ١٧ (تمرین واسͺانسلوس قضیه در اگر که دهید نشان مثال ͷی با .١۵ . ١ . ٩ تمرین
ͬ آید. نم دست به پوشایی حͺم دهیم قرار ͬͺی به ͷی فرض پوشایی جای
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٢ فصل

خاص مدول های برخͬ

و مدول نظریه در خاصͬ جایͽاه مدول ها این ͬ کنیم. م مطالعه را ویژه ای مدول های فصل این در
هستند. برجا پا نیز فصل این در قبل فصل دادهای قرار دارند. جبر شاخه های سایر

آزاد مدول های ٢ . ١
برداری فضای ͷی V اگر که معنͬ این به است. پایه دارای برداری فضای هر که ͬ کنیم م یادآوری
خطͬ Xمستقل ثانیا و ͬ کند م تولید را V اولا که دارد Xوجود ⊆ V ͷی آنگاه باشد F میدان روی
چنان F در rn ،... ،r۱ و باشند دلخواه X در xn ،.... ،x۱ اگر یعنͬ X بودن خطͬ مستقل است.
و شده اید آشنا مدول مفهوم با که اکنون .ri = ۰ که شود نتیجه آنگاه

∑n
i=۱ rixi = ۰ که باشند

که کنیم مطرح را سوال این که است طبیعͬ است، برداری فضای از تعمیمم ͷی مدول که دانسته اید
از که مفهومͬ همان دقیقا پایه از ما منظور هستند؟ پایه دارای برداری فضاهای مانند نیز مدول ها آیا

است. خطͬ مستقل و ͬ کند م تولید که زیرمجموعه ای یعنͬ ͬ کنیم م دریافت برداری فضای
هر برای زیرا ندارد. پایه Z۲ Z‐مدول مثال برای است. منفͬ کلͬ حالت در فوق سوال جواب

.۲x̄ = ۰̄ داریم x̄ ∈ Z۲
که مطلبی ساده ترین است. برخوردار ویژه ای اهمیت از M مانند مدولͬ برای X پایه داشتن
همریختͬ ͷی ͬ توانیم م N دلخواه مدول به M مدول از که است این ͬ دهد م قرار ما اختیار در پایه
و دهیم نسبت N عضو ͷی به را X عضو هر است کافͬ که صورت این به کنیم. تعریف دلخواه
خواهید ادامه در را کار دقیق روش ͬ دهیم. م Mگسترش کل روی را آن خطͬ ترکیب ͷکم با سپس

دید.
برداری فضاهای به بسیاری شباهت که کرد خواهیم مطالعه را مدول ها از دسته ای بخش این در
برای ͬ دهند. م نشان خود از برداری فضاهای به نسبت متفاوتͬ رفتار نیز موارد برخͬ در اما دارند.
خواهیم ادامه در اما هستند. یͺسان اعضا تعداد نظر از پایه دو هر که دیدیم برداری فضاهای در مثال

نیست. یͺسان آنها پایه اعضای تعداد که دارند وجود مدول های دید
معمولا ͬ آید. م ادامه در آن دقیق تعریف که گوییم آزاد مدول را دارند پایه که مدول ها از دسته ای
اولین از گرفته بر که ͬ کنیم م استفاده آزاد مدول ͷی نمایش برای F لاتین حرف از نوشتار این در

است. “Free” یعنͬ آن لاتین معادل حرف
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ͬ کنیم. م آغاز زیر تعریف با را بخش این

مستقل M از X زیرمجموعه گوییم باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف
،... ،r۱ مانند R از عضو n هر و xn ،... ،x۱ مانند X از متمایز عضو n هر برای هرگاه است خطͬ

.r۱ = ... = rn = ۰ بͽیریم نتیجه بتوانیم ͬ کند م صدق r۱x۱ + ...+ rnxn = ۰ در که rn

مستقل RR مدول از X = {۱} زیرمجموعه باشد. (یͺدار) حلقه R کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ مثال
است. خطͬ

خطͬ مستقل X = {(۱,۰), (۰,۲)} زیرمجموعه M = Z×Q Z‐مدول برای .٢ . ١ . ٣ مثال
است.

که داریم زیرا نیست. خطͬ مستقل ZZ مدول از X = {۲,۳} زیرمجموعه .۴ . ٢ . ١ مثال
.(−۳)۲+ (۲)۳ = ۰

به نامیم. پایه را باشد خطͬ مستقل که M چپ R‐مدول برای X مولد مجموعه .۵ . ٢ . ١ تعریف
Mترکیب mاز عضو هر و باشد خطͬ مستقل هرگاه Mاست برای پایه ͷیX ⊆M دیͽر عبارت
M R‐مدول هر .ri ∈ R و xi ∈ X که m =

∑n
i=۱ rixi یعنͬ شود نوشته X عناصر از خطͬ

گوییم. آزاد مدول را باشد داشته پایه که

است. آزاد F‐مدول ͷی F میدان روی برداری فضای هر .۶ . ٢ . ١ مثال

است. پایه RR مدول از X = {۱} زیرمجموعه باشد. (یͺدار) حلقه R کنیم فرض .٢ . ١ . ٧ مثال
هستند. آزاد RR و RR مدول های یͺدار حلقه هر برای هر پس

است. پایه X = {(۱,۰), (۰,۱)} زیرمجموعه M = Z × Z Z‐مدول برای .٢ . ١ . ٨ مثال
است. آزاد M پس

ͬ گیریم. م نظر در ∅ را پایه ۰ مدول برای .٢ . ١ . ٩ مثال

.۶x̄ = ۰̄ داریم x̄ ∈ Z۶ هر برای زیرا نیست. آزاد Z۶ Z‐مدول .٢ . ١ . ١٠ مثال

است پایه ͷی X ⊆ M صورت این در باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ١ . ١١ تذکر
m = r۱xx + ... + rnxn شͺل به یͺتایی صورت به M از m ناصفر عضو هر اگر تنها و اگر

هستند. ناصفر ها ri و متمایز ها xi که شود نوشته

برداری فضای ͷی از قسمتͬ خارج برداری فضای و برداری زیرفضای که دیدیم برداری فضای در
مثال های به نیست. صحیح کلͬ حالت در مدول ها برای مطلب این اما است. برداری فضای دوباره

کنید. توجه زیر

که است Z۶ از زیرمدولͬ N = {۰̄, ۲̄, ۴̄} که حالͬ در است آزاد Z۶ Z۶‐مدول .٢ . ١ . ١٢ مثال
(چرا؟). نیست آزاد

(چرا؟). نیست آزاد Z/۶Z ∼= Z۶ Z‐مدول که حالͬ در است آزاد Z Z‐مدول .٢ . ١ . ١٣ مثال
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نیست. آزاد لزوما آزاد، مدول ͷی از قسمتͬ خارج مدول و آزاد مدول ͷی زیرمدول .١۴ . ٢ . ١ نتیجه

داریم آنگاه باشد پایه X = {x۱, {xi}i∈I} اگر زیرا نیست. آزاد R Z‐مدول .١۵ . ٢ . ١ مثال

x۱
۲ = kx۱ + k۱xi۱ + ...+ ktxit ⇒ (۲k − ۱)x۱ + k۱xi۱ + ...+ ktxit = ۰

حالͬ در این است. تناقض در k ∈ Z با این که ۲k − ۱ = ۰ داریم بودن خطͬ مستقل از اکنون
(چرا؟). است آزاد Z زیرمدول که است

باشد. داشته آزاد زیرمدول ولͬ نباشد آزاد مدولͬ است ممͺن .١۶ . ٢ . ١ نتیجه

دهیم. گسترش پایه ͷی به ͬ توانستیم م را خطͬ مستقل مجموعه هر برداری فضای در .٢ . ١ . ١٧ تذکر
مستقل {۲} مجموعه Z آزاد Z‐مدول برای زیرا نیست. صحیح آزاد مدول های برای مطلب این
نیست! هم پایه پس (چرا؟) نیست خطͬ مستقل {۲, x} مجموعه x ∈ Z هر برای اما است. خطͬ

پایه ͷی وایسته عناصر حذف با ͬ توانستیم م مولد مجموعه هر از برداری فضای در .٢ . ١ . ١٨ تذکر
مجموعه Z آزاد Z‐مدول برای زیرا نیست. صحیح آزاد مدول های برای نیز مطلب این بسازییم.
خطͬ مستقل مجموعه ͷی به فقط مجموعه این از ٣ یا ٢ خذف با اما (چرا؟). است مولد {۲,۳}

نیست. مولد که ͬ رسیم م

ͷی
⊕

i∈I R مدول صورت این در باشد. (یͺدار) حلقه R کنیم فرض .٢ . ١ . ١٩ مثال و تعریف
که X = {ei}i∈I زیرا است. آزاد چپ R‐مدول

ei = (...,۰, ...,۰,
ام i ︷︸︸︷محل

۱ ,۰, ...,۰, ...)

باید و باشیم داشته از بهتری تصور تا است نماد ͷی صرفا تساوی دوم سمت (عبارت است پایه ͷی
پایه، این به شود). دقت نماد این به ویژه حساسیت با است ناشمارا گذار اندیس مجموعه که زمانͬ

گوییم. استاندارد پایه

طیف و ͬ دهد م گسترش تقسیم حلقه به را میدان روی برداری فضای برای پایه وجود زیر قضیه
ͬ کند. م فراهم آزاد مدول های برای مثال از وسیعͬ

پایه دارای چپ D‐مدول هر صورت این در باشد. تقسیم حلقه ͷیD کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٠ قضیه
است. آزاد نتیجه در و است

ͬ دهیم م قرار اثبات.
A = {X ⊆M | است خطͬ مستقل X}.

A زرن لم طبق است. مرتب جزئا مجموعه ͷی شمول رابطه با و است ناتهͬ A پس ∅ ∈ A چون
مولد B دهیم نشان است کافͬ است. پایه B ͬ کنیم م ادعا است. B مانند ماکسیمالͬ عضو دارای
خطͬ مستقل B ∪ {x} مجموعه حال .x ∈ M \DB کنیم فرض .M = DB معادلا یا است

.M = DB باید پس ͬ کند. م نقض را A در B بودن ماکسیمال این و (چرا؟) است
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مانند چپ R‐مدول هر برای Xباشد. پایه با آزاد چپ FیRͷ‐مدول کنیم فرض .٢ . ١ . ٢١ گزاره
g : F −→M مانند فرد به منحصر مدولͬ یRͷ‐همریختͬ f : X −→M مانند تابع هر Mو

شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود

..
..X ..F

..M ..

.

i

.f .
g

(f = gi)

ͬ کنیم م تعریف دارد.
∑n

i=۱ rixi شͺل به فرد به منحصر نمایشͬ دارای F عضو هر اثبات.

g : F −→M, g(
n∑
i=۱

rixi) =
n∑
i=۱

rif(xi).

داریم x ∈ X هر برای است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی و خوشتعریف g

gi(x) = g(x) = f(x).

داریم باشد. موجود g′i = f خاصیت با g′ : F −→M کنیم فرض حال .f = gi یعنͬ

g(
n∑
i=۱

rixi) =
n∑
i=۱

rif(xi) =
n∑
i=۱

rig
′i(xi) =

n∑
i=۱

rig
′(xi) = g′(

n∑
i=۱

rixi).

است. کامل اثبات و g = g′ پس

کرد. تعریف بدیهͬ غیر مدولͬ همریختͬ ͬ توان م آزاد مدول های روی که ͬ دهد م نشان زیر گزاره
با و کنیم مشخص پایه روی را تابع اثر است کافͬ یعنͬ ͬ گیرد. م صورت خطͬ جبر با مشابه کار این

ͬ دهد. م دست به آزاد مدول روی همریختͬ ͷی تابع این بودن خطͬ ͷکم

باشد. چپ R‐مدول ͷی M و X پایه با آزاد چپ R‐مدول ͷی F کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٢ گزاره
قابل g : F −→ M مدولͬ R‐همریختͬ به فرد به منحصر صورت به f : X −→ M تابع هر

.g|X= f یعنͬ است گسترش

است. جابجایی زیر نمودار که دارد وجود g یͺتای مدولͬ R‐همریختͬ ،٢ . ١ . ٢١ گزاره طبق اثبات.

..
..X ..F

..M ..

.

i

.f .
g

(f = gi)

.g|X= f پس g(x) = fi(x) = f(x) که داریم x ∈ X هر برای طرفͬ از
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R مانند دلخواه حلقه هر و X مانند دلخواه مجموعه هر با که ͬ دهیم م نشان زیر گزاره در
باشد. X پایه با آزاد که بسازییم F مانند چپ R‐مدول ͷی ͬ توانیم م

ͷی صورت این در باشد. حلقه ͷی R و دلخواه مجموعه ͷی X کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٣ گزاره
ͬ شود. م معیین یͺتا یͺریختͬ تحت F دارد. وجود X پایه با F مانند آزاد چپ R‐مدول

و ri ∈ R که باشد
∑k

i=۱ rixi صورت به خطͬ ترکیبات همه مجموعه F ͬ کنیم م فرض اثبات.
رابطه از همچنین و xi ∈ X

k∑
i=۱

rixi = r۱x۱ + r۲x۲ + ...+ rkxk = ۰x۱ + ۰x۲ + ...+ ۰xk

قرار را زیر اسͺالر در ضرب و جمع F مجموعه روی حال .ri = ۰ ،i هر برای که شود نتیجه
ͬ دهیم. ∑م

متناهͬ

rixi +
∑
متناهͬ

sixi =
∑
متناهͬ

(ri + si)xi r.(
∑
متناهͬ

rixi) =
∑
متناهͬ

(rri)xi

۰x۱+۰x۲+...+۰xk عضو که شود دقت است. آبلͬ گروه ͷی بالا جمع Fبا ساده بررسͬ ͷی با
ͬ توانیم م ساده بررسͬ ͷی با اکنون ͬ دهیم. م نشان ۰ با را آن راحتͬ برای و است جمعͬ خنثͬ عضو
که ͬ دهیم م نشان حال است. یͺانͬ چپ R‐مدول ͷی بالا اسͺالر در ضرب با F که کنیم مشاهده

است. فرد به منحصر یͺریختͬ تحت F
باشد. G روی شمول تابع j : X −→ G و X پایه با دیͽر آزاد چپ R‐مدول ͷی G کنیم فرض

ͬ گیریم. م نظر را زیر نمودارهای اکنون

..
..X ..F

..G ..

.

i

.j ..
..X ..G

..F ..

.

j

.i

هستند. مدولͬ R‐همریختͬ دو g و f که ͬ رسیم م زیر جابجایی نمودارهای به ،٢ . ١ . ٢١ گزاره طبق

..
..X ..F

..G ..

.

i

.j .
f

..
..X ..G

..F ..

.

j

.i .
g

داریم x ∈ X هر برای اما

gf(x) = gfi(x) = gj(x) = i(x) = x fg(x) = fgj(x) = fi(x) = j(x) = x

fg = idG داریم هستند R‐همریختͬ دو هر gf و fg چون و هستند Xهمانͬ روی gf و fg پس
است. کامل اثبات و باشد یͺریختͬ f باید ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق اکنون .gf = idF و
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نشان مثال این ͬ دهیم. م نشان را آزاد مدول های از عجیبی بسیار رفتار زیر مثال در .٢۴ . ٢ . ١ تذکر
نیست! یͺسان عدد ͷی لزوما اصلͬ) (عدد پایه ها اعضای تعداد ناجابجایی حلقه ͷی روی که ͬ دهد م
اعضای تعداد که ͬ دهیم م نشان تنسور مفهوم ͷکم با بعدی بخش در که کنیم نشان خاطر باید
را ٢ . ٢ . ٢ . ١١ (نتیجه هستند برابر (یͺدار) جابجایی حلقه روی آزاد مدول ͷی اصلͬ) (عدد پایه های
نیست. تعمیم قابل دلخواه حلقه روی آزاد مدول برای برداری فضای بعد مفهوم عملا پس ببینید).

یRͷ‐مدول F =
⊕

i∈NRصورت این در باشد. یͺدار حلقه ͷیR کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ١ مثال
ͬ دانیم م .S = EndR(F ) ͬ دهیم م قرار .X = {ei}i∈N یعنͬ است X استاندارد پایه با آزاد چپ
عضوی ͷی پایه با آزاد مدولͬ SS که است واضح (چرا؟). است یͺدار ناجابجایی حلقه ͷی S

ͬ کنیم م تعریف ͬ سازیم. م دوعضوی پایه ͷی مدول این برای حال است. X۱ = {۱S = idF}
f : X −→ F

f(e۲n) = en

f(e۲n−۱) = ۰


f ′ : X −→ F

f(e۲n) = ۰
f(e۲n−۱) = en

‐R دو به گسترش قابل f ′ و f ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق حال هستند. تابع f ′ و f که است واضح
مدولͬ همریختͬ

g : F −→ F g′ : F −→ F

ابتدا است. SS برای پایه ͷی X۲ = {g, g′} ͬ کنیم م ادعا حال .g′|X= f ′ و g|X= f که هستند
اگر حال (چرا؟). است معلوم F روی آنگاه باشد معلوم X روی S از عضوی اگر که شود دقت

ͬ دهیم م قرار آنگاه α ∈ S{
k(e۲n−۱) = α(e۲n−۱)

k(e۲n) = ۰

{
h(e۲n) = α(e۲n)

h(e۲n−۱) = ۰

عناصر کنیم فرض است. مولد X۲ = {g, g′} یعنͬ .α = hg + kg′ که است واضح حال
کنیم فرض ͬ توانیم م کلیت از شدن کم بدون .hg + kg′ = ۰ که باشند S در چنان k و h ناصفر

داریم حال (چرا؟). k(e۱) ̸= ۰

۰ = ۰(e۱) = (hg + kg′)(e۱) = hg(e۱) + kg′(e۱) = ۰+ k(e۱) = k(e۱).

است. خطͬ مستقل X۲ = {g, g′} بنابراین است. تناقض این

ͬ کند. م ارائه سازی مشخصه آزاد مدول های برای زیر قضیه

ͷی کم دست صورت این در Xباشد. پایه با آزاد چپ FیRͷ‐مدول کنیم فرض .٢۶ . ٢ . ١ قضیه
مجموعه با همتوان مجموعه I واقع در .F ∼=R

⊕
i∈I R که دارد وجود I گذار اندیس مجموعه

.|X|= |I| یعنͬ است X پایه
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ͬ دهیم م قرار باشد. X = {xi}i∈I پایه با آزاد R‐مدول ͷی F کنیم فرض اثبات.

f :
⊕
i∈I

R −→ F, f((ri)i∈I) =
∑

rixi.

است. مدولͬ R‐یͺریختͬ ͷی و (چرا؟) خوشتعریف f که است واضح

یعنͬ W (I) و W I نماد از منظور آنگاه باشد گذار اندیس مجموعه ͷی I اگر .٢ . ١ . ٢٧ نمادگذاری
.
⊕

|I|W و
∏

|I|W

است. آزاد مدولͬ آزاد، مدول های از خانواده هر مستقیم جمع .٢ . ١ . ٢٨ نتیجه

است. بدیهͬ ٢۶ . ٢ . ١ قضیه از اثبات.

|X|= n اگر صورت این در Xباشد. پایه با آزاد چپ FیRͷ‐مدول کنیم فرض .٢ . ١ . ٢٩ نتیجه
.F ∼=R R

(n) آنگاه

است. بدیهͬ ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق اثبات.

قضیه طبق آنگاه باشد داشته X۲ و X۱ مانند پایه دو F آزاد چپ R‐مدول اگر .٢ . ١ . ٣٠ تذکر
ببینید). را ٢۵ . ٢ . ١ (مثال R(X۱) ∼=R F ∼=R R

(X۲) ،٢۶ . ٢ . ١

آزاد چپ R‐مدول ͷی F آنگاه F ∼=R R
(I) که باشد چپ R‐مدول ͷی F اگر .٢ . ١ . ٣١ تذکر

R(I)
f∼= F و باشد R(I) آزاد چپ R‐مدول برای استاندارد پایه نمایش {ei}i∈I اگر زیرا است.

است. F برای پایه {f(ei)}i∈I ساده بررسͬ ͷی با آنگاه

ͬ دهیم. م ادامه را کار زیر تعریف با

ͷی هرگاه است M چپ R‐مدول همریخت تصویر N چپ R‐مدول گوییم .٢ . ١ . ٣٢ تعریف
باشد. موجود N به M از پوشا تابع

است. کاربردی بسیار زیر قضیه ͬ بریم. م پایان زیر قضیه با را بخش این

است. همریخت تصویر F مانند آزاد چپ R‐مدول ͷی با M چپ R‐مدول هر .٢ . ١ . ٣٣ قضیه
کرد. انتخاب مولد متناهͬ ͬ توان م نیز را F باشد مولد متناهͬ M اگر

ͬ دهیم م قرار است؟). معتبر فرضͬ چنین (چرا Mباشد برای مولدی Xمجموعه کنیم فرض اثبات.
است. X ′ = {ex}x∈X استاندارد پایه با چپ R‐مدول ͷی F که است واضح .F = R(X)

ͷی به گسترش قابل ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق f(ex) = x ضابطه با f : X ′ −→ M تابع حال
x ∈ X هر برای اما .g|X′= f که است g : F −→ M فرد به منحصر مدولͬ R‐همریختͬ

داریم
x = f(ex) = g(ex) ∈ g(F ).

.M = g(F ) معادلا یا M = RX ⊆ Rg(F ) = g(F ) ⊆ M بنابراین .X ⊆ g(F ) پس
است. F آزاد مدول همریخت تصویر M پس است. پوشا مدولͬ R‐همریختͬ ͷی g یعنͬ

متناهͬ پایه ͷی X ′ = {ex}x∈X که ͬ دهد م نتیجه این و |X|< ∞ فرض طبق دوم، قسمت برای
است. کامل اثبات و باشد F = R(X) برای

۶٣



تمرین ها
نیست. آزاد Z‐مدول عنوان به Q دهید نشان .٣۴ . ٢ . ١ تمرین

عضوی k پایه ͷی ،٢۵ . ٢ . ١ مثال برای باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی k کنیم فرض .٣۵ . ٢ . ١ تمرین
عجیب!). (چه S ∼=S S

(k) داریم k طبیعͬ عدد هر برای که بͽیرید نتیجه و بسازید

عنوان به که Rباشد ایده آل ͷی I اگر باشد. آزاد چپ یRͷ‐مدول F کنیم فرض .٣۶ . ٢ . ١ تمرین
است. آزاد چپ R‐مدول ͷی نیز IF که دهید نشان آنگاه است آزاد چپ R‐مدول

که باشد داشته Y پایه با آزادی زیرمدول که بزنید مثال X پایه با آزادی مدول .٢ . ١ . ٣٧ تمرین
.|Y |> |X|

K ≤ F و F آزاد چپ R‐مدول ͷی M چپ R‐مدول هر برای که دهید نشان .٢ . ١ . ٣٨ تمرین
.M ∼=R F/K که دارند وجود

F −→ M −→ ۰ شͺل به دقیق دنباله M چپ R‐مدول هر برای دهید نشان .٢ . ١ . ٣٩ تمرین
نیز را F ͬ توان م آنگاه باشد مولد متناهͬ M اگر دارد. وجود است، آزاد چپ R‐مدول ͷی F که

کرد. انتخاب مولد متناهͬ
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مدول ها تنسوری ضرب حاصل ٢ . ٢
جدید Z‐مدول ͷی R‐مدول دو و آزاد مدول های بخش ͷکم با ͬ خواهیم م بخش این در
در و دارد جالبی ͬ های ویژگ جدید مدول این ͬ شود. م نامیده تنسوری ضرب حاصل که بسازییم
وسیعͬ کاربرد نمایش نظریه در تنسور ͬ کند. م فراهم ما برای جدیدی اثبات روش های موارد بعضͬ
حاصل که است شده سعͬ اما ͬ گرفت. م قرار اول فصل در باید بخش این مطالب بیشتر شاید دارد.
حاصل درک که است اینگونه نگارنده نظر و بͽیرد قرار آزاد مدول معرفͬ از بعد تنسوری ضرب
کرده ایم تقسیم بخش زیر دو به را بخش این است. راحتر دانشجو برای دیدگاه این با تنسوری ضرب

باشند. هضم قابل راحتر مطالب تا

مقدمات و معرفͬ ٢ . ٢ . ١
گروه ͷی G و چپ R‐مدول ͷی N راست، R‐مدول ͷی M که کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ١ تعریف
میانͬ R‐دوخطͬ ،f : M × N −→ G نگاشت گوییم باشند. Z‐مدول) ͷی واقع در ) آبلͬ

کند: صدق زیر شرایط در r ∈ R هر و n, n′ ∈ N هر ،m,m′ ∈M هر بری هرگاه است
.f((m+m′, n)) = f((m,n)) + f((m′, n)) (١)
.f((m,n+ n′)) = f((m,n)) + f((m,n′)) (٢)

.f((mr, n)) = f((m, rn)) (٣)
هرگاه: گوییم R‐دوخطͬ ،f به آنگاه باشد جابجایی R و چپ R‐مدول ͷی نیز G اگر علاوه به

.f((mr, n)) = f((m, rn)) = rf((m,n)) (۴)
باشد. برقرار

نگاشت R حلقه هر برای .٢ . ٢ . ١ . ٢ مثال

f : R×R −→ R, f((r, s)) = rs

است. R‐دوخطͬ ،f آنگاه باشد جابجایی R اگر است. میانͬ R‐دوخطͬ

صورت این در باشند. R = Q = G و M = N = Q×Q کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٣ مثال

f :M ×N −→ Q, f((x, y), (u, v)) = xu+ yv

است. R‐دوخطͬ

. : R×M −→M اسͺالر در ضرب باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۴ . ٢ . ٢ . ١ مثال
است. R‐دوخطͬ نگاشت ͷی باشد جابجایی R اگر و است میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی

این در باشد. چپ R‐مدول ͷی N و (R,R)‐دومدول ͷی M کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ . ١ مثال
نگاشت صورت

e :M ×HomR(M,N) −→ N, e((m, f)) = f(m)

که شود دقت است. R‐دوخطͬ نگاشت ͷی باشد جابجایی R اگر و است میانͬ R‐دوخطͬ
(چرا؟). است چپ R‐مدول ͷی HomR(M,N)
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زوج به باشند. چپ NیRͷ‐مدول و راست MیRͷ‐مدول که کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ . ١ تعریف
نگاشت ͷی f :M ×N −→ G و Z‐مدول) ͷی واقع (در آبلͬ گروه ͷی G که (G, f) مرتب
نگاشت هر Hو گروه هر برای هرگاه Nگوییم Mو تنسوری ضرب حاصل است، میانͬ R‐دوخطͬ
موجود α : G −→ H Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی g : M × N −→ H میانͬ R‐دوخطͬ

شود. جابجایی زیر نمودار که است) گروهͬ همریختͬ α واقع (در باشد

..
..M ×N .

..G ..H

.f . g.
α

(g = αf)

وجود مدول دو تنسور ضرب تعریف در که G گروه دهیم نشان که است این ما هدف ادامه در
و ͬ دهیم م نشان را است آسانتر که یͺتایی ابتدا ͬ شود. م معیین یͺتا گروهͬ یͺریختͬ تحت دارد،

ͬ دهیم. م دست به را f و G علاوه به و ͬ سازییم م تنسوری ضرب ͷی مدول دو از سپس

اگر باشند. چپ R‐مدول ͷی N و راست R‐مدول ͷی M که کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٧ گزاره
β : G −→ G′ Z‐یͺریختͬ آنگاه باشند N و M تنسوری ضرب حاصل (G′, f ′) و (G, f)

.f ′ = βf که دارد وجود چنان

..
..M ×N .

..G ..G′

.f . f ′.
β

قرار تنسوری ضرب حاصل تعریف در و ͬ دهیم م قرار نظر مد تنسوری ضرب را (G, f) زوج اثبات.
بͽیریم نظر در ͬ توانیم م را زیر نمودار پس .g = f ′ و H = G′ ͬ دهیم م

..
..M ×N .

..G ..G′

.f . f ′

جابجایی زیر نمودار که دارد وجود چنان β Z‐همریختͬ تنسوری، ضرب حاصل تعریف طبق حال
شود

..
..M ×N .

..G ..G′

.f . f ′.
β

(f ′ = βf)
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قرار تنسوری ضرب حاصل تعریف در و ͬ دهیم م قرار نظر مد تنسوری ضرب را (G′, f ′) زوج حال
بͽیریم نظر در ͬ توانیم م را زیر نمودار پس .g = f و H = G ͬ دهیم م

..
..M ×N .

..G′ ..G

.f ′ . f

جابجایی زیر نمودار که دارد وجود چنان β′ Z‐همریختͬ تنسوری، ضرب حاصل تعریف طبق حال
شود

..
..M ×N .

..G′ ..G

.f ′ . f.
β′

(f = β′f ′)

داریم را زیر نمودار دو حال

..
..M ×N .

..G ..G

.f . f.
β′β

..
..M ×N .

..G ..G

.f . f.
idG

ͬ کند، م جابجایی را نمودار Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی چون تنسوری ضرب حاصل تعریف طبق
است. ͷی به ͷی β Z‐همریختͬ ،(١) قسمت ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق حال .β′β = idG باید

داریم را زیر نمودار دو بار این

..
..M ×N .

..G′ ..G′

.f ′ . f ′.
ββ′

..
..M ×N .

..G′ ..G′

.f ′ . f ′.
idG′

ͬ کند، م جابجایی را نمودار Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی چون تنسوری ضرب حاصل تعریف طبق
اثبات و است پوشا β Z‐همریختͬ ،(٢) قسمت ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق حال .ββ′ = idG′ باید

است. کامل

دهیم. نشان را آن وجود و بسازییم تنسوری ضرب حاصل ͷی مدول دو از ͬ خواهیم م ادامه در
دقت با را آن دوباره پس ͬ شود م لازم کار ادامه در ٢ . ١ . ٢٣ گزاره ͬ کنیم. م شروع زیر تعریف با را کار

بفرمایید. مطالعه

آزاد آبلͬ گروه M به صورت این در باشد. آزاد Z‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٨ تعریف
گوییم.
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آبلͬ گروه باشند. چپ R‐مدول ͷی N و راست R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٩ تعریف
حاصل تمام مجموعه یعنͬ این و ͬ دهیم م نشان Z(M ×N) نماد با را X =M ×N پایه با آزاد
عبارت به .yi ∈ N و xi ∈ M ،ni ∈ Z ،k ≥ ۱ آن در که

∑k
i=۱ ni(xi, yi) شͺل به جمع ها

دیͽر

Z(M ×N) = {
k∑
i=۱

ni(xi, yi) | k ≥ ۱, ni ∈ Z, xi ∈M, yi ∈ N}.

Z(M × N) از دلخواه عضو دو
∑t

i=۱ n
′
i(xi, yi) و

∑k
i=۱ ni(xi, yi) اگر .٢ . ٢ . ١ . ١٠ تذکر

راحتͬ برای گاهͬ .t = k کنیم فرض ͬ توانیم م ۰(xi, yi) مناسبی تعداد کردن اضافه با آنگاه باشند
ͬ دهیم. م نمایش (xi, yi) با را ۱(xi, yi)

مساوی را Z(M × N) از
∑k

i=۱ n
′
i(xi, yi) و

∑k
i=۱ ni(xi, yi) عضو دو .٢ . ٢ . ١ . ١١ تذکر

.ni = n′
i باشیم داشته ۱ ≤ i ≤ k هر برای هرگاه هستند

به است) Z‐مدول ͷی واقع (در Z(M × N) آزاد آبلͬ گروه در جمع عمل .٢ . ٢ . ١ . ١٢ تذکر
صورت

k∑
i=۱

ni(xi, yi) +
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi) =

k∑
i=۱

(ni + n′
i)(xi, yi)

است. گروه این صفر) یا (همانͬ خنثͬ عضو
∑k

i=۱ ۰(xi, yi) عنصر و است

ͬ دهیم. م نمایش ۰ با را Z(M ×N) گروه حنثͬ عضو بخش، این ادامه در .٢ . ٢ . ١ . ١٣ نمادگذاری
شͺل به عناصر توسط که F از زیرگروهͬ و ͬ دهیم م نشان F با را Z(M ×N) گروه خود

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y),

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′),

(xr, y)− (x, ry)

Hزیرگروه است آبلͬ F چون .y ∈ N و x ∈M ،r ∈ R که ͬ دهیم م نشان H با را ͬ شود م تولید
است. معنͬ با G := F/H قسمتͬ خارج گروه و است نرمال

نگاشت بالا، نمادهای با .١۴ . ٢ . ٢ . ١ لم

λ :M ×N −→ G, λ((x, y)) = (x, y) +H

است. میانͬ R‐دوخطͬ

پس (x + x′, y) − (x, y) − (x′, y) ∈ H چون .y ∈ N و x, x′ ∈ M کنیم فرض اثبات.
داریم عبارتͬ به .(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y) +H = H

[(x+ x′, y) +H]− [(x, y) +H]− [(x′, y) +H] = H.
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پس است G گروه خنثͬ عضو H اما

[(x+ x′, y) +H] = [(x, y) +H] + [(x′, y) +H].

ایم داده نشان بنابراین

λ((x+ x′, y)) = λ((x, y)) + λ((x′, y)).

ͬ شوند. م اثبات مشابه صورت به λ برای نیز میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت خاصیت های سایر

ͬ کنیم. م عمل بودیم، داده که وعده ای به زیر گزاره با اکنون

راست R‐مدول تنسوری ضرب حاصل (G, λ) زوج شده، معرفͬ نمادهای با .١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره
است. N چپ R‐مدول و M

نگاشت هر و K گروه هر برای که دهیم نشان باید تنسوری، ضرب حاصل تعریف طبق اثبات.
موجود α : G −→ K Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی g : M ×N −→ K میانͬ R‐دوخطͬ

شود. جابجایی زیر نمودار که است

..
..M ×N .

..G ..K

.λ . g.
α

(g = αλ)

نظر در دلخواه صورت به را g : M × N −→ K میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت اثبات، برای پس
ͬ سازیم م زیر شͺل به نموداری و ͬ گیریم م

..
..M ×N .

..F ..K

.i . g

مانند یͺتای مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی ،٢ . ١ . ٢١ گزاره طبق پس است آزاد Z‐مدول ͷی F اما
است جابجایی زیر نمودار که دارد وجود h : F −→ K

..
..M ×N .

..F ..K

.i . g.
h

(g = hi)
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صفر H مولدهای روی h اثر و است میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی g زیرا .H ⊆ Ker(h) اما
داریم مثال عنوان به ͬ شود م

h((x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)) = h((x, y + y′))− h((x, y))− h((x, y′)) =

hi((x, y + y′))− hi((x, y))− hi((x, y′)) =

g((x, y + y′))− g((x, y))− g((x, y′)) =

g((x, y)) + g((x, y′))− g((x, y))− g((x, y′)) = ۰

ͬ دهیم م قرار حال است.
∑k

i=۱ ni(xi, yi) +H شͺل به G از عنصر هر که ͬ دانیم م

α : G −→ K, α(
k∑
i=۱

ni(xi, yi) +H) =
k∑
i=۱

nig((xi, yi)).

داریم آنگاه
∑k

i=۱ ni(xi, yi) +H =
∑k

i=۱ n
′
i(xi, yi) +H اگر زیرا است. خوشتعریف α

k∑
i=۱

ni(xi, yi)−
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi) ∈ H

پس

h(
k∑
i=۱

ni(xi, yi)−
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi)) = ۰ ⇒

h(
k∑
i=۱

ni(xi, yi)) = h(
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi)) ⇒

k∑
i=۱

nih((xi, yi)) =
k∑
i=۱

n′
ih((xi, yi)) ⇒

k∑
i=۱

nihi((xi, yi)) =
k∑
i=۱

n′
ihi((xi, yi)) ⇒

k∑
i=۱

nig((xi, yi)) =
k∑
i=۱

n′
ig((xi, yi))

Z‐همریختͬ ͷی α اما .α(
∑k

i=۱ ni(xi, yi) +H) = α(
∑k

i=۱ n
′
i(xi, yi) +H) یعنͬ این
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زیرا ͬ باشد. م نیز

α(
k∑
i=۱

ni(xi, yi) +H +
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi) +H) =

α(
k∑
i=۱

ni(xi, yi) +
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi) +H) =

α(
k∑
i=۱

(ni + n′
i)(xi, yi) +H) =

k∑
i=۱

(ni + n′
i)g((xi, yi)) =

k∑
i=۱

nig((xi, yi)) +
k∑
i=۱

n′
ig((xi, yi)) =

α(
k∑
i=۱

ni(xi, yi) +H) + α(
k∑
i=۱

n′
i(xi, yi) +H)

طرفͬ از
αλ((x, y)) = α((x, y) +H) = g((x, y))

آورده ایم دست به را زیر جابجایی نمودار پس

..
..M ×N .

..G ..K

.λ . g.
α

(g = αλ)

که داریم است. باقیمانده α یͺتایی فقط اثبات، تکمیل برای

Im(λ) = {(x, y) +H | x ∈M, y ∈ N}

اگر اکنون بود). F برای پایه M × N (زیرا است Z‐مدول عنوان به G برای مولد مجموعه
روی β و α آنگاه g = βλ که باشد خاصیت این با دیͽر Z‐همریختͬ ͷی β : G −→ K

دارند یͺسان اثر Im(λ)

α((x, y) +H) = g((x, y)) = β((x, y) +H).

کامل اثبات .β = α باید پس ͬ کند م عمل یͺسان مولدها روی β و α که ͬ دهد م نشان این
است.
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ͬ کند. م فراهم را زیر تعریف امͺان ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره

M ⊗RN با و گوییم مدول دو تنسوری ضرب Gحاصل گروه به .١۶ . ٢ . ٢ . ١ نمادگذاری و تعریف
پس ͬ دهیم. م نمایش x ⊗ y صورت به را M ⊗R N از (x, y) + H عنصر ͬ دهیم. م نشان

.λ((x, y)) = x⊗ y

و x, y ∈ M چپ، R‐مدول ͷی N راست، R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ١٧ گزاره
است. برقرار زیر خواص صورت این در .u,w ∈ N

.x⊗ (u+ w) = x⊗ u+ x⊗ w (١)
.(x+ y)⊗ u = x⊗ u+ y ⊗ u (٢)

.xr ⊗ u = x⊗ ru (٣)
برای آنگاه R = Z اگر ویژه به .r(x⊗ u) = xr⊗ u = x⊗ ru آنگاه باشد Rجابجایی اگر (۴)

.n(x⊗ u) = xn⊗ u = x⊗ nu داریم n ∈ Z هر
.۰⊗ ۰ = ۰ ویژه به ۰⊗ u = x⊗ ۰ = ۰ (۵)

است. مشابه بقیه ͬ کنیم م اثبات را (۵) و (١) فقط اثبات.
که داریم ،١۴ . ٢ . ٢ . ١ لم اثبات مشابه (١)

x⊗ (u+ w) = (x, u+ w) +H =

(x, u) +H + (x,w) +H =

x⊗ u+ x⊗ w

.x = y = ۰ ͬ دهیم م قرار (٢) در و u = w = ۰ ͬ دهیم م قرار (١) در (۵)

ͬ آوریم. م دست به را M ⊗R N اعضای نمایش زیر لم در

عضو هر باشند. چپ R‐مدول ͷی N و راست R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ١٨ لم
.yi ∈ N و xi ∈M ،k ≥ ۱ که است

∑k
i=۱ xi ⊗ yi شͺل به نمایشͬ دارای M ⊗R N∑k

i=۱ ni(ui, yi)+H صورت M⊗RNبه عضو هر که ͬ دانیم م دادی، قرار نمادهای طبق اثبات.
داریم ،٢ . ٢ . ١ . ١٧ گزاره طبق اما .yi ∈ N و ui ∈M ،ni ∈ Z ،k ≥ ۱ که است

k∑
i=۱

ni(ui, yi) +H =
k∑
i=۱

ni((ui, yi) +H) =
k∑
i=۱

ni(ui ⊗ yi) =
k∑
i=۱

niui ⊗ yi.

است. کامل اثبات و niui = xi ∈M ͬ دهیم م قرار حال

داریم. زیر گزاره حال

باشند. چپ R‐مدول دو N ′ و N راست، R‐مدول دو M ′ و M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ١٩ گزاره
Z‐همریختͬ ͷی آنگاه باشند مدولͬ R‐همریختͬ دو g : N −→ N ′ و f : M −→ M ′ اگر

مانند یͺتا
f ⊗ g :M ⊗R N −→M ′ ⊗R N

′

.(f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y) داریم y ∈ N و x ∈M برای که دارد وجود
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ͬ دهیم م قرار اثبات.

α :M ×N −→M ′ ⊗R N
′, α((x, y)) = f(x)⊗ g(y).

میانͬ R‐دوخطͬ و (چرا؟) خوشتعریف نگاشت ͷی α که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی
داریم ،٢ . ٢ . ١ . ١٧ گزاره طبق مثال برای است.

α((xr, y)) = f(xr)⊗ g(y) = f(x)r ⊗ g(y) =

f(x)⊗ rg(y) = f(x)⊗ g(ry) = α((x, ry))

داریم را زیر نمودار اکنون

..
..M ×N .

..M ⊗R N ..M ′ ⊗R N
′

.λ .α

ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل M ⊗R N ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود f ⊗ g مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و

..
..M ×N .

..M ⊗R N ..M ′ ⊗R N
′

.λ .α.
f⊗g

(α = (f ⊗ g)λ)

داریم اما

(f ⊗ g)(x⊗ y) = (f ⊗ g)λ((x, y)) = α((x, y)) = f(x)⊗ g(y)

است. کامل اثبات و

داریم. را زیر نتیجه اکنون

باشند. چپ R‐مدول دو N ′ و N راست، R‐مدول دو M ′ و M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٢٠ نتیجه

قراراند. بر زیر موارد آنگاه باشند مدولͬ R‐همریختͬ دو g : N −→ N ′ و f :M −→M ′ اگر
.idM ⊗ idN = idM⊗RN (١)

.f ⊗ ۰ = ۰⊗ g = ۰ (٢)
آنگاه باشند دیͽر مدولͬ R‐همریختͬ دو g′ : N −→ N ′ و f ′ :M −→M ′ اگر (٣)

(f + f ′)⊗ g = (f ⊗ g) + (f ′ ⊗ g) f ⊗ (g + g′) = f ⊗ g + f ⊗ g′

آنگاه باشند مدولͬ R‐همریختͬ دو g′ : N ′ −→ N ′′ و f ′ :M ′ −→M ′′ اگر (۴)

(f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = f ′f ⊗ g′g.
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و (٣) از مورد ͷی فقط هستند مشابه اثبات ها چون ͬ کنیم. م استفاده ٢ . ٢ . ١ . ١٩ گزاره از اثبات.
توابع و ͬ شناسیم م ٢ . ٢ . ١ . ١٨ لم از را M ⊗R N عناصر شͺل چون ͬ کنیم. م اثبات را (۴) مورد

(چرا؟). شود بررسͬ x⊗ y شͺل به عناصر برای تساوی است کافͬ هستند، همریختͬ همه فوق
داریم (٣) برای حال

[(f + f ′)⊗ g](x⊗ y) = (f + f ′)(x)⊗ g(y) =

(f(x) + f ′(x))⊗ g(y) = f(x)⊗ g(y) + f ′(x)⊗ g(y) =

(f ⊗ g)(x⊗ y) + (f ′ ⊗ g)(x⊗ y)

(۴) برای و

(f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g)(x⊗ y) = (f ′ ⊗ g′)(f(x)⊗ g(y)) =

f ′f(x)⊗ g′f(y) = (f ′f ⊗ g′g)(x⊗ y)

است. کامل اثبات و
این در باشند R‐مدول دو N و M اگر باشد. جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٢١ گزاره

است. R‐مدول ͷی زیر ضرب با M ⊗R N صورت

r.(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi) =
k∑
i=۱

xi ⊗ ryi

yi, y
′
i ∈ هر ،xi, x′i ∈M هر برای است. خوشتعریف بالا اسͺالر در ضرب ͬ دهیم م نشان اثبات.

کنیم فرض r ∈ R هر و N
k∑
i=۱

xi ⊗ yi =
k′∑
i=۱

x′i ⊗ y′i.

ͬ گیریم م نظر در را زیر Z‐همریختͬ ،r ∈ R برای اکنون

fr : F −→M ⊗R N, fr(
k∑
i=۱

ni(xi, yi)) =
k∑
i=۱

ni(xi ⊗ ryi).

داریم مثال برای ͬ شود. م صفر H مولدهای روی fr زیرا است. fr(H) = ۰ اما

fr((xs, y)− (x, sy)) = fr((xs, y))− fr((x, sy)) = (xs⊗ ry)− (x⊗ rsy) =

(x⊗ sry)− (x⊗ rsy) = (x⊗ sry)− (x⊗ sry) = ۰∑k
i=۱(xi, yi)−

∑k′

i=۱(x
′
i, y

′
i) ∈ H باید پس

∑k
i=۱ xi ⊗ yi =

∑k′

i=۱ x
′
i ⊗ y′i چون حال

که ͬ دهد م نشان این .fr(
∑k

i=۱(xi, yi)−
∑k′

i=۱(x
′
i, y

′
i)) = ۰ نتیجه در (چرا؟).

k∑
i=۱

xi ⊗ ryi =
k′∑
i=۱

x′i ⊗ ry′i.

است. ساده بودن مدول بررسͬ حال
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قابل Z از بخش این قضیه های و گزاره لم، تمام آنگاه باشد جابجایی حلقه R اگر .٢ . ٢ . ١ . ٢٢ تذکر
هستند. R به تعمیم

،٢ . ٢ . ١ . ١٨ لم طبق .Zn ⊗Z Q = ۰ که دهیم نشان ͬ خواهیم م مثال این در .٢ . ٢ . ١ . ٢٣ مثال
.yi ∈ Q و x̄i ∈ Zn ،k ≥ ۱ که است

∑k
i=۱ x̄i⊗yi صورت به Zn⊗ZQ عنصر هر که ͬ دانیم م

تمام کار است صفر برابر y ∈ Q و x̄ ∈ Zn که x̄ ⊗ y صورت به عناصری دهیم نشان اگر پس
داریم ،٢ . ٢ . ١ . ١٧ گزاره  از پس است.

x̄⊗ y = x̄⊗ n

n
y = nx̄⊗ ۱

n
y = ۰⊗ ۱

n
y = ۰.

معرفͬ اصلͬ، کلید ͬ دهیم. م آموزش را تنسوری ضرب حاصل محاسبه روش ͷی بعد مثال در
ضرب حاصل تعریف ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره از استفاده سپس و است مناسب (میانͬ) دوخطͬ نگاشت
زیر در نیست. آسان تنسور محاسبه همیشه البته است. ١ . ٣ . ١٩ گزاره از استفاده یا و تنسوری

ͬ کنند. م ساده را کار قضایا بعضͬ بعدی بخش های

f : Q×Q −→ Q تابع .Q⊗ZQ ∼=Z Q که دهیم نشان ͬ خواهیم م مثال این در .٢۴ . ٢ . ٢ . ١ مثال
(تابع) نگاشت f که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی ͬ گیریم. م نظر در را f((x, y)) = xy ضابطه با

داریم مثال عنوان به است. (میانͬ) Z‐دوخطͬ

f((x+ z, y)) = (x+ z)y = xy + zy = f((x, y)) + f((z, y))

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار حال

..
..Q×Q .

..Q⊗Z Q ..Q

.λ . f

و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل Q⊗Z Q ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود g مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا

..
..Q×Q .

..Q⊗Z Q ..Q

.λ . f.
g

(f = gλ)

داریم زیرا است. محاسبه قابل g ضابطه اما

g(x⊗ y) = gλ((x, y)) = f((x, y)) = xy.
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داریم u ∈ Q هر برای زیرا است. پوشا g

g(۱⊗ u) = ۱× u = u.

k ≥ ۱ که است x =
∑k

i=۱ ui⊗vi آنگاه x ∈ Ker(g) کنیم فرض اگر زیرا است. ͷی به ͷی g
داریم اما .ui, vi ∈ Q و

g(x) = ۰ ⇒ g(
k∑
i=۱

ui ⊗ vi) = ۰ ⇒
k∑
i=۱

g(ui ⊗ vi) = ۰ ⇒
k∑
i=۱

uivi = ۰.

داریم طرفͬ از .
∑k

i=۱
aia

′
i

bib′i
= ۰ داریم vi = a′i

b′i
و ui = ai

bi
فرض با

x =
k∑
i=۱

ui ⊗ vi =
k∑
i=۱

(
ai
bi
)⊗ (

a′i
b′i
) =

k∑
i=۱

(
aib

′
i

bib′i
)⊗ (

a′i
b′i
) =

k∑
i=۱

(
ai
bib′i

)⊗ (
a′ib

′
i

b′i
) =

k∑
i=۱

(
ai
bib′i

)⊗ a′i =
k∑
i=۱

(
aia

′
i

bib′i
)⊗ ۱ =

۰⊗ ۱ = ۰

است. حل مسئله و است ͷی به ͷی g ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و ker(g) = ۰ پس

تمرین ها
برای را قسمت این قضیه های و گزاره لم ، باشد. جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٢ . ١ تمرین

کنید. اثبات و بازنویسͬ R

کنید. اثبات را ٢ . ٢ . ١ . ٢٠ نتیجه باقیمانده موارد .٢۶ . ٢ . ٢ . ١ تمرین

که دهید نشان باشند. مولد متناهͬ یͺانͬ Z‐مدول دو N و M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٢٧ تمرین
است. مولد متناهͬ M ⊗Z N

است. متناهͬ عضوش هر مرتبه که باشد (Z‐مدول) آبلͬ گروه M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ . ٢٨ تمرین
.M ⊗Z Q = ۰ دهید نشان

.(Q/Z)⊗Z (Q/Z) = ۰ دهید نشان .٢ . ٢ . ١ . ٢٩ تمرین

طوری به بزنید مثال چنان N چپ R‐مدول ͷی و M راست R‐مدول ͷی .٢ . ٢ . ١ . ٣٠ تمرین
.M ⊗R N ̸=M ⊗Z N که

طوری به بزنید مثال چنان N چپ R‐مدول ͷی و M راست R‐مدول ͷی .٢ . ٢ . ١ . ٣١ تمرین
.n ̸= n′ و m ̸= m′ ولͬ m⊗ n = m′ ⊗ n′ باشیم داشته که
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دقیق دنباله های با تنسور ارتباط و تنسوری ضرب حاصل قضیه های ٢ . ٢ . ٢
ساختاری تنسوری ضرب حاصل زمانͬ چه کنیم بررسͬ ͬ خواهیم م بخش زیر این ابتدای در

است. همراه خاص شرایطͬ با ما بررسͬ موارد البته ͬ کند. م پیدا مدولͬ

ͷی N و R)‐دومدول − S) ͷی M اگر باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ١ گزاره
به آن اسͺالر در ضرب ویژه به است. چپ R‐مدول ͷی M ⊗S N آنگاه باشد چپ S‐مدول

است. زیر صورت

r.(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi) =
k∑
i=۱

rxi ⊗ yi

ͬ گیریم م نظر در را زیر Z‐همریختͬ باشد. r ∈ R کنیم فرض اثبات.

fr :M −→M, fr(m) = rm

ͬ دهیم م قرار و

f : R −→ EndZ(M ⊗S N), f(r) = fr ⊗ idN .

داریم ٢ . ٢ . ١ . ١٩ گزاره ͷکم با زیرا است. حلقه ای همریختͬ ͷی f ͬ دهیم م نشان

f(r + r′)(x⊗ y) = (fr+r′ ⊗ idN)(x⊗ y) = fr+r′(x)⊗ idN(y) =

(r + r′)x⊗ y = (rx+ r′x)⊗ y = rx⊗ y + r′x⊗ y =

fr(x)⊗ idN(y) + fr′(x)⊗ idN = (fr ⊗ idN)(x⊗ y) + (fr′ ⊗ idN)(x⊗ y) =

f(r)(x⊗ y) + f(r′)(x⊗ y) = (f(r) + f(r′))(x⊗ y)

داریم ٢ . ٢ . ١ . ٢٠ نتیجه ͷکم با حال .f(r + r′) = f(r) + f(r′) یعنͬ

f(rr′)(x⊗ y) = (frr′ ⊗ idN)(x⊗ y) = frr′(x)⊗ idN(y) =

(rr′)x⊗ y = r(r′x)⊗ y = fr(r
′s)⊗ y = frfr′(x)⊗ y =

(frfr′ ⊗ idN)(x⊗ y) = (fr ⊗ idN)(fr′ ⊗ idN)(x⊗ y) =

f(r)f(r′)(x⊗ y)

،۵ . ١ . ٨ تمرین طبق بنابراین است. حلقه ای همریختͬ ͷی f پس .f(rr′) = f(r)f(r′) یعنͬ
داریم ،۵ . ١ . ٨ تمرین حل راه طبق است. چپ R‐مدول ͷی M ⊗S N

r.(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi) = f(r)(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi) =
k∑
i=۱

rxi ⊗ yi

است. کامل اثبات و
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ͷی N و راست R‐مدول ͷی M اگر باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ٢ گزاره
اسͺالر در ضرب ویژه به است. راست S‐مدول ͷی M ⊗R N آنگاه باشد R)‐دومدول − S)

است. زیر صورت به آن

(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi).s =
k∑
i=۱

xi ⊗ yis

ͬ گیریم م نظر در را زیر Z‐همریختͬ باشد. s ∈ S کنیم فرض اثبات.

fs : N −→ N, fs(n) = ns

ͬ دهیم م قرار و

f : S −→ EndZ(M ⊗R N), f(s) = idM ⊗ fs.

S‐مدول ͷی M ⊗R N ،۵ . ١ . ٨ تمرین طبق بنابراین (چرا؟). است حلقه ای همریختͬ ͷی f
داریم ،۵ . ١ . ٨ تمرین حل راه طبق است. راست

(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi).s = f(s)(
k∑
i=۱

xi ⊗ yi) =
k∑
i=۱

xi ⊗ yis

است. کامل اثبات و

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را است تنسور شرکت پذیری خاصیت به معروف که زیر نتیجه حال

‐S ͷی N راست، R‐مدول ͷی M اگر باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ٣ نتیجه
.M ⊗R (T ⊗SN) ∼=Z (M ⊗R T )⊗SN آنگاه باشد (R−S)‐دومدول ͷی T و چپ مدول

است چپ R‐مدول ͷی T ⊗S N ،٢ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق که ͬ کنیم م دقت اثبات از قبل اثبات.
،٢ . ٢ . ٢ . ٢ گزاره طبق همچنین است. معنͬ با تنسوری ضرب حاصل لحاظ از حͺم چپ سمت پس
با تنسوری ضرب حاصل لحاظ از حͺم راست سمت پس است راست S‐مدول ͷی M ⊗R T

ͬ کنیم م تعریف n ∈ N هر برای ͬ کنیم. م اثبات را حͺم حال است. معنͬ

fn :M × T −→M ⊗R (T ⊗S N), fn((m, t)) = m⊗ (t⊗ n).

را زیر نمودار حال است. میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی fn ͬ دهد م نشان راست سر محاسبه ͷی
ͬ گیریم م نظر در

..
..M × T .

..M ⊗R T ..M ⊗R (T ⊗S N)

.λ .fn
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و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل M ⊗R T ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود f̄n مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا

..
..M × T .

..M ⊗R T ..M ⊗R (T ⊗S N)

.λ .fn.
f̄n

(fn = f̄nλ)

ͬ کنیم. م محاسبه (!) مولدها روی را f̄n ضابطه حال

f̄n(m⊗ t) = f̄nλ(m, t) = fn((m, t)) = m⊗ (t⊗ n).

ͬ کنیم م تعریف اکنون

f : (M ⊗R T )×N −→M ⊗R (T ⊗S N), f((m⊗ t), n)) = f̄n(m⊗ t).

در را زیر نمودار حال است. میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی f ͬ دهد م نشان راست سر محاسبه ͷی
ͬ گیریم م نظر

..
..(M ⊗R T )×N .

..(M ⊗R T )⊗S N ..M ⊗R (T ⊗S N)

.λ .f

تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل (M ⊗R T ) ⊗S N ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود f̄ مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی تنسور،

..
..(M ⊗R T )×N .

..(M ⊗R T )⊗S N ..M ⊗R (T ⊗S N)

.λ .f.
f̄

(f = f̄λ)

ͬ کنیم. م محاسبه (!) مولدها روی را f̄ ضابطه حال

f̄((m⊗ t)⊗n) = f̄λ((m⊗ t), n)) = f((m⊗ t), n)) = f̄n(m⊗ t) = m⊗ (t⊗n).

کنیم پیدا دست زیر شͺل به Z‐همریختͬ ͷی به ͬ توانیم م مشابه صورت به

g :M ⊗R (T ⊗S N) −→ (M ⊗R T )⊗S N, g(m⊗ (t⊗ n)) = (m⊗ t)⊗ n.

کامل اثبات و است یͺریختͬ g ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق حال .gf = id و fg = id داریم حال
است.
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ͬ کنیم. م بیان را تنسور و Hom بین ارتباط زیر قضیه در

R‐مدول ͷی M اگر باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض الحاقͬ) (شرکت پذیری .۴ . ٢ . ٢ . ٢ قضیه
آنگاه باشند راست S‐مدول ͷی T و −R)‐دومدول S) ͷی N راست،

HomS(M ⊗R N, T ) ∼=Z HomR(M,HomS(N, T )).

مدولͬ ساختار حͺم طرفین ٢ . ٢ . ٢ . ٢ گزاره و ٧ . ۶ . ١ گزاره طبق بر که ͬ کنیم م دقت ابتدا اثبات.
ͬ دهیم م قرار دارند. مناسب

α : HomS(M ⊗R N, T ) −→ HomR(M,HomS(N, T ))

هر برای آن در که
f :M ⊗R N −→ T

داریم
[α(f)(m)](n) = f(m⊗ n).

R‐همریختͬ ͷی α(f) همچنین است. HomS(N, T ) از عضوی α(f)(m) که شود دقت
به است پوشا و ͷی به ͷی همریختͬ α که این اثبات است. HomS(N, T ) به M از مدولͬ

ͬ شود. م واگذار خواننده

ͬ کند. م ساده را تنسور محاسبه مواقع بعضͬ و دارد زیادی بسیار اهمیت زیر قضیه

چپ R‐مدول ͷی M اگر باشد. R از راست ایده آل I و حلقه R کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ . ٢ قضیه
.(R/I)⊗RM ∼=Z M/IM آنگاه باشد

ͬ گیریم م نظر در را زیر (چرا؟) خوشتعریف نگاشت اثبات.

f : R/I ×M −→M/IM, f((r + I,m)) = rm+ IM.

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار حال (چرا؟). است میانͬ R‐دوخطͬ نگاشتͬ f ساده بررسͬ ͷی با

..
..R/I ×M .

..R/I ⊗RM ..M/IM

.λ . f

تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل (R/I)⊗RM ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود f̄ مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی

..
..R/I ×M .

..R/I ⊗RM ..M/IM

.λ . f.
f̄

(f = f̄λ)
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ͬ کنیم. م محاسبه (!) مولدها روی را f̄ ضابطه حال

f̄((r + I)⊗m) = f̄λ((r + I,m)) = f((r + I,m)) = rm+ IM.

داریم آنگاه باشد دلخواه عضوی m + IM ∈ M/IM اگر زیرا است. پوشا همریختͬ ͷی f̄
فرض است. ͷی به ͷی f̄ ͬ دهیم م نشان .f̄((۱ + I) ⊗ m) = ۱m + IM = m + IM

معادل صورت به یا
∑k

i=۱ rimi + IM = ۰ پس .f̄(
∑k

i=۱(ri + I) ⊗mi) = ۰ که کنیم
اکنون .m′

i ∈ M و ai ∈ I که
∑k

i=۱ rimi =
∑t

i=۱ aim
′
i یعنͬ .

∑k
i=۱ rimi+ ∈ IM

داریم

k∑
i=۱

(ri + I)⊗mi =
k∑
i=۱

(۱+ I)ri ⊗mi =
k∑
i=۱

(۱+ I)⊗ rimi =

(۱+ I)⊗ (
k∑
i=۱

rimi) = (۱+ I)⊗ (
t∑

i=۱
aim

′
i) =

t∑
i=۱

(۱+ I)⊗ aimi =
t∑

i=۱
(۱+ I)ai ⊗mi =

t∑
i=۱

(ai + I)⊗mi =
t∑

i=۱
۰⊗ aimi = ۰

دست به f̄ بودن یͺریختͬ نتیجه در و بودن ͷی به ͷی ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و Ker(f̄) = ۰ یعنͬ
ͬ آید. م

ͬ کنید. م مشاهده زیر مثال در را بالا قضیه کاربرد ͷی

و m مشترک علیه مقسوم بزرگترین اگر باشند. طبیعͬ عدد دو n و m کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ . ٢ مثال
داریم ،۵ . ٢ . ٢ . ٢ قضیه طبق .Zn ⊗Z Zm ∼=Z Zd که ͬ دهیم م نشان باشد، d برابر n

Zn ⊗Z Zm ∼=Z (Z/nZ)⊗Z Zm ∼=Z Zm/(nZ)Zm ∼=Z (Z/mZ)/((nZ)(Z/mZ))
∼=Z (Z/mZ)/((nZ+mZ)/mZ) ∼=Z (Z/mZ)/(dZ/mZ) ∼=Z Z/dZ ∼=Z Zd.

داریم آنگاه d = ۱ اگر که است واضح است. شده استفاده نیز یͺریختͬ سوم قضیه از که شود دقت
.Zn ⊗Z Zm = ۰

ͬ کند. م ساده را کار گاهͬ نیز زیر قضیه

راست R‐مدول ͷی N و چپ R‐مدول ͷی M یͺدار، حلقه R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه
داریم صورت این در باشد.
.R⊗RM ∼=R M (١)
.N ⊗R R ∼=R N (٢)

٨١



R)‐دومدول − R) ͷی R که شود دقت است. مشابه (٢) ͬ کنیم، م اثبات را (١) فقط اثبات.
ͬ گیریم م نظر در را زیر نگاشت (چرا؟). دارد چپ R‐مدولͬ ساختار حͺم چپ سمت و است

f : R×M −→M, f((r,m)) = rm.

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار حال (چرا؟). است میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی f

..
..R×M .

..R⊗RM ..M

.λ . f

و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل R⊗RM ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود f̄ مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا

..
..R×M .

..R⊗RM ..M

.λ . f.
f̄

(f = f̄λ)

ͬ کنیم. م محاسبه (!) مولدها روی را f̄ ضابطه حال

f̄(r ⊗m) = f̄λ((r,m)) = f((r,m)) = rm.

پس است Z‐همریختͬ ͷی f زیرا است. مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f̄ که ببینیم ͬ توانیم م اکنون
که دهیم نشان است کافͬ

f(s.(r ⊗m)) = f(sr ⊗m) = srm = s(rm) = sf(r ⊗m).

نگاشت حال
ḡ :M −→ R⊗RM, ḡ(m) = ۱⊗m

گزاره طبق .ḡf̄ = idR⊗RM و f̄ ḡ = idM طرفͬ از (چرا؟). است مدولͬ R‐همریختͬ ͷی
است. یͺریختͬ f̄ ،١ . ٣ . ١٩

باشند. چپ R‐مدول ͷی N و راست R‐مدول ͷی M حلقه، R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه
R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Ni}i∈I و راست R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I اگر

داریم آنگاه باشد چپ
.M ⊗R (

⊕
i∈I Ni) ∼=Z

⊕
i∈I(M ⊗R Ni) (١)

.(
⊕

i∈IMi)⊗R N ∼=Z
⊕

i∈I(Mi ⊗R N) (٢)
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R‐همریختͬ همان λi که ͬ دهیم م تذکر ابتدا است. مشابه (٢) ͬ کنیم، م اثبات را (١) مورد اثبات.
است بخش این معروف نگاشت همان λ و شد معرفͬ اول فصل از سوم بخش در که است مدولͬ

ͬ گیریم. م نظر در زیر شͺل به نموداری ͬ کنیم. م استفاده تنسور برای که

..

..M ⊗R Ni ..
⊕

i∈I(M ⊗R Ni)

..M ⊗R (
⊕

i∈I Ni) ..

.

λi

.idM⊗λi

مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ ،١١ . ۶ . ١ قضیه طبق

f :
⊕
i∈I

(M ⊗R Ni) −→M ⊗R (
⊕
i∈I

Ni)

یعنͬ است، جابجایی بالا نمودار i ∈ I هر برای که دارد وجود

..

..M ⊗R Ni ..
⊕

i∈I(M ⊗R Ni)

..M ⊗R (
⊕

i∈I Ni) ..

.

λi

.idM⊗λi .
f

idM ⊗ λi = fλi

شͺل به عناصری روی را f اثر است کافͬ منظور این برای ͬ کنیم. م حساب را f ضابطه اکنون

(x⊗ yi)i∈I ∈
⊕
i∈I

(M ⊗R Ni)

(چرا؟). کنیم مشخص
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داریم حال

f((x⊗ yi)i∈I) = f(
∑
i∈I

(...,۰, ...,۰,
ام i ︷محل ︸︸ ︷
x⊗ yi ,۰, ...,۰, ...)) =

∑
i∈I

f((...,۰, ...,۰,
ام i ︷محل ︸︸ ︷
x⊗ yi ,۰, ...,۰, ...)) =∑

i∈I

fλ(x⊗ yi) =
∑
i∈I

(idM ⊗ λi)(x⊗ yi) =
∑
i∈I

idM(x)⊗ λi(yi) =

∑
i∈I

((x⊗ (...,۰, ...,۰,
ام i ︷︸︸︷محل
yi ,۰, ...,۰, ...)) =

x⊗ (
∑
i∈I

(...,۰, ...,۰,
ام i ︷︸︸︷محل
yi ,۰, ...,۰, ...)) = x⊗ ((yi)i∈I)

تابع حال

g :M × (
⊕
i∈I

Ni) −→
⊕
i∈I

(M ⊗R Ni), g(m, (ni)i∈I) = (m⊗ ni)i∈I

ͬ گیریم. م نظر در را زیر نمودار (چرا؟). است میانͬ R‐دوخطͬ

..

..M × (
⊕

i∈I Ni) .

..M ⊗R (
⊕

i∈I Ni) ..
⊕

i∈I(M ⊗R Ni)

.λ . g

تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل M ⊗R (
⊕

i∈I Ni) ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود ḡ مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا و ͷی تنسور،

..

..M × (
⊕

i∈I Ni) .

..M ⊗R (
⊕

i∈I Ni) ..
⊕

i∈I(M ⊗R Ni)

.λ . g.
ḡ

(g = ḡλ)

است مولدها روی زیر ضابطه دارای ḡ

ḡ(m⊗ (ni)i∈I) = ḡλ((m, (ni)i∈I)) = g((m, (ni)i∈I)) = (m⊗ ni)i∈I .

است. یͺریختͬ f ،١ . ٣ . ١٩ گزاره طبق پس .fḡ = id و ḡf = id حال
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(چرا؟). نیست صحیح ضرب حاصل برای ،٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه مشابه .٢ . ٢ . ١ تذکر

ͬ دهد. م نشان دقیق دنباله های با را تنسور ارتباط زیر قضیه

برقراراند. زیر موارد .٢ . ٢ . ٢ . ٩ قضیه
و راست R‐مدول سه K و N ،M کنیم فرض (١)

....M ..N ..K ..۰.f .g.

دنباله U چپ R‐مدول هر برای صورت این در باشد. دقیق دنباله

....M ⊗R U ..N ⊗R U ..K ⊗R U ..۰.f⊗idU . g⊗idU.

است. مدولͬ ͬ های Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی
و چپ R‐مدول سه K و N ،M کنیم فرض (٢)

....M ..N ..K ..۰.f .g.

دنباله T راست R‐مدول هر برای صورت این در باشد. دقیق دنباله

....T ⊗RM ..T ⊗R N ..T ⊗R K ..۰.idT⊗f . idT⊗g.

است. مدولͬ ͬ های Z‐همریخت از دقیق دنباله ͷی

که دهیم نشان باید (١) اثبات برای است. مشابه (٢) مورد ͬ کنیم، م اثبات را (١) مورد t∑اثبات.
i=۱ ki⊗ui کنیم فرض است. Im(f⊗idU) = Ker(g⊗idU) و Im(g⊗idU) = K⊗RU

ni ∈ N عنصر i هر برای پس است پوشا g چون .(٢ . ٢ . ١ . ١٨ (لم K⊗RUباشد از دلخواه عضوی
داریم اما .g(ni) = ki که دارد وجود چنان

(g ⊗ idU)(
t∑

i=۱
ni ⊗ ui) =

t∑
i=۱

g(ni)⊗ idU(ui) =
t∑

i=۱
ki ⊗ ui

.Im(g ⊗ idU) = K ⊗R U پس
داریم ٢ . ٢ . ١ . ٢٠ نتیجه طبق طرفͬ از

(g ⊗ idU)(f ⊗ idU) = gf ⊗ idU = ۰⊗ idU = ۰

R‐همریختͬ که ͬ شود م سبب مطلب همین علاوه به .Im(f ⊗ idU) ⊆ Ker(g ⊗ idU) پس
(چرا؟) شود القا زیر }خوشتعریف

g ⊗ idU : N⊗RU
Im(f⊗idU )

−→ K ⊗R U

g ⊗ idU((n⊗ u) + Im(f ⊗ idU)) = (g ⊗ idU)(n⊗ u)
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ͬ کنیم م تعریف }اکنون
α : K × U −→ N⊗RU

Im(f⊗idU )

α((k, u)) = (n⊗ u) + Im(f ⊗ idU)

g(n) = اگر زیرا است. خوشتعریف α .g(n) = k یعنͬ ͬ آید م دست به g پوشایی از n آن در که
نتیجه در .m ∈M که n−n′ = f(m) پس .n−n′ ∈ Ker(g) = Im(f) آنگاه k = g(n′)

(f ⊗ idU)(m⊗ u) = f(m)⊗ idU(u) = (n− n′)⊗ u ∈ Im(f ⊗ idU)

بنابراین و n⊗ u− [n′ ⊗ u] ∈ Im(f ⊗ idU) که ͬ دهد م نشان این و

(n⊗ u) + Im(f ⊗ idU) = (n′ ⊗ u) + Im(f ⊗ idU).

نظر در را زیر نمودار حال (چرا؟). است میانͬ R‐دوخطͬ نگاشت ͷی α راست سر بررسͬ ͷی با
ͬ گیریم. م

..

..K × U .

..K ⊗R U ..N⊗RU
Im(f⊗idU )

.λ .α

و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل K ⊗R U ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود ᾱ مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا

..

..K × U .

..K ⊗R U ..N⊗RU
Im(f⊗idU )

.λ .α.
ᾱ

(α = ᾱλ)

ͬ کند م عمل زیر صورت به مولدها روی ᾱ اما

ᾱ(k ⊗ u) = ᾱλ((k, u)) = α((k, u)) = (n⊗ u) + Im(f ⊗ idU).

آنگاه x ∈ Ker(g ⊗ idU) اگر پس .g ⊗ idU ᾱ = id و ᾱg ⊗ idU = id که ͬ دهد م نشان این
که ͬ دهد م نشان این .g ⊗ idU(x+ Im(f ⊗ idU)) = ۰ نتیجه در و (g ⊗ idU)(x) = ۰

۰ = ᾱg ⊗ idU(x+ Im(f ⊗ idU)) = id(x+ Im(f ⊗ idU)) = x+ Im(f ⊗ idU)

است. کامل اثبات ⊗Ker(gو idU) ⊆ Im(f ⊗ idU) بنابراین .x ∈ Im(f ⊗ idU) پس
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دیͽر عبارت به ͬ کند. م عمل دقیق صورت به راست از تنسور که ͬ دهد م نشان ،٢ . ٢ . ٢ . ٩ قضیه
در که ͬ دهد م نشان زیر مثال ͬ کند. م حفظ را پوشایی فقط کوتاه، دقیق دنباله ͷی روی اثر با تنسور
کوتاه، دقیق دنباله ͷی در دیͽر عبارت به ͬ کند. نم عمل دقیق صورت به چپ از تنسور کلͬ حالت

ͬ شود. نم حفظ ͬͺی به ͷی

ͬ گیرم. م نظر در را زیر کوتاه دقیق دنباله .٢ . ٢ . ٢ مثال

....۰ ..Z ..Z ..Z۳ ..۰..f(x)=۳x . g(y)=ȳ.

داریم و ͬ دهیم م اثر بالا کوتاه دقیق دنباله روی را Z۳ ⊗Z − حال

....۰ ..Z۳ ⊗Z Z ..Z۳ ⊗Z Z ..Z۳ ⊗Z Z۳ ..۰..id⊗f . id⊗g.

اما
(id⊗ f)(۱̄⊗ ۱) = ۱̄⊗ ۳ = ۳̄⊗ ۱ = ۰̄⊗ ۱ = ۰

(چرا؟) است x̄⊗y = ۰ مولد) هر (برای که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به آنگاه باشد ۱̄⊗۱ = ۰ اگر
Z۳ ⊗Z Z ∼= Z۳ داریم ،٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق اما (چرا؟). است صفر برابر Z۳ ⊗Z Z نتیجه در و
ͷی به ͷی id⊗ f پس .Ker(id⊗ f) ̸= ۰ نتیجه در و ۱̄⊗ ۱ ̸= ۰ پس است. تناقض این و

ͬ کند. نم حفظ کلͬ حالت در را ͬͺی به ͷی تنسور بنابراین و نیست

بخش این قضیه های و گزاره لم، تمام آنگاه باشد (یͺدار) جابجایی حلقه R اگر .٢ . ٢ . ٢ . ١٠ تذکر
هستند. R به تعمیم قابل Z از

ͷی روی آزاد مدول که ͬ دهد م نشان زیر نتیجه ͬ دهیم. م پایان زیر جالب نتیجه با را بخش این
ببینید). را ٢۴ . ٢ . ١ (تذکر است بعد پایایی دارای جابجایی حلقه

R‐مدول پایه دو هر صورت این در یاشد. جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ١١ نتیجه
دارند. برابر اصلͬ عدد M آزاد

داریم ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق باشند. M آزاد R‐مدول برای پایه دو X ′ و X کنیم فرض ⊕اثبات.
|X|

R = R(X) ∼=R M ∼=R R
(X′) =

⊕
|X′|

R.

میدان R/M نتیجه در و است M مانند ماکسیمال ایده آل دارای R ،۴١ . ٢ . ٠ نتیجه طبق طرفͬ از
داریم ٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه و ٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه ،٢ . ٢ . ٢ . ١٠ تذکر طبق حال است.

(R/M)⊗RM ∼=R (R/M)⊗R (
⊕
|X|

R) ∼=R

⊕
|X|

[(R/M)⊗R R] ∼=R

⊕
|X|

R/M.

داریم مشابه صورت به
(R/M)⊗RM ∼=R

⊕
|X′|

R/M
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داریم ،١١ . ۴ . ١ لم طبق اکنون .
⊕

|X|R/M ∼=R

⊕
|X′|R/M که ͬ دهد م نشان ⊕این

|X|

R/M ∼=R/M
⊕
|X′|

R/M.

که ͬ شود م نتیجه پس دارند، بعد پایایی میدان روی برداری فضاهای و است میدان R/M اما
.|X|= |X ′|

تمرین ها
کنید. اثبات و بنویسید دقیق صورت به را تنسور جابجایی خاصیت .٢ . ٢ . ٢ . ١٢ تمرین

نمایید. کامل را نشده اند کامل متن در که اثبات هایی .٢ . ٢ . ٢ . ١٣ تمرین

ماکسیمال ایده آل ͷی دقیقا هرگاه گوییم موضعͬ را R یͺدار جابجایی حلقه .١۴ . ٢ . ٢ . ٢ تمرین
که دهید نشان N و M مولد متناهͬ R‐مدول های برای باشد. موضعͬ R کنیم فرض باشد. داشته

است؟ حذف قابل موضعͬ شرط آیا .N = ۰ یا M = ۰ اگر تنها و اگر M ⊗N = ۰

.C⊗R C ∼=R C۲ که دهید نشان .١۵ . ٢ . ٢ . ٢ تمرین

دهید نشان J و I ایده آل های و R یͺدار جابجایی حلقه برای .١۶ . ٢ . ٢ . ٢ تمرین

(R/I)⊗R (R/J) ∼=R R/(I + J)

نشان باشند. R یͺدار و جابجایی حلقه روی R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ . ١٧ تمرین
.M ⊗R N = ۰ آنگاه باشند یͺریخت غیر و ساده N و M اگر که دهید

.R[x]⊗RR[y] ∼=R R[x, y] آنگاه باشد جابجایی Rحلقه  اگر که دهید نشان .٢ . ٢ . ٢ . ١٨ تمرین
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نیمساده مدول های ٢ . ٣
U باشد. V از دلخواه زیرفضای U کنیم فرض باشد. برداری F‐فضای ͷی V کنیم فرض
به گسترش از که V پایه از اعضایی ͬ دهیم. م گسترش V به را U پایه است. پایه ͷی دارای
که است واضح ͬ دهند. م W مانند زیرفضای تشͺیل اعضا این ͬ گیریم. م نظر در را آمده اند دست
U زیرفضای هر برای برداری فضای هر در که ͬ دهد م نشان این .V = W ⊕ U و W ∩ U = ۰

.V = U ⊕ V که دارد وجود چنان V زیرفضای
آیا که ͬ اید م ذهن به سوال این هستند، مدول ها از تعمیمͬ برداری فضاهای که این به توجه با

M؟ = N ⊕ L که دارد وجود L زیرمدول M از N زیرمدول هر و M مدول هر برای
ندارد را بالا خاصیت Z۴ Z‐مدول مثال برای است. منفͬ کلͬ حالت در سوال این جواب اما

(چرا؟).
باشند داشته را بالا سوال در شده مطرح خاصیت که ͬ پردازیم م مدول های معرفͬ به بخش این در
خواهیم اثبات ادامه در که است مطلبی گذاری نام این دلیل ͬ نامیم. م نیمساده مدول های را آنها و

است. ساده مدول های از مستقیمͬ جمع نیمساده مدول هر که است این آن و کرد
مفهوم مدول و حلقه نظریه در ͬ پردازد. م نیمساده مدول های از مختصر مطالعه به بخش این
همین به مربوط ودربرن‐آرتین قضیه یعنͬ مجرد جبر قضیه مهمترین دارد. ویژه جایͽاه نیمساده
حلقه نظریه درس در و پرداخت نخواهیم ودربرن‐آرتین قضیه به بخش این در ما البته است. مفهوم
با مختصری آشنایی بخش این هدف شد. خواهد بحث آن نتایج و قضیه این مورد در مفصل طور به

است. نیمساده مفهوم
ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر تعریف با

یعنͬ باشد، جمعوند آن زیرمدول هر هرگاه است نیمساده M چپ R‐مدول گوییم .٢ . ٣ . ١ تعریف
.M = N ⊕K که باشد چنان K زیرمدول N ≤M هر برای

نمیساده حلقه باشد. نیمساده RR مدول هرگاه است چپ نیمساده R حلقه گوییم .٢ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ شود. م تعریف مشابه صورت به راست

است. نیمساده مدول ͷی ساده، چپ R‐مدول هر .٢ . ٣ . ٣ مثال

است. (راست) چپ نمیساده حلقه ͷی D تقسیم حلقه هر .۴ . ٢ . ٣ مثال

ͬ کنیم. م حساب نیمساده چپ R‐مدول ͷی را ۰ مدول .۵ . ٢ . ٣ مثال

است. نیمساده مدول ͷی V برداری F‐فضای هر .۶ . ٢ . ٣ مثال

نیست. نیمساده حلقه Z واقع در نیست. نیمساده Z Z‐مدول .٢ . ٣ . ٧ مثال

نیست. نیمساده Z۴ Z‐مدول .٢ . ٣ . ٨ مثال

قضیه مهمترین قضیه این است. نیمساده حلقه های مورد در ودربرن‐آرتین قضیه .٢ . ٣ . ٩ تذکر
نشان قضیه این ͬ کند. م ارائه نیمساده حلقه از توصیفͬ دقیق کاملا صورت به که است جبر ساختاری
که ͬ دهد م نشان بعلاوه برعکس. و ͬ باشد م نیز راست نیمساده چپ نیمساده حلقه های که ͬ دهد م
تقسیم. حلقه های از درایه هایی با مربعͬ ماتریس های ضرب حاصل جز نیست چیزی نیمساده حلقه

دید. خواهید حلقه نظریه درس در را ساختاری قضیه این نتایج و اثبات جزییات،
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ارائه متفاوتͬ مثال های سپس و ͬ کنیم م بررسͬ را نیمساده مدول های خواص برخͬ ادامه در
ͬ کنیم. م

صورت این در باشد. نیمساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٠ گزاره
است. نیمساده M از N زیرمدول هر (١)

است. نیمساده M/K قسمتͬ خارج مدول هر (٢)

است. N جمعوند N ′ که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. N از زیرمدولͬ N ′ کنیم فرض (١) اثبات.
طبق حال است. M از زیرمدولͬ L که M = N ′ ⊕ L پس است نیمساده M و N ′ ≤ M چون

داریم مدولͬ، قانون ،١۶ . ١ . ٢ گزاره

N = N ∩M = N ∩ (N ′ ⊕ L) = (N ∩N ′)⊕ (N ∩ L) = N ′ ⊕ (N ∩ L).

است. N از جمعوندی N ′ که ͬ دهد م نشان این
است K شامل M از زیرمدولͬ N که است N/K صورت به M/K زیرمدول هر که ͬ دانیم م (٢)

داریم حال .N ′ ≤M که M = N ⊕N ′ پس است نیمساده M چون (چرا؟).

M/K = (N/K)⊕ ((N ′ +K)/K).

است. نیمساده M/K تعریف طبق پس

۲Z نه و Z نه که حالͬ در است. نیمساده Z۲ ∼= Z/۲Z Z‐مدول که است واضح .٢ . ٣ . ١١ مثال
نیستند. نمیساده

است. ساده زیرمدول ͷی کم دست دارای ناصفر، نیمساده مدول هر که ͬ دهد م نشان زیر لم

است. ساده زیرمدولͬ شامل M نیمساده چپ R‐مدول هر .٢ . ٣ . ١٢ لم

(دوری) متناهͬ تولید و ناصفر زیرمدولͬ Rx که است واضح .۰ ̸= x ∈ M کنیم فرض اثبات.
گزاره طبق اما ͬ باشد. م N مانند ماکسیمالͬ زیرمدول دارای Rx ،١ . ٢ . ٣٩ قضیه طبق پس است.
N ′ ≤M که است واضح .N ′ ≤ Rx Rxکه = N⊕N ′ نتیجه در است. Rxنیمساده ،٢ . ٣ . ١٠
و (چرا؟) است ساده N ′ پس است Rx از ماکسیمال زیرمدول N چون (چرا؟). N ′ ∼= Rx/N و

است. کامل اثبات

دارد. ویژه ای اهمیت کار ادامه برای زیر قضیه

علاوه به باشد. ساده چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٣ قضیه
دارد وجود چنان J ⊆ I گذار اندیس صورت این در .K ≤ M و M =

∑
i∈IMi کنیم فرض

.M = K ⊕ (
⊕

j∈JMj) که

ͬ دهیم م قرار اثبات.

A = {L ⊆ I | (
∑
l∈L

Ml) ∩K = ۰, است مستقیم مجموع
∑
l∈L

Ml}.

٩٠



حال (چرا؟). است مرتب جزئا مجموعه ͷی شمول رابطه با A است. ناتهͬ A پس ،∅ ∈ A چون
.J ′ ∈ A ͬ کنیم م ادعا .J ′ =

∪
α∈Γ Lα ͬ دهیم م قرار و ͬ گیریم م نظر در را A در {Lα}α∈Γ زنجیر

کنیم فرض حال .J ′ ⊆ I که است واضح پس Lα ⊆ I داریم ،α ∈ Γ هر برای چون

xα۱ + xα۲ + ...+ xαt = ۰

همه که دارد وجود چنان Lαt پس است زنجیر {Lα}α∈Γ چون .αs ∈ Lαs و xαs ∈ Mαs که
حال است. مستقیم مجموع

∑
l∈Lαt

Ml پس است. A عضو Lαt اما ͬ گیرند. م قرار Lαt در αsها
باید ،١ . ٢ . ١٣ قضیه طبق

xα۱ = xα۲ = ... = xαt = ۰.
x ∈ (

∑
j∈J ′ Mj)∩K اگر طرفͬ از است. مستقیم مجموع

∑
j∈J ′ Mj ،١ . ٢ . ١٣ قضیه طبق پس

آنگاه
xj۱ + xj۲ + ...+ xjt = x ∈ K.

Lαt در jsها همه که دارد وجود چنان Lαt پس است، زنجیر {Lα}α∈Γ چون .xjs ∈ Mjs که
در .(

∑
j∈J ′ Mj) ∩K = ۰ یعنͬ این و x = ۰ باید پس است. A عضو Lαt اما ͬ گیرند. م قرار

است. J مانند ماکسیمالͬ عضو دارای A زرن، لم طبق حال .J ′ ∈ A نتیجه
برای اگر .N = K ⊕ (

⊕
j∈JMj) کنیم فرض .M = K ⊕ (

⊕
j∈JMj) ͬ کنیم م ادعا اکنون

این (چرا؟). J ⊊ J ∪ {i} ∈ A داریم آنگاه N ∩Mi = ۰ باشیم داشته ،i ∈ I اندیس ͷی
برای اما .N ∩Mi ̸= ۰ داریم i ∈ I هر برای پس است. A در J بودن ماکسیمال با تناقض در
i ∈ I هر برای یعنͬ .Mi = N ∩Mi پس است ساده Mi چون .N ∩Mi ≤ Mi ،i ∈ I هر
کامل اثبات و M = N که ͬ دهد م نشان این .M =

∑
i∈IMi ⊆ N نتیجه در .Mi ⊆ N داریم

است.

علاوه به باشد. ساده چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٣ نتیجه
داریم که دارد وجود چنان J ⊆ I گذار اندیس صورت این در .M =

∑
i∈IMi کنیم فرض
.M =

⊕
j∈JMj

.K = ۰ دهیم قرار ،٢ . ٣ . ١٣ قضیه در است کافͬ اثبات.

علاوه به باشد. ساده چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٣ نتیجه
دارد وجود چنان J ⊆ I گذار اندیس صورت این در .N ≤ M و M =

∑
i∈IMi کنیم فرض

.N ∼=
⊕

j∈JMj داریم که

،١۵ . ٢ . ٣ نتیجه طبق طرفͬ از .J ′ ⊆ I Mکه = N⊕ (
⊕

j∈J ′ Mj) ،٢ . ٣ . ١٣ قضیه طبق اثبات.
پس .J ′′ ⊆ I که M =

⊕
j∈J ′′ Mj داریم

N ∼= M/
⊕
j∈J ′

Mj =
⊕
j∈J

Mj/
⊕
j∈J ′

Mj
∼=

⊕
j∈J ′\J ′′

Mj

است. کامل اثبات و
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از سازی مشخصه ͷی و ͬ دهد م نشان نیمساده مدول های از مثال ساختن برای را راه زیر قضیه
روی نیمساده مدول ͷی ساختن برای که ͬ دهد م نشان قضیه این ͬ کند. م ارائه نیمساده مدول های
گذاری نام برای توجیهͬ قضیه این علاوه به بشناسید. Rرا روی ساده مدول های است Rکافͬ حلقه 

ͬ کند. م ارائه نیمساده

معادل زیر شرایط صورت این در باشد. ناصفر چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٣ قضیه
هستند.

است. نیمساده M (١)
است. خود ساده زیرمدول های عادی جمع M (٢)

است. خود ساده زیرمدول های از مستقیمͬ جمع M (٣)

خانواده این Mباشد. ساده زیرمدول های تمام خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
ͬ دهیم م قرار است. ساده زیرمدول Mدارای ،٢ . ٣ . ١٢ لم طبق پس است Mنیمساده زیرا است ناتهͬ
ͬ دهیم م نشان .N ′ ≤ M که M = N ⊕ N ′ پس است نیمساده M چون .N =

∑
i∈IMi

،٢ . ٣ . ١٢ لم از است، نیمساده N ′ ،٢ . ٣ . ١٠ گزاره طبق چون آنگاه نباشد صفر N ′ اگر .N ′ = ۰
آشͺار تناقض این .۰ ̸= K ⊆ N ∩ N ′ که ͬ دهد م نشان این است. K ساده زیرمدول دارای

.M = N =
∑

i∈IMi نتیجه در و N ′ = ۰ پس است.
ͬ گذارد. نم باقͬ اثبات برای چیزی ١۴ . ٢ . ٣ نتیجه .(۳) ⇐ (۲)

.N ≤ M کنیم فرض هستند. ساده Miها که M =
⊕

i∈IMi کنیم فرض .(۱) ⇐ (۳)
که دارد وجود چنان J ⊆ I گذار اندیس ،٢ . ٣ . ١٣ قضیه طبق است. جمعوند N ͬ دهیم م نشان

است. کامل اثبات و است جمعوند N یعنͬ این .M = N ⊕ (
⊕

j∈JMj)

مدول های متفاوت که است مدول ها از جدیدی دسته نیمساده مدول های که ͬ دهد م نشان زیر مثال
است. شده معرفͬ قبل از

نیست آزاد که حالͬ در است نیمساده Z۲ ⊕ Z۳ Z‐مدول ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق .٢ . ٣ . ١٧ مثال
نیست. نیمساده و است آزاد Z Z‐مدول (چرا؟).

تمرین ها
نیمساده M/N و N که N ≤ M و باشد چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٨ تمرین

است؟ نیمساده M آیا هستند.

Z‐مدول که بͽیرید نتیجه سپس کنید. شناسایی را نیمساده Z‐مدول های تمام .٢ . ٣ . ١٩ تمرین
باشد. نیمساده ͬ تواند نم Q

دهید نشان باشد. جابجایی حلقه R و ساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٠ تمرین
است. میدان ͷی EndR(M) که

باشد. ساده ͬ تواند نم Q Z‐مدول از قسمتͬ خارج هیچ که دهید نشان .٢ . ٣ . ٢١ تمرین

نشان آنگاه
⊕n

i=۱Mi =M =
⊕m

i=jMj که باشد نیمساده مدول ͷی M اگر .٢ . ٣ . ٢٢ تمرین
است. یͺریخت Mj ͷی دقیقا و ͷی با Mi هر و m = n که دهید
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زیرمدول هر اگر تنها و اگر است نیمساده M چپ R‐مدول هر که دهید نشان .٢ . ٣ . ٢٣ تمرین
باشد. نیمساده M از دوری

مستقیم جمع است نیمساده که M تولید متناهͬ چپ R‐مدول هر که دهید نشان .٢۴ . ٢ . ٣ تمرین
است. ساده مدول متناهͬ تعداد
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تصویری مدول های ۴ . ٢
صورت به نموداری و داریم اختیار در را V برداری F‐فضای کنیم فرض

..
.. ..V .

..U ..W ..۰

.f.
g

.

F‐همریختͬ ͷی ͬ توانیم م همواره هستند. برداری F‐فضای دو W و U که است شده داده ما به
ͬ کنیم م فرض همریختͬ، چنین ساخت برای کند. جابجایی را بالا نمودار که بسازییم U به V از
چنان ui ∈ U عنصر پس f(vi) ∈ W و است پوشا g چون باشد. V برای پایه ͷی {vi}i∈I که
.h(vi) = ui ضابطه با h : V −→ U ͬ دهیم م قرار حال .g(ui) = f(vi) که دارد وجود
مانند F‐همریختͬ ͷی به را h ͬ توانیم م ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق پس است تابع ͷی h که است واضح

داریم vi هر برای حال دهیم. گسترش h̄ : V −→ U

f(vi) = g(ui) = gh(vi) = gh̄(vi).

داریم. را زیر جابجایی نمودار بنابراین .f = gh̄ پس هستند یͺسان مولدها روی gh̄ و f چون

..
.. ..V .

..U ..W ..۰

.f.
h̄

.
g

. (f = gh̄)

قرار ما اختیار در را M مانند چپ R‐مدول اگر که است این ͬ رسد م ذهن به که سوالͬ حال
صورت به نموداری و دهند

..
.. ..M .

..K ..N ..۰

.f.
g

.

R‐همریختͬ ͷی ͬ توانیم م همواره آیا آنگاه هستند، چپ R‐مدول دو N و K که شود داده ما به
کند؟ جابجایی را بالا نمودار که بسازییم K به M از

چنین مدول ها همه که دید خواهیم ادامه در و است منفͬ کلͬ حالت در نیز سوال این جواب
شده اند معروف تصویری مدول های به دارند خاصیتͬ چنین که مدول ها از دسته ی ندارند. خاصیتͬ
از ͬͺی تصویری مدول شده اند. ناجابجایی جبر و جابجایی جبر مفاهیم مهمترین از ͬͺی به تبدیل و
سایر و جبری هندسه در تصویری مدول است. همولوژی جبر در مدول نظریه مفاهیم کاربردترین پر
مدول ͷی نمایش برای P لاتین حرف از نوشتار این در معمولا است. مطرح نیز ریاضͬ شاخه های

است. “Projective” یعنͬ آن لاتین معادل حرف اولین از گرفته بر که ͬ کنیم م استفاده تصویری
ͬ کنیم. م شروع زیر تعریف با را بخش این
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R‐مدول های از دقیق دنباله هر برای هرگاه است تصویری P چپ R‐مدول گوییم .١ . ۴ . ٢ تعریف
صورت به چپ

....M ..N ..۰.g .

h : P −→ M مانند مدولͬ R‐همریختͬ ،f : P −→ N مانند مدولͬ R‐همریختͬ هر و
شود. جابجایی زیر نمودار که باشد موجود

..
.. ..P .

..M ..N ..۰

. f.
h

.
g

. (f = gh)

صورت به Z‐مدول ها از دقیق دنباله زیرا است. تصویری Z‐مدول، عنوان به Z .٢ . ۴ . ٢ مثال

....M ..N ..۰.g .

است پوشا g چون آنگاه ͬ گیریم م نظر در را f : Z −→ N مانند دلخواه مدولͬ Z‐همریختͬ و
ͬ دهیم م قرار حال .g(m) = f(۱) که دارد وجود چنان m ∈ M عنصر پس f(۱) ∈ N و
Z‐همریختͬ ͷی g که ͬ دهد م نشان راحت بررسͬ .h(k) = km ضابطه با h : Z −→ M

داریم و (چرا؟) است خوشتعریف مدولͬ

f(k) = kf(۱) = kg(m) = g(km) = gh(k)

داریم. را زیر جابجایی نمودار پس .f = gh یعنͬ

..
.. ..Z .

..M ..N ..۰

. f.
h

.
g

. (f = gh)

دنباله ͷی باید مطلب این دادن نشان برای نیست. تصویری Z‐مدول، عنوان به Z۲ .٣ . ۴ . ٢ مثال
نمودار که گونه ای به کرد ارائه h هیچ نتوان که کنیم ارائه چنان f مانند مناسب همریختͬ ͷی و دقیق

دقیق دنباله حال .f = idZ۲ ͬ دهیم م قرار منظور بدین کند. جابجا را

....Z ..Z۲ ..۰.g(k)=k̄ .

داریم را زیر نمودار پس ͬ گیریم. م نظر در Z‐مدول ها از را

..
.. ..Z۲ .

..Z ..Z۲ ..۰

.idZ۲.
g

.

ͬ کند. م تمام را کار این و (چرا؟) HomZ(Z۲,Q) = ۰ که ͬ دانیم م اما
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دنباله ͷی باید مطلب این دادن نشان برای نیست. تصویری Z‐مدول عنوان به Q .۴ . ۴ . ٢ مثال
نمودار که گونه ای به کرد ارائه h هیچ نتوان که کنیم ارائه چنان f مانند مناسب همریختͬ ͷی و دقیق

دقیق دنباله حال .f = idQ ͬ دهیم م قرار منظور بدین کند. جابجا را

....
⊕∞

i=۱ Z ..Q ..۰.g .

متناهͬ تعداد روی جمع که شود (دقت g((ki)i∈N) =
∑

ki
i

که ͬ گیریم م نظر در Z‐مدول ها از را
داریم آنگاه p

q
∈ Q اگر زیرا است. پوشا g که دهیم تذکر باید است).

g((...,۰, ...,۰,
ام q ︷︸︸︷محل

p ,۰, ...,۰, ...)) = p

q
.

داریم را زیر نمودار پس

..
.. ..Q .

..
⊕∞

i=۱ Z ..Q ..۰

. idQ.
g

.

ͬ کند. م تمام را کار این و HomZ(Q,
⊕∞

i=۱ Z) = ۰ ،١ . ٨ . ١١ تمرین طبق اما
فضای هر که ͬ دهد م نشان و ͬ کند م فراهم تصویری مدول های از مثال وسیعͬ طیف زیر قضیه

است. تصویری مدول برای مثالͬ برداری
است. تصویری ،F آزاد چپ R‐مدول هر .۵ . ۴ . ٢ قضیه

صورت به R‐مدول ها از دقیق دنباله اثبات.

....M ..N ..۰.g .

که ͬ کنیم م فرض همچنین ͬ گیریم. م نظر در را f : F −→ N مانند دلخواه مدولͬ R‐همریختͬ و
mi ∈ M عنصر پس f(xi) ∈ N و است پوشا g چون باشد. F برای پایه ͷی X = {xi}i∈I
.h(xi) = mi ضابطه با h : F −→M ͬ دهیم م قرار حال .g(mi) = f(xi) که دارد وجود چنان
مدولͬ یRͷ‐همریختͬ به را h ͬ توانیم م ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق پس است تابع ͷی h که است واضح

داریم xi ∈ X هر برای حال .h̄|X= h که دهیم گسترش h̄ : F −→M مانند

f(xi) = g(mi) = gh(mi) = gh̄(mi).

داریم. را زیر جابجایی نمودار بنابراین .f = gh̄ پس هستند یͺسان مولدها روی gh̄ و f چون

..
.. ..F .

..M ..N ..۰

. f.
h̄

.
g

. (f = gh̄)
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است. کامل اثبات

برقرار ،۵ . ۴ . ٢ قضیه عکس که است این شود مطرح است ممͺن اینجا در که سوالͬ .۶ . ۴ . ٢ تذکر
باشید. صبور کمͬ باید نقض مثال دیدن برای است. منفͬ کلͬ حالت در سوال این جواب است؟
عکس جابجایی موضعͬ حلقه ͷی یا و جابجایی اصلͬ ایده آل دامنه روی بدانید که است جالب اما
دیͽری حلقه های چه روی ببینید). را ٢ . ٧ . ١٨ تمرین و ٢ . ٧ . ١٧ (تمرین است صحیح نیز قضیه این

است؟! صحیح گزاره این عکس

است. برخوردار بالای بسیار اهمیت از زیر قضیه

هستند. معادل زیر موارد باشد. چپ R‐مدول ͷی P کنیم فرض .٧ . ۴ . ٢ قضیه
است. تصویری P (١)

شͺل به کوتاه دقیق دنباله هر (٢)

....۰ ..M ..N ..P ..۰..f . g.

ͬ شود. م شͺافته
.F ∼=R K ⊕ P که دارند وجود K مانند چپ R‐مدول و F مانند آزاد چپ R‐مدول (٣)

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار .(۲) ⇐ (۱) اثبات.

..
.. . . ..P .

..۰ ..M ..N ..P ..۰

. idP..
f

.
g

.

یعنͬ .gh = idP که دارد وجود h : P −→ N مانند R‐همریختͬ پس است تصویری P چون
داریم زیر شͺل به جابجایی نموداری

..
.. . . ..P .

..۰ ..M ..N ..P ..۰

. idP.
h

..
f

.
g

. (gh = idP )

ͬ آید. م دست به حͺم ،(١) قسمت ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق حال
دارد. وجود X = P پایه با F مانند آزاد چپ R‐مدول ͷی ،٢ . ١ . ٢٣ گزاره طبق .(۳) ⇐ (۲)
α : X −→ P که است واضح .X = {xp}p∈P کنیم فرض ͬ توانیم م اثبات در خللͬ بدون
‐R ͷی به را α ͬ توانیم م ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق پس است. پوشا تابع ͷی α(xp) = p ضابطه با
دنباله فرض طبق حال .ᾱ|X= α که دهیم گسترش ᾱ : F −→ P مانند پوشا مدولͬ همریختͬ

کوتاه دقیق
....۰ ..Ker(ᾱ) ..F ..P ..۰..i . ᾱ.
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K یعنͬ .F ∼=R Ker(ᾱ) ⊕ P داریم ،(٣) قسمت ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق پس ͬ شود. م شͺافته
است. Ker(ᾱ) همان

صورت به R‐مدول ها از دقیق دنباله .(۱) ⇐ (۳)
....M ..N ..۰.g .

زیر نمودار ͬ توانیم م حال ͬ گیریم. م نظر در را f : P −→ N مانند دلخواه مدولͬ R‐همریختͬ و
بسازییم. را

..

.. ..K ⊕ P .

.. ..P .

..M ..N ..۰

.
p۲

.

f

.

g

.

K ⊕ P که داریم ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق و است آزاد K ⊕ P پس است آزاد F و F ∼=R K ⊕ P اما
یعنͬ .gh = fp۲ که دارد وجود چنان h : K ⊕ P −→ M R‐همریختͬ پس است. تصویری

داریم را زیر جابجایی نمودار

..

.. ..K ⊕ P .

.. ..P .

..M ..N ..۰

.
p۲

.
h

.

f

.

g

. (gh = fp۲)

داریم ͬ گیریم. م نظر در را h′ = hλ۲ : P −→M R‐همریختͬ اکنون

gh = fp۲ ⇒ ghλ۲ = fp۲λ۲ ⇒ gh′ = fidP ⇒ gh′ = f

ͬ رسیم م زیر جابجایی نمودار به پس

..

.. ..K ⊕ P .

.. ..P .

..M ..N ..۰

.
p۲

.
h

.

f

.

h′

.

g

. (gh = fp۲, gh
′ = f)

است. کامل اثبات و است تصویری P یعنͬ
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داریم. را زیر مهم بسیار نتیجه حال

Pi هر صورت این در باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Pi}i∈I کنیم فرض .٨ . ۴ . ٢ نتیجه
باشد. تصویری

⊕
i∈I Pi اگر تنها و اگر است تصویری

R‐مدول ،(٣) قسمت ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق صورت این در است. تصویری Pi هر کنیم فرض اثبات.
داریم پس .Ki ⊕ Pi ∼=R Fi که دارند وجود Ki چپ R‐مدول و Fi آزاد چپ

(
⊕
i∈I

Ki)⊕ (
⊕
i∈I

Pi) ∼=R

⊕
i∈I

Fi.

قضیه از (٣) قسمت شرایط پس است. آزاد
⊕

i∈I Fi چپ R‐مدول ،٢ . ١ . ٢٨ نتیجه طبق اما
باشد. تصویری

⊕
i∈I Pi باید بنابراین است. برقرار ٧ . ۴ . ٢

،(٣) قسمت ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق صورت این در باشد. تصویری
⊕

i∈I Pi کنیم فرض برعکس؛ حال
داریم پس .K ⊕ (

⊕
i∈I Pi)

∼=R F که دارند وجود K چپ R‐مدول و F آزاد چپ R‐مدول

[K ⊕ (
⊕
i ̸=j∈I

Pj)]⊕ Pi ∼=R F.

باشد. تصویری Pi باید بنابراین است. برقرار ٧ . ۴ . ٢ قضیه از (٣) قسمت شرایط بنابراین

یRͷ‐مدول که ͬ دهد م نشان زیر مثال کنیم. بیان بودیم داده وعده که را مثالͬ ͬ توانیم م اکنون
نیست. آزاد لزوما تصویری

است. تصویری ،٢ . ١ . ٢٣ گزاره طبق نتیجه در و است آزاد Z۶ Z۶‐مدول که ͬ دانیم م .٩ . ۴ . ٢ مثال
در است تصویری ۳Z۶ Z۶‐مدول ،٨ . ۴ . ٢ نتیجه طبق حال .Z۶ = ۲Z۶ ⊕۳Z۶ داریم طرفͬ از

.۲̄× ۳̄ = ۰̄ زیرا نیست آزاد مدول این که حالͬ

تا که است مدول هایی از متمایز و جدید دسته ای تصویری  مدول های که ͬ دهد م نشان زیر مثال
آموخته اید. کنون

نیست تصویری که حالͬ در است نیمساده Z۲⊕Z۳ Z‐مدول ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق .١٠ . ۴ . ٢ مثال
(چرا؟) نیست نیمساده که حالͬ در است تصویری Z۴ Z۴‐مدول (چرا؟).

اگر صورت این در باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Pi}i∈I کنیم فرض .١١ . ۴ . ٢ تذکر
اما است. تصویری نیز Pi ،i هر برای که دهیم نشان ͬ توانیم م آسانͬ به آنگاه باشد تصویری

∏
i∈I Pi

سپس و ببینید را ٢ . ٧ . ٣ تمرین ابتدا نقض مثال ͷی ساختن برای نیست. صحیح مطلب این عکس
ببندید. کار به را ۵ . ۴ . ٢ قضیه و ٢ . ٧ . ١٨ تمرین
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تمرین ها
نیست. تصویری Z‐مدول ͷی Q/Z که دهید نشان .١٢ . ۴ . ٢ تمرین

تصویری R‐مدول دو Q و P همچنین و باشد جابجایی حلقه R کنیم فرض .١٣ . ۴ . ٢ تمرین
است. تصویری R‐مدول ͷی P ⊗R Q که دهید نشان آنگاه باشند

باشد تصویری S‐مدول ͷی P اگر باشد. S حلقه از زیرحلقه ͷی R کنیم فرض .١۴ . ۴ . ٢ تمرین
باشد. تصویری R‐مدول ͷی P ندارد لزومͬ که دهید نشان مثال ͷی با آنگاه

هستند. معادل زیر موارد که دهید نشان .١۵ . ۴ . ٢ تمرین
است. تصویری P چپ R‐مدول (١)

Z‐همریختͬ ،g :M −→ N مانند پوشا R‐همریختͬ هر برای (٢)

g∗ : HomR(P,M) −→ HomR(P,N)

است. پوشا
است. دقیق راست از هم و چپ از هم HomR(P,−) (٣)

که دهید نشان آنگاه باشد تصویری چپ R‐مدول ͷی P اگر ایلینبرگ) (ترفند .١۶ . ۴ . ٢ تمرین
است. آزاد چپ R‐مدول ͷی P ⊕ F که دارد وجود چنان F آزاد چپ R‐مدول

تصویری R‐مدول ͷی P اگر باشد. R ایده آل I و جابجایی حلقه R کنیم فرض .١٧ . ۴ . ٢ تمرین
به را ۵ . ٢ . ٢ . ٢ قضیه (راهنمایی: است تصویری P/IP (R/I)‐مدول که دهید نشان آنگاه باشد

ببنید). کار
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تزریقͬ مدول های ۵ . ٢
صورت به نموداری و داریم اختیار در را V برداری F‐فضای کنیم فرض

..
..۰ ..U ..W

.. ..V ..

..

g

.f

F‐همریختͬ ͷی ͬ توانیم م همواره هستند. برداری F‐فضای دو W و U که است شده داده ما به
که ͬ دانیم م همریختͬ، چنین ساخت برای کند. جابجایی را بالا نمودار که بسازییم V به W از
تعریف حال W(چرا؟). = Im(g)⊕L که دارد وجود چنان L ≤ W نتیجه در و Im(g) ≤ W

ͬ کنیم م
h : W −→ V, h(g(u) + l) = f(u).

زیرا است مطلوب همریختͬ وهمان خوشتعریف h

hg(u) = h(g(u) + ۰) = f(u).

داریم. را زیر جابجایی نمودار بنابراین

..
..۰ ..U ..W

.. ..V ..

..

g

.f.
h

(f = hg)

قرار ما اختیار در را M مانند چپ R‐مدول اگر که است این ͬ رسد م ذهن به که سوالͬ حال
صورت به نموداری و دهند

..
..۰ ..K ..N

.. ..M ..

..

g

.f

R‐همریختͬ ͷی ͬ توانیم م همواره آیا آنگاه هستند، چپ R‐مدول دو N و K که شود داده ما به
کند؟ جابجایی را بالا نمودار که بسازییم M به N از

چنین مدول ها همه که دید خواهیم ادامه در و است منفͬ کلͬ حالت در نیز سوال این جواب
ندارند. خاصیتͬ

شده اند. معروف تزریقͬ مدول به ͬ دهند م مثبت جواب بالا سوال به که مدول ها از خانواده ای
کاربرد است. تصویری مدول های از بیشتر حتͬ مراتب به جبردانان برای مدول ها از دسته این اهمیت
کلمه از باید قبل، بخش های بر مطابق ͬ شود. م دیده همولوژی جبر در فراوان به مدول ها از دسته این
است. “Injective” آن لاتین معادل حرف اولین که چرا کنیم استفاده تزریقͬ مدول برای I لاتین
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برای پس است. شده استفاده اندیس گذار مجموعه و ایده آل برای معمولا ما نوشتار در I حرف اما
تزریقͬ مدول ͷی نمایش برای T لاتین حرف از نوشتار این ادامه در که است بهتر نشدن، گم در سر

است. آن فارسͬ حرف اولین از گرفته بر که کنیم استفاده
ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر تعریف با حال

R‐مدول های از دقیق دنباله هر برای هرگاه است تزریقͬ T چپ R‐مدول گوییم .١ . ۵ . ٢ تعریف
صورت به چپ

....۰ ..M ..N.. g

h : N −→ T مانند مدولͬ R‐همریختͬ ،f : M −→ T مانند مدولͬ R‐همریختͬ هر و
شود. جابجایی زیر نمودار که باشد موجود

..
..۰ ..M ..N

.. ..T ..

..

g

.f.
h

(f = hg)

این ͬ های ویژگ کمͬ ابتدا پس است. دشوار کم بدیهͬ غیر مثال ساختن بالا تعریف ͷکم با
مثال دو زیر در کرد. خواهیم ارائه مثال هایی ͬ ها ویژگ این ͷکم با سپس و ͬ کنیم م شناسایی را مدول

آورد. خواهیم مدول ها این از بدیهͬ تقریبا

است. تزریقͬ ۰ مدول که است واضح .٢ . ۵ . ٢ مثال

ͷی زیر در است. تزریقͬ ،V برداری F‐فضای هر که دادیم نشان بخش شروع در .٣ . ۵ . ٢ مثال
هر برای است! چیز ͷی روش دو هر ماهیت ͬ دهیم. م دست به را V بودن تزریقͬ برای دیͽر روش

صورت به برداری) F‐فضاهای ) چپ F‐مدول های از دقیق دنباله

....۰ ..M ..N.. g

فرض ͬ توانیم م ،f : M −→ V مانند برداری) فضا F‐همریختͬ ) مدولͬ F‐همریختͬ هر و
سپس و ͬ دهیم م گسترش N برای را پایه این و است Im(g) برای پایه ͷی {g(xi)}i∈I که کنیم
h(g(xi)) = f(xi) شͺل به پایه عناصر روی h : N −→ V مانند برداری فضای F‐همریختͬ
زیر نمودار که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی ͬ کنیم. م تعریف ،h(x) = ۰ آنگاه x ̸= g(xi) اگر و

ͬ شود. م جابجایی

..
..۰ ..M ..N

.. ..V ..

..

g

.f.
h

(f = hg)
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ͷی و دقیق دنباله ͷی باید مطلب این دادن نشان برای نیست. تزریقͬ Z Z‐مدول .۴ . ۵ . ٢ مثال
جابجا را نمودار که گونه ای به کرد ارائه h هیچ نتوان که کنیم ارائه چنان f مانند مناسب همریختͬ

دقیق دنباله حال .f = idZ ͬ دهیم م قرار منظور بدین کند.

....۰ ..Z ..Q.. i

داریم را زیر نمودار پس ͬ گیریم. م نظر در Z‐مدول ها از را

..
..۰ ..Z ..Q

.. ..Z ..

..

i

.idZ

ͬ کند. م تمام را کار این و (چرا؟) HomZ(Q,Z) = ۰ که ͬ دانیم م اما

است. تزریقͬ مدول ͷی خودش تزریقͬ مدول های ضرب حاصل که ͬ دهد م نشان زیر ∏گزاره
i∈I Ti صورت این در باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Ti}i∈I کنیم فرض .۵ . ۵ . ٢ گزاره

باشد. تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی Ti هر اگر تنها و اگر است تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی

ͬ گیریم. م نظر در زیر شͺل به نموداری .(⇐) اثبات.

..
..۰ ..M ..N

. ..Ti ..

..fi.

g

ͬ دهیم. م گسترش زیر نمودار به را بالا نمودار

..

..۰ ..M ..N

. ..Ti .

. ..
∏

i∈I Ti ..

..

fi

.

g

.

λi
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که دارد وجود چنان h : N −→
∏

i∈I Ti R‐همریختͬ پس است تزریقͬ
∏

i∈I Ti فرض طبق
است. جابجایی زیر نمودار

..

..۰ ..M ..N

. ..Ti .

. ..
∏

i∈I Ti ..

..

fi

.

g

.
h

.

λi

(hg = λifi)

داریم .h̄(n) = pih(n) که h̄ : N −→ Ti ͬ دهیم م قرار اکنون

h̄g = pihg = piλifi = idTifi = fi.

داریم. را زیر نمودار پس

..

..۰ ..M ..N

. ..Ti .

. ..
∏

i∈I Ti ..

..

fi

.

g

.
h

.
h̄

.

λi

(hg = λifi, h̄g = fi)

است. تزریقͬ Ti تعریف طبق پس
ͬ گیریم. م نظر در زیر شͺل به نموداری .(⇒)

..
..۰ ..M ..N

. ..
∏

i∈I Ti ..

..f.

g

ͬ دهیم. م گسترش زیر نمودار به را بالا نمودار

..

..۰ ..M ..N

. ..
∏

i∈I Ti .

. ..Ti ..

..

f

.

g

.

pi
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زیر نمودار که دارد وجود چنان hi : N −→ Ti R‐همریختͬ پس است تزریقͬ Ti فرض طبق
است. جابجایی

..

..۰ ..M ..N

. ..
∏

i∈I Ti .

. ..Ti ..

..

f

.

g

.
hi

.

pi

(hig = pif)

دارد وجود h̄ : N −→
∏

i∈I Ti مانند یͺتایی مدولͬ R‐همریختͬ ،١۵ . ۶ . ١ قضیه طبق اکنون
داریم. را زیر نمودار i ∈ I هر برای که

..

..۰ ..M ..N

. ..
∏

i∈I Ti .

. ..Ti ..

..

f

.

g

.
hi

.
h̄

.

pi

(hig = pif, pih̄ = hi)

که داریم اما
pif = hig = pih̄g.

داریم .x ∈M که h̄g(x) = (t′i)i∈I و f(x) = (ti)i∈I کنیم فرض اکنون

ti = pi((ti)i∈I) = pi(f(x)) = pi(h̄(g(x))) = pi((t
′
i)i∈I) = t′i.

داریم. را زیر جابجایی نمودار پس .h̄g = f که ͬ دهد م نشان این

..

..۰ ..M ..N

. ..
∏

i∈I Ti .

. ..Ti ..

..

f

.

g

.
hi

.
h̄

.

pi

(hig = pif, pih̄ = hi, h̄g = f)

است. تزریقͬ
∏

i∈I Ti تعریف طبق پس
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اگر صورت این در باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Ti}i∈I کنیم فرض .۶ . ۵ . ٢ تذکر
را ٣۴ . ۵ . ٢ (تمرین است تزریقͬ Ti هر که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به آنگاه باشد تزریقͬ

⊕
i∈I Ti

نوشتار این حیطه از نقض مثال ساختن نیست. صحیح کلͬ حالت در مطلب این عکس ببینید).
تزریقͬ مدولͬ تزریقͬ چپ مدول های مستقیم جمع اینکه برای کافͬ و لازم شرط اما است. خارج
است. آمده دست به باس و پاپ نام های به جبردان دو توسط قوی و جالب بسیار قضیه ای در شود،

برای را کار قضیه این آمد. خواهد ادامه در که باشد بئر ͷمح شاید بخش این قضیه مهمترین
تمام بررسͬ جای به که ͬ گوید م ͷمح این واقع در ͬ کند. م ساده مدول ͷی بودن تزریقͬ تشخیص
ایده آل ͷی از که مدولͬ همریختͬ هر دامنه گسترش روی است کافͬ ͬ ها، همریخت و دقیق دنباله های

دهید. گسترش حلقه کل به را آنها دامنه و کنید تمرکز است، نظر مورد مدول به چپ
است تزریقͬ T صورت این در باشد. چپ یRͷ‐مدول T کنیم فرض بئر) ͷمح) .٧ . ۵ . ٢ قضیه
قابل h ،h : I −→ T مانند همریختͬ R‐مدول هر و R از I چپ ایده آل هر برای اگر تنها و اگر

.h̄|I= h یعنͬ باشد h̄ : R −→ T به گسترش
زیر نمودار باشد. R‐همریختͬ ͷی h : I −→ T و چپ ایده آل ͷی I کنیم فرض .(⇐) اثبات.

ͬ گیریم. م نظر در را

..
..۰ ..I ..R

.. ..T ..

..

i

.h

زیر نمودار که است موجود h̄ : R −→ T مانند مدولͬ همریختͬ پس است تزریقͬ T چون
شود. جابجایی

..
..۰ ..I ..R

.. ..T ..

..

i

.h.
h̄

(h = h̄i)

داریم وضوح به اما
h̄(I) = h̄(i(I)) = h(I).

است. مطلبوب R‐همریختͬ همان h̄ یعنͬ .h̄|I= h پس
صورت به چپ R‐مدول های از دقیق دنباله .(⇒)

....۰ ..M ..N.. g

داریم و ͬ گیریم م نظر در را f :M −→ T مانند مدولͬ R‐همریختͬ و

..
..۰ ..M ..N

.. ..T ..

..

g

.f
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ͬ دهیم م قرار حال

A = {k : U −→ T | Im(g) ⊆ U ⊆ N, f = kg}.

اگر پس است پوشا و ͷی به ͷی R‐همریختͬ ͷی ḡ : M −→ Im(g) زیرا است. ناتهͬ A
.k ∈ A پس .kg = f آنگاه بͽیریم نظر در را k = fḡ

−۱
: Im(g) −→ T مدولͬ R‐همریختͬ

ͬ دهیم. م قرار زیر شͺل به رابطه ͷی آن روی است ناتهͬ A که حال
ͬ کنیم م تعریف k′ : U −→ T و k : U −→ T کنیم فرض

k ⪯ k′ ⇔ U ⊆ U ′, k′|U= k.

که کنیم فرض اکنون (چر؟). است مرتب جزئا رابطه ͷی “⪯” رابطه که ببینیم ͬ توانیم م راحتͬ به
u ∈ U اگر پس .U =

∪
α∈Γ Uα ͬ دهیم م قرار باشد. A در زنجیر ͷی {kα : Uα −→ T}α∈Γ

ͬ کنیم م تعریف بنابراین .u ∈ Uβ که دارد وجود β ∈ Γ آنگاه

k : U −→ T, k(u) = kβ(u).

که کرد فرض ͬ توان م کلیت دادن دست از بدون آنگاه u ∈ Uγ اگر زیرا است. خوشتعریف k
(چرا؟). k(u) = kβ(u) = kγ(u) نتیجه در و Uγ ⊆ Uβ

اگر حال .Im(g) ⊆ U ⊆ N بنابراین .Im(g) ⊆ Uα ⊆ N که داریم α هر برای طرفͬ از
k(g(m)) = kα(g(m)) = f(m) داریم و g(m) ∈ Uα که دارد وجود چنان α آنگاه m ∈ M
.Kα ⪯ k داریم k تعریف به توجه با α هر برای اما .k ∈ A نتیجه در .kg = f یعنͬ این و
عضو A زرن لم طبق است. {kα : Uα −→ T}α∈Γ برای بالا کران ͷی k که ͬ دهد م نشان این
دهیم نشان اگر .f = k′g و Im(g) ⊆ U ′ ⊆ N که دارد k′ : U ′ −→ T مانند ماکسیمال
.n ∈ N \U ′ کنیم فرض خلف، برهان به (چرا؟). ͬ آید م دست به T بودن تزریقͬ است U ′ = N

ͬ دهیم م قرار
I = {r ∈ R | rn ∈ U ′}.

رابطه اکنون (چرا؟). است R از چپ ایده آل ͷی I که دید ͬ توان م راحتͬ به

h : I −→ T, h(x) = k′(xn).

h فرض طبق (چرا؟). است خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی h که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را
رابطه اکنون .h̄|I= h یعنͬ است h̄ : R −→ T به گسترش قابل

k′′ : U ′ +Rn −→ T, k′′(u′ + rn) = k′(u′) + h̄(r).

است. خوشتعریف k′′ که ͬ دهیم م نشان ͬ گیریم. م نظر در را

u′۱ + rn = u′۲ + sn ⇒ u′۱ − u′۲ = rn+ sn ⇒ k′(u′۱ − u′۲) = k′((r − s)n).

پس u′۱ − u′۲ = (r − s)n ∈ U ′ اما

k′((r − s)n) = h(r − s) = h̄(r − s) = h̄(r)− h̄(s).
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وضوح به است. خوشتعریف k′′ که ͬ دهد م نشان این .k′(u′۱)− k′(u′۲) = h̄(r)− h̄(s) پس
R‐همریختͬ ͷی k′′ که ͬ شود م نتیجه هستند، R‐همریختͬ دو هر k′ و h̄ چون .k′′|U ′= k′

پس g(m) ∈ Im(g) که داریم m ∈M هر برای و Im(g) ⊆ U ′ ⊊ U ′ +Rn اما است.

k′′(g(m)) = k′(g(m)) = f(m).

ͬ کند. م نقض را k : U ′ −→ T بودن ماکسیمال k′′ : U ′ + Rn −→ T حال .f = k′′g یعنͬ
است. کامل اثبات و U ′ = N پس

کنیم. بیان بودیم، داده وعده که را تزریقͬ مدول ͷی از نابدیهͬ مثال ͷی که است آن وقت اکنون

پس کنیم. استفاده ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح از ͬ خواهیم م است. تزریقͬ Q Z‐مدول .٨ . ۵ . ٢ مثال
(چرا؟). است مناسب صحیح عدد ͷی k که I = kZ بنابراین باشد. Z ایده آل ͷی I کنیم فرض
عنصر پس h(k) ∈ Q چون باشد. دلخواه Z‐همریختͬ ͷی h : I −→ Q کنیم فرض حال

ͬ کنیم م تعریف حال (چرا؟). h(k) = kx که دارد وجود چنان x ∈ Q

h̄ : Z −→ Q, h(t) = tx.

تزریقͬ Q ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح طبق پس است. h̄|I= hشرط با Z‐همریختͬ ͷی h̄ وضوح به
است.

تصویری، حتͬ یا آزاد مدول که ندارد لزومͬ هیچ ͬ آید م بر بالا مثال های از که همانطور .٩ . ۵ . ٢ تذکر
باشد. تصویری حتͬ یا آزاد تزریقͬ، مدول ͷی که ندارد لزومͬ هیچ همچنین باشد. تزریقͬ مدول ͷی

ناصفر عنصر هر برای که دارد را جالب خیلͬ خاصیت این Q Z‐مدول دیدیم که همانطور
برای جالب خاصیت این .u = xv که دارد وجود چنان v ∈ Q عنصر u ∈ Q عنصر هر و x ∈ Z
را Z بودن صحیح دامنه که کنیم دقت دادن تعمیم برای باید البته است. کننده وسوسه دادن تعمیمم
مقسوم R حلقه در r عنصر که ͬ کنیم م یادآوری نیستند. صفر علیه مقسوم Z عناصر نگیریم. نادیده
تعریف در را تعمیم این .sr = ۰ که باشد موجود s ∈ R ناصفر عنصر اگر است راست صفر علیه

ͬ بینیم. م زیر

عضو هر و m ∈ M هر برای هرگاه است پذیر بخش M چپ R‐مدول گوییم .١٠ . ۵ . ٢ تعریف
.m = rm′ که باشد موجود چنان m′ ∈M عضو نیست، صفر راست علیه مقسوم که r ∈ R

است. پذیر بخش Q Z‐مدول .١١ . ۵ . ٢ مثال

است. پذیر بخش Q/Z Z‐مدول .١٢ . ۵ . ٢ مثال

نیست. پذیر بخش Z Z‐مدول اما است، پذیر بخش Q Z‐مدول که این وجود با .١٣ . ۵ . ٢ مثال
.۱ = ۲x که ندارد وجود Z در x مانند عنصری هیچ ،Z در ۲ و ۱ عنصر برای زیرا

نیست. پدیر بخش پذیر، بخش مدول ͷی زیرمدول لزوما .١۴ . ۵ . ٢ نتیجه
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که ͬ کنیم م بیان را تزریقͬ مدول های و پذیر بخش مدول های بین جالبی بسیار رابطه ادامه در
بالا مثال های فعلا اما باشیم. داشته پذیر بخش و تزریقͬ مدول های از مثال طیف ͷی ͬ شود م سبب

هستند. زیر گزاره برای انگیزه ای

هستند. برقرار زیر موارد .١۵ . ۵ . ٢ گزاره
M/Nبخش ،N Mمانند زیرمدول هر برای آنگاه باشد پذیر بخش چپ MیRͷ‐مدول اگر (١)

است. پذیر
صورت این در باشد. پذیر بخش چپ R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I کنیم فرض (٢)

هستند. پذیر بخش
∏

i∈IMi و
⊕

i∈IMi

چون نباشد. صفر راست علیه مقسوم R در r و دلخواه عنصر m + N کنیم فرض (١) اثبات.
که ͬ دهد م نشان این .m = rm′ که دارد وجود چنان m′ ∈ M عنصر پس است پذیر بخش M

است. کامل اثبات و m+N = r(m′ +N) معادلا یا m+N = rm′ +N
ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به (٢)

ͬ کند. م بیان را پذیر بخش مدول ͷی و تزریقͬ مدول بین ارتباط زیر قضیه

است. پذیر بخش ،T تزریقͬ چپ R‐مدول هر .١۶ . ۵ . ٢ قضیه

زیر صورت به رابطه ای .m ∈ T و نباشد راست صفر علیه مقسوم r ∈ R که کنیم فرض اثبات.
ͬ گیریم م نظر در

f : Rr −→ T, f(sr) = sm.

طبق پس است تزریقͬ T چون (چرا؟). است خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی f که است واضح
که دارد وجود f̄ : R −→ T R‐همریختͬ یعنͬ است. گسترش قابل f ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح

داریم حال .f̄ |Rr= f

m = ۱.m = f(r) = f̄(r) = rf̄(۱).

است. کامل اثبات .m′ = f̄(۱) دهیم قرار است کافͬ پس

صحیح نیز ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه عکس آیا که است این شود پرسیده باید که طبیعͬ سوال .١٧ . ۵ . ٢ تذکر
خاص، حالت ͷی در اما ببینید). را ٢۶ . ٢ . ٧ (تمرین است منفͬ کلͬ حالت در سوال به جواب است؟

ͬ دهیم. م سوال این به مثبت جواب زیر در

چپ R‐مدول هر صورت این در باشد. چپ اصلͬ ایده آل دامنه R که کنیم فرض .١٨ . ۵ . ٢ گزاره
باشد. پذیر بخش اگر تنها و اگر است تزریقͬ T

با است. پذیر بخش T کنیم فرض کنیم. اثبات را عکس بر است کافͬ ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه طبق اثبات.
و دلخواه چپ ایده آل ͷی I کنیم فرض است. تزریقͬ T ͬ دهیم م نشان ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح
.I = Rx که دارد وجود چنان x ∈ R عنصر فرض طبق باشد. R‐همریختͬ ͷی f : I −→ T
که f̄(r) = rm ضابطه با f̄ : R −→ T وضوح به و (چرا؟) f(۰) = ۰ آنگاه باشد صفر I اگر
برای چیزی حالت، این در پس است. f گسترش و یRͷ‐همریختͬ است، ثابت و mدلخواه ∈ T
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مقسوم x پس است دامنه R چون .x ̸= ۰ یعنͬ است ناصفر I کنیم فرض بنابراین نداریم. اثبات
m؛ = xm′ که دارد وجود چنان m′ ∈ T عنصر m ∈ T هر برای پس است. ناصفر راست علیه
sx ∈ I هر برای پس .m′ ∈ T که f(x) = xm′ یعنͬ باشد. m = f(x) ∈ T اگر جمله از

اکنون .f(sx) = sf(x) = sxm′ داریم

f̄ : R −→ T, f̄(r) = rm′

قضیه بئر ͷمح طبق پس (چرا؟). f̄ |I= f همچنین (چرا؟). است خوشتعریف یRͷ‐همریختͬ
است. تمام اثبات ،٧ . ۵ . ٢

کنون تا که است مدول هایی از جدید دسته ای تزریقͬ مدول های که ͬ دهد م نشان زیر مثال های
شده اید. آشنا آنها با

نه آزاد، نه که حالͬ در است نیمساده Z۲ ⊕ Z۳ Z‐مدول ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق .١٩ . ۵ . ٢ مثال
نیمساده نه و تصویری نه آزاد، نه که است تزریقͬ Q Z‐مدول اما (چرا؟). است تزریقͬ نه و تصویر

(چرا؟). است

اصلͬ ایده آل دامنه ͷی Z چون تزریقͬ. نه و است تصویری نه Q ⊕ Z Z‐مدول .٢٠ . ۵ . ٢ مثال
نبودن تزریقͬ تا نیست پذیر بخش Q ⊕ Z دهیم نشان است کافͬ ،١٨ . ۵ . ٢ گزاره ͷکم با است
بخش Q⊕Z بنابراین ندارد. جواب Q⊕Z در ۲(x, y) = (۰,۳) معادله وضوح به شود. اثبات
پس کنید) مراجعه تصویری بخش مثال های (به نیست تصویری Q که داده ایم نشان قبلا نیست. پذیر

نیست. تصویری Q⊕ Z ،٨ . ۴ . ٢ نتیجه طبق

این که این از قبل ͬ شود. م نشانده تزریقͬ مدول ͷی در مدول هر دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه در
نشان مثال های با سپس و ͬ کنیم م بیان را شدن نشانده مفهوم دقیق صورت به ابتدا دهیم نشان را مطلب
تزریقͬ مدول های یعنͬ این ͬ شود. نم نشانده تصویری یا آزاد مدول ͷی در مدول هر که ͬ دهیم م
با تصویری و آزاد مدول های از را آنها ویژگͬ همین که ͬ دهند م نشان خود از جالبی بسیار ویژگͬ

ͬ کند. م برجسته تر

هرگاه ͬ نشیند)، (م ͬ شود م Nنشانده چپ R‐مدول Mدر چپ R‐مدول گوییم .٢١ . ۵ . ٢ تعریف
باشد. موجود N به M از ͷی به ͷی R‐همریختͬ ͷی

آزاد Z‐مدول ͷی در Z۲ اگر زیرا ͬ نشیند. نم آزادی مدول هیچ در Z۲ Z‐مدول .٢٢ . ۵ . ٢ مثال
Z(I) از زیرمدولͬ با Z۲ پس .F ∼= Z(I) داریم ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق آنگاه شود، نشانده F مانند
است. تناقض ͷی این (چرا؟). نیست ٢ مرتبه از Z(I) در عضوی هیچ اما (چرا؟). است یͺریخت

Z‐مدول ͷی در Q اگر زیرا ͬ نشیند. نم تصویری مدول هیچ در Q Z‐مدول .٢٣ . ۵ . ٢ مثال
،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق بنابراین است. آزاد P ،٢ . ٧ . ١٨ تمرین طبق آنگاه شود، نشانده P مانند تصویری
(چرا؟). دارد وجود Z(I) به Q از ناصفر Z‐همریختͬ ͷی که ͬ دهد م نشان این .P ∼= Z(I) داریم

است. ١ . ٨ . ١١ تمرین با تناقض در این

همین باید ابتدا است، تزریقͬ مدول ͷی در مدول هر نشاندن که اصلͬ هدف به یابی دست برای
گزاره های به پس یابیم. دست خودمان اصلͬ هدف به سپس و دهیم انجام Z‐مدول ͷی برای را کار

داریم. نیاز زیر

١١٠



ͬ نشیند. م T مانند تزریقͬ Z‐مدول ͷی در M آبلͬ) (گروه Z‐مدول هر .٢۴ . ۵ . ٢ گزاره

است. F مانند آزاد Z‐مدول ͷی همریخت تصویر M Z‐مدول ،٢ . ١ . ٣٣ قضیه بر بنا اثبات.
داریم ،١ . ٣ . ٢٢ نتیجه طبق که دارد وجود f : F −→ M مانند پوشایی Z‐همریختͬ بنابراین

بنابراین .F ∼=Z Z(I) داریم ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق اما .F/Ker(f) ∼=Z M

M ∼=Z F/Ker(f) ∼=Z Z(I)/Ker(f) ≤ Q(I)/Ker(f).

از (چرا؟)، است پذیر بخش Z‐مدول ͷی Q چون .T = Q(I)/Ker(f) ͬ دهیم م قرار اکنون
است. کامل اثبات است. پذیر بخش Z‐مدول ͷی T ،١۵ . ۵ . ٢ گزاره

صورتR‐مدول این در باشد. حلقه ͷیR و تزریقͬ Z‐مدول ͷی T کنیم فرض .٢۵ . ۵ . ٢ گزاره
است. تزریقͬ HomZ(R, T ) چپ

معنͬ این (به r.f = rf اسͺالر در ضرب با HomZ(R, T ) که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا اثبات.
کنیم فرض کار ادامه راحتͬ برای (چرا؟). است چپ R‐مدول ͷی ،((rf)(s) = f(sr) که
قضیه بئر، ͷمح از ͬ خواهیم م است، تزریقͬ T ′ که این دادن نشان برای .T ′ = HomZ(R, T )

باشد. R‐همریختͬ ͷی f : I −→ T ′ و چپ ایده آل ͷی I کنیم فرض کنیم. استفاده ،٧ . ۵ . ٢
ͬ کنیم م تعریف اکنون

β : I −→ T, β(x) = (f(x))(۱).
تزریقͬ Z‐مدول ͷی T چون (چرا؟). است خوشتعریف Z‐همریختͬ ͷی β که است واضح
وضوح به .β̄|I= β که دارد وجود β̄ : R −→ T Z‐همریختͬ یعنͬ است گسترش قابل β است،

ͬ دهیم م قرار .β̄ ∈ T ′

f̄ : R −→ T ′, f̄(r) = r.β̄ (= rβ̄).

داریم x ∈ I هر برای حال

(f̄(x))(۱) = (x.β̄)(۱) = (xβ̄)(۱) = β̄(۱.x) = β̄(x) = β(x) = (f(x))(۱).

است. تزریقͬ T ′ ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح طبق حال .f̄ |I= f پس

منسوب زیر قضیه که کنیم نشان خاطر باید کنیم. عملͬ را خود وعده که است آن وقت اکنون
است. بئر به

ͬ نشیند. م T تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی در M چپ R‐مدول هر (بئر) .٢۶ . ۵ . ٢ قضیه

در M ،٢۴ . ۵ . ٢ گزاره طبق بنابراین (چرا؟). ͬ باشد م نیز Z‐مدول ͷی M که است واضح اثبات.
HomZ(R,D)یRͷ‐مدول ،٢۵ . ۵ . ٢ گزاره طبق حال ͬ نشیند. Dم مانند تزریقͬ Z‐مدول ͷی

داریم ،٨ . ۶ . ١ قضیه طبق اما است. تزریقͬ چپ

M ∼=R HomR(R,M) ≤ HomZ(R,M) ≤ HomZ(R,D).

است. کامل اثبات است. مطلوب T همان HomZ(R,D) بنابراین
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ͬ کند. م ارائه تزریقͬ مدول های از سازی مشخصه ͷی و دارد بالایی بسیار اهمیت زیر قضیه

هستند. معادل زیر موارد باشد. چپ R‐مدول ͷی T کنیم فرض .٢٧ . ۵ . ٢ قضیه
است. تزریقͬ T (١)

شͺل به کوتاه دقیق دنباله هر (٢)

....۰ ..T ..M ..N ..۰..f . g.

ͬ شود. م شͺافته
که دارد وجود چنان K چپ R‐مدول ،T ≤ T ′ که T ′ مانند چپ R‐مدول هر برای (٣)

.T ′ ∼=R T ⊕K

ͬ گیریم. م نظر در را زیر نمودار .(۲) ⇐ (۱) اثبات.

..
..۰ ..T ..M ..N ..۰

.. ..T . . ..

..

f

.idT .

g

.

یعنͬ .hf = idT که دارد وجود h : M −→ T مانند R‐همریختͬ پس است تزریقͬ T چون
داریم زیر شͺل به جابجایی نمودار

..
..۰ ..T ..M ..N ..۰

.. ..T . . ..

..

f

.idT .

g

.
h

. (hf = idT )

ͬ آید. م دست به حͺم دوم، قسمت ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق اکنون
کوتاه دقیق دنباله .(۳) ⇐ (۲)

....۰ ..T ..T ′ ..T ′/T ..۰..f . g.

سوم، قسمت ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق پس ͬ شود. م شͺافته دنباله این فرض طبق ͬ گیریم. م نظر در را
است. K = T ′/T واقع در .T ′ ∼=R T ⊕ (T ′/T ) داریم

T ′ در T که دارد وجود چنان T ′ تزریقͬ چپ R‐مدول ،٢۶ . ۵ . ٢ بئر، قضیه طبق .(۱) ⇐ (۳)
طبق حال .T ′ ∼=R T ⊕ K که دارد وجود چنان K چپ R‐مدول فرض طبق پس ͬ نشیند. م

است. تزریقͬ T ،٣۴ . ۵ . ٢ تمرین

داریم. را زیر مهم بسیار قضیه اکنون
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هستند. معادل زیر شرایط صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٨ . ۵ . ٢ قضیه
است. چپ نیمساده حلقه R (١)

است. نیمساده چپ R‐مدول هر (٢)
است. تصویری چپ R‐مدول هر (٣)

است. تزریقͬ چپ R‐مدول هر (۴)

تصویر M ،٢ . ١ . ٣٣ قضیه طبق باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.
اندیس I که F ∼=R R

(I) ،٢ . ١ . ٢٩ قضیه طبق است. F مانند آزاد چپ R‐مدول ͷی همریخت
(چرا؟). است نیمساده R(I) ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق پس است نیمساده R چون است. مناسب گذاری
گزره طبق حال (چرا؟). است F از زیرمدولͬ K که M ∼=R F/K اما است. نیمساده F نتیجه در

است. نیمساده M ،٢ . ٣ . ١٠
کوتاه دقیق دنباله باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .(۳) ⇐ (۲)

....۰ ..L ..N ..M ..۰..f . g.

.L′ ≤ N که N = f(L) ⊕ L′ پس است نیمساده N چون ͬ گیریم. م نظر در را R‐مدول ها از
ͬ کنیم م تعریف حال

q : N −→ L, q(f(l) + l′) = l.

،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق پس .qf = idL و است خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی q که است واضح
است. تصویری M ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق اکنون ͬ شود. م شͺافته کوتاه دقیق دنباله

ببینید. را ،٣٨ . ۵ . ٢ تمرین .(۴) ⇐ (۳)
کوتاه دقیق دنباله باشد. R از چپ ایده آل ͷی I کنیم فرض .(۱) ⇐ (۴)

....۰ ..I ..R ..R/I ..۰..i . g.

پس ͬ شود. م شͺافته دنباله ،٢٧ . ۵ . ٢ قضیه طبق است تزریقͬ I چون حال ͬ گیریم. م نظر در را
داریم که ͬ کنیم م ادعا حال .gi = idI که دارد وجود q : R −→ I ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق

.R = I ⊕Ker(q)
قرار Ker(q) در r − iq(r) که است واضح .r = iq(r) − iq(r) + r آنگاه r ∈ R اگر
که داریم پس .q(r) = ۰ آنگاه r ∈ I ∩ Ker(q) اگر حال .R = I + Ker(q) پس دارد.
چپ نیمساده R پس .R = I ⊕ Ker(q) بنابراین .r = idI(r) = qi(r) = q(r) = ۰

است.

بیان زمینه این در قضیه ای هیچ البته ͬ کنیم. م بیان را تزریقͬ پوشش مفهوم بخش این پایان در
آن بیشتر خواص و تزریقͬ پوشش دقیق مفهوم است. مفهوم این با آشنایی صرفا ما هدف و ͬ کنیم نم

ͬ کنیم. م شروع زیر تعریف با را کار دید. خواهید مدول نظریه درس در را

اساسͬ Nزیرمدول گوییم .N ≤M و باشد چپ R‐مدول ͷیM کنیم فرض .٢٩ . ۵ . ٢ تعریف
با را مفهوم این .K ∩ N ̸= ۰ باشیم داشته M از K ناصفر زیرمدول هر برای هرگاه است

گوییم. N اساسͬ گسترش M به آنگاه N ≤e M اگر ͬ دهیم. م نشان N ≤e M
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ناصفر عنصر پس .۰ ̸= K ≤ Q کنیم فرض است. Q اساسͬ زیرمدول ͷی Z .٣٠ . ۵ . ٢ مثال
یعنͬ این .vx ∈ Z ∩K نتیجه در و ۰ ̸= vx ∈ K که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را u

v
∈ K

.Z ≤e Q

M چپ R‐مدول هر که دادند نشان بئر قضایایی ͷکم با شاف و اکمن نام های به جبردان دو
نشان سپس است. تزریقͬ E و M از اساسͬ توسیع E که ͬ گیرد م قرار E چپ R‐مدول ͷی در

است. معنͬ با زیر تعریف بنابراین است. یͺتا یͺریختͬ تحت E که دادند

تزریقͬ Eپوشش چپ R‐مدول گوییم باشد. چپ MیRͷ‐مدول کنیم فرض .٣١ . ۵ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نشان E(M) با را تزریقͬ پوشش .M ≤e E و باشد تزریقͬ E هرگاه است M

که دیدیم هم بخش این اولیه مثال های در .Z ≤e Q که دادیم نشان قبل مثال در .٣٢ . ۵ . ٢ مثال
.E(Z) = Q بنابراین است. تزریقͬ Q Z‐مدول

تمرین ها
هستند. معادل زیر موارد که دهید نشان .٣٣ . ۵ . ٢ تمرین

است. تزریقͬ T چپ R‐مدول (١)
Z‐همریختͬ ،f :M −→ N مانند ͷی به ͷی R‐همریختͬ هر برای (٢)

f ∗ : HomR(N, T ) −→ HomR(M,T )

است. پوشا
است. دقیق راست از هم و چپ از هم HomR(−, T ) (٣)

نشان صورت این در باشد. چپ R‐مدول های از خانواده ای {Ti}i∈I کنیم فرض .٣۴ . ۵ . ٢ تمرین
است. تزریقͬ Ti هر آنگاه باشد تزریقͬ

⊕
i∈I Ti اگر که دهید

کنید. کامل را ١۵ . ۵ . ٢ گزاره اثبات .٣۵ . ۵ . ٢ تمرین

است. پذیر بخش Z‐مدول ͷی Zp∞ که دهید نشان .٣۶ . ۵ . ٢ تمرین

تزریقͬ هم چپ D‐مدول هر که دهید نشان باشد. تقسیم حلقه D کنیم فرض .٣٧ . ۵ . ٢ تمرین
است. تصویری هم و است

چپ R‐مدول هر اگر تنها و اگر است تزریقͬ چپ R‐مدول هر که دهید نشان .٣٨ . ۵ . ٢ تمرین
باشد. تصویری

نیست. پذیر بخش متناهͬ Z‐مدول ͷی که دهید نشان .٣٩ . ۵ . ٢ تمرین

بیابید. را است، اول عددی p که Zp Z‐مدول تزریقͬ پوشش .۴٠ . ۵ . ٢ تمرین
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یͺدست مدول های ۶ . ٢
هندسه و همولوژی جبر در که ͬ گیرد م بر در را مهمͬ بسیار مفهوم اما باشد کوتاه شاید بخش این
بزرگ ریاضیدان توسط بار اولین مسطح یا یͺدست مدول است. استفاده مورد شدت به جبری
به موفق که بود جبردان ریاضیدان اولین او بدانید که است جالب شد. معرفͬ سر پی یر ژان فرانسوی

شد. ریاضیدان) ͷی برای جایزه (معتبرترین فیلدز جایزه دریافت
ͬ کنیم. م آغاز را کار زیر تعریف با

R‐همریختͬ هر برای هرگاه است (مسطح) یͺدست M راست R‐مدول گوییم .١ . ۶ . ٢ تعریف
ͷی idM ⊗ f :M ⊗N −→M ⊗K R‐همریختͬ ،f : N −→ K مانند ͷی به ͷی مدولͬ

باشد. ͷی به
ͬ کند. م فراهم یͺدست مدول برای مثال  از دسته ای زیر گزاره

است. یͺدست (RR) راست R‐مدول ͷی R حلقه هر .٢ . ۶ . ٢ گزاره
قضیه ͷکم با باشد. ͷی به ͷی مدولͬ R‐همریختͬ ͷی f : N −→ K کنیم فرض اثبات.

بسازییم. زیر شͺل به نموداری ͬ توانیم م که دارند وجود f̄۲ و f̄۱ ͬ های R‐یͺریخت ،٢ . ٢ . ٢ . ٧

..
..R⊗R N ..R⊗R K

..N ..K

.

idR⊗f

.f̄۱

. f̄۲

.
f

پس است. معلوم f̄۲ و f̄۱ ضابطه ،٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه اثبات به توجه با زیرا است. جابجایی بالا نمودار
داریم. (!) مولدها روی اثر با

ff̄۱(r ⊗ n) = f(rn) = rf(n) = f۲(r ⊗ f(n)) = f۲(idR ⊗ f)(r ⊗ n).

ͷی به ͷی f۲(idR ⊗ f) نتیجه در هستند ͷی به ͷی ff̄۱ بنابراین هستند. ͷی به ͷی f̄۱ و f اما
است. کامل اثبات و باشد ͷی به ͷی idR ⊗ f که ͬ کند م ایجاب این است.

ضابطه با را f : Z −→ Z ͷی به ͷی Z‐همریختͬ نیست. یͺدست Z۲ Z‐مدول .٣ . ۶ . ٢ مثال
داریم و idZ۲ ⊗ f : Z۲ ⊗Z Z −→ Z۲ ⊗Z Z اما ͬ گیریم. م نظر در f(k) = ۲k

(idZ۲ ⊗ f)(۱̄⊗ ۱) = ۱̄⊗ ۲ = ۲̄⊗ ۱ = ۰.
دقت نیست. ͷی به ͷی idZ۲ ⊗ f یعنͬ Ker(idZ۲ ⊗ f) ̸= ۰ پس (چرا؟) ۱̄ ⊗ ۱ ̸= ۰ اما

است. ناصفر Z۲ ⊗Z Z ،٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق که شود
و اگر است ͷی به ͷی ͬ ها، R‐همریخت از {fi : Ni −→ Ki}i∈I خانواده عضو هر .۴ . ۶ . ٢ لم

ضابطه با
∑

i∈I fi :
⊕

i∈I Ni −→
⊕

i∈I Ki R‐همریختͬ اگر ∑تنها
i∈I

fi((xi)i∈I) = (fi(xi))i∈I

باشد. ͷی به ͷی
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است. بدیهͬ اثبات.

است. نیاز مورد ادامه در که داریم را زیر گزاره حال

صورت این در باشد. راست R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈i کنیم فرض .۵ . ۶ . ٢ گزاره
باشد. یͺدست Mi هر اگر تنها و اگر است یͺدست

⊕
i∈IMi

قضیه طبق اکنون باشد. ͷی به ͷی R‐همریختͬ ͷی f : N −→ K کنیم فرض .(⇐) اثبات.
شͺل به (چرا؟) جابجایی نموداری ͬ توانیم م که دارند وجود f۲ و f۱ ͬ های Z‐یͺریخت ،٢ . ٢ . ٢ . ٨

بسازییم. زیر

..

..(
⊕

i∈IMi)⊗R N ..(
⊕

i∈IMi)⊗R K

..
⊕

i∈I(Mi ⊗R N) ..
⊕

i∈I(Mi ⊗R K)

.

id⊗f

.f۱ . f۲.∑
i∈I(idMi

⊗f)

نتیجه است جابجایی نمودار چون و است ͷی به ͷی id⊗ f پس است یͺدست
⊕

i∈IMi چون
به ͷی idMi

⊗ f ،۴ . ۶ . ٢ لم طبق حال (چرا؟). است ͷی به ͷی
∑

i∈I(idMi
⊗ f) که ͬ شود م

است. یͺدست Mi نتیجه در و است ͷی
حال هستند. ͷی به ͷی ͬ های R‐همریخت ها idMi

⊗ f پس هستند یͺدست ها Mi چون .(⇒)
که ͬ شود م نتیجه است جابجایی نمودار چون است. ͷی به ͷی

∑
i∈I(idMi

⊗ f) ،۴ . ۶ . ٢ لم طبق
است. یͺدست

⊕
i∈IMi نتیجه در است. ͷی به ͷی id⊗ f

نباشد. یͺدست است ممͺن یͺدست، مدول های از خانواده ای مستقیم ضرب حاصل .۶ . ۶ . ٢ تذکر
برنامه از خارج که است شده پیدا جبردانان توسط دهد رخ اتفاق این اینکه برای کافͬ و لازم شرط ∏البته

i∈IMi اگر باشد. راست R‐مدول های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈i کنیم فرض است. درس این
است؟ یͺدست Mi هر آیا آنگاه باشد یͺدست

است. یͺدست F آزاد راست R‐مدول هر .٧ . ۶ . ٢ نتیجه

ͬ آید. م دست به ۵ . ۶ . ٢ گزاره و ٢ . ۶ . ٢ گزاره ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه از اثبات.

است. یͺدست P تصویری راست R‐مدول هر .٨ . ۶ . ٢ نتیجه

ͬ آید. م دست به ۵ . ۶ . ٢ گزاره و ٧ . ۶ . ٢ نتیجه ،٧ . ۴ . ٢ قضیه (٣) قسمت از اثبات.

صحیح خاصͬ حلقه های روی اما نیست. صحیح کلͬ حالت در آخر نتیجه دو عکس .٩ . ۶ . ٢ تذکر
است. درس این برنامه از خارج حلقه ها این معرفͬ که است

است. نیمساده مدول های از متمایز دسته ای یͺدست مدول های که ͬ دهد م نشان زیر مثال

نیست یͺدست حالͬ در است نیمساده Z۲ ⊕ Z۳ Z‐مدول ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق .١٠ . ۶ . ٢ مثال
(چرا؟). نیست نیمساده که حالͬ در است یͺدست Z Z‐مدول (چرا؟).
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تمرین ها
هستند. معادل زیر موارد که دهید نشان .١١ . ۶ . ٢ تمرین

است. یͺدست M راست R‐مدول (١)
و چپ R‐مدول سه K و N ،L کنیم فرض (٢)

....۰ ..L ..N ..K ..۰..f . g.

صورت این در باشد. کوتاه دقیق دنباله

....۰ ..M ⊗R L ..M ⊗R N ..M ⊗R K ..۰..idM⊗f . idM⊗g.

است. مدولͬ ͬ های Z‐همریخت از کوتاه دقیق دنباله ͷی

عنوان به HomZ(M,Q/Z) اگر تنها و اگر است یͺدست M راست R‐مدول .١٢ . ۶ . ٢ تمرین
باشد. تزریقͬ چپ R‐مدول
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دوم فصل مباحث کل از شده حل تمرین های ٢ . ٧

پایه هر که دهید نشان باشد. متناهͬ تولید با آزاد چپ R‐مدول ͷیM کنیم فرض .٢ . ٧ . ١ تمرین
دارد. عضو متناهͬ M

بنابراین باشد. M برای پایه X = {xi}i∈I و شود تولید yn ،... ،y۱ توسط M کنیم فرض حل.
که دارد وجود چنان rij ∈ R

y۱ = r۱۱xl۱۱ + r۱۲xl۱۲ + ...+ r۱t۱xl۱t۱
y۲ = r۲۱xl۲۱ + r۲۲xl۲۲ + ...+ r۲t۲xl۲t۲

...
yn = rn۱xln۱ + rn۲xln۲ + ...+ rntnxlntn

را M ،X ′ پس باشد. شده اند، ظاهر بالا تساوی های در که های xij تمام مجموعه X ′ کنیم فرض
ͷی کم دست آنگاه باشد نامتناهͬ I اگر اکنون ͬ کند. م تولید را M مولدهای زیرا ͬ کنند. م تولید
خطͬ استقلال این که ͬ شود م Xتولید ′ اعضای توسط xi که دارد وجود xi ∈ X \X ′ مانند عنصر

است. کامل حل و است متناهͬ I پس ͬ کند. م نقض را X مجموعه

R‐مدول عنوان به آن ناصفر ایده آل هر که باشد جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢ تمرین
است. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R که دهید نشان است. آزاد

ͬ خواهیم م است. ناصفر آزاد R‐مدول ͷی Rx (ایده آل) پس .۰ ̸= x ∈ R که کنیم فرض
آنگاه yx = ۰ باشیم داشته y ∈ R عنصر برای اگر است. صحیح دامنه R که دهیم نشان
طبیعͬ عدد ،٢ . ٧ . ١ تمرین و ٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق اما .y ∈ Ann(Rx) یعنͬ است y(Rx) = ۰
ͬ دهد م نشان این (چرا؟). y ∈ Ann(R(n)) پس .Rx ∼=R R(n) داریم که دارد وجود چنان n
حال است. صحیح دامنه R یعنͬ ،y = ۰ بنابراین .y(۱,۰,۰...,۰) = (۰,۰,۰, ...,۰) که
پایه با آزاد I فرض طبق باشد. R ایده آل I کنیم فرض است. اصلͬ R ایده آل هر که ͬ دهیم م نشان
که دارند وجود X در xβ و xα متمایز عناصر آنگاه باشد |Γ|> ۱ اگر است. X = {xα}α∈Γ
(اصلͬ) دوری I یعنͬ این .|Γ|= ۱ پس است X بودن پایه با تناقض این .xαxβ − xβxα = ۰

است. اصلͬ ایده آل دامنه R نتیجه در است.

نیست. آزاد
∏∞

i=۱ Z Z‐مدول که دهید نشان .٢ . ٧ . ٣ تمرین

مجموعه ای نامتناهͬ، شمارا مجموعه های از نامتناهͬ شمارا ضرب حاصل که دهیم تذکر باید ابتدا حل.
به پایه ای دارای پس است. آزاد

∏∞
i=۱ Z کنیم فرض خلف، برهان به حال (چرا؟). است ناشمارا

ادعا طرفͬ از .
∏∞

i=۱ Z
θ∼= Z(Γ) داریم ،٢ . ١ . ٢٩ قضیه طبق پس است. X = {xα}α∈Γ صورت

اعداد مجموعه {p۱, p۲, p۳, ...} کنیم فرض اگر زیرا است. شمارا مجموعه ای
⊕∞

i=۱ Z ͬ کنیم م
رابطه آنگاه است) اول عدد امین k pk مجموعه این در (که باشد اول

f :
∞⊕
i=۱

Z −→ Q, f((x۱, x۲, ..., xt,۰,۰, ...)) = px۱۱ × px۲۲ × ...× pxtt
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حال ͬ شود. م اثبات ما ادعا نتیجه در و |
⊕∞

i=۱ Z|≤ |Q|= ℵ۰ پس است. ͷی به ͷی تابع ͷی
Γ۱ مجزای مجموعه دو به را Γ ͬ توانیم م است، شمارا

⊕∞
i=۱ Z و

⊕∞
i=۱ Z ⊆

∏∞
i=۱ Z چون

F آزاد مدول در را
⊕∞

i=۱ Z علاوه به و است شمارا Γ۱ و Γ = Γ۱ ∪ Γ۲ که کنیم تجزیه Γ۲ و
داریم ،٢ . ١ . ٢٩ قضیه طبق حال دهیم. قرار است، {xα}α∈Γ۱ شمارای پایه توسط شده تولید که
در و است شمارا Z(Γ۱) دیدید بالا در که مشابهͬ استدلال با است شمارا Γ۱ چون و F ∼= Z(Γ۱)

و β ∈ Γ۲ کنیم فرض حال .F ̸=
∏∞

i=۱ Z بنابراین است. شمارا F نتیجه

pβ : Z(Γ) −→ Z

f = pβθ نتیجه در است. ناصفر pβ که است واضح باشد. β مولفه روی تصویر همریختͬ همان
است. تناقض در ،١ . ٨ . ١٢ تمرین با این (چرا؟). f(Z(Γ۱)) = ۰ اما است. ناصفر همریختͬ

علاوه به و ،R سره ایده آل ͷی I ،X پایه با آزاد چپ R‐مدول ͷی F کنیم فرض .۴ . ٢ . ٧ تمرین
پایه با آزاد چپ (R/I)‐مدول ͷی F/IF آنگاه باشد. طبیعͬ همریختͬ π : F −→ F/IF

.|X|= |π(X)| و π(X)

قرار X در xiها که x =
∑k

i=۱ rixi پس x ∈ F چون .x + IF ∈ F/IF کنیم فرض حل.
داریم پس دارند.

x+ IF = (
k∑
i=۱

rixi) + IF =
k∑
i=۱

(rixi + IF ) =

k∑
i=۱

(ri + I)(xi + IF ) =
k∑
i=۱

(ri + I)π(xi).

کنیم فرض اگر دیͽر طرفͬ از است. چپ (R/I)‐مدول عنوان به F/IF مولد π(X) یعنͬ
داریم آنگاه

∑k
i=۱(ri + I)π(xi) = ۰

۰ =
k∑
i=۱

(ri + I)(xi + IF ) = (
k∑
i=۱

rixi) + IF ⇒
k∑
i=۱

rixi ∈ IF.

است X عنصرهای خطͬ ترکیب fiها اما .si ∈ I و fi ∈ F که
∑k

i=۱ rixi =
∑t

i=۱ sifi پس
داریم پس است ایده آل ͷی I و

k∑
i=۱

rixi =
t∑

i=۱
sifi =

m∑
i=۱

aix
′
i

ایجاب پایه خطͬ استقلال است، پایه عناصر حسب بر طرف دو چون .x′i ∈ X و ai ∈ I که
رو این از ͬ کنیم). م اضافه ۰ عبارت نیاز صورت (در ai = ri و xi = x′i ،k = m که ͬ کند م
ͷی F/IF نتیجه در و است خطͬ مستقل R/I روی π(X) پس .R/I حلقه در ri + I = ۰
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است. π(X) پایه با آزاد چپ (R/I)‐مدول
داشته x ̸= x′ که x, x′ ∈ X برای اگر زیرا است. تناظر ͷی π : X −→ π(X) نگاشت اما

آنگاه F/IF در π(x) = π(x′) باشیم

(۱+ I)π(x)− (۱+ I)π(x′) = ۰.

را بالا روش اگر .si ∈ I و fi ∈ F که x − x′ =
∑t

i=۱ sifi پس .x − x′ ∈ IF نتیجه در
است. ͷی به ͷی π بنابراین یافت. خواهیم دست R = I تناقض نتیجه در و ۱ ∈ I به کنیم تکرار

.|X|= |π(X)| یعنͬ این ͬ باشد. م نیز پوشا که است واضح

ͷی F اگر باشد. پوشا ناصفر حلقه ای همریختͬ ͷی f : R −→ S کنیم فرض .۵ . ٢ . ٧ تمرین
به F هر که دهید نشان آنگاه دارند یͺسان اصلͬ عدد آن پایه دو هر که باشد چپ آزاد S‐مدول

دارند. یͺسان اصلͬ عدد آن پایه دو هر و است آزاد نیز چپ R‐مدول عنوان

Ker(f) ̸= پس است ناصفر f چون .S ∼= R/Ker(f) حلقه ای، یͺریختͬ اول قضیه طبق حل.
و F آزاد R‐مدول برای پایه دو X ′ و X کنیم فرض حال .I = Ker(f) ͬ دهیم م قرار .R
چپ (R/I)‐مدول ͷی F/IF ،۴ . ٢ . ٧ تمرین طبق باشد. طبیعͬ همریختͬ π : F −→ F/IF
برای فرض طبق اما .|X ′|= |π(X ′)| و |X|= |π(X)| که است π(X ′) و π(X) پایه با آزاد

.|X|= |X ′| بنابراین .|π(X)|= |π(X ′)| داریم S ∼= R/I

دارد. وجود Q به
∏∞

i=۱ Z از پوشا Z‐همریختͬ که دهید نشان .۶ . ٢ . ٧ تمرین

‐Qͷی
∏∞

i=۱Q حال است. (Z‐زیرمدول) زیرگروه ͷی
∏∞

i=۱ Z ⊆
∏∞

i=۱Q که ͬ دانیم م حل.
ͬ سازیم م {ei}i∈I مانند خطͬ مستقل زیرمجموعه ͷی

∏∞
i=۱ Z مجموعه از است. برداری فضای

|I| ͬ کنیم م دقت ͬ دهیم. م گسترش
∏∞

i=۱Q برای X پایه ͷی به را {ei}i∈I حال (چͽونه؟).
{p۱
q۱
, p۲
q۲
, ...} ͬ کنیم م فرض است. نامتناهͬ شمارا |I| کم دست پس (چرا؟). باشد متناهͬ ͬ تواند نم

کنیم تعریف چنان را f : X −→ Q پوشای تابع ͷی ͬ توانیم م حال باشد. گویا اعداد مجموعه
است Q‐همریختͬ ͷی به گسترش قابل f ،٢ . ١ . ٢٢ گزاره طبق حال (چͽونه؟). f(ei) = pi

qi
که

به F تحدید حال .F |X′= f که دارد وجود F :
∏∞

i=۱ Q −→ Q (پوشا) Q‐همریختͬ یعنͬ
است. مسئله مطلوب همان که (چرا؟) است پوشا Z‐همریختͬ ͷی

∏∞
i=۱ Z

.Zn ⊗Z (Q/Z) = ۰ که دهید نشان .٢ . ٧ . ٧ k∑تمرین
i=۱ x̄i⊗ (yi+Z) صورت به Zn⊗Z (Q/Z) عنصر هر که ͬ دانیم م ،٢ . ٢ . ١ . ١٨ لم طبق حل.

که x̄⊗ (y+Z) صورت به عناصری دهیم نشان اگر پس .yi ∈ Q و x̄i ∈ Zn ،k ≥ ۱ که است
داریم ،٢ . ٢ . ١ . ١٧ گزاره  از پس است. تمام کار است صفر برابر y ∈ Q و x̄ ∈ Zn

x̄⊗ (y + Z) = x̄⊗ (
n

n
(y + Z)) = nx̄⊗ (

۱
n
(y + Z)) = ۰⊗ (

۱
n
(y + Z)) = ۰.

کنید ارائه N ≤ M و M چپ R‐مدول ͷی ،L راست R‐مدول ͷی از مثالͬ .٢ . ٧ . ٨ تمرین
.L⊗R N ̸≤ L⊗RM که
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(چرا؟). Z۲ ⊗Z Q = ۰ که ͬ دانیم م .M = Q و L = Z۲ ،N = R = Z ͬ دهیم م قرار حل.
.Z۲ ∼=Z Z۲ ⊗Z Z داریم ،٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق که حالͬ در

که دهید نشان باشد. R کسرهای میدان Q و صحیح دامنه  ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٩ تمرین
.Q⊗RM ∼=R M آنگاه باشد Q‐مدول ͷی M اگر که بͽیرید نتیجه سپس .Q⊗R Q ∼=R Q

که است واضح بسیار حل.

f : Q×Q −→ Q, f((u, v)) = uv

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار حال است. خوشتعریف میانͬ خطͬ نگاشت ͷی

..
..Q×Q .

..Q⊗R Q ..Q

.λ . f

و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل Q⊗R Q ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود g مانند R‐همریختͬ ͷی دقیقا

..
..Q×Q .

..Q⊗R Q ..Q

.λ . f.
g

(f = gλ)

داریم زیرا است. محاسبه قابل g ضابطه اما

g(x⊗ y) = gλ((x, y)) = f((x, y)) = xy.

داریم u ∈ Q هر برای زیرا است. پوشا g

g(۱⊗ u) = ۱× u = u.

k ≥ ۱ که است x =
∑k

i=۱ ui⊗vi آنگاه x ∈ Ker(g) کنیم فرض اگر زیرا است. ͷی به ͷی g
داریم اما .ui, vi ∈ Q و

g(x) = ۰ ⇒ g(
k∑
i=۱

ui ⊗ vi) = ۰ ⇒
k∑
i=۱

g(ui ⊗ vi) = ۰ ⇒
k∑
i=۱

uivi = ۰.
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داریم طرفͬ از .
∑k

i=۱
aia

′
i

bib′i
= ۰ داریم vi = a′i

b′i
و ui = ai

bi
فرض با

x =
k∑
i=۱

ui ⊗ vi =
k∑
i=۱

(
ai
bi
)⊗ (

a′i
b′i
) =

k∑
i=۱

(
aib

′
i

bib′i
)⊗ (

a′i
b′i
) =

k∑
i=۱

(
ai
bib′i

)⊗ (
a′ib

′
i

b′i
) =

k∑
i=۱

(
ai
bib′i

)⊗ a′i =
k∑
i=۱

(
aia

′
i

bib′i
)⊗ ۱ =

۰⊗ ۱ = ۰

است. حل مسئله اول قسمت و است ͷی به ͷی g ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و ker(g) = ۰ پس
داریم ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق و است آزاد پس است برداری MیQͷ‐فضای چون دوم، قسمت برای
و ٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه و مسئله اول قسمت طبق پس (چرا؟). M ∼=R Q(I) نتیجه در .M ∼=Q Q(I)

داریم ،٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه

Q⊗RM ∼=R Q⊗Q(I) ∼=R (Q⊗R Q)
(I) ∼=R Q

(I) ∼=R M

است. کامل اثبات و

ͬ دهیم م قرار باشد. Z‐مدول ͷی M و S = Z \ {۰} کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٠ تمرین

MS = {m
s

|m ∈M, s ∈ S}.

که باشد موجود چنان t ∈ S هرگاه هستند مساوی m
s

و m′

s′
عنصر دو ͬ کنیم م فرض همچنین

است Q‐مدول ͷی MS زیر ضرب و جمع با اولا صورت این در .t(sm′ − s′m) = ۰

m

s
+
m′

s′
=
s′m+ sm′

ss′
u

v
.
m

s
=
um

vs

.Q⊗Z M ∼=Z MS ثانیا و

اما است. ۰
s

صورت به MS صفر که شود دقت فقط است. راست سر بررسͬ ͷی اولا قسمت حل.
که است واضح بسیار دوم، قسمت

f : Q×M −→MS, f((
u

v
,m)) =

um

v

ͬ گیریم م نظر در را زیر نمودار حال است. خوشتعریف میانͬ خطͬ نگاشت ͷی

..
..Q×M .

..Q⊗Z M ..MS

.λ . f
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و ͷی تنسور، تعریف طبق پس است تنسوری ضرب حاصل Q⊗ZM ،١۵ . ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق حال
شود. جابجایی زیر نمودار که است موجود g مانند Z‐همریختͬ ͷی دقیقا

..
..Q×M .

..Q⊗Z M ..MS

.λ . f.
g

(f = gλ)

داریم زیرا است. محاسبه قابل g ضابطه اما

g(
u

v
⊗m) = gλ((

u

v
,m)) = f((

u

v
,m)) =

um

v
.

داریم m
s
∈MS هر برای زیرا است. پوشا g

g(
۱
s
⊗m) =

۱m
s

=
m

s
.

نمایش ͷی Q⊗ZM عنصر هر که ͬ کنیم م ثابت اول مطلب این دادن نشان برای است. ͷی به ͷی g
v =

∏k
i=۱ bi ͬ دهیم م قرار .

∑k
i=۱[

ai
bi
⊗mi] ∈ Q⊗ZM کنیم فرض دارد. ۱

v
⊗m صورت به

داریم .ui =
∏

j ̸=i bi و

k∑
i=۱

[
ai
bi

⊗mi] =
k∑
i=۱

[
aiui
v

⊗mi] =

k∑
i=۱

[
۱
s
⊗ aiuimi] =

۱
s
⊗ [

k∑
i=۱

aiuimi] =
۱
s
⊗m

داریم و x = ۱
s
⊗m آنگاه x ∈ Ker(g) کنیم فرض اگر حال .

g(x) = ۰ ⇒ g(
۱
s
⊗m) = ۰ ⇒ m

s
= ۰ =

۰
s′
.

داریم حال (چرا؟). ts′ ̸= ۰ که است واضح .ts′m = ۰ که دارد وجود چنان t ∈ S پس

x =
۱
s
⊗m =

ts′

sts′
⊗m =

۱
sts′

⊗ ts′m =
۱
sts′

⊗ ۰ = ۰.

است. حل مسئله دوم قسمت و است ͷی به ͷی g ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق و ker(g) = ۰ پس

M اگر که دهید نشان باشد. R ایده آل ͷی I و جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ١١ تمرین
.AnnR(M/IM) = I آنگاه باشد آزاد R‐مدول ͷی

١٢٣



و ٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه ،۵ . ٢ . ٢ . ٢ قضیه طبق اکنون .M ∼=R R
(J) که داریم ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه طبق حل.

داریم ٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه

M/IM ∼=R (R/I)⊗RM ∼=R (R/I)⊗R R
(J) ∼=R (R/I)(J).

نتیجه در و (چرا؟) AnnR((R/I)(J)) = I داریم بنابراین (چرا؟). AnnR(R/I) = I اما
(چرا؟). AnnR(M/IM) = I

که دهید نشان .R(m) ∼=R R(n) و باشد جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٢ تمرین
.m = n

،٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه طبق حال است. M مانند ماکسیمال ایده آل دارای R ،۴١ . ٢ . ٠ نتیجه طبق حل.
داریم ،٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه

m⊕
i=۱

R/M ∼=R

m⊕
i=۱

(R⊗R (R/M)) ∼=R (
m⊕
i=۱

R)⊗R (R/M) ∼=R

R(m) ⊗R (R/M) ∼=R R
(n) ⊗R (R/M) ∼=R (

n⊕
i=۱

R)⊗R (R/M) ∼=R

n⊕
i=۱

(R⊗R (R/M)) ∼=R

n⊕
i=۱

R/M

اما (چرا؟). ͬ دهد م نتیجه را
⊕m

i=۱R/M ∼=R/M
⊕n

i=۱R/M یͺریختͬ بالا، یͺریختͬ
مساوی تعداد پایه دو هر که برداری فضای از مقدماتͬ خاصیت این طبق و است میدان ͷی R/M

باشد. m = n باید دارند، عضو

باشد ساده چپ R‐مدول عنوان به Rکه حلقه از I چپ ایده آل اگر که دهید نشان .٢ . ٧ . ١٣ تمرین
ͬ شود. م تولید خودتوان عنصر ͷی با I آنگاه I۲ ̸= ۰ که طوری به

پس است ساده I چون .Ix ̸= ۰ که دارد وجود چنان x ∈ I پس I۲ ̸= ۰ چون حل.
داریم e در چپ از طرفین ضرب با .ex = x که دارد وجود چنان e ∈ I عنصر نتیجه در .Ix = I

.e۲−e ∈ l.AnnR(x)∩I بنابراین .e۲−e ∈ l.AnnR(x) که این یعنͬ این .(e۲−e)x = ۰
ساده I چون دارد. قرار I در که است R چپ ایده آل ͷی l.AnnR(x) ∩ I که است واضح حال
آنگاه باشد I برابر l.AnnR(x) ∩ I اگر است. I یا صفر برابر l.AnnR(x) ∩ I پس است
در و است صفر برابر l.AnnR(x) ∩ I پس است. تناقض که Ix = ۰ پس .I ⊆ l.AnnR(x)
است کافͬ حال ͬ باشد. م e همین نظر مورد خودتوان عضو .e۲ = e معادلا یا e۲ − e = ۰ نتیجه
نتیجه I بودن ساده از Re ̸= ۰ دهیم نشان اگر .Re ⊆ I که است واضح .Re = I دهیم نشان
(چرا؟). x = ۰ نتیجه در و e = ۰ آنگاه Re = ۰ اگر است. تمام کار و I = Re که ͬ شود م

است. کامل اثبات و است تناقض این

با ساده چپ R‐مدول هر که دهید نشان آنگاه باشد. چپ نیمساده R کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٧ تمرین
است. یͺریخت R ساده زیرمدول ͷی

١٢۴



،١ . ٣ . ٣٣ نتیجه طبق بر صورت این در باشد. ساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض حل.
دارد وجود چنان L چپ ایده آل فرض طبق است. R ماکسیمال چپ ایده آل J که M ∼=R R/J

است. کامل اثبات (چرا؟). L ∼=R R/J ∼=R M داریم حال .R = J ⊕ L

زیرمدول های اشتراک دهید نشان باشد. نیمساده چپ MیRͷ‐مدول کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٧ تمرین
است. صفر برابر M ماکسیمال

زیرمدول های ها Mi که M =
⊕

i∈IMi ،١۶ . ٢ . ٣ قضیه طبق پس است نیمساده M چون حل.
،i ∈ I هر برای صورت این در باشد. ماکسیمال زیرمدول ͷی M کنیم فرض حال Mهستند. ساده
دیͽر باشد داشته صفر اشتراک ها Mi از دوتا از بیش با M اگر است. Mi یا ۰ برابر Mi ∩M
ͬ توانیم م بنابراین !ͬͺی جز دارد خود در را ها Mi همه M پس (چرا؟). باشد ماکسیمال ͬ تواند نم

یعنͬ ندارد بر در را Mj ساده زیرمدول M کنیم ⊕فرض
j ̸=i∈I

Mi ⊆ M ⊊M.

یعنͬ ای .Rx =Mj پس است ساده Mj چون .x ∈Mj آنگاه x ∈ M\
⊕

j ̸=i∈IMi اگر حال
.M =

⊕
j ̸=i∈IMi باید بنابراین است. تناقض که M = M پس .Mj ⊆ M

اکنون بͽیریم. نظر در Mi =
⊕

j ̸=i∈IMi صورت به را ماکسیمال زیرمدول هر ͬ توانیم م پس
(چرا؟).

∩
i ∈ IMi = ۰ که است واضح

باشد. مولد متناهͬ تصویری R‐مدول ͷی P و جابجایی حلقه R کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٧ تمرین
است. تصویری مولد متناهͬ R‐مدول ͷی HomR(P,R) که دهید نشان

دنباله ای ،٢۶ . ٢ . ١ قضیه و ٢ . ١ . ٣٩ تمرین طبق است، متناهͬ تولید چپ مدول R ͷی P چون حل.
داریم زیر صورت به دقیق

....R(n) ..P ..۰.f .

بسازییم را زیر کوتاه دقیق دنباله ͬ توانیم م اکنون .n ∈ N که

....۰ ..Ker(f) ..R(n) ..P ..۰..i . f.

قضیه طبق پس ͬ شود. م شͺافته دنباله ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق است، تصویری R‐مدول ،P چون حال
داریم ١٢ . ۶ . ١ قضیه و ٨ . ۶ . ١ قضیه طبق اکنون .R(n) ∼= Ker(f)⊕ P داریم ،١٢ . ۵ . ١

R(n) ∼= (HomR(R,R))
(n) ∼= HomR(R

(n), R) ∼=
HomR(Ker(f)⊕ P,R) ∼= HomR(Ker(f), R)⊕HomR(P,R)

تصویری R‐مدول ͷی R(n) ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس (چرا؟). است آزاد R‐مدول ͷی R(n) اما
جمعوند ͷی با HomR(P,R) اما است. تصویری HomR(P,R) ،٨ . ۴ . ٢ نتیجه طبق پس است.
HomR(P,R) پس (چرا؟)، است متناهͬ تولید N اما (چرا؟). است یͺریخت R(n) از N مانند

است. متناهͬ تولید

١٢۵



تولید مدول هر که دهید Rنشان موضعͬ و جابجایی حلقه ͷی روی (ͬͺکاپلانس) .٢ . ٧ . ١٧ تمرین
است١. آزاد ،P تصویری متناهͬ

معتبر فرضͬ چنین (چرا باشد تعداد کمترین از P مولد مجموعه {p۱, ..., pt} کنیم فرض حل.
xt ،...،x۱ پایه با آزاد مدول ͷی F کنیم فرض نشود. تولید عضو t از کمتر با P معادلا است؟)

ͬ کنیم م تعریف دارد؟). وجود ی F چنین (چرا باشد

f : F −→ P, f(xi) = pi.

ایده آل تنها J و K = Ker(f) کنیم فرض (چرا؟). است پوشا R‐همریختͬ ͷی f وضوح به
ولͬ x =

∑t
i=۱ rixi ∈ K ⊆ F کنیم فرض .K ⊆ JF ͬ دهیم م نشان باشد. R ماکسیمال

rj است موضعͬ R چون (چرا؟). نیست J در که دارد وجود rj ͷی کم دست پس .x ̸∈ JF

نتیجه در .۰ =
∑t

i=۱ rif(xi) =
∑t

i=۱ ripi پس (چرا؟) f(x) = ۰ اما (چرا؟). است یͺال
ͬ شود م تولید هم عنصر t از کمتر تعداد با P که ͬ دهد م نشان این .pj = r−۱ ∑t

j ̸=i=۱ ribi داریم
بسازییم را زیر کوتاه دقیق دنباله ͬ توانیم م اکنون است. تناقض این و (چرا؟)

....۰ ..K ..F ..P ..۰..i . f.

قضیه طبق پس ͬ شود. م شͺافته دنباله ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق است، تصویری R‐مدول ،P چون حال
قضیه اثبات ͬ شود؟ م جمعوند K (چرا P ∼= P ′ که F = K ⊕P ′ کنیم فرض ͬ توانیم م ،١٢ . ۵ . ١
JK ⊆ K ⊆ JF اما .JF = JK ⊕ JP ′ نتیجه در ببینید). را (۱) به (۴) قسمت ،٢٨ . ۵ . ٢
K ∩ JP ′ ⊆ K ∩ P ′ = ۰ طرفͬ از .K = JK ⊕ (K ∩ JP ′) داریم مدولار، قانون طبق پس
چون باشد. ناصفر K کنیم فرض خلف، برهان به .٢ K = ۰ ͬ کنیم م ادعا .K = JK نتیجه در
کمترین Kاز مولد مجموعه {k۱, ..., kt} کنیم فرض است. متناهͬ تولید پس است F Kجمعوند

که k۱ =
∑t

i=۱ riki پس JK = K چون نشود. تولید عضو t از کمتر با K معادلا باشد تعداد
تعداد نتیجه در و (چرا؟) دارد وارون ۱− r۱ اما .(۱− r۱)k۱ =

∑t
i=۲ riki بنابراین .ri ∈ J

P بنابراین .F = P ′ ∼= P نتیجه در و K = ۰ پس است. تناقض که ͬ شود م کمتر t از مولدها
است. آزاد

زیرمدول که دهید نشان باشد. اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R کنیم فرض (ͬͺکاپلانس) .٢ . ٧ . ١٨ تمرین
که دهید نشان اصلͬ ایده آل دامنه ͷی روی نتیجه در است. آزاد R‐مدول ͷی F آزاد R‐مدول هر

است. آزاد تصویری، مدول هر

طبق است. {ei}i∈I مانند پایه ای دارای است آزاد F چون باشد. F زیرمدول P کنیم فرض حل.
زیر .i ∈ I کنیم فرض است. ”⪯“ رابطه با خوشترتیب I کنیم فرض ͬ توانیم م خوشترتیبی اصل
توسط شده تولید زیرمدول همچنین ͬ دهیم. م نشان Fi با را j ⪯ i که ها ej توسط شده تولید مدول

تولید شرط است. آمده دست به ͬͺکاپلانس بزرگ جبردان توسط که است جبر قضیه های مهمترین از ͬͺی قضیه ١این
٢ . ٨ . ١٩ تمرین در را است شده اثبات ͬͺکاپلانس خود توسط که قضیه این اصلͬ صورت و است حذف قابل متناهͬ

ببینید.
دید. خواهید حلقه نظریه درس در را لم این است. ناکایاما لم اثبات همان است آمده اینجا در که ٢اثباتͬ

١٢۶



x = g+ rei داریم وضوح به آنگاه باشد x ∈ P ∩Fi اگر ͬ دهیم. م Giنشان با را j ≺ i که ها ej
ͬ کنیم م تعریف اکنون .g ∈ Gi که

fi : P ∩ Fi −→ R, fi(g + rei) = r.

نتیجه در و R ایده آل ͷی Im(fi) اما است. خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی fi که است واضح
(تصویری) آزاد R‐مدول ͷی R چون (چرا؟). Ry ∼= R آنگاه Im(fi) = Ry اگر است. دوری

کوتاه دقیق دنباله ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق طبق پس است. (تصویری) آزاد Im(fi) است،

....۰ ..P ∩Gi ..P ∩ Fi ..Im(fi) ..۰..i . f.

که P ∩ Fi = (P ∩ Gi) ⊕ P ′
i کنیم فرض ͬ توانیم م ،١٢ . ۵ . ١ قضیه طبق پس ͬ شود. م شͺافته

ببینید). را (۱) به قسمت(۴) ،٢٨ . ۵ . ٢ قضیه اثبات ͬ شود؟ م P∩Giجمعوند (چرا Im(fi) ∼= P ′
i

کنیم فرض ͬ توانیم م .p′j ∈ P ′
ij

که p′۱+ ...+ p′t = ۰ کنیم فرض .P =
⊕

i∈I P
′
i ͬ کنیم م ادعا

از .p′t ∈ P ′
it پس دارند. قرار Git در p′t−۱ ،... ،p′۲ ،p′۱ نتیجه در (چرا؟). i۱ ≺ i۲ ≺ ... ≺ it

طبق حال ͬ شوند. م صفر ها p′j بقیه استقرایی حال .p′t = ۰ نتیجه در .P ′
it ∩ Git = ۰ طرفͬ

پس P ′
i ⊆ P ∩ Fi ⊆ P چون است. معنͬ با

⊕
i∈I P

′
i و هستند مستقل ها P ′

i ،١ . ٢ . ١٣ قضیه
بدون و (چرا؟) x ∈ Fj که دارد وجود j اندیس پس .x ∈ P ⊆ F کنیم فرض .

⊕
i∈I P

′
i ⊆ P

نتیجه در .x ∈ P ∩ Fj پس .x ∈ Fj که باشد اندیس کوچͺترین j کنیم فرض کلیت از شدن کم
بود کمترین j چون (چرا؟). l ≺ j که g ∈ P ∩Fl اما .p′ ∈ P ′

j و g ∈ P ∩Gj که x = g+p′

P ′
i
∼= Im(fi) ∼= R اما ͬ شود. م کامل ادعا اثبات .x ∈

⊕
i∈I P

′
i نتیجه در g ∈

⊕
i∈I P

′
i باید

است. آزاد P یعنͬ .P =
⊕

i∈I R نتیجه در
F آزاد مدول R ،٧ . ۴ . ٢ قضیه طبق باشد. تصویری R‐مدول ͷی P کنیم فرض دوم، قسمت برای
کار اول، قسمت اکنون است. یͺریخت F زیرمدول ͷی با P پس .F ∼= P ⊕K که دارد وجود

ͬ کند. م تمام را

آنگاه مولد متناهͬ R‐مدول ͷی M اگر باشد. اصلͬ ایده آل دامنه R کنیم فرض .٢ . ٧ . ١٩ تمرین
صورت به کوتاهͬ دقیق دنباله که دهید نشان

....۰ ..F ′ ..F ..M ..۰..f . g.

هستند. آزاد F ′ و F که دارد وجود
صورت به دقیق دنباله ای ،٢ . ١ . ٣٩ تمرین طبق است، متناهͬ تولید چپ مدول R ͷی M چون حل.

داریم زیر
....F ..M ..۰.g .

ͬ دهیم. م گسترش زیر کوتاه دقیق دنباله به را بالا دنباله است. متناهͬ تولید آزاد یRͷ‐مدول F که

....۰ ..Ker(f) ..F ..M ..۰..i . g.

و است آزاد R‐مدول ،F ′ = Ker(f) ،٢ . ٧ . ١٨ تمرین طبق ͬ دهیم. م قرار مسئله f همان را i
است. تمام کار

١٢٧



که دهید نشان است. آن جمعوند R که باشد چپ R‐مدول ͷی P کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٠ تمرین
است. آزاد R‐مدول ͷی P (m+۱) آنگاه m < n که P ⊕R(m) ∼=R R

(n) اگر

داریم .K ≤ P که P = R⊕K فرض طبق حل.

P (m+۱) ∼= P ⊕ P (m) ∼= P ⊕R(m) ⊕K(m) ∼= R(n) ⊕K(m).

R(n) ⊕K(m) دهیم نشان که است کافͬ است، آزاد مدول P (m+۱) دهیم نشان اینکه برای بنابراین
. n ≥ m+ ۱ که است لازم ادامه برای تذکر این است. آزاد مدول

داریم دیͽر سوی از

R(m+۱) ⊕K ∼= R(m) ⊕R⊕K ∼= R(m) ⊕ P ∼= R(n).

داریم و ͬ کنیم م مستقیم جمع K با را طرفین حال است. آزاد R(m+۱) ⊕K پس

R(n) ⊕K ∼= R(n−m−۱) ⊕R(m+۱) ⊕K ∼= R(n−m−۱) ⊕R(n) ∼= R(۲n−m−۱).

داریم و ͬ کنیم م مستقیم جمع K با را طرفین دوباره است. آزاد R(n) ⊕K پس

R(n) ⊕K(۲) ∼= R(۲n−m−۱) ⊕K ∼= R(۲n−۲m−۲) ⊕R(m+۱) ⊕K ∼=
R(۲n−۲m−۲) ⊕R(n) ∼= R(۳n−۲m−۲)

R(n)⊕K(m)برسیم آزاد مدول به تا ͬ کنیم م تکرار استقرایی را روند است. R(n)⊕K(۲)آزاد پس
است. ما مطلوب این و

ͷی Re چپ ایده آل که دهید نشان R حلقه در e۲ = e خودتوان عنصر هر برای .٢ . ٧ . ٢١ تمرین
است. تصویری R‐مدول

اما .r ∈ R کنیم فرض .R = Re⊕R(۱− e) که ͬ دهیم م نشان حل.

r = re+ r − re = re+ r(۱− e)

اگر حال .R = Re + R(۱ − e) پس .r(۱ − e) ∈ R(۱ − e) و re ∈ Re نتیجه در
داریم حال .r, s ∈ R که a = re = s(۱− e) آنگاه باشد a ∈ Re ∩R(۱− e)

ae = re۲ = re = a = r(۱− e)e = r(e− e۲) = r(e− e) = ۰.

چون حال .R = Re ⊕ R(۱ − e) بنابراین .Re ∩ R(۱ − e) = ۰ نتیجه در و a = ۰ پس
Re ،٨ . ۴ . ٢ نتیجه طبق است. تصویری R ،۵ . ۴ . ٢ قضیه طبق است، آزاد چپ R‐مدول ͷی R

است. تصویری

R از J و I ایده آل دو هر برای باشد. تزریقͬ راست R‐مدول ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٢ تمرین
.AnnR(I) + AnnR(J) = AnnR(I ∩ J) که دهید نشان
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AnnR(I) ⊆ AnnR(I ∩J) که داریم پس ست J و I (زیرمدول) زیرمجموعه I ∩J چون حل.
اکنون .AnnR(I) +AnnR(J) ⊆ AnnR(I ∩ J) بنابراین .AnnR(J) ⊆ AnnR(I ∩ J) و

ͬ کنیم م تعریف حال .r ∈ AnnR(I ∩ J) کنیم فرض

f : I + J −→ R, f(x+ y) = x+ (۱+ r)y.

.y′−y ∈ I∩J نتیجه در ′x−xو = y′−y آنگاه x+y = x′+y′ اگر زیرا است. خوشتعریف f
این .x + (۱ + r)y = x′ + (۱ + r)y′ بنابراین .ry = ry′ معادلا یا r(y′ − y) = ۰ پس

است R‐همریختͬ ͷی f که است واضح .f(x+ y) = f(x′ + y′) که ͬ دهد م نشان

f((x+ y)s) = f(xs+ ys) = xs+ (۱+ r)ys = f(x+ y)s.

است گسترش قابل f ،٧ . ۵ . ٢ قضیه بئر، ͷمح طبق است، تزریقͬ راست R‐مدول ͷی R چون
داریم s ∈ I + J هر برای .f̄(۱) = t ͬ کنیم م فرض .f̄ |I+J= f که f̄ : R −→ R یعنͬ

رابطه y ∈ J و x ∈ I که s = x+ y فرض با .f(s) = f̄(s) = f̄(۱)s = ts

f(s) = ts ⇒ x+ (۱+ r)y = tx+ ty ⇒ (۱+ r − t)y = (t− ۱)x (∗)

AnnR(I) در t− ۱ که دهیم نشان است کافͬ پس r = (۱+ r − t) + (t− ۱) اما داریم. را
و x + ۰ ∈ I + J صورت این در .x ∈ I کنیم فرض دارند. قرار AnnR(J) در ۱ + r − t و
با .t − ۱ ∈ AnnR(I) پس .۰ = (۱ + r − t)۰ = (t − ۱)x داریم (∗) رابطه از نتیجه در
است. کامل اثبات و r ∈ AnnR(I) +AnnR(J) پس .۱+ r− t ∈ AnnR(J) مشابه روش

اگر نیست. تقسیم حلقه که باشد جابجایی) لزوما (نه دامنه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٣ تمرین
.M = ۰ که دهید نشان آنگاه باشد تصویری هم و تزریقͬ هم M چپ R‐مدول

یRͷ‐مدول Mزیرمدول کنیم فرض ،٧ . ۴ . ٢ قضیه ͷکم با ͬ توانیم م کلیت از شدن کم بدون حل.
این در .۰ ̸= m ∈M کنیم فرض خلف، برهان به (چرا؟). است {ei}i∈I پایه با F مانند آزاد چپ
کنیم فرض اکنون است. ناصفر r۱ کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون .m =

∑k
i=۱ riei صورت

طبق پس است تزریقͬ M اما .r۱r ̸= ۰ پس است دامنه R چون باشد. ناصفر عنصری r ∈ R
.m ∈ r۱rM ⊆ r۱rF داریم نتیجه در (چرا؟). r۱rM =M و است پذیر بخش ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه
استقلال است، پایه عناصر حسب بر طرف دو چون .

∑k
i=۱ riei = m =

∑t
i=۱ r۱rsie

′
i بنابراین

پس .r۱ = rrs۱ داریم جمله از .ri = r۱rsi و ei = e′i ،k = t که ͬ کند م ایجاب پایه خطͬ
حلقه R یعنͬ است. یͺال R ناصفر عنصر هر پس (چرا؟). rs = ۱ بنابراین .r۱(۱− rs) = ۰

.M = ۰ پس است. تناقض این است. تقسیم

صورت این در ندارد. ماکسیمال زیرمدول که باشد Z‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢۴ . ٢ . ٧ تمرین
است. تزریقͬ M

بخش M بͽوییم است کافͬ ،١٨ . ۵ . ٢ قضیه از است، تزریقͬ M دهیم نشان که این برای حل.
خلف، برهان به (چرا؟). nM = M داریم n ناصفر عدد هر برای بͽوییم معادلا یا است پذیر
اول عدد اول، اعداد به n تجزیه در پس .nM ⪇ M که باشد موجود n ناصفر عدد کنیم فرض
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که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را M/pM Z‐مدول حال .pM ⪇ M که هست چنان p
معادلا یا است (Z/pZ)‐مدول ͷی M/pM ،١١ . ۴ . ١ لم طبق پس .Ann(M/pM) = pZ
ایجاب این (چرا؟). است ماکسیمال زیرمدول دارای برداری فضای هر اما است. برداری فضای ͷی

است. تناقض این باشد. داشته ماکسیمال زیرمدول نیز M که ͬ کند م
دارد. N ماکسیمال زیرمدول M کنیم فرض

میدان R اگر باشد. تزریقͬ R‐مدول ͷی T و صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٢۵ . ٢ . ٧ تمرین
ندارد. ماکسیمال زیرمدول T که دهید نشان آنگاه نباشد

قضیه طبق نیست. راست صفر علیه مقسوم R ناصفر عضو هر پس است دامنه R چون حل.
راست صفر علیه مقسوم که r ∈ R هر و x ∈ T هر برای پس است. پذیر بخش T ،١۶ . ۵ . ٢
هر برای که است این با معادل مطلب این .ry = x که دارد وجود چنان T در y عضو نیست،
U مانند ماکسیمال زیرمدول T کنیم فرض خلف، برهان به حال .rT = T داریم ۰ ̸= r ∈ R
ͷی AnnR(T/U) = P ،١۵ . ١ . ٨ تمرین طبق پس است. ساده R‐مدول ͷی T/U پس دارد.
P ̸= ۰ پس نیست میدان R چون .T/U ∼=R R/P داریم طرفͬ از است. R از ماکسیمال ایده آل
اما .xT ⊆ U یعنͬ این و (چرا؟) x(T/U) = ۰ پس .۰ ̸= x ∈ P ͬ کنیم م فرض حال (چرا؟).

است. آشͺار تناقض ͷی این .U = T نتیجه در .T ⊆ U پس xT = T

نباشد. تزریقͬ اما باشد پذیر بخش که بزنید مثال چنان مدول ͷی .٢۶ . ٢ . ٧ تمرین

ͬ دهیم م قرار حال است. Q(x) ،R کسرهای میدان ͬ دانیم م .R = Z[x] کنیم فرض حل.
(چرا؟). است راست سر است، پذیر بخش R‐مدول ͷی M که این بررسͬ .M = Q(x)/Z[x]
است. تزریقͬ R‐مدول ͷی M کنیم فرض خلف، برهان به نیست. تزریقͬ R‐مدول ͷی M اما

ͬ گیریم م نظر در را زیر همریختͬ و R در را < ۲, x > ایده آل

f :< ۲, x >−→ Q/Z

داریم. را زیر نمودار حال .f(x) = ۱
۲ + Z و f(۲) = ۰ که

..
..۰ ..< ۲, x > ..R

.. ..M ..

..

i

.f

است. جابجایی زیر نمودار پس است تزریقͬ M چون

..
..۰ ..< ۲, x > ..R

.. ..M ..

..

i

.f.
h

(f = hi)
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داریم .h(۱) = p(x)
q(x)

∈M کنیم فرض حال

۰ = f(۲) = hi(۲) = h(۲) = ۲h(۱) = ۲p(x)
q(x)

.

داریم دیͽر سوی از .q(x)|۲p(x) معادلا یا ۲p(x)
q(x)

∈ R = Z[x] پس

۱
۲ + Z[x] = f(x) = hi(x) = h(x) = xh(۱) = xp(x)

q(x)
.

است تناقض چیزی چنین .۲q(x)|۲xp(x) − q(x) معادلا یا xp(x)
q(x)

− ۱
۲ ∈ R = Z[x] پس

(چرا؟).
Z‐همریختͬ که دهید نشان .۰ ̸= g ∈ G و باشد آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٧ تمرین

.h(g) ̸= ۰ که طوری به h : G −→ Q/Z
ͷی n طبیعͬ عدد هر برای و هستند متناهͬ مرتبه عناصر همه Q/Z در که ͬ کنیم م دقت ابتدا حل.
Z با یا H صورت این در .H =< g > کنیم فرض حال دارد. وجود Q/Z در n مرتبه از عنصر
در را a

b
+ Z ͷی آنگاه باشد یͺریخت Z با H اگر (چرا؟). n ∈ N که Zn با یا است یͺریخت

ͬ دهیم م قرار و ͬ گیریم م نظر در Q/Z

f : Z −→ Q/Z, f(k) =
ka

b
+ Z.

در را a
b
+ Z ͷی آنگاه باشد یͺریخت Zn با H اگر است. ناصفر همریختͬ ͷی f که است واضح

ͬ دهیم م قرار و باشد n آن مرتبه که ͬ گیریم م نظر در چنان Q/Z

f : Zn −→ Q/Z, f(k̄) =
ka

b
+ Z.

که ͬ دهد م نشان این است. ناصفر همچنین و است همریختͬ و خوشتعریف f که است واضح
نمودار حال دارد. وجود Q/Z به H از f مانند ناصفر همریختͬ ͷی همواره

..
..۰ ..H ..G

.. ..Q/Z ..

..

i

.f

است. جابجایی زیر نمودار پس (چرا؟) است تزریقͬ Q/Z چون ͬ گیریم. م نظر در را

..
..۰ ..H ..G

.. ..Q/Z ..

..

i

.f.
h

(f = hi)

.h(g) ̸= ۰ و است مسئله مطلوب همان h
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RR مدول در bR و ab = ۱ که باشند R حلقه در عنصر دو b و a کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٨ تمرین
.ba = ۱ صورت این در باشد. اساسͬ

نتیجه در .at = ۰ و s ∈ R که t = bs پس .t ∈ bR ∩ r.AnnR(a) کنیم فرض حل.
RR در bR چون .bR ∩ r.AnnR(a) = ۰ معادلا یا t = ۰ بنابراین .۰ = at = abs = s
پس .a(ba − ۱) = aba − a = a − a = ۰ اما .r.AnnR(a) = ۰ باید است اساسͬ

.ba = ۱ معادلا یا ba− ۱ = ۰ نتیجه در .ba− ۱ ∈ r.AnnR(a) = ۰
r ∈ R مانند عضوی اگر باشد. R سره ایده آل I و جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٢٩ تمرین
عضوی که دهید نشان آنگاه rx = ۰ که باشند موجود چنان x مانند E(R/I) از ناصفر عضوی و

.ry = ۰ که دارد وجود y مانند R/I از ناصفر

که ͬ دانیم م .ry ̸= ۰ باشیم داشته ۰ ̸= y ∈ R/I هر برای کنیم فرض خلف، برهان به حل.
است واضح .K = Rx کنیم فرض .x ̸∈ R/I پس rx = ۰ چون و است R/I ⊆ E(R/I)
نتیجه در .K ∩ (R/I) ̸= ۰ پس است اساسͬ E(R/I) در R/I چون .K ≤ E(R/I) که
که است واضح .t ∈ R که y = tx طرفͬ از دارد. وجود K ∩ (R/I) در y مانند ناصفری عضو

است. تناقض این (چرا؟) ry = ۰
سره زیرمدول هر اگر تنها و اگر است نیمساده M چپ R‐مدول که دهید نشان .٢ . ٧ . ٣٠ تمرین

نباشد. اساسͬ N

که M = N ⊕ L آنگاه باشد M از سره زیرمدول N اگر باشد. نیمساده M کنیم فرض حل.
ͬ تواند نم N پس .N ∩ L = ۰ نتیجه در و است ناصفر L پس است سره N چون .L ≤ M

باشد. اساسͬ
که دارد وجود چنان K زیرمدول پس نباشد. اساسͬ N و باشد M سره زیرمدول N کنیم فرض

ͬ دهیم م قرار .K ∩N = ۰
A = {T ≤M | T ∩N = ۰}.

زرن لم طبق حال است. مرتب جزئا مجموعه یه شمول رابطه با و است ناتهͬ A پس K ∈ A چون
W ⊕ N حال است. معنͬ با W ⊕ N پس (چرا؟). است W مانند ماکسیمال عضو دارای A
پس .(W ⊕ N) ∩ U = ۰ آنگاه نباشد اساسͬ W ⊕ N اگر چون است. اساسͬ زیرمدول
ͬ کند. م نقض را A Wدر بودن ماکسیمال این Nکه ∩ (W ⊕U) = ۰ نتیجه در و U ∩W = ۰
بنابراین است. M خود اساسͬ زیرمدول تنها فرض طبق اما . است اساسͬ زیرمدول W ⊕N پس

است. کامل اثبات و M =W ⊕ T

باشد. S = R \ {۰} و صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٧ . ٣١ تمرین
R‐مدول ها از زیر دنباله اگر (١)

....M ..K ..N.f . g

دنباله آنگاه باشد دقیق

....MS ..KS ..NS

.fS(
m
s
)=

f(m)
s . gS(

k
s
)=

g(k)
s
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است. دقیق
تصویری). نه و است آزاد نه که حالͬ (در است یͺدست Z‐مدول ͷی Q که دهید نشان (٢)

.Ker(gS) = (Ker(g))S و Im(fS) = (Im(f))S که است آسان مطلب این تحقیق (١) حل.
Im(f) = Ker(g) اما .t ∈ S و m ∈ M که f(m)

t
= k

s
پس .k

s
∈ Im(fS) کنیم فرض

پس .k
s
∈ Ker(gS) کنیم فرض حال .Im(fS) ⊆ Ker(gS) نتیجه در .k

s
∈ (Ker(g))S پس

.g(ts′k) = ۰ معادلا یا ts′g(k) = ۰ که دارد وجود t ∈ S پس .gS(ks ) =
g(k)
s

= ۰ = ۰
s′

داریم و (چرا؟) ts′ ̸= ۰ اما .ts′k ∈ Ker(g) پس

k

s
=
ts′k

ts′s
∈ (Ker(g))S.

است. کامل (١) اثبات .Ker(gS) ⊆ Im(fS) پس
طبق صورت این در باشد. ͷی به ͷی مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی f : N −→ K کنیم فرض (٢)
تمرین ͷکم با است. ͷی به ͷی مدولͬ Z‐همریختͬ ͷی fS : NS −→ KS ،(١) قسمت

بسازییم. زیر شͺل به نموداری ͬ توانیم م که دارند وجود f̄۲ و f̄۱ ͬ های Z‐یͺریخت ،٢ . ٧ . ١٠

..
..Q⊗Z N ..Q⊗Z K

..NS ..KS

.

id⊗f

.f̄۱ . f̄۲.
fS

با پس است. معلوم f̄۲ و f̄۱ ضابطه ،٢ . ٧ . ١٠ تمرین اثبات به توجه با است. جابجایی بالا نمودار
داریم. (!) مولدها روی اثر

fS f̄۱(
u

v
⊗ n) = fS(

un

v
) =

f(un)

v
=
uf(n)

v
= f۲(

u

v
⊗ f(n)) = f۲(id⊗ f)(

u

v
⊗ n)

به ͷی f۲(idR ⊗ f) نتیجه در هستند ͷی به ͷی fS f̄۱ بنابراین هستند. ͷی به ͷی f̄۱ و fS اما .
است. کامل اثبات و باشد ͷی به ͷی id⊗ f که ͬ کند م ایجاب این است. ͷی

صحیح مستقیم ضرب حاصل برای ٢ . ٢ . ٢ . ٨ قضیه که دهید نشان مثال ͷی با .٢ . ٧ . ٣٢ تمرین
نیست.

برای چون حال است. اول عددی p که Ni = Zpi و I = N ،M = Q ،R = Z کنیم فرض حل.
حالͬ در این .

∏
i∈N(Q⊗Z Zpi) = ۰ که است واضح پس (چرا؟) Q⊗Z Zpi = ۰ داریم i هر

x = (۱̄, ۱̄, ۱̄, ...) کنیم فرض آخر، ادعای دادن نشان برای .Q ⊗Z
∏

i∈N Zpi ̸= ۰ که است
داریم ٢ . ٢ . ٢ . ٧ قضیه طبق پس .< x >∼=Z Z که است واضح باشد.

< x > ⊗Z Q ∼=Z Z⊗Z Q ∼=Z Q.
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ͷی به ͷی i :< x >−→ Z
∏

i∈N Zpi شمول همریختͬ حال است ناصفر < x > ⊗ZQ پس
پس (چرا؟) است یͺدست Q و است

idQ ⊗ i : Q⊗Z < x > −→ Q⊗Z
∏
i∈N

Zpi

.Q⊗Z
∏

i∈N Zpi ̸= ۰ نتیجه در است. ͷی به ͷی
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دوم فصل مروری تمرین های ٢ . ٨

R‐مدول ͷی F ⊗R F
′ که دهید نشان آنگاه باشند آزاد R‐مدول دو F ′ و F اگر .٢ . ٨ . ١ تمرین

F ′ و F در ترتیب به ناصفر عنصر دو y و x و باشد دامنه R اگر که بͽیرید نتیجه سپس است. آزاد
است. ناصفر عنصری x⊗ x′ آنگاه باشند

که دهید نشان باشد. ١ و ۰ از متمایز خودتوان عنصر e و جابجایی R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢ تمرین
باشد. آزاد R‐مدول ͬ تواند نم Re

و باشد اول عددی p کنیم فرض .٢ . ٨ . ٣ تمرین

Qp = {x ∈ Q | x =
k

pk
, k ∈ N, k ∈ Z}.

نیست. آزاد Qp Z‐مدول که دهید نشان

داریم باشد آزاد Mکه چپ R‐مدول هر برای که دهید نشان آنگاه باشد Rدامنه اگر .۴ . ٢ . ٨ تمرین
.AnnR(M) = ۰

مستقل عنصر n+ ۱ ͬ توان م R(n) در آیا باشد. جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .۵ . ٢ . ٨ تمرین
یافت؟ خطͬ

.R⊗Q R ∼=Q R که دهید نشان .۶ . ٢ . ٨ تمرین

R حلقه ایده آل I و چپ R‐مدول ͷی N راست، مدول R ͷی M کنیم فرض .٢ . ٨ . ٧ تمرین
.M ⊗R N ∼=Z M ⊗R/I N که دهید نشان آنگاه IN = ۰ و MI = ۰ اگر باشد.

که دهید نشان باشد. R کسرهای میدان Q و اصلͬ ایده آل دامنه R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٨ تمرین
.Q⊗R Q ∼=R Q

که دهید نشان باشد. F میدان میدانͬ، گسترش E کنیم فرض .٢ . ٨ . ٩ تمرین

F [x]⊗F E ∼=F E[x].

قرار باشد. R‐مدول ͷی M و S = R \ {۰} صحیح، دامنه R کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٠ تمرین
ͬ دهیم م

MS = {m
s

|m ∈M, s ∈ S}.

که باشد موجود چنان t ∈ S هرگاه هستند مساوی m
s

و m′

s′
عنصر دو ͬ کنیم م فرض همچنین

ضرب و جمع با اولا آنگاه باشد R کسرهای میدان Q اگر صورت این در .t(sm′ − s′m) = ۰
است. Q‐مدول ͷی MS زیر

m

s
+
m′

s′
=
s′m+ sm′

ss′
u

v
.
m

s
=
um

vs

.Q⊗RM ∼=R MS ثانیا
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که دهید نشان .S = EndF (V ) و است برداری F‐فضای ͷی V کنیم فرض .٢ . ٨ . ١١ تمرین
است. ساده چپ S‐مدول ͷی V

نشان .x۲ = x باشیم داشته x ∈ R هر برای که باشد حلقه ای R کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٢ تمرین
باشد. متناهͬ R اگر تنها و اگر است چپ نیمساده R که دهید

دهید نشان صورت این در باشد. R ایده آل I و چپ نیمساده حلقه R کنیم فرض .٢ . ٨ . ١٣ تمرین
.I = ۰ آنگاه باشد I۲ = ۰ اگر که

زیرمدول دو K و L اگر باشد. نیمساده چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٨ تمرین
R‐همریختͬ به توسیعͬ قابل f آنگاه باشد R‐همریختͬ ͷی f : L −→ K و باشند M

است. F :M −→M

به کوتاه دقیق دنباله ͷی .m|n و باشد ١ از بزرگتر طبیعͬ عدد ͷی n کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٨ تمرین
صورت

....۰ ..n
m
Zn ..Zn ..mZn ..۰....

هستند. معادل زیر موارد که دهید نشان سپس و بسازید
ͬ شود. م شͺافته بالا دنباله (١)

.(m,n) = ۱ (٢)
است. تصویری mZn Zn‐مدول (٣)

نمودار و باشد تصویری چپ R‐مدول ͷی P کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٨ تمرین

..
.. ..P ..

..K ..M ..N

.h.
f

.
g

α : P −→ K مانند R‐همریختͬ ͷی که دهید نشان آنگاه gh = ۰ اگر باشد. دقیق سطر با
.fα = h که دارد وجود

کنید. شناسایی را تصویری تولید متناهͬ Z‐مدول های تمام .٢ . ٨ . ١٧ تمرین

است تصویری R‐مدول ͷی R حلقه در Rx چپ اصلͬ ایده آل که دهید نشان .٢ . ٨ . ١٨ تمرین
شود. تولید خودتوان ͷی با l.AnnR(x) اگر تنها و اگر

تصویری، مدول هر که دهید نشان موضعͬ و جابجایی حلقه ͷی روی (ͬͺکاپلانس) .٢ . ٨ . ١٩ تمرین
است. آزاد

R‐مدول ͷی T اگر است. R ایده آل I که باشد جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٠ تمرین
است. تزریقͬ (R/I)‐مدول ͷی AnnT (I) که دهید نشان آنگاه باشد تزریقͬ
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(راهنمایی: نباشد. تزریقͬ که بسازیید چنان تصویری ساده چپ R‐مدول مدول ͷی .٢ . ٨ . ٢١ تمرین
صورت به را R )حلقه

F ۰
F F

)
بͽیرید). نظر در است میدان ͷی F که

چپ R‐مدول ͷی M اگر باشد. چپ اصلͬ ایده  آل دامنه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٢ تمرین
است. تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی M/K ،K ≤M هر برای آنگاه باشد تزریقͬ

دهید. نشان را زیر موارد .S = R(۱,۰) که باشد R = S × T کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٣ تمرین
است. حلقه ͷی S (١)

ͷی M اگر برعکس، است. چپ S‐مدول ͷی M آنگاه باشد چپ R‐مدول ͷی M اگر (٢)
است. چپ R‐مدول ͷی آنگاه باشد چپ S‐مدول

باشد. تزریقͬ M چپ S‐مدول اگر تنها و اگر است تزریقͬ M چپ R‐مدول (٣)

است. تزریقͬ R که دهید نشان آنگاه باشد تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی R[x] اگر .٢۴ . ٢ . ٨ تمرین

است. تزریقͬ Z‐مدول ͷی Q[[x]] که دهید نشان .٢۵ . ٢ . ٨ تمرین

نشان باشد. تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی T و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٢۶ . ٢ . ٨ تمرین
دهید

AnnR(x۱) ∩ ... ∩ AnnR(xn) ⊆ AnnR(y)

که باشند موجود چنان HomR(M,T ) در fn ،... ،f۱ اگر تنها و اگر y ∈ T و M در xiها که
.y = f۱(x۱) + ...+ fn(xn)

نشان باشد. R ناصفر سره ایده آل ͷی I و اصلͬ صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٧ تمرین
است. تزریقͬ (R/I)‐مدول ͷی R/I دهید

تزریقͬ RR اگر صورت این در باشد. جابجایی) لزوما (نه دامنه R کنیم فرض .٢ . ٨ . ٢٨ تمرین
است. تقسیم حلقه R آنگاه باشد

است. یͺدست R‐مدول ͷی R[x] که دهید نشان باشد جابجایی حلقه R اگر .٢ . ٨ . ٢٩ تمرین

آنگاه باشند. R جابجایی حلقه روی یͺدست R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٢ . ٨ . ٣٠ تمرین
است. یͺدست R‐مدول ͷی M ⊗R N

ͷیQصورت این در باشد. Q کسرهای میدان با صحیح دامنه ͷیR کنیم فرض .٢ . ٨ . ٣١ تمرین
است. یͺدست R‐مدول
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٣ فصل

زنجیری شرط های

و حلقه نظریه ی در ویژه  جایͽاه که کرد خواهیم معرفͬ را مدول ها از دیͽر دسته  فصل این در
وسیع کاربرد جبری هندسه و اعداد جبری نظریه مانند جبر شاخه های سایر در بخش این دارد. مدول
سپس و شدند ظاهر هیلبرت، دیوید معروف، ریاضیدان کارهای در ابتدا مدول ها از دسته این دارد.
وسیع خدمات پاس به گرفتند. قرار ذره بین زیر نوتر، امͬ زن، ریاضیدان تاثیرگذارترین کارهای در
شدند. گذاری اسم نوتری مدول های نام با ریاضیدانان توسط مدول ها، از دسته این ریاضͬ، برای نوتر
مدول های ابتدا و ͬ شویم نم نوتری مدول مفهوم وارد تاریخͬ دید از فصل این بهتر درک برای اما
است جالب شد. جبر وارد نوتر، کارهای اولین از سال ٢۵ حدودا از بعد که ͬ کنیم م معرفͬ را آرتینͬ
نوتر کارهای از گرفتن ایده با را مدول هایی که بود قهار بسیار جبردان ͷی نیر آرتین ایمل بدانید که
نهادنند. آرتینͬ مدول نام مدول ها این بر آرتین، خدمات پاس به ریاضیدانان بعدها که کرد معرفͬ
کند. برقرار بهتری ارتباط خواننده تا ͬ گیریم م وام برداری فضای از را تعریف ایده بخش ها سایر مانند

آرتینͬ حلقه های و مدول ها ٣ . ١
زیرفضاهای ͬ خواهیم م که کنیم فرض متناهnͬباشد. بعد با برداری F‐فضای ͷیV کنیم فرض
راس در مسلما کنیم. مرتب پایین به بالا از وار زنجیر شͺل به ،⊇ بودن، شامل رابطه با را برداری
قرار را W مانند V از سره زیرفضای ͷی باید بعد مرحله در دهیم. قرار را V خود باید زنجیر این
ادامه را روند این اگر است. کمتر n از ͬ شوند م ظاهر W در که پایه ای عناصر تعداد مسلما دهیم.
سمت به را ما مطلب این رسید. خواهیم صفر زیرفضای به انتها در مرحله، n از بعد حداکثر دهیم

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف

هر هرگاه است آرتینͬ مدول M گوییم باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
مانند M زیرمدول های از نزولͬ زنجیر

N۱ ⊇ N۲ ⊇ N۳...

که باشد موجود n طبیعͬ عدد دیͽر، عبارتͬ به شود. متوقف سرانجام

Nn = Nn+۱ = Nn+۲ = · · · .
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است. آرتینͬ مدول ͷی البعد، متناهͬ برداری فضای هر .٣ . ١ . ٢ مثال

است. آرتینͬ مدول ͷی (Zn (مانند متناهͬ Z‐مدول هر .٣ . ١ . ٣ مثال

ببینید). را ۴۶ . ١ . ٢ (تمرین است آرتینͬ مدول ͷی Zp∞ Z‐مدول .۴ . ٣ . ١ مثال

ͬ شود. نم متوقف ۲Z ⊇ ۴Z ⊇ · · · زیرا نیست. آرتینͬ Z Z‐مدول .۵ . ٣ . ١ مثال

‐R عنوان به
∏∞

i=۱M صورت این در باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ٣ . ١ مثال
مدول نامتناهͬ تعداد مستقیم ضرب حاصل و مستقیم جمع کلͬ طور به نیست. آرتینͬ چپ مدول

باشد. آرتینͬ ͬ تواند نم چپ،

ͬ کرد. م استفاده خود مقالات در کاهشͬ” زنجیر “شرط از آرتینͬ جای به آرتین .٣ . ١ . ٧ تذکر

ͬ کند. م راحتر ما برای را را آرتینͬ متنوع مثال های ساختن که آورد خواهیم را قضیه های ادامه در

دنباله و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .٣ . ١ . ٨ قضیه

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

باشند. آرتینͬ N و M اگر تنها و اگر است آرتینͬ T صورت این در باشد. کوتاه دقیق

کنیم فرض .(⇐) اثبات.
M۱ ⊇M۲ ⊇M۳...

پس باشد. M زیرمدول های از نزولͬ زنجیر ͷی

f(M۱) ⊇ f(M۲) ⊇ f(M۳)...

که دارد وجود چنان n طبیعͬ عدد فرض طبق پس است. T زیرمدول های از نزولͬ زنحیر ͷی

f(Mn) = f(Mn+۱) = f(Mn+۲) = · · · .

کنیم فرض حال است. آرتینͬ M یعنͬ .Mn =Mn+۱ = · · · پس است ͷبه ی ͷی f اما

N۱ ⊇ N۲ ⊇ N۳...

پس باشد. N زیرمدول های از نزولͬ زنجیر ͷی

g−۱(N۱) ⊇ g−۱(N۲) ⊇ g−۱(N۳)...

که دارد وجود چنان n طبیعͬ عدد فرض طبق پس است. T زیرمدول های از نزولͬ زنحیر ͷی

g−۱(Nn) = g−۱(Nn+۱) = g−۱(Mn+۲) = · · · .
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است. آرتینͬ N یعنͬ (چرا؟). Nn = Nn+۱ = · · · پس است پوشا g اما
کنیم فرض .(⇒)

T۱ ⊇ T۲ ⊇ T۳...

ͬ دهیم م قرار باشد. T زیرمدول های از نزولͬ زنجیر ͷی

Mi = f−۱(Ti), Ni = g(Ti), fi = f |Mi
, gi = g|Ti .

زنجیر و Niها توسط شده ساخته نزولͬ زنجیر که دارند وجود چنان m و n عدد فرض به توجه با
ͬ دهیم م قرار حال شد. خواهند متوقف m و n مرحله از ترتیب به Miها توسط شده ساخته نزولͬ

داریم. را زیر جابجایی نمودار اکنون .k = max{m,n}

..
..۰ ..Mk+۱ ..Tk+۱ ..Nk+۱ ..۰

..۰ ..Mk ..Tk ..Nk ..۰

..

fk+۱

.id .

gk+۱

.i . id...
fk

.
gk

.

(چرا؟). Tk = TK+۱ بنابراین است. پوشا i ،١١ . ۵ . ١ لم طبق است، شمول همریختͬ i چون حال
است. آرتینͬ T یعنͬ آخر. الͬ و Tk = Tk+۲ مشابه روش به

ͬ کند. م بیان قسمتͬ خارج مدول و مدول زیر با را بودن آرتینͬ بین ارتباط زیر نتیجه

M صورت این در باشد. M زیرمدول N و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣ . ١ . ٩ نتیجه
باشد. آرتینͬ M/N و N اگر تنها و اگر است آرتینͬ

کوتاه دقیق دنباله به فقط اثبات برای اثبات.

....۰ ..N ..M ..M/N ..۰..i . π.

کنید. دقت ،٣ . ١ . ٨ قضیه و

صورت این در باشند. چپ R‐مدول های از متناهͬ Mtتعداد ،... ،M۱ کنیم فرض .٣ . ١ . ١٠ نتیجه
باشد. آرتینͬ Mi هر اگر تنها و اگر است آرتینͬ

⊕t
i=۱Mi

کوتاه دقیق دنباله ،t روی استقرا به فقط اثبات برای اثبات.

....۰ ..M۱ ..M۱ ⊕M۲ ..M۲ ..۰..λ۱ . p۲.

کنید. دقت ،٣ . ١ . ٨ قضیه و

ͬ کند. م ارائه آرتینͬ مدول های برای دیͽر مشخصه سازی ͷی زیر قضیه
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زیرمدول های از ناتهͬ خانواده هر اگر تنها و اگر است آرتینͬ M چپ R‐مدول .٣ . ١ . ١١ قضیه
باشد. داشته (⊇ بودن، شامل مرتب جزیی رابطه به (نسبت مینیمال عضو M

فرض خلف، برهان به باشد. M زیرمدول های از ناتهͬ خانواده ͷی A کنیم فرض .(⇐) اثبات.
نیست مینیمال N۱ چون ͬ کنیم. م انتخاب A در را N۱ عنصر حال ندارد. مینیمال عضو A ͬ کنیم م
زنجیر به پس ͬ کنیم. م تکرار را روند این .N۱ ⊋ N۲ که دارد وجود چنان A در N۲ عنصر پس

است. M بودن آرتینͬ با تناقض این ͬ شود. نم متوقف که ͬ یابیم م دست نزولͬ
کنیم فرض .(⇒)

N۱ ⊇ N۲ ⊇ N۳...

که است واضح .A = {Ni | i ∈ N} ͬ دهیم م قرار باشد. M زیرمدول های از نزولͬ زنجیر ͷی
i ≥ k هر برای که ͬ دهد م نشان این دارد. Nk مانند مینیمال عنصر فرض طبق پس است ناتهͬ A

است. آرتینͬ M یعنͬ .Nk = Ni باشیم داشته باید

کنیم. تعریف حلقه ها برای را آرتینͬ مفهوم که است آن وقت حال

باشد. آرتینͬ (RR) RR مدول هرگاه است (راست) چپ آرتینͬ R حلقه گوییم .٣ . ١ . ١٢ تعریف
است. آرتینͬ R گوییم آنگاه باشد راست هم و چپ آرتینͬ هم R حلقه اگر

است. آرتینͬ تقسیم حلقه هر .٣ . ١ . ١٣ مثال

است. آرتینͬ Zn مانند متناهͬ حلقه هر .١۴ . ٣ . ١ مثال

نیستد. آرتینͬ R[x] یا Z حلقه .١۵ . ٣ . ١ مثال

حلقه .١۶ . ٣ . ١ مثال
R =

(
R R
۰ R

)
ببینید). را ٢۴ . ٣ . ١ (تمرین نیست چپ آرتینͬ که است راست آرتینͬ حلقه ͷی

.٣ . ١ . ١٧ مثال
R =

(
R ۰
R R

)
ببینید). را ٢۴ . ٣ . ١ (تمرین نیست راست آرتینͬ که است چپ آرتینͬ حلقه ͷی

ͬ شود. م متوقف R ایده آل های از نزولͬ زنجیر هر آنگاه باشد آرتینͬ حلقه ͷی R اگر .٣ . ١ . ١٨ تذکر
لزومͬ شود متوقف R ایده آل های از نزولͬ زنجیر هر اگر اما است. چپ ایده آل ͷی ایده آل هر زیرا
مثال در شده معرفͬ حلقه مثال برای شود. متوقف هم R چپ ایده آل های از نزولͬ زنجیر هر ندارد
متوقف ایده آل های از نزولͬ زنجیر هر پس است راست آرتینͬ حلقه این چون بͽیرید. نظر در ١۶ . ٣ . ١
آرتینͬ نتیجه در و نیست چپ آرتینͬ حلقه این اما است. راست ایده آل ͷی ایده آل هر زیرا ͬ شود. م

نیست.

است. آرتینͬ آرتینͬ، حلقه ͷی روی مولد متناهͬ مدول ͷی که ͬ کند م مشخص زیر قضیه
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مولد متناهͬ که M چپ R‐مدول هر اگر تنها و اگر است چپ آرتینͬ R حلقه .٣ . ١ . ١٩ قضیه
باشد. آرتینͬ است

‐R ،٢ . ١ . ٣٣ قضیه طبق بر باشد. تولید متناهͬ چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .(⇐) اثبات.
حال .M ∼=R F/K که دارند وجود چنان F از K مدول زیر و F متناهͬ تولید چپ آزاد مدول
طبق پس است چپ Rآرتینͬ چون .F ∼=R

⊕t
i=۱R که داریم ٢ . ١ . ٢٩ نتیجه و ٢ . ٧ . ١ تمرین طبق

که ͬ دهد م نشان این است. آرتینͬ F/K ،٣ . ١ . ٩ نتیجه طبق اکنون است. آرتینͬ F ،٣ . ١ . ١٠ نتیجه
است. آرتینͬ M

آرتینͬ RR فرض طبق پس است. مولد متناهͬ چپ R‐مدول ͷی R که است واضح .(⇒)
است.

تمرین ها
نباشد. آرتینͬ خودش اما باشد داشته آرتینͬ زیرمدولͬ که بزنید مثال چنان مدولͬ .٣ . ١ . ٢٠ تمرین
هر اگر نباشد. آرتینͬ خودش اما باشد داشته آرتینͬ قسمتͬ خارج مدول که بزنید مثال چنان مدولͬ

است؟ آرتینͬ مدول خود آیا باشد آرتینͬ مدول، ͷی از سره زیرمدول

IM = ۰ باشیم داشته R از I ایده آل برای که باشد چپ R‐مدول ͷی M اگر .٣ . ١ . ٢١ تمرین
چپ (R/I)‐مدول ͷیM اگر تنها و اگر است آرتینͬ چپ R‐مدول ͷیM که دهید نشان آنگاه

باشد. آرتینͬ

است؟ آرتینͬ زمانͬ چه در نیمساده مدول ͷی .٣ . ١ . ٢٢ تمرین

آرتینͬ R/I آنگاه R ایده آل ͷی I و باشد اصلͬ ایده آل دامنه R اگر که دهید نشان .٣ . ١ . ٢٣ تمرین
است.

کنید. اثبات را ١۶ . ٣ . ١ و ٣ . ١ . ١٧ مثال های ادعاهای .٢۴ . ٣ . ١ تمرین

است. میدان ͷی آرتینͬ صحیح دامنه هر که دهید نشان .٢۵ . ٣ . ١ تمرین

١۴٢



نوتری حلقه های و مدول ها ٣ . ٢
زیرفضاهای ͬ خواهیم م که کنیم فرض متناهnͬباشد. بعد با برداری F‐فضای ͷیV کنیم فرض
این ابتدای در مسلما کنیم. مرتب بالا به پایین از وار زنجیر شͺل به ،⊆ شمول، رابطه با را برداری
را W مانند V از ناصفر زیرفضای ͷی باید بعد مرحله در دهیم. قرار را ۰ زیرفضای باید زنجیر
را روند این اگر است. کمتر n از ͬ شوند م ظاهر W در که پایه ای عناصر تعداد مسلما دهیم. قرار
سمت به را ما مطلب این رسید. خواهیم V زیرفضای به انتها در مرحله، n از بعد حداکثر دهیم ادامه

ͬ دهد. م سوق زیر تعریف

هر هرگاه است نوتری مدول M گوییم باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
مانند M زیرمدول های از صعودی زنجیر

N۱ ⊆ N۲ ⊆ N۳...

که باشد موجود n طبیعͬ عدد دیͽر، عبارتͬ به شود. متوقف سرانجام

Nn = Nn+۱ = Nn+۲ = · · · .

است. آرتینͬ و نوتری مدول ͷی البعد، متناهͬ برداری فضای هر .٣ . ٢ . ٢ مثال

است. آرتینͬ و نوتری مدول ͷی (Zn (مانند متناهͬ Z‐مدول هر .٣ . ٢ . ٣ مثال

ببینید). را ۴۶ . ١ . ٢ (تمرین نیست نوتری که است آرتینͬ مدول ͷی Zp∞ Z‐مدول .۴ . ٣ . ٢ مثال

زیرمدول های شͺل به توجه با زیرا است. نوتری که حالͬ در نیست آرتینͬ Z Z‐مدول .۵ . ٣ . ٢ مثال
صعودی زنجیرهای همه است، متناهͬ صحیح عدد ͷی علیه های مقسوم تعداد که مطلب این و Z

ͬ شوند. م ایستا Z در

‐R عنوان به
∏∞

i=۱M صورت این در باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ٣ . ٢ مثال
مدول نامتناهͬ تعداد مستقیم ضرب حاصل و مستقیم جمع کلͬ طور به نیست. نوتری چپ مدول

باشد. نوتری ͬ تواند نم چپ،

باشد. توابع معمولͬ جمع با R به R از پیوسته توابع تمام مجموعه M کنیم فرض .٣ . ٢ . ٧ مثال
ͬ دهیم م قرار r حقیقͬ عدد هر برای است. برداری R‐فضای ͷی M که است واضح

Nr = {f ∈M | f(x) = ۰, |x|≤ r}.

(چرا؟). آرتینͬ! نه و است نوتری نه برداری فضای این

ͬ کرد. م استفاده خود مقالات در افزایشͬ” زنجیر “شرط از نوتری جای به نوتر .٣ . ٢ . ٨ تذکر

ͬ کند. م راحتر ما برای را را نوتری متنوع مثال های ساختن که آورد خواهیم را قضیه های ادامه در

دنباله و چپ R‐مدول سه T و N ،M کنیم فرض .٣ . ٢ . ٩ قضیه

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰
باشند. نوتری N و M اگر تنها و اگر است نوتری T صورت این در باشد. کوتاه دقیق
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کنیم فرض .(⇐) اثبات.
M۱ ⊆M۲ ⊆M۳...

پس باشد. M زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی

f(M۱) ⊆ f(M۲) ⊆ f(M۳)...

که دارد وجود چنان n طبیعͬ عدد فرض طبق پس است. T زیرمدول های از صعودی زنحیر ͷی

f(Mn) = f(Mn+۱) = f(Mn+۲) = · · · .

کنیم فرض حال است. نوتری M یعنͬ .Mn =Mn+۱ = · · · پس است ͷبه ی ͷی f اما

N۱ ⊆ N۲ ⊆ N۳...

پس باشد. N زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی

g−۱(N۱) ⊆ g−۱(N۲) ⊆ g−۱(N۳)...

که دارد وجود چنان n طبیعͬ عدد فرض طبق پس است. T زیرمدول های از صعودی زنحیر ͷی

g−۱(Nn) = g−۱(Nn+۱) = g−۱(Mn+۲) = · · · .

است. نوتری N یعنͬ (چرا؟). Nn = Nn+۱ = · · · پس است پوشا g اما
کنیم فرض .(⇒)

T۱ ⊆ T۲ ⊆ T۳...

ͬ دهیم م قرار باشد. T زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی

Mi = f−۱(Ti), Ni = g(Ti), fi = f |Mi
, gi = g|Ti .

زنجیر و Niها توسط شده ساخته صعودی زنجیر که دارند وجود چنان m و n عدد فرض به توجه با
ͬ دهیم م قرار حال شد. خواهند mمتوقف و n مرحله از ترتیب به Miها توسط شده ساخته صعودی

داریم. را زیر جابجایی نمودار اکنون .k = max{m,n}

..
..۰ ..Mk ..Tk ..Nk ..۰

..۰ ..Mk+۱ ..Tk+۱ ..Nk+۱ ..۰

..

fk

.id .

gk

.i . id...
fk+۱

.
gk+۱

.

(چرا؟). Tk = TK+۱ بنابراین است. پوشا i ،١١ . ۵ . ١ لم طبق است، شمول همریختͬ i چون حال
است. نوتری T یعنͬ آخر. الͬ و Tk = Tk+۲ مشابه روش به

ͬ کند. م بیان قسمتͬ خارج مدول و مدول زیر با را بودن نوتری بین ارتباط زیر نتیجه
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M صورت این در باشد. M زیرمدول N و چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣ . ٢ . ١٠ نتیجه
باشد. نوتری M/N و N اگر تنها و اگر است نوتری

کوتاه دقیق دنباله به فقط اثبات برای اثبات.

....۰ ..N ..M ..M/N ..۰..i . π.

کنید. دقت ،٣ . ٢ . ٩ قضیه و

صورت این در باشند. چپ R‐مدول های از متناهͬ Mtتعداد ،... ،M۱ کنیم فرض .٣ . ٢ . ١١ نتیجه
باشد. نوتری Mi هر اگر تنها و اگر است نوتری

⊕t
i=۱Mi

کوتاه دقیق دنباله ،t روی استقرا به فقط اثبات برای اثبات.

....۰ ..M۱ ..M۱ ⊕M۲ ..M۲ ..۰..λ۱ . p۲.

کنید. دقت ،٣ . ٢ . ٩ قضیه و

ͬ کند. م ارائه نوتری مدول های برای دیͽر مشخصه سازی ͷی زیر قضیه

زیرمدول های از ناتهͬ خانواده هر اگر تنها و اگر است نوتری M چپ R‐مدول .٣ . ٢ . ١٢ قضیه
باشد. داشته (⊆ شمول، مرتب جزیی رابطه به (نسبت ماکسیمال عضو M

فرض خلف، برهان به باشد. M زیرمدول های از ناتهͬ خانواده ͷی A کنیم فرض .(⇐) اثبات.
ماکسیمال N۱ چون ͬ کنیم. م انتخاب A در را N۱ عنصر حال ندارد. ماکسیمال عضو A ͬ کنیم م
به پس ͬ کنیم. م تکرار را روند این .N۱ ⊊ N۲ که دارد وجود چنان A در N۲ عنصر پس نیست

است. M بودن نوتری با تناقض این ͬ شود. نم متوقف که ͬ یابیم م دست صعودی زنجیر
کنیم فرض .(⇒)

N۱ ⊆ N۲ ⊆ N۳...

است واضح .A = {Ni | i ∈ N} ͬ دهیم م قرار باشد. M زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی
هر برای که ͬ دهد م نشان این دارد. Nk مانند ماکسیمال عنصر فرض طبق پس است ناتهͬ A که

است. نوتری M یعنͬ .Nk = Ni باشیم داشته باید i ≥ k

قضیه ای اکنون بودن. صحیح هم باز نوتری صفت به آرتینͬ صفت در تغییر با بالا نتایج و قضیه ها
نیست. صحیح آرتینͬ برای و است صحیح نوتری مدول برای فقط که ͬ کنیم م بیان را

باشد. تولید متناهͬ M زیرمدول هر اگر تنها و اگر است نوتری M چپ R‐مدول .٣ . ٢ . ١٣ قضیه

قرار نیست. تولید متناهͬ که دارد N مانند زیرمدولͬ M کنیم فرض خلف، برهان به .(⇐) اثبات.
ͬ دهیم م

A = {K ≤M | است تولید متناهͬ K}.
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L مانند ماکسیمال عنصر دارای A ،٣ . ٢ . ١٢ قضیه طبق پس دارد. قرار A در ۰ که است واضح
متناهͬ تولید L′ = L + Rn زیرمدول n ∈ N \ L برای پس (چرا؟). L ⊊ N طرفͬ از است.

ͬ کند. م نقض A در را L بودن ماکسیمال L′ که است واضح .L′ ∈ A و است
کنیم فرض .(⇒)

N۱ ⊆ N۲ ⊆ N۳...

M زیرمدول ͷی N =
∪∞
i=۱Ni که است واضح باشد. M زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی

در باشند. N مولدهای xt ،... ،x۱ کنیم فرض است. متناهͬ تولید N فرض طبق (چرا؟). است
زنجیر نتیجه در (چرا؟). ͬ گیرند م قرار Nj در xiها تمام که دارد وجود چنان j اندیس صورت این

(چرا؟). شود متوقف باید بالا صعودی

اما ͬ کند. م نقض را آرتینͬ حالت برای ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه Z Z‐مدول که است واضح .١۴ . ٣ . ٢ تذکر
باید متناهͬ، تولید جای به که دید خواهید مدول نظریه درس در را آرتینͬ برای ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه مشابه

شود. جایͽزین متناهͬ هم‐تولید مفهوم

کنیم. تعریف حلقه ها برای را نوتری مفهوم که است آن وقت حال

باشد. نوتری (RR) RR مدول هرگاه است (راست) چپ نوتری R حلقه گوییم .١۵ . ٣ . ٢ تعریف
است. نوتری R گوییم آنگاه باشد راست هم و چپ نوتری هم R حلقه اگر

است. نوتری تقسیم حلقه هر .١۶ . ٣ . ٢ مثال

است. نوتری Zn مانند متناهͬ حلقه هر .٣ . ٢ . ١٧ مثال

هستند. نوتری که حالͬ در نیست آرتینͬ Z حلقه .٣ . ٢ . ١٨ مثال

حلقه .٣ . ٢ . ١٩ مثال
R =

(
Z Q
۰ Q

)
ببینید). را ٣ . ٢ . ٣٠ (تمرین نیست چپ نوتری که است راست نوتری حلقه ͷی

.٣ . ٢ . ٢٠ مثال
R =

(
Z ۰
Q Q

)
ببینید). را ٣ . ٢ . ٣٠ (تمرین نیست راست نوتری که است چپ نوتری حلقه ͷی

در نوتری مفهوم از نوعͬ به که بود هیلبرت شد، اشاره فصل ابتدای در که طور همان .٣ . ٢ . ٢١ تذکر
جای به هیلبرت حقیقت در کرد. استفاده ͬ داد، م انجام جابجایی حلقه های روی که خود کارهای

ببینید). را ٣ . ٢ . ١٣ (قضیه ͬ کرد م استفاده خود مقالات در متناهͬ” تولید ایده آل “هر از نوتری

ͬ شود. م ایده آل هایRمتوقف از صعودی زنجیر هر آنگاه باشد نوتری حلقه ͷیR اگر .٣ . ٢ . ٢٢ تذکر
لزومͬ شود متوقف R ایده آل های از صعودی زنجیر هر اگر اما است. چپ ایده آل ͷی ایده آل هر زیرا
مثال در شده معرفͬ حلقه مثال برای شود. متوقف Rهم چپ ایده آل های از صعودی زنجیر هر ندارد
ایده آل های از صعودی زنجیر هر پس است راست نوتری حلقه این چون بͽیرید. نظر در ٣ . ٢ . ١٩
نتیجه در و نیست چپ نوتری حلقه این اما است. راست ایده آل ͷی ایده آل هر زیرا ͬ شود. م متوقف

نیست. نوتری
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است. نوتری نوتری، حلقه ͷی روی مولد متناهͬ مدول ͷی که ͬ کند م مشخص زیر قضیه

مولد متناهͬ که M چپ R‐مدول هر اگر تنها و اگر است چپ نوتری R حلقه .٣ . ٢ . ٢٣ قضیه
باشد. نوتری است

‐R ،٢ . ١ . ٣٣ قضیه طبق بر باشد. تولید متناهͬ چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .(⇐) اثبات.
حال .M ∼=R F/K که دارند وجود چنان F از K مدول زیر و F متناهͬ تولید چپ آزاد مدول
طبق پس است چپ Rنوتری چون .F ∼=R

⊕t
i=۱R که داریم ٢ . ١ . ٢٩ نتیجه و ٢ . ٧ . ١ تمرین طبق

ͬ دهد م نشان این است. نوتری F/K ،٣ . ٢ . ١٠ نتیجه طبق اکنون است. نوتری F ،٣ . ٢ . ١١ نتیجه
است. نوتری M که

نوتری RR فرض طبق پس است. مولد متناهͬ چپ R‐مدول ͷی R که است واضح .(⇒)
است.

نیست! نوتری که دارد وجود آرتینͬ مدول کرده اید، مشاهد مثال ها در که طور همان .٢۴ . ٣ . ٢ تذکر
آرتینͬ حلقه هر یعنͬ نیست. صحیح یͺدار حلقه های برای مطلب این مشابه بدانید که است جالب اما
معرفͬ را کاهشͬ زنجیر شرط مفهوم آرتین ١٩٢٧ سال در وقتͬ واقع در است. چپ نوتری حتما چپ
مجددا نوتری برای ͬ کردند م ثابت آرتینͬ حلقه های برای که را مطلبی ریاضیدانان ١٩٣٩ سال تا کرد
مجزا مقاله دو در ͬͺلیویتس دیͽر و هاپͺینز نام های به جبردان دو ١٩٣٩ سال در اما ͬ کردند. م اثبات
ژاپنͬ ریاضیدان که کنیم اشاره باید چند هر است. چپ نوتری چپ، آرتینͬ حلقه هر که کردن ثابت
اثبات جابجایی حالت در را مشابه نتیجه ای مستقل صورت به سال ها همان حدود در ͬ زوکͬ ک آ یاسو

دید. خواهید حلقه نظریه درس در را جالب قضیه این اثبات بود. کرده

ͬ رسانیم. م پایان به است آمده دست به هیلبرت کارهای از که مهم بسیار قضیه با را بخش این
شͺل به قضیه این امروزی شͺل ͬ کند. م ساده نوتری حلقه های از مثال ارائه برای را کار قضیه این

است. زیر

صورت این در باشد. چپ نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض هیلبرت) پایه (قضیه .٢۵ . ٣ . ٢ قضیه
است. چپ نوتری R[x۱, ..., xn] حلقه

دادن قرار و n روی استقرا با کرده ایم. اثبات n = ۱ حالت برای را مطلب کنیم فرض اثبات.
n = ۱ برای فقط پس است. چپ نوتری R[x۱, ..., xn] = S[xn] آنگاه S = R[x۱, ..., xn−۱]
برای باشد. S از چپ ایده  آل ͷی I کنیم فرض .S = R[x] ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م اثبات را قضیه

ͬ دهیم م قرار n ∈ N ∪ {۰} هر

I(n) = {r ∈ R | باشد موجود I در rxn + rn−۱x
n−۱ + ...+ r۰ مانند {عضوی

ͬ کنیم. م رها تمرین عنوان به را زیر ادعای دو اثبات
است. R از چپ ایده آل ͷی I(n) اول: ادعای

.I(n) ⊆ I(n+ ۱) داریم همواره دوم: ادعای
حال

I(۰) ⊆ I(۱) ⊆ I(۲) ⊆ ...
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n ∈ N∪{۰} هر برای دوم، و اول ادعای طبق Rاست. در چپ ایده آل های از صعودی زنجیر ͷی

I۱(n) ⊆ I۲(n) ⊆ I۳(n) ⊆ ...

وجود چنان t طبیعͬ عدد فرض طبق پس است. R در چپ ایده آل های از صعودی زنجیر ͷی
هر برای ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه طبق است چپ نوتری R چون اما .I(t) = I(t + ۱) = ... که دارد
I(n) مولد مجموعه {rn۱, rn۲, ..., rnjn} کنیم فرض است. متناهͬ تولید I(n) ،n ∈ N∪{۰}

که دارد وجود I در fnj عنصر I(n) تعریف طبق باشد.

fnj = rnjx
n + · · · .

متناهͬ مجموعه ͬ دهیم م نشان حال

X = {fnj | ۱ ≤ n ≤ t, ۱ ≤ j ≤ jn}

k روی استقرا با باشد. k با برابر g(x) درجه و g(x) ∈ I کنیم فرض است. I برای مولد
توسط r که است واضح .g(x) = r آنگاه باشد k = ۰ اگر است. I مولد X ͬ کنیم م ثابت
از کمتر درجه از g(x) ∈ I اگر کنیم فرض حال ͬ شود. م تولید {r۰۱, r۰۲, ..., r۰j۰} ⊆ X

کنیم فرض ͬ کنیم. م اثبات k برای را حͺم استقرا). (فرض است g(x) مولد X آنگاه باشد k
ͬ دهد. م رخ حالت دو اکنون .g(x) = rxk + ...

پس .r ∈ I(k) داریم تعریف طبق .k ≤ t اول: حالت

r = s۱rk۱ + s۲rk۲ + ...+ sjkrkjk .

اما
fki = rkix

k + ... ∈ I ۱ ≤ i ≤ jk

پس

h(x) = g(x)−
jk∑
i=۱

fkj

g(x) نتیجه در ͬ شود. م تولید X با h(x) استقرا فرض طبق پس (چرا؟). است k از کمتر درجه از
ͬ شود. م تولید X توسط

پس .r ∈ I(k) = I(t) نتیجه در و I(t) = I(k) داریم .k > t دوم: حالت

r = s۱rt۱ + s۲rt۲ + ...+ sjtrtjt .

اما
fti = rtix

t + ... ∈ I ۱ ≤ i ≤ jt

پس

h(x) = g(x)− xk−t
jt∑
i=۱

ftj

g(x) نتیجه در ͬ شود. م تولید X با h(x) استقرا فرض طبق پس (چرا؟). است k از کمتر درجه از
نوتری SS مدول ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه طبق و است متناهͬ تولید S ایده آل هر پس ͬ شود. م Xتولید توسط

است. کامل اثبات و است

١۴٨



تمرین ها
نباشد. نوتری خودش اما باشد داشته نوتری زیرمدولͬ که بزنید مثال چنان مدولͬ .٢۶ . ٣ . ٢ تمرین
هر اگر نباشد. نوتری خودش اما باشد داشته نوتری قسمتͬ خارج مدول که بزنید مثال چنان مدولͬ

است؟ نوتری مدول خود آیا باشد نوتری مدول، ͷی از سره زیرمدول

IM = ۰ باشیم داشته R از I ایده آل برای که باشد چپ R‐مدول ͷی M اگر .٣ . ٢ . ٢٧ تمرین
چپ (R/I)‐مدول ͷیM اگر تنها و اگر است نوتری چپ MیRͷ‐مدول که دهید نشان آنگاه

باشد. نوتری

است؟ نوتری زمانͬ چه در نیمساده مدول ͷی .٣ . ٢ . ٢٨ تمرین

است. نوتری R آنگاه باشد اصلͬ ایده آل دامنه R اگر که دهید نشان .٣ . ٢ . ٢٩ تمرین

کنید. اثبات را ٣ . ٢ . ١٩ و ٣ . ٢ . ٢٠ مثال های ادعاهای .٣ . ٢ . ٣٠ تمرین

شود، تولید عنصر دو با چپ ایده آل هر که R نوتری حلقه ͷی در که دهید نشان .٣ . ٢ . ٣١ تمرین
است. چپ اصلͬ ایده آل R آنگاه است اصلͬ

کنید. اثبات را هیلبرت پایه قضیه اثبات متن در شده ظاهر ادعاهای .٣ . ٢ . ٣٢ تمرین

است. صحیح هیلبرت پایه قضیه عکس که دهید نشان .٣ . ٢ . ٣٣ تمرین

نیست. صحیح آرتینͬ حلقه برای هیلبرت پایه قضیه که دهید نشان .٣۴ . ٣ . ٢ تمرین

است؟ صحیح یͺدار غیر حلقه برای هیلبرت قضیه آیا .٣۵ . ٣ . ٢ تمرین
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مدول ͷی طول و ترکیبی سری ٣ . ٣
اصلͬ ایده ͬ کنیم. م ارائه آرتینͬ و نوتری مدول های برای دیͽر مشخصه سازی ͷی بخش این در
پایه با برداری F‐فضای ͷی V کنیم فرض ͬ گیریم. م وام برداری فضای از هم باز را جدید تعریف
زیر صورت به زنجیر ͷی صورت این در .Wi =< e۱, ..., ei > ͬ دهیم م قرار باشد. {e۱, ..., et

داریم
W۰ = ۰ ⊊ W۱ ⊊ W۲ ⊊ W۳ ⊊ ... ⊊ Wt = V.

‐F ͷی معادلا یا است یͺریخت F میدان با Wj+۱/Wj که ͬ دهد م نشان راست سر بررسͬ ͷی
ͬ دهد. م سوق زیر تعریف به را ما مطلب این است. ساده مدول

به و شروع ۰ با که زیر شͺل به زنجیری باشد. چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض .٣ . ٣ . ١ تعریف
گوییم M زیرمدول های از سره زنجیر ͬ شود م ختم M

M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M.

خارج Mj+۱/Mjعامل به همچنین گوییم. زنجیر طول خلاصه طور به یا سره زنجیر طول t عدد به
زنجیر به باشد، ساده Mj+۱/Mj قسمتͬ خارج مدول ،i هر برای اگر گوییم. سره زنجیر قسمت

گوییم. ترکیبی سری سره،

ͬ گیریم م نظر در را زیر سره زنجیر دو Z۱۲ Z‐مدول در .٣ . ٣ . ٢ مثال

M۰ = {۰̄} ⊊M۱ = {۰̄, ۶̄} ⊊M۲ = Z۱۲

N۰ = {۰̄} ⊊ N۱ = {۰̄, ۶̄} ⊊ N۲ = {۰̄, ۳̄, ۶̄, ۹̄} ⊊ N۳ = Z۱۲.

ͷی دوم سره زنجیر اما (چرا؟) نیست ساده M۲/M۱ چون نیست ترکیبی سری ͷی اول سره زنجیر
است. ترکیبی سری

داریم را زیر ترکیبی سری M ساده مدول در .٣ . ٣ . ٣ مثال

M۰ = ۰ ⊊M۱ =M.

که وقتͬ .۴ . ٣ . ٣ تذکر
M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M

ساده Mj+۱/Mj قسمتͬ خارج مدول چون آنگاه باشد M چپ R‐مدول برای ترکیبی سری ͷی
است. ماکسیمال Mj+۱ در Mj حقیقت در دهیم قرار Mj+۱ و Mj بین زیرمدولͬ ͬ توان نم است،
سری اگر پس است. M در ماکسیمال Mt−۱ و M مینیمال زیرمدول یا ساده M۱ که شود دقت

دهیم. افزایش را آن طول ͬ توانیم نم باشیم داشته ترکیبی

زیرمدول ͬͺی ،۴ . ٣ . ٣ تذکر ͷکم با زیرا ندارند. ترکیبی ∞Zpسری Z‐مدول هایZو .۵ . ٣ . ٣ مثال
ندارد. ماکسیمال زیرمدول دیͽری و ندارد ساده

ͬ کند. م معلوم را آرتینͬ و نوتری ترکیبی، سری ارتباط زیر قضیه
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باشد. آرتینͬ هم و نوتری هم M اگر تنها و اگر دارد ترکیبی Mسری چپ R‐مدول .۶ . ٣ . ٣ قضیه

کنیم فرض .(⇐) اثبات.

M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M

آرتینͬ پس هستند، ساده M۲/M۱ و M۱ چون باشد. M چپ R‐مدول برای ترکیبی سری ͷی
آرتینͬ M۲ حال است. (نوتری) آرتینͬ M۲ ،(٣ . ٢ . ١٠) ٣ . ١ . ٩ نتیجه طبق حال هستند. (نوتری)
(نوتری) آرتینͬ M۳ ،٣ . ١ . ٩ نتیجه از پس است، (نوتری) ‐ آرتینͬ ‐ ساده M۳/M۲ و (نوتری)

است. (نوتری) آرتینͬ Mt =M نتیجه در و ͬ دهیم م ادامه را روند این است.
دارد. M۱ مانند ساده، مینیمال، زیرمدول M ،٣ . ١ . ١١ قضیه طبق پس است آرتینͬ M چون .(⇒)

سره زنجیر پس
M۰ = ۰ ⊊M۱

M/M۱زیرمدول ،٣ . ١ . ١١ قضیه طبق پس است. آرتینͬ ،٣ . ١ . ٩ نتیجه M/M۱طبق حال داریم. را
سره زنجیر پس دارد. M۲/M۱ مانند ساده، مینیمال،

M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊M۲

که ͬ کند م ایجاب این کند. پیدا ادامه بی نهایت تا ͬ تواند نم بالا روند است نوتری M چون داریم. را
باشد. داشته ترکیبی سری M

کنید. توجه زیر مثال به

داریم را زیر ترکیبی سری دو Z۶ مدول در .٣ . ٣ . ٧ مثال

M۰ = {۰̄} ⊊M۱ = {۰̄, ۲̄} ⊊M۲ = Z۶

N۰ = {۰̄} ⊊ N۱ = {۰̄, ۲̄, ۳̄} ⊊ N۲ = Z۶.

این و است خاص بسیار ٢ عدد ندارد. دیͽری ترکیبی سری و است ٢ برابر ترکیبی سری دو هر طول
ͬ دهد. م سوق زیر تعریف سمت به را ما مثال

سری کوتاه ترین طول به باشد. داشته ترکیبی سری M چپ R‐مدول کنیم فرض .٣ . ٣ . ٨ تعریف
باشد، نداشته ترکیبی سری M اگر ͬ دهیم. م نشان l(M) با و گوییم M مدول طول ،M ترکیبی

ͬ کنیم. م تعریف بی نهایت را M طول

داریم. را زیر قضیه اکنون

زیرمدول صورت این در باشد. m متناهͬ طول دارای M چپ R‐مدول کنیم فرض .٣ . ٣ . ٩ قضیه
دارد. n < m متناهͬ طول M از N سره

کنیم فرض اثبات.
M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M
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.Mi−۱ ∩N ⊆Mi ∩N داریم که است واضح باشد. M چپ R‐مدول برای ترکیبی سری ͷی
مدولͬ (Mi ∩ N)/(Mi−۱ ∩ N) که داد خواهیم نشان .Mi−۱ ∩ N ⊊ Mi ∩ N کنیم فرض

ͬ دهیم م قرار است. ساده

f :Mi ∩N −→Mi/Mi−۱, f(x) = x+Mi−۱.

(چرا؟). است پوشا f است، Mi/Mi−۱ساده چون و است ناصفر همریختͬ ͷی f که است واضح
اما

Ker(f) =Mi−۱ ∩Mi ∩N =Mi−۱ ∩N.

داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق پس

(Mi ∩N)/(Mi−۱ ∩N) ∼= Mi/Mi−۱.

به ناصفر زیرمدول  tتا میان از اگر اکنون است. ساده مدولͬ (Mi ∩ N)/(Mi−۱ ∩ N) بنابراین
طبق ͬ آید. م دست به N برای ترکیبی سری ͷی کنیم حذف را تکراری ها ،N از Mi ∩ N صورت
N از زیرمدول t آن آنگاه باشد l(N) = l(M) اگر باشد. l(N) ≤ l(M) باید طول، تعریف
و دارد قرار N در صفر مدول چون حال .Mi−۱ ∩N ⊊Mi ∩N باید عبارتͬ به نیستند. تکراری
Mj ⊊ N که دارد وجود چنان j مانند اندیس بزرگترین که کنیم فرض ͬ توانیم م ،M =Mt ̸⊆ N
دو پس است. Mj+۱/Mj ساده مدول از زیرمدولͬ (Mj+۱ ∩ N)/Mj اما .Mj+۱ ̸⊆ N و

ͬ دهد. م رخ زیر حالت
انتخاب با آشͺار تناقض این .Mj+۱ ⊆ N که این یعنͬ این .Mj+۱ ∩N = Mj+۱ اول: حالت

است. j از ما
Mi−۱∩N ⊊Mi∩N با این .Mj+۱∩N =Mj ∩N پس .Mj+۱∩N =Mj دوم: حالت

است. تناقض در
.l(N) < l(M) بنابراین

ͬ رسانیم. م پایان به زیر مهم قضیه با را بخش این

l(M) = n متناهͬ طول با چپ R‐مدول ͷی M کنیم فرض (جردن‐هلدر) .٣ . ٣ . ١٠ قضیه
از سره زنجیر هر و است n عدد برابر M برای ترکیبی سری دو هر طول صورت این در باشد.

کرد. تبدیل ترکیبی سری ͷی به ͬ توان م را M زیرمدول های

کنیم فرض اثبات.
M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M

داریم ،٣ . ٣ . ٩ قضیه طبق باشد. M چپ R‐مدول برای سره زنجیر ͷی

۰ ⊊ l(M۱) < l(M۲) < ... < l(Mt) = l(M) = n.

اگر حال .t ≤ n باید هستند، مثبت صحیح عدد l(Mi)ها چون

N۰ = ۰ ⊊ N۱ ⊊ ... ⊊ Nt =M
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نتیجه در .n ≤ t باید طول، تعریف طبق آنگاه باشد M چپ R‐مدول برای ترکیبی سری ͷی
.n = t

کنیم فرض دوم، قسمت اثبات برای

M۰ = ۰ ⊊M۱ ⊊ ... ⊊Mt =M (∗)

ͷی بالا سری آنگاه باشد ساده Mj+۱/Mj هر اگر باشد. M چپ R‐مدول برای سره زنجیر ͷی
Mj+۱ و Mj بین آنگاه نباشد ساده Mj+۱/Mj اگر نداریم. اثبات برای چیزی و است ترکیبی سری
یعنͬ آید. دست به ساده قسمتͬ خارج مدول عوامل با سره زنجیر ͷی تا ͬ کنیم م اضافه زیرمدول هایی

صورت به سره ایی زنجیر

Nj۱ =Mj ⊊ Nj۲ ⊊ ... ⊊ Nkj =Mj+۱ (∗∗)

در (∗) در را (∗∗) حال ساخت؟). Njiهایی چنین ͬ توان م (چͽونه است ساده Nji+۱/Nji هر که
که برسیم سره ایی زنجیر به تا ͬ کنیم م تکرار را بالا عملیات قدر آن ͬ کنیم. م جایͽزین مناسب جای
است متناهͬ طول چون که شود دقت ترکیبی. سری ͷی یعنͬ باشند، ساده آن قسمتͬ خارج عوامل

شود. متوقف است مجبور روند این است، یͺسان عددی ترکیبی سری دو هر طول و

تمرین ها
برای ترکیبی سری ͷی باشند. ساده چپ R‐مدول های ،Mk ،... ،M۱ کنیم فرض .٣ . ٣ . ١١ تمرین

بنویسید.
⊕k

i=۱Mi

ندارد. ترکیبی سری ساده، مدول نامتناهͬ مستقیم جمع دهید نشان .٣ . ٣ . ١٢ تمرین

نشان .M (k) ∼=R N (t) که باشند ساده چپ R‐مدول دو N و M کنیم فرض .٣ . ٣ . ١٣ تمرین
.M ∼= N و k = t که دهید

که دهید نشان آنگاه باشد M چپ R‐مدول از زیرمدولͬ N اگر .١۴ . ٣ . ٣ تمرین

l(M) = l(N) + l(M/N).

که دهید نشان آنگاه باشند متناهͬ طول با M۲ و M۱ اگر .١۵ . ٣ . ٣ تمرین

l(M۱ ⊕M۲) = l(m۱) + l(M۲).

دهید. گسترش متناهͬ تعداد برای را مسئله حͺم
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اصلͬ ایده آل دامنه روی متناهͬ تولید مدول های ۴ . ٣
آبلͬ گروه های برای معروفͬ بسیار قضیه طرفͬ از است. Z‐مدول ͷی آبلͬ گروه هر که ͬ دانیم م
یادآوری، جهت است. معروف متناهͬ تولید آبلͬ گروه های اساسͬ قضیه به که داریم متناهͬ تولید
به (Z‐مدول) متناهͬ تولید آبلͬ گروه هر که ͬ گوید م متناهͬ تولید آبلͬ گروه های اساسͬ قضیه

صورت
Z(k) ⊕ Zm۱ ⊕ ...⊕ Zmt

در با هستند. متمایز) لزوما (نه اول اعداد از توانͬ miها و نامنفͬ صحیح عدد ͷی k که است
مطلب این است، خاص بسیار نوتری) (حلقه اصلͬ ایده آل دامنه ͷی Z که مطلب این گرفتن نظر
گروه های اساسͬ قضیه با مشابه ساختاری قضیه ͬ توان م آیا که است کننده وسوسه جبردانان برای
کرد؟ بیان R مانند نوتری حلقه ͷی روی M مانند متناهͬ تولید مدول های برای متناهͬ تولید آبلͬ
اشاره باید ͬ دهیم. م باشد اصلͬ ایده آل دامنه R حلقه که وقتͬ را پرسش این جواب بخش این در
است ناجابجایی اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R که زمانͬ برای بخش این ساختاری قضیه مشابه که کنیم
چنین از مثال ارائه است. ناجابجایی ولͬ است اصلͬ راست و چپ از است، دامنه که حلقه ای (یعنͬ
حیطه از که دارد وجود نیز دارد)، حلقه ها زمینه در بیشتری معلومات به نیاز و نیست ساده حلقه های

است. خارج درس این
از پایه دو هر باشد جابجایی R حلقه وقتͬ ،٢ . ٢ . ٢ . ١١ نتیجه طبق که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا در
صادر را تعریف ͷی مجوز ما برای مطلب این هستند. یͺسان اصلͬ عدد دارای آزاد R‐مدول ͷی

ͬ کند. م

عدد به آنگاه باشد آزاد M R‐مدول اگر باشد. جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .١ . ۴ . ٣ تعریف
ͬ دهیم. م نشان r(M) با و گوییم M مدول مرتبه پایه مجموعه اصلͬ

کنیم. بیان ͬ توانیم م را خود قضیه اولین اکنون

R اصلͬ ایده آل دامنه روی n‐مولد با متناهͬ تولید آزاد مدول ͷی F کنیم فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه
m ≤ n با مولد مجموعه ͷی که است آزاد R‐مدول ͷی نیز N صورت این در .N ≤ F و باشد

.r(N) ≤ r(F ) و دارد عضو

است. نوتری M ،٣ . ٢ . ٢٣ قضیه طبق است. آزاد R‐مدول ͷی N ،٢ . ٧ . ١٨ تمرین طبق اثبات.
Nتعداد Mو از پایه هر ،٢ . ٧ . ١ تمرین طبق حال است. متناهͬ Nتولید ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه از بنابراین
اگر .l = r(N) ≤ n که ͬ دهیم م نشان استقرا با r(F ) = k کنیم فرض حال دارد. عضو متناهͬ
نداریم. اثبات برای چیزی حالت این در تهͬ. مجموعه روی پایه با است F = ۰ آنگاه باشد n = ۰
در K زیرمدول پس است N ≤ F چون .F ∼= R(n) ،٢ . ١ . ٢٩ نتیجه طبق .n > ۰ کنیم فرض

ͬ گیریم م نظر در را زیر همریختͬ حال .r(K) = l و N ∼= K که دارد وجود چنان R(n)

p۱ : K −→ R, p۱((x۱, ..., xn)) = x۱.

پس است. تمام کار استقرا فرض طبق اکنون .K = ker(p۱) ⊆ R(n−۱) آنگاه p۱ = ۰ اگر
.x ∈ R که Im(p۱) = Rx نتیجه در است R ایده آل ͷی Im(p۱) پس .p۱ ̸= ۰ کنیم فرض
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حال است؟). پذیر امͺان چیزی چنین (چرا p۱(k) = x که کنیم انتخاب چنان k ∈ K ͬ توانیم م
ͬ کنیم م ادعا

K = Rk ⊕Ker(p۱).

.p۱(y − rk) = rx− rx = ۰ داریم پس .r ∈ R که p۱(y) = rx پس .y ∈ K کنیم فرض
پس

y = rk + (y − rk) ∈ Rk +Ker(p۱).

پس است، ناصفر x و دامنه R چون .۰ = p۱(sk) = sx آنگاه sk ∈ Rk ∩ Ker(p۱) اگر
طرفͬ از (چرا؟). است دامنه ͷیR زیرا ،R ∼= Rk حال ͬ شود. م اثبات ما ادعای بنابراین .s = ۰

Ker(p۱) = {(۰, x۲, ..., xn) | xi ∈ R.

حداکثر آن پایه و است Ker(p۱)آزاد استقرا فرض از (چرا؟). ͬ نشیند R(n−۱م Ker(p۱)در پس
بنابراین دارد. عضو n− ۱

K = Rk ⊕Ker(p۱) ∼= R(t) ⊕R

r(N) = r(K) = l = نتیجه در .t + ۱ ≤ n که K ∼= R(t+۱) بنابراین .t ≤ n − ۱ که
است. کامل اثبات .t+ ۱ ≤ n

کردن عاد مفهوم آن در و است یͺتا تجزیه دامنه ͷی اصلͬ ایده آل دامنه هر که ͬ کنیم م یادآوری
برقرار دترمینان مفهوم جابجایی حلقه ͷی روی که کنیم یادآوری باید همچنین است. تعریف قابل
حلقه به ͬ توان م را بودنند برقرار میدان ͷی روی که خطͬ جبر مفاهیم از بسیاری بنابراین است.
حلقه از درایه های با B و A مانند m × n ماتریس دو که ͬ کنیم م یادآوری داد. گسترش جابجایی
مانند m×m وارونپذیر و Q مانند n× n وارونپذیر ماتریس های هرگاه هستند ارز هم R جابجایی

ͬ پذیریم. م اثبات بدون را زیر لم حال .B = PAQ که باشند موجود R از درایه هایی با P

.R از داریه های با m× n ماتریس ͷی A و باشد اصلͬ ایده آل دامنه ͷی R کنیم فرض .٣ . ۴ . ٣ لم
قطری ماتریس با A آنگاه

a۱
a۲

. . .
at

۰
. . .

۰


ماتریس پایای عوامل aiها (به ai|ai+۱ داریم ۱ ≤ i ≤ i−۱ هر برای و ai ̸= ۰ که است ارز هم

گوییم). A

داریم. را زیر مهم قضیه اکنون
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این در باشد. R اصلͬ ایده آل دامنه روی مولد متناهͬ مدول ͷی M کنیم فرض .۴ . ۴ . ٣ قضیه
صورت

M ∼= R(k) ⊕ (R/Ra۱)⊕ ...⊕ (R/Ral)

داریم ۱ ≤ i ≤ i − ۱ هر برای علاوه به و هستند یͺال غیر و ناصفر aiها ،l ∈ N ∪ {۰} که
.ai|ai+۱

M ∼=R که دارد وجود چنان R(n) از K زیرمدول ،٢ . ١ . ٢٩ نتیجه و ٢ . ١ . ٣٣ قضیه طبق بر اثبات.
و K بین یͺریختͬ f کنیم فرض .m ≤ n که K ∼= R(m) ،٢ . ۴ . ٣ قضیه از استفاده با .R(n)/K

داریم ،K ⊆ R(n) چون باشد. R(m) برای پایه {x۱, ..., xm} و کند تامین را R(m)

f(x۱) =


a۱۱
a۲۱

...
an۱

 ∈ R(n), f(x۲) =


a۱۲
a۲۲

...
an۲

 ∈ R(n), ..., f(xm) =


a۱m
a۲m

...
anm

 ∈ R(n)

ماتریس ͷی A که شود دقت .K = f(R(m)) = AR(m) پس .A = (aij) ͬ دهیم م قرار حال
مناسب اندازه های از Q و P ماتریس های ،٣ . ۴ . ٣ لم طبق حال است. R از درایه هایی با n ×m

که دارند وجود

PAQ =



a۱
a۲

. . .
at

۰
. . .

۰


نتیجه در .ai|ai+۱ داریم ۱ ≤ i ≤ i− ۱ هر برای و ai ̸= ۰ و

M ∼= R(n)/K = R(n)/f(R(m)) = R(n)/AR(m) ∼= R(n)/PAQR(m).

اما

PAQR(m) =



a۱
a۲

. . .
at

۰
. . .

۰





R
R
R
...
R
R
R


= Ra۱ ⊕Ra۲ ⊕ ...⊕Rat
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داریم n ≥ t چون حال

R(n)

PAQR(m)
=

R⊕R⊕ ...⊕R

Ra۱ ⊕Ra۲ ⊕ ...⊕Rat
∼=

R

Ra۱
⊕ R

Ra۲
...⊕ R

Rat
⊕R(n−t).

یͺسری است ممͺن پس باشند، یͺال aiها از بعضͬ است ممͺن طرفͬ از .k = n− t ͬ دهیم م قرار
که دارد وجود l ≤ t عدد نتیجه در (چرا؟). شوند صفر با برابر R/Raiها از

M ∼= R(k) ⊕ (R/Ra۱)⊕ ...⊕ (R/Ral)

تمام اثبات .ai|ai+۱ داریم ۱ ≤ i ≤ i− ۱ هر برای علاوه به و هستند یͺال غیر و ناصفر aiها و
است.

آورد. خواهیم تعریف چند ادامه در

تابدار را M از x عنصر باشد. R صحیح دامنه روی مدول ͷی M کنیم فرض .۵ . ۴ . ٣ تعریف
.rx = ۰ که باشد موجود r ∈ R ناصفر عنصر هرگاه گوییم

.۲(۲̄,۰) = (۰̄,۰) زیرا است. تابدار (۲̄,۰) عنصر Z۴ ⊕ Z Z‐مدول در .۶ . ۴ . ٣ مثال

! بی تاب را M از x عنصر باشد. R صحیح دامنه روی مدول ͷی M کنیم فرض .٧ . ۴ . ٣ تعریف
.r = ۰ شود نتیجه r ∈ R که rx = ۰ هرگاه گوییم تاب) از خالͬ یا ! (بدون تاب

r(۲,۰) = (۰,۰) اگر زیرا است. بی تاب (۲,۰) عنصر Z ⊕ Z Z‐مدول در .٨ . ۴ . ٣ مثال
.r = ۰ آنگاه

دارای x مانند تابدار عنصر ͷی که یافت خواهیم در کنیم دقت تابدار عنصر تعریف به اگر
کنید. دقت زیر لم به اکنون است. ناصفر پوچساز

ͬ دهیم م قرار باشد. R‐مدول ͷی M و صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .٩ . ۴ . ٣ لم

T (M) = {m ∈M | Ann(m) ̸= ۰}.

نیز M از زیرمدولͬ علاوه به و است M از تابدار عنصرهای همه مجموعه T (M) صورت این در
ͬ باشد. م

ببینید. را ١۶ . ۴ . ١ تمرین اثبات.

است Mتابدار گوییم باشد. MیRͷ‐مدول و صحیح دامنه ͷیR کنیم فرض .١٠ . ۴ . ٣ تعریف
بی تاب را صفر (مدول باشد T (M) = ۰ هرگاه است ! بی تاب M گوییم و T (M) =M هرگاه

ͬ آوریم). م حساب به

Z‐مدول است. تابدار Z۶ ⊕ Z۲ Z‐مدول است. بی تاب Z ⊕ Z Z‐مدول .١١ . ۴ . ٣ مثال
تابدار. نه و است بی تاب نه Z۴ ⊕ Z
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داریم. را زیر نتیجه اکنون

این در باشد. R اصلͬ ایده آل دامنه روی مولد متناهͬ مدول ͷی M کنیم فرض .١٢ . ۴ . ٣ نتیجه
است. آزاد R‐مدول ͷی F که M = F ⊕ T (M) صورت

ببینید. را ١٧ . ۴ . ٣ تمرین اثبات.

راستͬ سر ولͬ طولانͬ نسبتا اثبات زیر قضیه ͬ رسانیم. م پایان به زیر قضیه با را بخش این اکنون
این ͬ کنیم. م نظر صرف قضیه این اثبات از ͬ شود. م استفاده آن اثبات در ١٢ . ۴ . ٣ نتیجه از که دارد

ͬ دهد. م دست به ۴ . ۴ . ٣ قضیه در را تجزیه یͺتایی قضیه

همچنین باشد. R اصلͬ ایده آل دامنه روی مولد متناهͬ مدول ͷی M کنیم فرض .١٣ . ۴ . ٣ قضیه
کنیم فرض

M ∼= R(k) ⊕ (R/Ra۱)⊕ ...⊕ (R/Ral)

داریم ۱ ≤ i ≤ i − ۱ هر برای علاوه به و هستند یͺال غیر و ناصفر aiها ،l ∈ N ∪ {۰} که
اگر .ai|ai+۱

M ∼= R(k′) ⊕ (R/Rb۱)⊕ ...⊕ (R/Rbs)

داشته ۱ ≤ i ≤ i − ۱ هر برای علاوه به و هستند یͺال غیر و ناصفر biها ،s ∈ N ∪ {۰} که
.Rai = Rbi داریم i هر برای و s = l ،k = k′ آنگاه bi|bi+۱ باشیم

خواننده! عهده بر اثبات.

تمرین ها
۲x = در و شده تولید {x, y} مجموعه توسط که M مولد متناهͬ Z‐مدول .١۴ . ۴ . ٣ تمرین

کنید. شناسایی را ͬ کند م صدق ۰ = ۳y
در و شده تولید {x, y, z} مجموعه توسط که M مولد متناهͬ Z‐مدول .١۵ . ۴ . ٣ تمرین

۵x+ ۹y + ۵z = ۰
۲x+ ۴y + ۲z = ۰
x+ y − ۳z = ۰

کنید. شناسایی را ͬ کند م صدق

که دهید نشان باشد. R‐مدول ͷی M و صحیح دامنه ͷی R کنیم فرض .١۶ . ۴ . ٣ تمرین
است. بی تاب M/T (M)

کنید. اثبات را ١٢ . ۴ . ٣ نتیجه .١٧ . ۴ . ٣ تمرین

بی تاب بی تاب، مدول های مستقیم ضرب حاصل و زیرمدول ها همه که دهید نشان .١٨ . ۴ . ٣ تمرین
است.
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چهارم فصل مباحث کل از شده حل تمرین های ۵ . ٣

همریختͬ ͷی f :M −→M اگر باشد. آرتینͬ چپ MیRͷ‐مدول کنیم فرض .١ . ۵ . ٣ تمرین
است. پوشا f آنگاه باشد ͷبه ی ͷی

ͬ گیریم م نظر در زیر شͺل به را M زیرمدول های از نزولͬ زنجیر حل.

Im(f) ⊇ Im(f۲) ⊇ Im(f۳) ⊇ · · · .

.x ∈M کنیم فرض اکنون .Im(fk) = Im(fk+۱) که دارد وجود چنان k طبیعͬ عدد فرض طبق

.fk+۱(x) = fk(y) که دارد وجود چنان y ∈ M پس .fk+۱(x) ∈ Im(fk) که است واضح
پس (چرا؟). است ͷبه ی ͷی نیز fk پس است ͷبه ی ͷی f اما .fk(f(x) − y) = ۰ نتیجه در
M = پس Im(f) ⊆ M چون .M ⊆ Im(f) یعنͬ .x ∈ Im(f) بنابراین و f(x) = y

است. حل مسئله و Im(f)

نشان باشد. آرتینͬ مولد متناهͬ R‐مدول ͷی M و جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢ . ۵ . ٣ تمرین
است. آرتینͬ R/AnnR(M) حلقه که دهید

ͬ کنیم م تعریف باشد. M برای مولد مجموعه {x۱, ..., xt} کنیم فرض حل.

f : R −→
t⊕

i=۱
M, f(r) = (rx۱, rx۲, ..., rxt).

راست سر محاسبه ͷی همچنین (چرا؟). است خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی f که است واضح
داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه یͺریختͬ، اول قضیه طبق حال .Ker(f) = AnnR(M) که ͬ دهد م نشان
آرتینͬ

⊕t
i=۱M ،٣ . ١ . ١٠ نتیجه طبق پس است آرتینͬ M چون .R/AnnR(M) ∼= Im(f)

ͷی R/AnnR(M) باید پس است. آرتینͬ R‐مدول ͷی Im(f) ،٣ . ١ . ٩ نتیجه از حال است.
‐(R/AnnR(M)) عنوان به R/AnnR(M) که ͬ دهد م نتیجه این باشد. آرتینͬ چپ R‐مدول
کار و ͬ آید م دست به مسئله حͺم راحتͬ به است جابجایی R چون (چرا؟). است آرتینͬ چپ مدول

است. تمام

پوچتوان سره ایده آل هر R آرتینͬ و اصلͬ ایده آل جابجایی حلقه در که دهید نشان .٣ . ۵ . ٣ تمرین
است.

است پوچتوان M دهیم نشان است کافͬ باشد. R ماکسیمال ایده آل تنها M کنیم فرض حل.
نزولͬ زنجیر .x ∈ R که M = Rx فرض طبق (چرا؟).

M ⊇ M۲ ⊇ M۳ ⊇ ...

R چون .Mk = Mk+۱ که دارد وجود چنان k طبیعͬ عدد فرض طبق ͬ گیریم. م نظر در را
دارد وجود Rچنان در r عنصر بنابراین .Rxk = M = Mk+۱ = Rxk+۱ داریم است جابجایی
xk = ۰ پس (چرا؟). است یͺال ۱− rx اما .xk(۱− rx) = ۰ نتیجه در و xk = rxk+۱ که

است. تمام اثبات و
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است. ماکسیمال ایده آل اول ایده آل هر که دهید نشان جابجایی آرتینͬ حلقه هر در .۴ . ۵ . ٣ تمرین

آرتینͬ چپ R/PیRͷ‐مدول ،٣ . ١ . ٩ نتیجه طبق Rاست. از اول ایده آل ͷی P کنیم فرض حل.
ͷی R/P یعنͬ است، آرتینͬ R/P)‐مدول ) ͷی R/P نتیجه در است جابجایی R چون است.
است. میدان R/P ،٢۵ . ٣ . ١ تمرین طبق پس است صحیح دامنه ͷی R/P اما است. آرتینͬ حلقه

است. ماکسیمال ایده آل P بنابراین

است. متناهͬ ماکسیمال ایده آل های تعداد که دهید نشان جابجایی آرتینͬ حلقه هر در .۵ . ۵ . ٣ تمرین

ͬ دهیم م قرار حل.

A = {I ≤ R | است ماکسیمال ایده آل متناهͬ تعداد اشتراک I}.

طبق نتیجه در (چرا؟). باشد ناتهͬ A باید پس دارد ماکسیمال ایده آل R حلقه ،۴١ . ٢ . ٠ نتیجه طبق
Miها که J = M۱ ∩M۲ ∩ ...∩Mt و است J مانند مینیمال عنصر دارای A ،٣ . ١ . ١١ قضیه
صورت این در باشد. دلخواه ماکسیمال ایده آل ͷیM کنیم فرض حال هستند. ماکسیمال ایده آل های
.M∩M۱∩M۲∩...∩Mt = J باید بودن مینیمال طبق و M∩M۱∩M۲∩...∩Mt ⊆ J
چنان k اندیس ͬ باشد، م نیز اول ایده آل ͷی ماکسیمال ایده آل هر چون حال .J ⊆ M نتیجه در
R حلقه پس .Mk = M پس است ماکسیمال ایده آل M چون .Mk ⊆ M که دارد وجود

است. شده حل مسئله و باشد داشته ماکسیمال ایده آل t ͬ تواند م حداکثر

پوچتوان I چپ ایده آل عنصر هر اگر باشد. چپ آرتینͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۶ . ۵ . ٣ تمرین
است. پوچتوان ایده آل ͷی I که دهید نشان آنگاه باشد

قرار .Ik ̸= ۰ داریم k ∈ N هر برای پس نباشد. پوچتوان I کنیم فرض خلف، برهان به حل.
ͬ دهیم م

A = {I, I۲, I۳, ...}.

از توانͬ هیچ چون دارد. Im مانند مینیمال عضو A ،٣ . ١ . ١١ قضیه طبق است چپ آرتینͬ R چون
مانند دیͽر خانواده ای اکنون .Im = I۲m که ͬ شود م نتیجه است، مینیمال Im و نیست صفر I

B = {J ≤ R | ImJ ̸= ۰}

مینیمال عضو B ،٣ . ١ . ١١ قضیه طبق است. ناتهͬ B پس Im ∈ B چون ͬ گیریم. م نظر در
اما .Imx ̸= ۰ که دارد وجود چنان x ∈ L مانند عنصری پس .ImL ̸= ۰ که دارد L مانند
است چپ ایده آل ͷی Imx که است واضح .Imx ∈ B نتیجه در و Im(Imx) = Imx ̸= ۰
که باشد y ∈ Im باید پس .Imx = L باید بودن مینیمال طبق نتیجه در (چرا؟). Imx ⊆ L و
هر برای استقرایی روند با .y۲x = x که داریم چپ سمت از y در طرفین ضرب با اما .yx = x

تناقض این و x = ۰ نتیجه در و است پوچتوان y ∈ I فرض طبق اما .yix = x داریم i ∈ N
است.

پوچتوان ایده آل های مجموع صورت این در باشد. چپ نوتری حلقه R کنیم فرض .٧ . ۵ . ٣ تمرین
است. پوچتوان ایده آل ͷی R
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.I =
∑

α∈Λ Jα ͬ دهیم م قرار و باشد پوچتوان ایده آل های خانواده {Jα}α∈Λ کنیم فرض حل.
ایده آل متناهͬ تعداد پس است. متناهͬ تولید I ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه طبق پس است چپ نوتری R چون
که دارند وجود چنان ki طبیعͬ اعداد فرض طبق .I =

∑t
i=۱ Jαi

که دارند وجود Jαt ،... ،Jα۱
.Ik = ۰ که ببینیم ͬ توانیم م راست سر محاسبه ͷی با .k =

∑t
i=۱ ki ͬ دهیم م قرار .Jkiαi

= ۰

ایده آل که دهید نشان .۰ ̸= x ∈ R و باشد چپ نوتری و دامنه ͷی R کنیم فرض .٨ . ۵ . ٣ تمرین
دارد. نابدیهͬ اشتراک R ناصفر چپ ایده آل های همه با Rx چپ

قرار .I ∩ Rx = ۰ که باشد موجود I ناصفر چپ ایده آل کنیم فرض خلف، برهان به حل.
کنیم فرض حال است. مستقیم جمع ͷی جمع، این ͬ دهیم م نشان .J =

∑∞
n=۱ Ix

n ͬ دهیم م
پس .y ∈ Ixt ∩

∑∞
t ̸=n=۱ Ix

n

axt = y = b۱x+ b۲x
۲ + ...+ bt−۱x

t−۱ + bt+۱x
t+۱ + ...+ bmx

m

نتیجه در .bk ∈ I همچنین و a ∈ I که

(axt−۱ − b۱ − b۲x− ...− bt−۱x
t−۲ − bt+۱x

t − ...− bmx
m−۱)x = ۰.

باید پس دامنه R و است ناصفر x چون

axt−۱ − b۱ − b۲x− ...− bt−۱x
t−۲ − bt+۱x

t − ...− bmx
m−۱ = ۰.

یعنͬ
axt−۱ − b۲x− ...− bt−۱x

t−۲ − bt+۱x
t − ...− bmx

m−۱ = b۱.

نتیجه در باشد. b۱ = ۰ باید پس دارد. قرار I در راست سمت و Rx در آخر تساوی چپ سمت

(axt−۲ − b۲ − ...− bt−۱x
t−۳ − bt+۱x

t−۱ − ...− bmx
m−۲)x۲ = ۰.

باید و x۲ ̸= ۰ پس دامنه R و است ناصفر x چون

axt−۲ − b۲ − ...− bt−۱x
t−۳ − bt+۱x

t−۱ − ...− bmx
m−۲ = ۰.

یعنͬ

axt−۲ − b۳x− ...− bt−۱x
t−۳ − bt+۱x

t−۱ − ...− bmx
m−۲ = b۲.

تکرار با باشد. b۲ = ۰ باید پس دارد. قرار I در راست سمت و Rx در آخر تساوی چپ سمت
مستقیم جمع ͷی جمع، بنابراین .y = ۰ نتیجه در و ͬ آید م دست به a = ۰ بالا، استقرایی روند

(چرا؟). ͬ کند م نقض را R بودن چپ نوتری J =
⊕∞

n=۱ Ix
n وجود اما است.

ab = ۱ باشیم Rداشته در b و a عنصر دو برای اگر باشد. چپ Rنوتری کنیم فرض .٩ . ۵ . ٣ تمرین
.ba = ۱ که دهید نشان آنگاه
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ͬ دهیم م قرار ،j و i طبیعͬ عدد هر برای .ba ̸= ۱ کنیم فرض خلف، برهان به حل.

xij = bi−۱aj−۱ − biaj.

ͷی با (چرا؟). xij ̸= xsl داریم j ̸= l و i ̸= s هر برای و (چرا؟) xij ̸= ۰ که است واضح
مانند خودتوان عنصر بی نهایت بنابراین .x۲ii = xii که داریم i طبیعͬ عدد هر برای ساده محاسبه
داریم n و m متمایز طبیعͬ عدد دو هر برای که دید ͬ توان م راحتͬ به دارد. وجود R در ei = xii
است. مستقیم جمع جمع، این که ͬ دهیم م نشان .J =

∑∞
i=۱Rei ͬ دهیم م قرار .emen = ۰

که دارند وجود R در siها همچنین و r ∈ R پس .y ∈ Ren ∩
∑∞

n ̸=i=۱Rei کنیم فرض

ren = y = s۱e۱ + ...+ sn−۱en−۱ + sn+۱en+۱ + ...+ skek.

نشان این .re۲n = ren = y = ۰ داریم و ͬ کنیم م ضرب en در راست سمت از را تساوی طرفین دو
(چرا؟). ͬ کند م نقض را بودن چپ نوتری J وجود اما است. مستقیم جمع ͷی جمع، که ͬ دهد م

که باشیم داشته M چپ R‐مدول از N ناصفر زیرمدول هر ازای به کنیم فرض .١٠ . ۵ . ٣ تمرین
برای مشابه حͺم آیا است. نوتری M که دهید نشان است. نوتری چپ R‐مدول عنوان به M/N

است؟ صحیح آرتینͬ

مانند ناایستا صعودی زنجیر پس نباشد. نوتری M کنیم فرض حل.

N۱ ⊊ N۲ ⊊ ...

زنجیر حال باشد. ناصفر N۱ کنیم فرض کلیت از شدن کم بدون دارد. وجود M زیرمدول های از

۰ = N۱/N۱ ⊊ N۲/N۱ ⊊ N۳/N۱ ⊊ ...

است. M/N۱ بودن نوتری با تناقض این ͬ شود. نم متوقف M/N۱ زیرمدول های از
نیست. آرتینͬ Z Z‐مدول که ͬ دانیم م زیرا نیست. صحیح آرتینͬ برای مشابه حͺم دوم، قسمت برای
نتیجه در و (چرا؟) متناهͬ Z/N داریم Z Z‐مدول Nاز مانند ناصفر زیرمدول هر برای که حالͬ در

است. آرتینͬ

باشد. آرتینͬ و نوتری اگر تنها و اگر دارد متناهͬ طول M چپ R‐مدول .١١ . ۵ . ٣ تمرین

،۶ . ٣ . ٣ قضیه طبق حال دارد. ترکیبی سری تعریف طبق پس دارد متناهͬ Mطول چون .(⇐) حل.
آرتینͬ. هم و است نوتری هم M

دارد. متناهͬ طول M تعریف، طبق پس دارد. ترکیبی سری M ،۶ . ٣ . ٣ قضیه طبق .(⇒)

متناهͬ Mطول R‐مدول نیست. میدان که باشد اصلͬ ایده آل Rدامنه کنیم فرض .١٢ . ۵ . ٣ تمرین
.rM = ۰ که باشد موجود r ∈ R ناصفر عضو و باشد مولد متناهͬ M اگر تنها و اگر دارد

بنابراین است. آرتینͬ و Mنوتری ،١١ . ۵ . ٣ تمرین طبق پس است متناهͬ Mطول چون .(⇐) حل.
مانند ناصفر یͺال غیر عنصر پس نیست میدان R چون است. متناهͬ تولید M ،٣ . ٢ . ١٣ قضیه طبق

نزولͬ زنجیر پس دارد. r
rM ⊇ r۲M ⊇ r۳M ⊇ ...
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.rkM = rk+۱M که دارد وجود k طبیعͬ عدد پس است. آرتینͬ M زیرا شود متوقف باید M در
زیرا است. مسئله مطلوب همان s اما .sM = ۰ که است واضح .s = rk − rk+۱ ͬ دهیم م قرار
r = ۱ پس (چرا؟) rk ̸= ۰ و است صحیح دامنه R چون .rk(۱ − r) = ۰ آنگاه s = ۰ اگر

.r بودن یͺال غیر با تناقض که
برای فرض طبق اما است. نوتری M ،٣ . ٢ . ٢٣ قضیه طبق پس (چرا؟) است نوتری R چون .(⇒)
،٣ . ١ . ٢٣ تمرین طبق اما (چرا؟). است (R/Rr)‐مدول ͷیM پس rM = ۰ داریم r ∈ Rͷی
چون اما است. آرتینͬ (R/Rr)‐مدول ͷیM ،٣ . ١ . ١٩ قضیه طبق نتیجه در و است R/Rrآرتینͬ
متناهͬ Mطول ،١١ . ۵ . ٣ تمرین طبق حال (چرا؟). است آرتینͬ MیRͷ‐مدول RrMپس = ۰

دارد.

که R اصلͬ ایده آل دامنه روی M بی تاب مولد متناهͬ مدول ͷی که دهید نشان .١٣ . ۵ . ٣ تمرین
باشد. صفر که این مͽر نیست نیمساده نیست، میدان

۴ . ۴ . ٣ قضیه طبق حل.

M ∼= R(k) ⊕ (R/Ra۱)⊕ ...⊕ (R/Ral)

داریم ۱ ≤ i ≤ i − ۱ هر برای علاوه به و هستند یͺال غیر و ناصفر aiها ،l ∈ N ∪ {۰} که
عناصر زیرا شوند. ظاهر M در R/Raiها نباید پس است، بی تاب M فرض طبق حال .ai|ai+۱
M اگر حال باشد. M ∼= R(k) باید پس ͬ شوند. م صفر است ناصفر که ai عنصر توسط R/Rai
عنوان به R پس است R(k) جمعوند ͷی R چون است. نیمساده R(k) آنگاه باشد ناصفر و نیمساده
ͬ توان م راحتͬ به دارد. I مانند مینیمال ایده آل ͷی R نتیجه در ͬ شود. م نیمساده چپ R‐مدول
نشان این ندارد. خودش و ۰ جز ایده آلͬ هیچ R پس .۰ ̸= x ∈ R که I = Rx ∼=R R که دید

است. تناقض این و است میدان R که ͬ دهد م

(بی تاب) Rتابدار دامنه M/Nروی مدول Mو مدول Nاز زیرمدول کنیم فرض .١۴ . ۵ . ٣ تمرین
است. (بی تاب) تابدار M که دهید نشان باشند.

.m ∈ M کنیم فرض است. مشابه دیͽر قسمت و ͬ دهیم م نشان تابدار برای فقط را مسئله حل.
وجود چنان ۰ ̸= r ∈ R پس است، تابدار M/N چون .m + N ∈ M/N که است واضح
s(rn) = که دارد وجود چنان ۰ ̸= s ∈ R پس است، تابدار نیز N طرفͬ از .rm ∈ N که دارد
و sr ∈ AnnR(M) نتیجه در (چرا؟). rs ̸= ۰ پس است دامنه R چون .srn = (sr)n = ۰

است. حل مسئله

R (جابجایی) نوتری دامنه روی بی تاب متناهͬ تولید مدول ͷی M کنیم فرض .١۵ . ۵ . ٣ تمرین
ͷبه ی ͷی f که دهید نشان آنگاه باشد تابدار M/f(M) مدول f : M −→ M برای اگر باشد.

است.

مدولͬ M ،٣ . ٢ . ٢٣ قضیه طبق است، نوتری R و متناهͬ تولید M چون که شود دقت ابتدا حل.
M زیرمدول های از زیر صعودی زنجیر حال است. نوتری

Ker(f) ⊆ Ker(f۲) ⊆ ...

١۶٣



هر برای حال .Ker(fk) = Ker(fk+۱) دارد وجود چنان k طبیعͬ عدد پس ͬ شود. م متوقف
ͬ دهیم م قرار i طبیعͬ عدد

f i :M/f(M) −→ f i(M)/f i+۱(M), f i(m+M) = f i(m) + f i+۱(M).

یͺریختͬ، اول قضیه طبق (چرا؟). است پوشا و خوشتعریف R‐همریختͬ ͷی f i که است واضح
داریم ،١ . ٣ . ٢٠ قضیه

[M/f(M)]/Ker(f i) ∼= f i(M)/f i+۱(M).

نتیجه در (چرا؟). است تابدار نیز [M/f(M)]/Ker(f i) است، تابدار M/f(M) چون حال
قضیه یͺریختͬ، سوم قضیه به بنا طرفͬ از است. تابدار مدول ͷی f i(M)/f i+۱(M) که داریم

داریم ،٢۶ . ١ . ٣
M/f(M) ∼= [M/f۲(M)]/[f(M)/f۲(M)].

است. تابدار M/f۲(M) ،١۴ . ۵ . ٣ تمرین از هستند، تابدار f(M)/f۲(M) و M/f(M) چون
داریم ،٢۶ . ١ . ٣ قضیه یͺریختͬ، سوم قضیه به بنا طرفͬ از دوباره

M/f(M) ∼= [M/f۳(M)]/[f۲(M)/f۳(M)].

است. M/f۳(M)تابدار ،١۴ . ۵ . ٣ تمرین از هستند، تابدار f۲(M)/f۳(M) M/f(M)و چون
ناصفر عنصر پس .x ∈ Ker(f) کنیم فرض اکنون است. تابدار M/fk(M) استقرا ͷکم با
که sx = fk(m) نتیجه در است. تابدار M/fk(M) زیرا sx ∈ fk(M) که دارد وجود s ∈ R

داریم حال .m ∈M

۰ = sf(x) = f(sx) = fk+۱(m).

s و است بی تاب M اما باشد. sx = ۰ باید پس .m ∈ Ker(fk+۱) = Ker(fk) بنابراین
ͷبه ی ͷی f ،١ . ٣ . ١٨ لم طبق Ker(f)و = ۰ یعنͬ .x = ۰ که ͬ دهد م نتیجه این ناصفر، عنصری

است.
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چهارم فصل مروری تمرین های ۶ . ٣

چپ. نوتری هم و است چپ آرتینͬ هم چپ نیمساده حلقه هر دهید نشان .١ . ۶ . ٣ تمرین

باشد ناصفر چپ R‐مدول ͷی M اگر باشد. چپ آرتینͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ . ۶ . ٣ تمرین
دارد. ساده زیرمدول M آنگاه

نوتری Mn(R) اگر تنها و اگر است چپ) (آرتینͬ چپ نوتری R که دهید نشان .٣ . ۶ . ٣ تمرین
باشد. چپ) (آرتینͬ چپ

و باشد چپ نوتری S اگر .R از زیرحلقه ͷی S و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۴ . ۶ . ٣ تمرین
است. چپ نوتری R آنگاه باشد متناهͬ تولید R چپ S‐مدول

،P (X) ،X توانͬ مجموعه که ͬ دانیم م باشد. نامتناهͬ مجموعه ͷیX کنیم فرض .۵ . ۶ . ٣ تمرین
نشان است. یͺدار حلقه ͷی جمع عنوان به متقارن تفاضل عمل و ضرب عنوان به اشتراک عمل با

نوتری. نه و است آرتینͬ نه حلقه این دهید

که دهید نشان باشد. جابجایی نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .۶ . ۶ . ٣ تمرین

f(x) =
∞∑
i=۰

aix
i ∈ R[[x]]

باشد. پوچتوان ai هر اگر تنها و اگر است پوچتوان

اگر باشد. M ماکسیمال ایده آل تنها با و نوتری جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .٧ . ۶ . ٣ تمرین
Mm = ۰ که دارد وجود mچنان طبیعͬ عدد آنگاه Mn = Mn+۱ باشیم داشته n ∈ N هر برای

است. آرتینͬ R و

پوچتوان ایده آل های مجموع صورت این در باشد. چپ نوتری حلقه R کنیم فرض .٨ . ۶ . ٣ تمرین
است. پوچتوان ایده آل ͷی R

ندارد. ناصفری پوچتوان ایده آل هیچ که باشد چپ نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .٩ . ۶ . ٣ تمرین
عنصر هر هرگاه گوییم پوچ را I (ایده آل باشد. پوچ که ندارد ناصفری ایده آل هیچ R که دهید نشان

باشد.) پوچتوان آن

R در ماکسیمالͬ ایده آل های Mt ،... ،M۱ و جابجایی حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠ . ۶ . ٣ تمرین
نوتری M که دهید نشان آنگاه M۱M۲...MtM = ۰ که باشد R‐مدول ͷی M اگر باشند.

باشد. آرتینͬ M اگر تنها و اگر است

باشیم داشته x مانند عنصر هر برای که گونه ای به باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١١ . ۶ . ٣ تمرین
دارد. متناهͬ طول R که دهید نشان باشد چپ آرتینͬ R اگر .x۲ = x

١۶۵



ͬ دهیم م قرار باشند. S = R \ {۰} و نوتری صحیح دامنه R کنیم فرض .١٢ . ۶ . ٣ تمرین

RS = {r
s
| r ∈ R, s ∈ S}.

است. نوتری RS حلقه که دهید نشان

است. متناهͬ آنگاه باشد متناهͬ طول Z‐مدول ͷی M اگر که دهید نشان .١٣ . ۶ . ٣ تمرین

باشند R اصلͬ ایده آل دامنه روی متناهͬ تولید مدول سه K و N ،M کنیم فرض .١۴ . ۶ . ٣ تمرین
متناهͬ تولید شرط دهید نشان مثال ͷی با .N ∼= K که دهید نشان .M ⊕ N ∼= M ⊕K که

نیست. حذف قابل

است. بی تاب صحیح دامنه ͷی روی آزاد مدول هر که دهید نشان .١۵ . ۶ . ٣ تمرین
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۴ فصل

رسته نظریه بر مقدماتͬ

ساختارهای کردن بندی فرمول رسته نظریه گفت. خواهیم رسته نظریه از مختصری فصل این در
حقیقت در ͬ باشد. م مجموعه ها حتͬ و ͬͺتوپولوژی فضاهای حلقه های، گروه ها، مانند ریاضͬ
و آیلنبرگ ͬ  کند. م سازی صوری فلش ها و اشیا از غالبی در را آن مفاهیم و ریاضͬ ساختار های
فرآیندهایی درک هدف با جبری توپولوژی در خود مطالعات دل از را فانکتور و رسته مفاهیم لین ͷم
قبلͬ مرتبط کارهای در ریشه آنها ایده  های البته نمودند. معرفͬ ͬ  کنند، م حفظ را ریاضͬ ساختار که
و ریاضͬ شاخه های همه در کاربردهایی دارای رسته ها نظریه داشت. آلمانͬ و لهستانͬ ریاضیدانان
نظریه در رسته نظریه از عملͬ کاربردهایی اخیرا حتͬ است. جبری هندسه و جبر در خاص طور به

دارد. وجود نیز برنامه نویسͬ زبان های

تعریف ها ١ . ۴
ͬ کند. م سازی روشن را رسته نظریه اولیه مفهوم که است مثال هایی و تعاریف از پر بخش این

ͬ کنیم. م آغاز رسته تعریف با را کار

است رسته ͷی C گوییم باشد. ... ،C ،B ،A مانند اشیا از دسته ای C کنیم فرض .١ . ١ . ۴ تعریف
باشد. برقرار زیر ͬ های ویژگ هرگاه

داده نمایش MorC(A,B) با که ͬ شود م نظیر مجموعه ای C از B و A مانند شͬ دو هر برای (١)
ͬ نامیم. م ریخت یا فلش معمولا را آن اعضای و ͬ شود م

(A,B) ̸= شرط در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند شͬ چهار هر برای (٢)
داریم ͬ کنند، م صدق (C,D)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

مانند تابع ͷی C از C و B ،A مانند شͬ سه هر برای (٣)

. :MorC(B,C)×MorC(A,B) −→MorC(A,C), .(g, f) = g.f = gf

ͬ کند. م صدق زیر خواص در که است موجود
،f ∈MorC(A,B) اگر ،C Dاز Cو ،B ،A مانند شͬ چهار هر برای یعنͬ است. شرکتپذیر (الف)
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.h.(g.f) = (h.g).f آنگاه h ∈ C(C,D) و g ∈MorC(B,C)
idA مانند MorC(A,A) در عضوی C از A مانند شͬ هر برای یعنͬ است. همانͬ دارای (ب)
g مانند MorC(C,A) از عضوی هر و f مانند MorC(A,B) از عضوی هر برای که باشد موجود

.idA.g = g و f.idA = f باشیم داشته

نمایید. توجه زیر مثال های به بهتر درک برای حال

را رسته تعریف در موجود شرایط حال باشد. مجموعه ها تمام خانواده C کنیم فرض .١ . ٢ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ

توابع مجموعه همان MorC(A,B)را مجموعه C Bاز Aو مانند (مجموعه) شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از

شرط در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند (مجموعه) شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

توابع ترکیب که است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در توابع معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ تابع همان هم همانͬ (ب)
Map(A,B) با MorC(A,B)را و ͬ دهیم م نمایش Set با را آن و است رسته ͷی C صورت این در

است. معروف مجموعه ها رسته به رسته این ͬ دهیم. م نشان

موجود شرایط حال باشد. (Z‐مدول ها) آبلͬ گروه های تمام خانواده C کنیم فرض .١ . ٣ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ را رسته تعریف در

ͬ های همریخت همان MorC(A,B)را مجموعه C Bاز Aو مانند آبلͬ) (گروه شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از گروهͬ

شرط در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند آبلͬ) (گروه شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در گروهͬ ͬ های همریخت معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر ترکیب این که

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ گروهͬ همریختͬ همان هم همانͬ (ب)
با را MorC(A,B) همچنین و ͬ دهیم م نمایش AbG با را آن و است رسته ͷی C صورت این در

است. معروف آبلͬ گروه های رسته به رسته این ͬ دهیم. م نشان HomZ(A,B)

موجود شرایط حال باشد. چپ R‐مدول ها تمام خانواده C و حلقه ͷیR کنیم فرض .۴ . ١ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ را رسته تعریف در

همان را MorC(A,B) مجموعه C از B و A مانند چپ) (R‐مدول شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از مدولͬ ͬ های همریخت
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در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند چپ) (R‐مدول شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D) شرط

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در مدولͬ ͬ های همریخت معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر ترکیب این که

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ مدولͬ همریختͬ همان هم همانͬ (ب)
را MorC(A,B) همچنین و ͬ دهیم م نمایش RMod با را آن و است رسته ͷی C صورت این در
این گاهͬ است. معروف چپ R‐مدول های رسته به رسته این ͬ دهیم. م نشان HomR(A,B) با
معلوم مشابه صورت به راست R‐مدول های رسته ͬ دهیم. م نمایش نیز R − Mod با را رسته

ͬ دهیم. م نشان ModR یا Mod−R با را آن و ͬ شود م

را رسته تعریف در موجود شرایط حال باشد. گروه های تمام خانواده C کنیم فرض .۵ . ١ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ

ͬ های همریخت همان را MorC(A,B) مجموعه C از B و A مانند (گروه) شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از گروهͬ

شرط در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند (گروه) شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در گروهͬ ͬ های همریخت معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر ترکیب این که

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ گروهͬ همریختͬ همان هم همانͬ (ب)
با را MorC(A,B) و ͬ دهیم م نمایش Group با را آن و است رسته ͷی C صورت این در

است. معروف گروه ها رسته به رسته این ͬ دهیم. م نشان Hom(A,B)

حال باشد. متناهͬ تولید چپ R‐مدول ها تمام خانواده C و حلقه ͷی R کنیم فرض .۶ . ١ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ را رسته تعریف در موجود شرایط

را MorC(A,B) مجموعه C از B و A مانند متناهͬ) تولید چپ (R‐مدول شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از مدولͬ ͬ های همریخت همان

زوج عنوان (به که C Dاز و C ،B ،A مانند متناهͬ) تولید چپ (R‐مدول شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D) شرط در مرتب)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در مدولͬ ͬ های همریخت معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر ترکیب این که

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ مدولͬ همریختͬ همان هم همانͬ (ب)
همچنین و ͬ دهیم. م نمایش R − mod با را رسته این و است رسته ͷی C صورت این در
متناهͬ تولید R‐مدول های رسته به رسته این ͬ دهیم. م نشان HomR(A,B) با MorC(A,B)را

است. معروف
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است. زیررسته که ͬ کنیم م بیان را بعدی تعریف حال

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم C رسته از زیررسته ͷی D رسته به .١ . ٧ . ۴ تعریف
باشند. C اشیای زیرمجموعه D اشیا (١)

باشیم داشته D از B و A مانند شͬ دو هر برای (٢)

MorD(A,B) ⊆MorC(A,B).

باشد. آمده دست به C روی از . تابع تحدید از D روی . تابع (٣)
زیررسته D به آنگاه MorD(A,B) = MorC(A,B) باشیم داشته C رسته از D زیررسته در اگر

گوییم. کامل

است. مجموعه ها رسته از زیررسته ͷی آبلͬ گروه های رسته .١ . ٨ . ۴ مثال

است. آبلͬ گروه های رسته از زیررسته ͷی R‐مدول ها رسته .١ . ٩ . ۴ مثال

است. R‐مدول ها رسته از کامل زیررسته ͷی متناهͬ تولید R‐مدول های رسته .١ . ١٠ . ۴ مثال

کند. صدق زیر ͬ های ویژگ در که باشد موجود σ تابع اگر گوییم ملموس را C رسته .١ . ١١ . ۴ تعریف
کند. نظیر را σ(A) شͬ C از A شͬ هر به (١)

است. σ(B) مجموعه به σ(A) مجموعه از تابعͬ f : A −→ B مانند ریخت هر (٢)
است. σ(A) مجموعه روی همانͬ تابع idA ریخت A مانند شͬ هر برای (٣)

از توابعͬ عنوان به آنها ترکیب همان g : B −→ C و f : A −→ B مانند ریخت دو ترکیب (۴)
است. σ(C) مجموعه به σ(B) مجموعه و σ(B) مجموعه به σ(A) مجموعه

که است واضح است. گروه ͷی A که σ(A) = A ͬ دهیم م قرار گروه ها رسته در .١ . ١٢ . ۴ مثال
دارد. را ملموس رسته تعریف در موجود خواص همه σ

ͬ سازد. م را ملموس غیر رسته ͷی زیر مثال

در موجود شرایط حال باشد. G عضوی تک خانواده C و گروه ͷی G کنیم فرض .١ . ١٣ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م بررسͬ را رسته تعریف

ͬ گیریم. م نظر در G اعضای همان را MorC(G,G) مجموعه (١)
ͬ شود. م ارضا رسته تعریف (٢) شرط که است واضح هستند، متمایز G اعضای چون (٢)

گروه ضرب که است واضح (الف) ͬ گیریم. م نظر در گروه ضرب ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر

ͬ گیریم. م نظر در را گروه همانͬ عنصر همان هم همانͬ (ب)
پس ͬ شود. نم ارضا ملموس رسته تعریف (٢) شرط رسته این در است. رسته ͷی C صورت این در

نیست. ملموس رسته این

هستند. رسته نظریه در پوشایی و ͬͺبه ی ͷی مفاهیم تعمیم که آورد خواهیم را تعریف چند زیر در
مانند شده دانسته قبل از مفاهیم همان R‐مدول های رسته مثلا خاص رسته ͷی روی زیر مفاهیم

هستند. پوشایی

١٧٠



باشد. ریخت ͷی f : A −→ B و رسته ͷی C کنیم فرض .١۴ . ١ . ۴ تعریف
.g = h آنگاه g, h ∈MorC(C,A) برای fg = fh هرگاه است پوشا ریخت ͷی f گوییم (١)

آنگاه g, h ∈ MorC(B,C) برای gf = hf هرگاه است ͷبه ی ͷی ریخت ͷی f گوییم (٢)
.g = h

.g ∈MorC(B,A) برای fg = idB هرگاه است انقباض ͷی f گوییم (٣)
.g ∈MorC(B,A) برای gf = idA هرگاه است هم‐انقباض ͷی f گوییم (۴)

هم‐انقباض. ͷی هم و باشد انقباض هم هرگاه است ارزی هم f گوییم (۵)

هستند. ارزی هم ریخت ها، همه ،١ . ١٣ . ۴ مثال رسته در .١۵ . ١ . ۴ مثال

است. پوشایی و ͬͺبه ی ͷی با معادل ریخت ͷی ارزی هم R‐مدول ها، رسته در .١۶ . ١ . ۴ مثال

ͬ کند. م باز بیشتر رسته های ساختن برای را ما دست زیر مثال دو

تعریف زیر شͺل به Cop دوگان رسته باشد. رسته ͷی C کنیم فرض .١ . ١٧ . ۴ مثال و تعریف
ͬ شود. م

هستند. C اشیا همان Cop اشیا (١)
.MorCop(A,B) =MorC(B,A) (٢)

ͬ شود. م تعریف f.g = g.f صورت به هم . تابع (٣)

شͺل به C × D ضربی حاصل رسته باشند. رسته دو D و C کنیم فرض .١ . ١٨ . ۴ مثال و تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر

D در B و C در A که ͬ گیریم م نظر در را (A,B) مثل مرتب زوج های تمام خانواده را اشیا (١)
است.

ͬ دهیم م قرار ،C × D از (C,D) و (A,B) مانند شͬ دو هر برای (٢)

MorC×D((C,D), (A,B)) =MorC(C,D)×MorC(A,B).

ͬ شود. م تعریف (g, g′).(f, f ′) = (gf, g′f ′) صورت به هم . تابع (٣)

ͷی در را آزاد شͬ تعریف زیر در شده ایم. اشنا چپ R‐مدول های رسته در آزاد مدول تعریف با
کرد. خواهیم بیان دلخواه رسته

ناتهͬ و دلخواه مجموعه روی F شͬ گوییم باشد. ملموس رسته ͷی C کنیم فرض .١ . ١٩ . ۴ تعریف
تابع هر و C از A شͬ هر برای که باشد موجود h : X −→ F مانند تابعͬ هرگاه است آزاد X

شود. جابجایی زیر نمودار که باشد موجود g : F −→ A مانند یͺتایی ریخت f : X −→ A

..
..X ..F

..A ..

.

h

.f .
g

(f = gh)
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G کنیم فرض Xاست. = {۱} روی آزاد شͬ ͷی Z (گروه) شͬ Group رسته در .١ . ٢٠ . ۴ مثال
باشد. دلخواه گروهͬ) (همریختͬ ریخت ͷی f : X −→ G و Group در دلخواه (گروه) شͬ ͷی
g(k) = xk ضابطه با g : 𝟋 −→ G که است واضح .x ∈ G که f(۱) = x ͬ کنیم م تعریف

است. جابجایی زیر نمودار و است گروهͬ) (همریختͬ ریخت ͷی

..
..X ..Z

..G ..

.

i

.f .
g

(f = gi)

است. یͺتا بالا در g که دید ͬ توان م ساده بررسͬ ͷی با

ͬ بریم. م پایان به زیر سوال با را بخش این
کرد؟ تعریف تزریقͬ یا تصویری شͬ رسته ͷی در ͬ توان م آیا سوال.

تمرین ها
کنید؟ معرفͬ را برداری فضاهای رسته .١ . ٢١ . ۴ تمرین

کنید. معلوم را زیررسته ها درس متن مثال های در .١ . ٢٢ . ۴ تمرین

بزنید. مثال درس متن از غیر کامل زیردسته ͷی و رسته ͷی .١ . ٢٣ . ۴ تمرین

است. (ͷبه ی ͷی) پوشا ریخت ͷی (انقباض) هم‐انقباض که دهید نشان .٢۴ . ١ . ۴ تمرین

مدول های به تبدیل تصویری مدول های R‐مدول ها، رسته برای دوگان رسته در آیا .٢۵ . ١ . ۴ تمرین
ͬ شوند؟ م تزریقͬ

نیست. آزاد X ناتهͬ مجموعه هیچ روی Q شͬ Group رسته در که دهید نشان .٢۶ . ١ . ۴ تمرین
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تابعگون ٢ . ۴
دو بین ͬ خواهیم م نادقیق زبان به کنیم. بررسͬ را متفاوت ظاهر به رسته دو ͬ خواهیم م اکنون
برقرار ارتباط رسته دو بین که توابع! این دهیم. قرار ارتباطͬ رسته دو بین و دهیم قرار تابعͬ! رسته

دارند. نام تابعگون یا فانکتور ͬ کنند م

است D به C از همورد تابعگون ͷی F گوییم باشند. رسته دو D و C کنیم فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
باشد. برقرار زیر موارد هرگاه

باشد. موجود D در F (A) مانند یͺتایی شͬ C در A مانند شͬ هر برای (١)
مانند یͺتا ریخت ͷی f ∈MorC(A,B) مانند ریخت هر برای (٢)

F (f) ∈MorD(F (A), F (B))

باشند. برقرار زیر موارد که باشد موجود
باشد. D در همانͬ ریخت F (idA) آنگاه باشد C در همانͬ ریخت idA اگر (الف)

F (fg) = F (f)F (g) آنگاه باشد تعریف قابل fg که باشند C در ریخت دو g و f اگر (ب)
باشد.

ͬ دهیم م قرار ͬ گیریم. م نظر در R‐مدول ها رسته در را M چپ R‐مدول .٢ . ٢ . ۴ مثال

F : R−Mod −→ AbG, F (N) = HomR(M,N).

زیرا است. AbG رسته به R−Mod رسته از همورد تابعگون ͷی F
AbG در F (A) = HomR(M,A) مانند یͺتایی شͬ R−Mod در A چپ مدول هر برای (١)

است. Z‐مدول ͷی که است موجود
مانند یͺتا گروهͬ همریختͬ ͷی f : A −→ B مانند مدولͬ همریختͬ هر برای (٢)

F (f) : F (A) −→ F (B)

است F (A) در مدولͬ همریختͬ ͷی g : M −→ A که است موجود F (f)(g) = fg قانون با
هستند. برقرار زیر موارد همچنین دارد. قرار F (B) در fg که است واضح و

در گروهͬ همریختͬ F (idA) آنگاه باشد R −Mod در همانͬ مدولͬ همریختͬ idA اگر (الف)
است. AbG

واضح آنگاه باشد تعریف قابل hg که باشند R −Mod در مدولͬ همریختͬ دو g و h اگر (ب)
.F (hg) = F (h)F (g) که است

ͬ دهیم م قرار ͬ گیریم. م نظر در راست R‐مدول های رسته در را M راست R‐مدول .٢ . ٣ . ۴ مثال

F : R−Mod −→ AbG, F (N) =M ⊗R N).

زیرا است. AbG رسته به R−Mod رسته از همورد تابعگون ͷی F
موجود AbG در F (A) =M ⊗RA مانند یͺتایی شͬ R−Mod در A چپ مدول هر برای (١)
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است. Z‐مدول ͷی که است
مانند یͺتا گروهͬ همریختͬ ͷی f : A −→ B مانند مدولͬ همریختͬ هر برای (٢)

F (f) : F (A) −→ F (B)

در همانͬ مدولͬ همریختͬ idM : M −→ M که است موجود F (f)(g) = idM ⊗ f قانون با
هستند. برقرار زیر موارد همچنین دارد. قرار F (B) در idM ⊗ f که است واضح و است F (A)

در گروهͬ همریختͬ F (idA) آنگاه باشد R −Mod در همانͬ مدولͬ همریختͬ idA اگر (الف)
است. AbG

واضح آنگاه باشد تعریف قابل hg که باشند R −Mod در مدولͬ همریختͬ دو g و h اگر (ب)
.F (hg) = F (h)F (g) که است

به راحتͬ برای را بالا مثال های در شده معرفͬ همورد تابعگون های .۴ . ٢ . ۴ نمادگذاری و تعریف
ͬ دهیم. م نمایش M ⊗R − و HomR(M,−) با ترتیب

است D به C از ناهمورد تابعگون ͷی F گوییم باشند. رسته دو D و C کنیم فرض .۵ . ٢ . ۴ تعریف
باشد. برقرار زیر موارد هرگاه

باشد. موجود D در F (A) مانند یͺتایی شͬ C در A مانند شͬ هر برای (١)
مانند یͺتا ریخت ͷی f ∈MorC(A,B) مانند ریخت هر برای (٢)

F (f) ∈MorD(F (B), F (A))

باشند. برقرار زیر موارد که باشد موجود
باشد. D در همانͬ ریخت F (idA) آنگاه باشد C در همانͬ ریخت idA اگر (الف)

F (fg) = F (g)F (f) آنگاه باشد تعریف قابل fg که باشند C در ریخت دو g و f اگر (ب)
باشد.

ͬ دهیم م قرار ͬ گیریم. م نظر در R‐مدول ها رسته در را M چپ R‐مدول .۶ . ٢ . ۴ مثال

F : R−Mod −→ AbG, F (N) = HomR(N,M).

زیرا است. AbG رسته به R−Mod رسته از ناهمورد تابعگون ͷی F
AbG در F (A) = HomR(A,M) مانند یͺتایی شͬ R−Mod در A چپ مدول هر برای (١)

است. Z‐مدول ͷی که است موجود
مانند یͺتا گروهͬ همریختͬ ͷی f : A −→ B مانند مدولͬ همریختͬ هر برای (٢)

F (f) : F (B) −→ F (A)

است F (A) در مدولͬ همریختͬ ͷی g : B −→ M که است موجود F (f)(g) = gf قانون با
هستند. برقرار زیر موارد همچنین دارد. قرار F (B) در gf که است واضح و

در گروهͬ همریختͬ F (idA) آنگاه باشد R −Mod در همانͬ مدولͬ همریختͬ idA اگر (الف)
است. AbG

واضح آنگاه باشد تعریف قابل hg که باشند R −Mod در مدولͬ همریختͬ دو g و h اگر (ب)
.F (hg) = F (g)F (f) که است

HomR(−,M) با را بالا مثال  در شده معرفͬ ناهمورد تابعگون  .٢ . ٧ . ۴ نمادگذاری و تعریف
ͬ دهیم. م نمایش
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تمرین ها
R−Mod R−Modبه از همورد تابعگون ͷی باشد. جابجایی Rحلقه کنیم فرض .٢ . ٨ . ۴ تمرین

کنید. ارائه

به R −Mod رسته از ناهمورد تابعگون ͷی باشد. جابجایی حلقه R کنیم فرض .٢ . ٩ . ۴ تمرین
کنید. ارائه R−Mod رسته
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دقیق دنباله و تابعگون ٣ . ۴
ͬ کند. م معرفͬ را دقیق تابعگون مفهوم و است کوتاه بسیار بخش این

تابعگون F گوییم باشد. AbG R−Modبه از همورد تابعگون ͷی F کنیم فرض .٣ . ١ . ۴ تعریف
کوتاه دقیق دنباله روی را F هرگاه است چپ دقیق همورد

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

برسیم زیر دقیق دنباله به دهیم اثر R−Mod در

۰ −→ F (M)
F (f)−→ F (T )

F (g)−→ F (N)

است. چپ دقیق HomR(U,−) همورد تابعگون ،١ . ٧ . ٣ گزاره به توجه با .٣ . ٢ . ۴ مثال

تابعگون F گوییم باشد. AbG R−Modبه از همورد تابعگون ͷی F کنیم فرض .٣ . ٣ . ۴ تعریف
کوتاه دقیق دنباله روی را F هرگاه است راست دقیق همورد

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

برسیم زیر دقیق دنباله به دهیم اثر R−Mod در

F (M)
F (f)−→ F (T )

F (g)−→ F (N) −→ ۰

همورد تابعگون ،٢ . ٢ . ٢ . ٩ قضیه به توجه با باشد. راست یRͷ‐مدول U کنیم فرض .۴ . ٣ . ۴ مثال
است. راست دقیق U ⊗R −

باشد. دقیق راست از هم و چپ از هم هرگاه است دقیق F همورد تابعگون گوییم .۵ . ٣ . ۴ تعریف

همورد تابعگون صورت این در باشد. تصویری چپ R‐مدول ͷی P کنیم فرض .۶ . ٣ . ۴ مثال
(چرا؟). است دقیق HomR(P,−)

Fتابعگون گوییم AbGباشد. R−Modبه از ناهمورد تابعگون ͷیF کنیم فرض .٣ . ٧ . ۴ تعریف
کوتاه دقیق دنباله روی را F هرگاه است چپ دقیق ناهمورد

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

برسیم زیر دقیق دنباله به دهیم اثر R−Mod در

۰ −→ F (N)
F (g)−→ F (T )

F (f)−→ F (M)

است. چپ دقیق HomR(−, U) همورد تابعگون ،١ . ٧ . ٧ گزاره به توجه با .٣ . ٨ . ۴ مثال
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Fتابعگون گوییم AbGباشد. R−Modبه از ناهمورد تابعگون ͷیF کنیم فرض .٣ . ٩ . ۴ تعریف
کوتاه دقیق دنباله روی را F هرگاه است راست دقیق ناهمورد

۰ −→M
f−→ T

g−→ N −→ ۰

برسیم زیر دقیق دنباله به دهیم اثر R−Mod در

F (N)
F (g)−→ F (T )

F (f)−→ F (M) −→ ۰

باشد. دقیق راست از هم و چپ از هم هرگاه است دقیق F ناهمورد تابعگون گوییم .٣ . ١٠ . ۴ تعریف

ناهمورد تابعگون صورت این در باشد. تزریقͬ چپ R‐مدول ͷی U کنیم فرض .٣ . ١١ . ۴ مثال
(چرا؟). است دقیق HomR(−, U)

تمرین ها
بزنید. مثال درس متن از غیر راست، دقیق همورد تابعگون ͷی .٣ . ١٢ . ۴ تمرین

نباشد. راست دقیق HomR(M,−) که بزنید مثال M چپ R‐مدول ͷی .٣ . ١٣ . ۴ تمرین

نباشد. چپ دقیق M ⊗R − که بزنید مثال M چپ R‐مدول .١۴ . ٣ . ۴ تمرین
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چهارم فصل مباحث کل از شده حل تمرین های ۴ . ۴

کنید. معرفͬ را برداری F‐فضاهای رسته باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .١ . ۴ . ۴ تمرین

بررسͬ را رسته تعریف در موجود شرایط حال باشد. F‐فضاهای تمام خانواده C کنیم فرض حل.
ͬ کنیم. م

تبدیلات همان را TrC(A,B) مجموعه C Bاز Aو مانند برداری) F‐فضای ) شͬ دو هر برای (١)
ͬ گیریم. م نظر در B به A از خطͬ

مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند برداری) F‐فضای ) شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (A,B) ̸= (C,D) شرط در

TrC(A,B) ∩ TrC(C,D) = ∅.

ͬ گیریم. م نظر در خطͬ تبدیلات معمولͬ ترکیب همان هم را . تابع (٣)
است. شرکتپذیر ترکیب که است واضح (الف)

ͬ گیریم. م نظر در را همانͬ خطͬ تبدیل همان هم همانͬ (ب)
ͬ دهند). م نمایش FVec با را رسته (این است رسته ͷی C پس

(A,≤) دوشͬ هر برای باشد. مرتب جزئا مجموعه های تمام خانواده C کنیم فرض .٢ . ۴ . ۴ تمرین
ͬ دهیم م قرار C در (B,≤′) و

MorC(A,B) = {f : A −→ B | a ≤ b⇒ f(a) ≤′ f(b)}

است. رسته C دهید نشان بͽیرید. نظر در توابع عادی ترکیب همان را . تابع همچنین

ͬ کنیم. م بررسͬ را رسته تعریف در موجود شرایط حل.
است. شده داده سوال صورت خود در رسته تعریف (١) شرط (١)

(A,B) ̸= شرط در مرتب) زوج عنوان (به که C از D و C ،B ،A مانند شͬ چهار هر برای (٢)
که است واضح ͬ کنند، م صدق (C,D)

MorC(A,B) ∩MorC(C,D) = ∅.

است. شده معرفͬ که هم . تابع (٣)
توابع ترکیب زیرا ͬ گیرد. م قرار C در دوباره و است شرکتپذیر توابع ترکیب که است واضح (الف)

است. صعودی تابعͬ دوباره صعودی
است. صعودی تابعͬ که ͬ گیریم م نظر در را همانͬ تابع همان هم همانͬ (ب)

باشد C رسته در ارزی هم ͷی f اگر باشد. تابعگون ͷی F : C −→ D کنیم فرض .٣ . ۴ . ۴ تمرین
است. ارزی هم ͷی D رسته در F (f) که دهید نشان آنگاه

وجود g مناسب ریخت پس است ارزی هم C در f چون باشد. همورد تابعگون F کنیم فرض حل.
طبق .F (fg) = F (f)F (g) = F (id) = id داریم تابعگون خواص طبق .fg = id که دارد

است. مشابه مسئله ناهمورد تابعگون برای است. ارزی هم ͷی D رسته در F (f) تعریف

١٧٨



معرفͬ Set و C بین ناهمورد تابعگون ͷی باشد. دلخواه رسته ͷی C کنیم فرض .۴ . ۴ . ۴ تمرین
کنید.

ͬ دهیم م قرار حل.
F : C −→ Set, F (A) =Map(Z, A).

زیرا است. Set رسته به C رسته از ناهمورد تابعگون ͷی F
ͷی که است موجود Set در F (A) = Map(Z, A) مانند یͺتایی شͬ C در A شͬ هر برای (١)

است. مجموعه
مانند یͺتا تابع ͷی f : A −→ B مانند ریخت هر برای (٢)

F (f) : F (A) −→ F (B)

است واضح و است F (A) در تابع ͷی g : Z −→ A که است موجود F (f)(g) = fg قانون با
واقع در دارد. قرار F (B) در fg که

F (f) :Map(Z, A) −→Map(Z, B), F (f)(g) = fg.

هستند. برقرار زیر موارد همچنین
است. Set در همانͬ تابع F (idA) آنگاه باشد C در همانͬ ریخت idA اگر (الف)

F (hg) = که است واضح آنگاه باشد تعریف قابل hg که باشند C در ریخت دو g و h اگر (ب)
.F (g)F (h)

معرفͬ D و C بین همورد تابعگون ͷی باشد. دلخواه رسته دو D و C کنیم فرض .۵ . ۴ . ۴ تمرین
کنید.

ͬ دهیم م قرار باشد. D در دلخواه شͬ U کنیم فرض حل.

F : C −→ D, F (A) = U

تابعگون ͷی F صورت این در .F (f) = idU ͬ دهیم م قرار f : A −→ B مانند ریخت هر برای و
زیرا است. D رسته به C رسته از همورد

است. موجود D در F (A) = U یͺتایی شͬ C در A شͬ هر برای (١)
مانند یͺتا ریخت ͷی f : A −→ B مانند ریخت هر برای (٢)

F (f) : F (A) −→ F (B)

هستند. برقرار زیر موارد همچنین است. موجود F (f)(g) = idU قانون با
است. D در همانͬ ریخت F (idA) = idU آنگاه باشد C در همانͬ ریخت idA اگر (الف)

F (hg) = که است واضح آنگاه باشد تعریف قابل hg که باشند C در ریخت دو g و h اگر (ب)
.F (h)F (g)
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چهارم فصل مروری تمرین های ۵ . ۴

کنید. معرفͬ را ͷتوپولوژی فضاهای رسته .١ . ۵ . ۴ تمرین

کنید. معرفͬ را هستند دامنه که جابجایی حلقه های رسته .٢ . ۵ . ۴ تمرین

نظیر R[x] به را R شͬ هر که کنید معرفͬ جابجایی حلقه های روی تابعگون ͷی .٣ . ۵ . ۴ تمرین
است؟ چͽونه ریخت روی تابعگون این قانون کند.

کنید. پیدا AbG و Group بین تابعگون ͷی مشتق گروه ͷکم با .۴ . ۵ . ۴ تمرین

معرفͬ تابعگون ͷی میدان ها رسته و هستند دامنه که جابجایی حلقه های رسته بین .۵ . ۵ . ۴ تمرین
کنید.
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