
تعالی بسمه

اول قسمت ١ دینامیکی دستگاه های درس آموزشی محتوای

روش ،Rn در خطی دستگاههای آن، مشتقات و اسکالر معادلات برای پوانکاره نگاشت دینامیکی، دستگاههای در اصلی تعاریف و مفاهیم درس، اهداف و مقدمات درس: فصل سر

متعارف های فرم مختلط، و حقیقی ویژه مقادیر ،R۲ در خطی دستگاههای فاز نمای بندی دسته خطی، دستگاههای برای یکتایی و وجود اساسی قضیه عملگر، یک نمای کردن، قطری

پایدار، منیفلد قضیه یکتایی، و وجود اساسی قضیه خطی، غیر دستگاههای موضعی نظریه آن، از حاصل نتایج و لیوویل قضیه همگن، غیر خطی دستگاههای کمبود، های اندیس جردن،

لیاپانوف. ناپایداری قضیه لیاپانوف، پایداری قضیه لیاپانوف، توابع نیوتنی، دستگاههای فاز نمای انرژی، حافظ دستگاههای و اول انتگرال

درس اهداف و مقدمه ١

بگیرید: نظر در را زیر معادلات

ẋ =
dx

dt
= f(x, t;µ), x ∈ U ⊆ Rn, t ∈ R۱, µ ∈ V ⊆ Rp, (١)

x 7→ g(x;µ) یا xn+۱ = g(xn;µ), n = ۰, ۱, ۲, . . . , (٢)

(مستقل) زمان متغیر عنوان به t و (وابسته) حالت متغیر عنوان به x پارامتر، عنوان به µ معادلات، این در است. Rn از باز زیرمجموعه یک U و Rp از باز زیرمجموعه یک V آن در که

است. (٢) فرم به نگاشت هایی یا تفاضلی معادلات و (١) فرم به برداری میدان های یا دیفرانسیل معادلات مطالعه درس، این از هدف می شوند. گرفته نظر در

است. (١) سیستم روی تمرکز همه تحصیلی، دوره این در

و شده پارامتری t ∈ I توسط که می کند تعریف Rn فضای در منحنی یک جواب این می شود. نامیده (١) از جوابی می کند، صدق (١) معادله در که x : I ⊆ R → Rn تابع تعریف.

می شود. داده (١) توسط منحنی این از نقطه هر در مماس بردار

معادله جواب منحنی های مجانبی) و کیفی (رفتار هندسه تعیین دینامیکی، دستگاه های در اصلی هدف و می شود نامیده (١) فاز فضای ،Rn یعنی ،(١) حالت متغیرهای فضای تعریف.

می باشد. فاز فضای در (١)

می نامیم. خودگردان را معادله آنگاه ،ẋ = f(x;µ) یعنی باشد، (x;µ) از تابعی تنها و باشد نداشته بستگی زمان به صریح طور به f تابع (١) معادله در اگر تعریف.

است. دشوار غیرخودگردان معادلات بررسی

x(t۰) = x۰ اولیه شرط در که (١) معادله از x(t) خاص جواب لذا، می شود. استفاده x(t, t۰, x۰) نماد از می گذرد خاصی نقطه از که فاز فضای در جواب منحنی یک کردن مشخص برای

به جواب ها وابستگی دادن نشان برای همچنین، می شود. استفاده x(t, x۰) نماد از خودگردان، معادلات در بویژه ،t۰ = ۰ حالت در می شود. داده نمایش x(t, t۰, x۰) با می کند صدق

می شود. استفاده x(t, t۰, x۰;µ) نماد از پارامتر،

می شود: تعریف زیر صورت به که می شود نامیده (١) از انتگرال منحنی یک t برحسب x(t, t۰, x۰) تابع نمودار تعریف.

{(t, x) ∈ R× Rn | x = x(t, t۰, x۰), t ∈ I},

١



است. t۰ شامل که است جواب وجود زمانی بازه I آن در که

می شود: تعریف زیر صورت به x۰ مدار ،x۰ ∈ U برای تعریف.

O(x۰) = {x ∈ Rn | x = x(t, t۰, x۰), t ∈ I}.

صورت به نقاط از طرفه دو دنباله یک آنگاه باشد، پذیر وارون ثابت µ برای x از تابعی عنوان به (٢) معادله در g(x;µ) نگاشت اگر تعریف.

{· · · , g−n(x۰;µ), . . . , g
−۱(x۰;µ), x۰, g(x۰;µ), . . . , g

n(x۰;µ), · · · }

می شود: تعریف زیر در استقرایی صورت به gn و x۰ ∈ U ⊆ Rn آن در که می شود، نامیده (٢) نگاشت تحت x۰ نقطه مدار

gn(x۰;µ) = g(gn−۱(x۰;µ);µ), n ≥ ۲, g−n(x۰;µ) = g−۱(g−n+۱(x۰;µ);µ), n ≥ ۲.

فرم به نقاط از یکطرفه دنباله های آنگاه نباشد، پذیر وارون ثابت µ برای x از تابعی عنوان به g(x;µ) که صورتی در

{x۰, g(x۰;µ), g
۲(x۰;µ), . . . , g

n(x۰;µ), . . .}

می شوند. نامیده (٢) مدارهای

بگیرید: نظر در را زیر اسکالر معادله مثال.

x′ =
dx

dt
= ax, x(۰) = x۰ ∈ R. (٣)

از تعادل نقطه یا تعادلی جواب یک x(t) = ۰ ثابت جواب می کنند. تغییر جواب ها هچنین و معادله a تغییر با گرفت. نظر در پارامتر یک عنوان به می توان را بالا معادله در a ثابت

a < ۰ اگر است. منبع یک تعادل نقطه که می گوییم حالت، این در می شوند. دور مبدا تعادل نقطه از t زمان افزایش با معادله ناصفر جواب های تمامی a > ۰ اگر می شود. نامیده معادله

R۱ فاز خط روی آنها رسم با را جواب ها مجانبی رفتار می شود. نامیده چاه یک مبدا حالت، این در که می کنند، میل مبدا تعادل نقطه به t زمان افزایش با معادله ناصفر جواب های تمامی

بدون ذره این تعادل، نقطه در می کند. حرکت حقیقی محور طول در که گرفت نظر در متحرک ذره ای عنوان به را x(t) می توان است، زمان از تابعی x(t) جواب چون می دهیم. نمایش

می شود. داده نمایش توپر نقطه یک با که می ماند، باقی حرکت

،a = ۰ اگر اما نمی کند. تغییر جواب ها کیفی رفتار آنگاه شود، جایگزین است a با همعلامت که دیگر ثابت یک با a اگر یعنی است؛ پایدار خاصی منظر از x′ = ax معادله ،a ̸= ۰ اگر

می دهد. رخ x′ = ax معادلات پارامتری تک خانواده در انشعاب یک ،a = ۰ در که می گوییم بنابراین، می شود. جواب ها رفتار در جدی تغییر به منجر a در تغییر (کوچکترین) کمترین

دارای که می نامیم دیفرانسیل معادله جریان را φ(t, x۰) = eatx۰ ضابطه با φ : R×R → R تابع می شود. داده x(t) = eatx۰ توسط x(۰) = x۰ اولیه شرط با (٣) معادله جواب

است: زیر خاصیت دو

(i) φ(۰, x۰) = x۰ (ii) φ(t+ s, x۰) = φ(t, φ(s, x۰)).

٢



شرایط در که ϕt(x۰) = φ(t, x۰) = eatx۰ ضابطه با شده تعریف {ϕt(·) : R → R}t∈R اسکالر نگاشت های از (t پارامتر به (وابسته پارامتری تک خانواده

(i) ϕ۰ = i.d. (ii) ϕt+s = ϕt ◦ ϕs

می شود: نتیجه (iii) خاصیت (ii) و (i) خاصیت از می شود. نامیده R در دینامیکی دستگاه یک می کنند، صدق

(iii) ϕ−۱
t = ϕ−t.

بگیرید: نظر در را زیر اسکالر معادله مثال.

x′ = fa(x) = f(x; a) = ax(۱− x), x ∈ R. (۴)

توسط x(۰) = x۰ اولیه شرط با (۴) معادله جواب

x(t, x۰) =
x۰e

at

۱− x۰ + x۰eat
, t ∈ Ix۰ = جواب وجود ماگزیمال بازه

صورت، این غیر در . ۰ ≤ x۰ ≤ ۱ یا a = ۰ اگر Ix۰ = R آن در که می شود، داده

a > ۰ =⇒ Ix۰ =


( ۱
a ln

x۰−۱
x۰

,+∞) x۰ > ۱ اگر

(−∞, ۱
a ln

x۰−۱
x۰

) x۰ < ۰ اگر
a < ۰ =⇒ Ix۰ =


(−∞, ۱

a ln
x۰−۱
x۰

) x۰ > ۱ اگر

( ۱
a ln

x۰−۱
x۰

,+∞) x۰ < ۰ اگر

کنید. مشاهده زیر شکل در می توانید را معادله فاز نمای و انتگرال منحنی های .x(t) = ۱ و x(t) = ۰ از عبارتند معادله ثابت جواب های a ̸= ۰ برای

بگیرید: نظر در را زیر معادلات دستگاه مثال.

(ẋ, ẏ) = (y,−x), (x, y) ∈ R۲. (۵)

است: زیر صورت به y(۰) = y۰ و x(۰) = x۰ اولیه شرایط با دستگاه این جواب

x(t) = x۰ cos t+ y۰ sin t, y(t) = −x۰ sin t+ y۰ cos t, t ∈ R.

از عبارتند تعریف، به توجه با ،(۵) معادله مدارهای و انتگرال منحنی های

معادله انتگرال منحنی های = {(t, x, y) ∈ R۱ × R۲ | x = x(t, x۰, y۰) = x۰ cos t+ y۰ sin t, y = y(t, x۰, y۰) = −x۰ sin t+ y۰ cos t},

معادله مدارهای = {(x, y) ∈ R۲ | x۲ + y۲ = x۲
۰ + y۲

۰} = مبدا حول متحدالمرکز دوایر

٣



است: زیر شکل به Rn در خودگردان خطی دستگاه یک تعریف.

ẋ = Ax, x ∈ Rn,

است. n× n ثابت ماتریس یک A آن در که

است: زیر شکل به Rn در خودگردان غیرخطی دستگاه یک تعریف.

ẋ = f(x), x ∈ Rn.

.f(x̄) = ۰ هرگاه می شود نامیده تعادل نقطه یک x̄ ∈ Rn نقطه

می شود. نامیده تعادلی جواب یک که است معادله از بدیهی جواب یک x(t) = x̄ ثابت تابع که است روشن آنگاه باشد، تعادل نقطه یک x̄ اگر

باشیم داشته |x(t۰) − y(t۰)| < δ خاصیت با y(t) دیگر جواب هر برای که طوری به δ(ε) = δ > ۰ باشد داشته وجود ε > ۰ هر برای اگر می شود، نامیده پایدار x(t) جواب

باشد داشته وجود ثانیا و باشد پایدار اولا هرگاه است، پایدار مجانبی x(t) جواب نباشد. پایدار هرگاه است ناپایدار x(t) جواب .t۰ ∈ R که t ≥ t۰ هر برای |x(t) − y(t)| < ε

باشیم داشته |x(t۰)− y(t۰)| < b خاصیت با y(t) دیگر جواب هر برای که طوری به b > ۰

lim
t→∞

|x(t)− y(t)| = ۰.

اول شرط در ولی می کند برآورده را دوم شرط فاز) (نمای شکل دو این در موجود تعادل نقطه واقع، در نمی دهد. نتیجه را پایداری فوق، تعریف در دوم شرط که می دهد نشان زیر شکل

و نهایت در ولی می شوند خارج آن از و می کنند ترک را همسایگی این سرانجام آن کوچک کافی اندازه به همسایگی یک در شده شروع مدارهای چون نیست پایدار یعنی نمی کند، صدق

نقطه این به سرانجام آن کوچک همسایگی در شده تعریف جواب های تمامی اما است ناپایدار می شود، مشاهده شکل در که تعادلی نقطه بنابراین، می شوند. تعادل نقطه جذب ∞ زمان در

.t → ∞ هرگاه می کنند میل تعادل

پوانکاره نگاشت ١ . ١

بگیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله

x′ = ax(۱− x)− h(۱+ sin(۲πt)) = f(x, t; a, h), (۶)

از استفاده با کند. صدق معادله در t هر ازای به باید معادله این از x(t) جواب یک است. غیرخودگردان دیفرانسیل معادله یک از مثالی این هستند. مثبت پارامترهای h و a آن در که

در می شود. داده t → φ(t, x۰) توسط می کند، صدق x(۰) = x۰ اولیه شرط در که جوابی بیابیم. تحلیلی جوابی آن برای نمی توانیم انتگرال و دیفرانسیل حساب در متداول روش های

می کند: صدق زیر رابطه در جواب این که می دانیم نداریم، عبارت این برای فرمولی که حالی

φ(t, x۰) = x۰ +

∫ t

۰
f(φ(s, x۰), s)ds.

داریم زنجیره ای قاعده از استفاده با آنگاه بگیریم، مشتق x۰ به نسبت معادله این از اگر

∂φ

∂x۰
(t, x۰) = ۱+

∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s) ·

∂φ

∂x۰
(s, x۰)ds.

۴



کنید فرض حال

z(t) =
∂φ

∂x۰
(t, x۰).

صورت، این در

z(۰) = ۱, z′(t) =
∂f

∂x
(φ(t, x۰), t) z(t).

نتیجه، در

z(t) = z(۰) exp
∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds.

بنابراین،

z(۱) = exp

∫ ۱

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds =

∂φ

∂x۰
(۱, x۰).

هرگاه است ١ تناوب دوره با تناوبی جواب یک φ(t, x۰) جواب که کنید توجه می شود. نامیده دیفرانسیل معادله این پوانکاره نگاشت ،P تابع .P (x۰) = φ(۱, x۰) می دهیم قرار

داریم می کنیم. تعیین x۰ نقطه در را پوانکاره نگاشت مشتقات حال .P (x۰) = x۰

P ′(x۰) = exp

∫ ۱

۰

∂f

∂x
(φ(t, x۰), t)dt > ۰,

می آوریم بدست مشتق گیری با دوباره است. صعودی تابع یک P بنابراین،

P ′′(x۰) = P ′(x۰)

∫ ۱

۰

∂۲f

∂x۲ (φ(t, x۰), t) · exp
(∫ t

۰

∂f

∂x
(φ(s, x۰), s)ds

)
dt.

نقطه دو در حداکثر را P تابع نمودار y = x خط که می شود نتیجه خاصیت این از است. مقعر و صعودی P تابع نمودار نتیجه، در و P ′′(x۰) < ۰ پس ،∂
۲f

∂x۲ = −۲a < ۰ چون

رابطه در t هر ازای به جواب ها این هستند. اولیه دیفرانسیل معادله تناوبی جواب های با متناظر ثابت نقاط این دارد. ثابت نقطه ٢ حداکثر پوانکاره نگاشت بنابراین، می کند. قطع

باشد. پوانکاره نگاشت ثابت نقاط از یکی x۰ هرگاه است، ١ تناوب دوره با تناوبی تابعی t به نسبت φ(t, x۰) دیگر، بیان به می کنند. صدق x(t+ ۱) = x(t)

اینکه به توجه با

f(x, t) = f(x, t+ ۱), ∀ t ∈ R,

قضیه از بنابراین، می کند. صدق y(۰) = x(۰) = x۰ شرط در که است معادله از جوابی نیز y(t) = x(t+ ۱) تابع آنگاه باشد، x(۰) = x(۱) شرط با (۶) معادله از جوابی x(t) اگر

بنابراین، .y(t) = x(t) یعنی هستند، منطبق هم بر جواب دو این که می شود نتیجه جواب ها، یکتایی و وجود

x(t+ ۱) = x(t), ∀ t ∈ R.

خطی دستگاه های ١ . ٢

فرم به خطی دستگاه های مطالعه ی به بخش، این در

ẋ = Ax, x ∈ Rn,

۵



و است n× n ماتریس یک A آن در که می پردازیم

ẋ =
dx

dt
=

(
dx۱

dt
,
dx۲

dt
, . . . ,

dxn
dt

)T

.

می شود: تعریف تیلورش بسط با که است n× n ماتریس یک eAt آن در که می شود داده x(t) = eAtx۰ توسط x(۰) = x۰ اولیه شرط با همراه خطی دستگاه این جواب

eAt = I + tA+
t۲

۲!
A۲ + . . . =

∞∑
n=۰

tn

n!
An.

داد. خواهیم ارائه A مربعی ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر برحسب را eAt ماتریس محاسبه ی نحوه ی

بگیرید: نظر در را زیر معادلات مثال.

ẋ۱ = x۱, ẋ۲ = ۳x۲.

صفحه ی آنرا که x۱x۲ صفحه ی در جواب منحنی های رسم با حرکت این می باشد. t زمان از بعد x(t) ∈ R۲ نقطه به x۰ ∈ R۲ نقطه هر از حرکت بیانگر هندسی نظر از x(t, x۰) جواب

است. توصیف قابل زمان، افزایش با آنها طول در حرکت جهت دادن نشان برای جهت د ار پیکان های از استفاده و می نامیم فاز

بگیرید: نظر در را زیر معادلات مثال.

ẋ۱ = x۱, ẋ۲ = −x۲.

می دهد. نسبت f(x) مانند بردار یک x ∈ Rn مانند نقطه هر به یعنی، می کند، تعریف Rn در برداری میدان یک ،f(x) = Ax ضابطه ی با f : Rn → Rn خطی نگاشت

می شود. حاصل برداری میدان از هندسی نمایش یک آنگاه کنیم، رسم x ∈ Rn شروع نقطه با را f(x) بردار هر اگر

بود. خواهند مماس f(x) برداری میدان از حاصل بردارهای به Rn در ẋ = f(x) معادله جواب منحنی های پس می دهد، نمایش را سرعت بردار ẋ(t) = f(x(t)) چون

بگیرید: نظر در را زیر معادلات دستگاه مثال.

(i)

 ẋ۱ = −x۱ + x۲

ẋ۲ = −x۲

(ii)


ẋ۱ = −x۲

ẋ۲ = x۱

ẋ۳ = −x۳

سازی قطری فرآیند ١ . ٣

A ماتریس که می گیریم نظر در را حالتی ابتدا کرد. استفاده جداشدنی خطی دستگاه یک به ẋ = Ax خطی دستگاه تبدیل برای می توان A مربعی ماتریس یک کردن قطری جبری روش از

داریم. را زیر قضیه خطی جبر از است. متمایز و حقیقی ویژه مقادیر دارای

و می دهند تشکیل Rn برای پایه یک ،{v۱, v۲, . . . , vn} ویژه، مقادیر این با متناظر ویژه بردارهای آنگاه باشند، A ماتریس متمایز و حقیقی ویژه مقادیر λ۱, . . . , λn اگر قضیه:

داریم و است پذیر وارون P = [v۱ v۲ . . . vn] ماتریس

P−۱AP = diag[λ۱, λ۲, . . . , λn].

۶



قبل، قضیه شرایط تحت

x ∈ Rn = Span{v۱, . . . , vn} =⇒ ∃ ! y ∈ Rn : x = y۱v۱ + y۲v۲ + . . .+ ynvn = [v۱ v۲ . . . vn]


y۱

y۲
...

yn

 = Py.

جداشدنی دستگاه به ẋ = Ax خطی دستگاه ،x = Py خطی متغیر تغییر از استفاده با

ẏ = P−۱APy = diag[λ۱, λ۲, . . . , λn]y,

بنابراین، می شود. تبدیل

y(t) = diag[eλ۱t, eλ۲t, . . . , eλnt]y(۰); x(t) = P diag[eλ۱t, eλ۲t, . . . , eλnt]P−۱x(۰).

بگیرید. نظر در را A =

 ۳ ۱

۱ ۳

 با ẋ = Ax خطی معادله مثال.

بردارهای {v۱, . . . , vn} کنید فرض باشد. λk+۱, . . . , λn متمایز و مثبت ویژه مقدار n−k و λ۱, . . . , λk متمایز و منفی ویژه مقدار k با n×n ماتریس یک A کنید فرض تعریف.

می شوند: تعریف زیر صورت به ẋ = Ax خطی دستگاه از Eu ناپایدار و Es پایدار خطی زیرفضاهای آنگاه باشند. ویژه مقادیر این با متناظر ویژه

Es = Span{v۱, . . . , vk}, dimEs = k, Eu = Span{vk+۱, . . . , vn}, dimEu = n− k.

کنید فرض مثال.

A =


−۱ ۰ ۰

۰ −۱ ۰

۰ ۰ ۱

 .

عملگر یک نمای ۴ . ١

می کنیم تعریف صورت، این در باشد. Rn در خطی عملگر یک T : Rn → Rn کنید فرض

eT =

∞∑
k=۰

T k

k!
= I + T +

T ۲

۲!
+

T ۳

۳!
+ . . . , ||T || = max

|x|≤۱
|Tx|, |x| =

√
x۲
۱ + x۲

۲ + . . .+ x۲
n.

که می شود نتیجه فوق تعریف از

(i) |Tx| ≤ ||T || |x| (∀ x ∈ Rn) (ii) ||TS|| ≤ ||T || ||S|| (iii) ||T k|| ≤ ||T ||k, k = ۰, ۱, ۲, . . .

٧



می کنیم تعریف ،t ∈ R برای تعریف.

eAt =
∞∑
k=۰

tkAk

k!
.

.eS = PeTP−۱ آنگاه ،S = PTP−۱ و باشند Rn در خطی تبدیل های P و T اگر گزاره.

.eT+S = eT eS آنگاه ،TS = ST یعنی شوند، جابجا یکدیگر با که باشند Rn در خطی تبدیل های S و T اگر گزاره.

.(eT )−۱ = e−T آنگاه باشد، Rn در خطی تبدیل یک T اگر نتیجه.

نوشت: می توان نیوتن دوجمله ای بسط از استفاده با اثبات.

TS = ST =⇒ (T + S)n

n!
=

n∑
k=۰

T kSn−k

k!(n− k)!

=⇒
∞∑
n=۰

(T + S)n

n!
=

∞∑
n=۰

n∑
k=۰

T kSn−k

k!(n− k)!
=

∞∑
n=۰

n∑
k=۰

f(k, n− k) =

∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n) =

∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

T kSn

k!n!

=⇒ eT+S = eT eS .

تساوی اثبات برای
∞∑
n=۰

n∑
k=۰

f(k, n− k) =

∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n),

بزنیم: جمع ستونی صورت به و بنویسیم سطری صورت به را فوق تساوی چپ سمت است کافی

f(۰, ۰) +

f(۰, ۱) + f(۱, ۰) +

f(۰, ۲) + f(۱, ۱) + f(۲, ۰) +

f(۰, ۳) + f(۱, ۲) + f(۲, ۱) + f(۳, ۰) + . . .

=

∞∑
n=۰

f(۰, n) +
∞∑
n=۰

f(۱, n) +
∞∑
n=۰

f(۲, n) + . . . =

∞∑
k=۰

∞∑
n=۰

f(k, n).

.eA = ea

 ۱ b

۰ ۱

 آنگاه ،A =

 a b

۰ a

 اگر گزاره.

اثبات.

A = a

 ۱ ۰

۰ ۱

+ b

 ۰ ۱

۰ ۰

 = aI + bN =⇒ eA = eaI+bN = eaIebN = eaI(I + bN) = ea

 ۱ b

۰ ۱

 .

.eA = ea

 cos b − sin b

sin b cos b

 آنگاه ،A =

 a −b

b a

 اگر گزاره.

٨



روابط از استفاده با حال .b = Im(λ) و a = Re(λ) داشت خواهیم آنگاه ،λ = a+ ib دهیم قرار اگر اثبات.

Re(z۱z۲) = Re(z۱)Re(z۲)− Im(z۱)Im(z۲), Im(z۱z۲) = Re(z۱)Im(z۲) +Re(z۲)Im(z۱),

که می شود اثبات ،n ≥ ۱ روی ریاضی استقرای با و

An =

 Re(λn) −Im(λn)

Im(λn) Re(λn)

 .

نتیجه، در

eA =

∞∑
n=۰

An

n!
=

 Re(eλ) −Im(eλ)

Im(eλ) Re(eλ)

 =

 ea cos b −ea sin b

ea sin b ea cos b

 .

اولیه مقدار مسئله ،x۰ ∈ Rn هر برای صورت، این در باشد. n× n ماتریس یک A کنید فرض خطی: دستگاه های برای اساسی قضیه

ẋ = Ax, x(۰) = x۰, (٧)

است. x(t) = eAtx۰ یکتای جواب دارای

صورت، این در .y(t) = e−Atx(t) می دهیم قرار و باشد دلخواه جواب یک x(t) می کنیم فرض جواب، یکتایی اثبات برای است. مسئله این از جوابی eAtx۰ که است واضح اثبات.

y′(t) = −Ae−Atx(t) + e−Atx′(t) = −Ae−Atx(t) + e−AtAx(t) = ۰ =⇒ y(t) = y(۰) =⇒ e−Atx(t) = x(۰) =⇒ x(t) = eAtx۰.

واقع، در .t ∈ R هر برای limy→x۰ φ(t, y) = φ(t, x۰) آنگاه ،φ(t, x۰) = eAtx۰ اگر لم.

۰ ≤ |φ(t, y)− φ(t, x۰)| = |eAty − eAtx۰| = |eAt(y − x۰)| ≤ ||eAt|| |y − x۰| → ۰ as y → x۰ (∀ t ∈ R).

هرگاه بیابید را (٧) اولیه مقدار مسئله جواب مثال.

A =


−۲ ۰ ۰

۱ −۲ ۰

۰ ۱ −۲

 .

R۲ در خطی دستگاه های فاز نمای ١ . ۵ دسته بندی

است: زیر فرم به P−۱AP = J که است موجود چنان P پذیر وارون ماتریس آنگاه باشد، حقیقی درایه های با ۲× ۲ ماتریس یک A اگر

J =

 λ ۰

۰ µ

 ,

 λ ۱

۰ λ

 ,

 a −b

b a

 .
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می کنیم. تعیین مختلف حالت های در را معادله این فاز نمای حال می شود. تبدیل ẏ = Jy معادله ی به ẋ = Ax معادله ی ،x = Py متغیر تغییر با

(i) J =

 λ ۰

۰ µ

 , with λ < ۰ < µ (ii) J =

 λ ۰

۰ µ

 , with λ ≤ µ < ۰

(iii) J =

 λ ۰

۰ µ

 , with λ ≥ µ > ۰ (iv) J =

 λ ۰

۰ µ

 , with λµ = ۰

(v) J =

 λ ۱

۰ λ

 , with λ = ۰ and λ ̸= ۰ (vi) J =

 a −b

b a

 , with a < ۰, b ̸= ۰

(vii) J =

 a −b

b a

 , with a > ۰, b ̸= ۰ (viii) J =

 ۰ −b

b ۰

 , with b ̸= ۰.

صورت، این در .σ = det(A) و τ = tr(A) دهید قرار است. ۲× ۲ حقیقی ماتریس یک A و x ∈ R۲ آن در که بگیرید نظر در را ẋ = Ax دستگاه قضیه.

است. هذلولوی زین یک مبدا آنگاه ،σ < ۰ اگر (الف)

است. ناپایدار گره یک τ > ۰ برای و پایدار گره یک τ < ۰ برای مبدا آنگاه ،τ ۲ − ۴σ ≥ ۰ و σ > ۰ اگر (ب)

است. ناپایدار τ > ۰ برای و پایدار τ < ۰ برای کانون این که است کانون یک مبدا آنگاه ،τ ̸= ۰ و τ ۲ − ۴σ < ۰ و σ > ۰ اگر (ج)

است. مرکز یک مبدا آنگاه ،τ = ۰ و σ > ۰ اگر (د)

است. صفر برابر A ماتریس ویژه مقادیر از یکی حداقل حالت، این در میشود. نامیده غیرهذلولوی یا و تباهیده تعادل نقطه یک مبدا آنگاه ،σ = ۰ اگر

هرگاه کنید مشخص ẋ = Ax مسطح خطی دستگاه برای را مبدا در تعادل نقطه نوع مثال.

A =

 ۲ −۳

۴ −۲

 , A =

 ۰ ۲

۱ ۰

 , A =

 ۲ −۳

۴ ۲

 , A =

 ۰ ۱

−۱ −۲

 .

مختلط ویژه مقادیر ۶ . ١

متمایز و مختلط ویژه مقدار ۲n دارای که باشد ۲n× ۲n حقیقی ماتریس یک A اگر

λj = aj + ibj , λ̄j = aj − ibj

مختلط ویژه بردارهای با

wj = uj + ivj , w̄j = uj − ivj , ۱ ≤ j ≤ n,

بردارهای مجموعه آنگاه است،

{u۱, v۱, u۲, v۲, . . . , un, vn}

١٠



صورت به P ماتریس و است R۲n برای پایه یک

P = [v۱ u۱ v۲ u۲ . . . vn un]

که داریم و است پذیر وارون

P−۱AP = diag

 aj −bj

bj aj

 = اصلی قطر روی ۲× ۲ بلوک های با ۲n× ۲n حقیقی ماتریس یک

است: زیر صورت به x(۰) = x۰ اولیه شرط با ẋ = Ax خطی دستگاه جواب قبل، قضیه شرایط تحت نتیجه.

x(t) = eAtx۰ = P diag eajt

 cos bjt − sin bjt

sin bjt cos bjt

P−۱x۰.

هرگاه بیابید را eAt ماتریس مثال.

A =


−۱ −۱ ۰ ۰

۱ −۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ −۲

۰ ۰ ۱ ۲

 .
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از عبارتند ترتیب به A ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر حل.

λ۱ = −۱+ i, λ̄۱ = −۱− i, λ۲ = ۱+ i, λ̄۲ = ۱− i, w۱ =


i

۱

۰

۰

 =


۰

۱

۰

۰

+ i


۱

۰

۰

۰

 , w۲ =


۰

۰

−۱+ i

۱

 =


۰

۰

−۱

۱

+ i


۰

۰

۱

۰

 ,

P = [v۱ u۱ v۲ u۲] =


۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۰ ۱

 , P−۱ =


۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۱

 , P−۱AP =


−۱ −۱ ۰ ۰

۱ −۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۱ ۱

 = B.

eBt =


e−t cos t −e−t sin t ۰ ۰

e−t sin t e−t cos t ۰ ۰

۰ ۰ et cos t −et sin t

۰ ۰ et sin t et cos t

 ,

eAt = P eBt P−۱ =


e−t cos t −e−t sin t ۰ ۰

e−t sin t e−t cos t ۰ ۰

۰ ۰ et(cos t− sin t) −۲et sin t

۰ ۰ et sin t et(cos t+ sin t)

 .

هرگاه بیابید را eAt ماتریس مثال.

A =


۱ ۰ ۰

۰ ۲ −۳

۱ ۳ ۲

 .
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از عبارتند ترتیب به A ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر حل.

λ۱ = ۱, λ۲ = ۲+ ۳i, λ̄۲ = ۲− ۳i, v۱ =


−۱۰

۳

۱

 , w۲ =


۰

i

۱

 =


۰

۰

۱

+ i


۰

۱

۰

 = u۲ + iv۲,

P = [v۱ v۲ u۲] =


−۱۰ ۰ ۰

۳ ۱ ۰

۱ ۰ ۱

 , P−۱ =


− ۱

۱۰ ۰ ۰
۳
۱۰ ۱ ۰
۱
۱۰ ۰ ۱

 , P−۱AP =


۱ ۰ ۰

۰ ۲ −۳

۰ ۳ ۲

 = B.

eBt =


et ۰ ۰

۰ e۲t cos ۳t −e۲t sin ۳t

۰ e۲t sin ۳t e۲t cos ۳t

 , eAt = P eBt P−۱.

تکراری و حقیقی ویژه مقادیر ١ . ٧

جواب هر ،k = ۱, ۲, . . . ,m برای صورت، این در باشد. A ∈ Mn(R) ماتریس از m ≤ n تکرار مرتبه با تکراری ویژه مقدار یک λ کنید فرض یافته). تعمیم ویژه (بردار تعریف

می شود. نامیده یافته تعمیم ویژه بردار یک (A− λI)kv = ۰ معادله ی از v ناصفر

تعمیم ویژه بردارهای از متشکل Rn برای پایه ای صورت، این در باشد. {λ۱, λ۲, . . . , λn} حقیقی ویژه مقادیر با n× n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض اسمیل). و (هرچ قضیه

N = A−S و S = P diag[λ۱, . . . , λn]P
−۱ آن در که A = S +N و است پذیر وارون P = [v۱ | v۲ | . . . | vn] ماتریس که طوری به دارد وجود {v۱, v۲, . . . , vn} یافته

.NS = SN یعنی، می شود، جابجا S با که است k ≤ n مرتبه ی از توان پوچ ماتریس یک

است: زیر شکل به ،x(۰) = x۰ اولیه شرط با ẋ = Ax خطی دستگاه جواب قبل، قضیه فرض های تحت نتیجه.

x(t) = P diag
[
eλ۱t, . . . , eλnt

]
P−۱

[
I + tN + . . .+

tk−۱Nk−۱

(k − ۱)!

]
x۰.

بیابید. را (٧) اولیه مقدار مسئله یکتای جواب سپس و کنید تجزیه A = S +N صورت به را A =


−۱ ۱ −۲

۰ −۱ ۴

۰ ۰ ۱

 ماتریس مثال.

می کنیم. تعیین را A مشخصه چندجمله ای ابتدا حل.

χA(t) = det(tI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ ۱ −۱ ۲

۰ t+ ۱ −۴

۰ ۰ t− ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (t− ۱)(t+ ۱)۲ = (t− λ۱)
n۱(t− λ۲)

n۲ ,

آن در که

λ۱ = ۱, λ۲ = −۱, n۱ = ۱, n۲ = ۲, k = max{n۱, n۲} = ۲.

١٣



بنابراین،

(A− λ۱I)
n۱v = (A− I)v = ۰ =⇒ v۱ = (۰, ۲, ۱), (A− λ۲I)

n۲v = (A+ I)۲v = ۰ =⇒ v۲ = (۱, ۰, ۰) v۳ = (۰, ۱, ۰).

P = [v۱ v۲ v۳] =


۰ ۱ ۰

۲ ۰ ۱

۱ ۰ ۰

 , P−۱ =


۰ ۰ ۱

۱ ۰ ۰

۰ ۱ −۲

 , S =


۰ ۱ ۰

۲ ۰ ۱

۱ ۰ ۰




۱ ۰ ۰

۰ −۱ ۰

۰ ۰ −۱




۰ ۰ ۱

۱ ۰ ۰

۰ ۱ −۲

 =


−۱ ۰ ۰

۰ −۱ ۴

۰ ۰ ۱

 ,

N = A− S =


۰ ۱ −۲

۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰

 =⇒ N ۲ = ۰ =⇒ eAt = P diag
[
et, e−t, e−t

]
P−۱ [I + tN ] =


e−t te−t −۲te−t

۰ e−t ۴ sinh t

۰ ۰ et

 .

تکراری و مختلط ویژه مقادیر ١ . ٨

باشد زیر مختلط ویژه مقادیر با ۲n× ۲n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض

λj = aj + ibj , λ̄j = aj − ibj , j = ۱, ۲, . . . , n.

یافته تعمیم مختلط ویژه بردارهای صورت، این در

wj = uj + ivj , w̄j = uj − ivj , ۱ ≤ j ≤ n,

بردارهای مجموعه که طوری به دارند وجود

{v۱, u۱, v۲, u۲, , vn, un},

آن در که ،A = S +N نوشت می توان و است پذیر وارون P = [v۱ u۱ . . . vn un] ماتریس پایه ای، چنین برای است. R۲n برای پایه یک

S = P diag

 aj −bj

bj aj

P−۱, N = A− S.

.SN = NS یعنی می شود، جابجا S با که است k ≤ ۲n مرتبه از توان پوچ ماتریس یک N اینجا، در

نتیجه.

eAt = eSt · eNt = P diag eajt

 cos bjt − sin bjt

sin bjt cos bjt

 P−۱ [I + tN + . . .+
tk−۱

(k − ۱)!
Nk−۱].

هرگاه بیابید را eAt ماتریس مثال.

A =


۱ −۱ ۱ ۰

۱ ۱ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۱ ۱

 .

١۴



نوشت می توان حل.

A =


۱ −۱ ۰ ۰

۱ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۱ ۱

+


۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 = S +N ; N ۲ = ۰, SN = NS =


۰ ۰ ۱ −۱

۰ ۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 .

=⇒ eAt = e(S+N)t = eSteNt = eSt(I + tN) = et


cos t − sin t ۰ ۰

sin t cos t ۰ ۰

۰ ۰ cos t − sin t

۰ ۰ sin t cos t




۱ ۰ t ۰

۰ ۱ ۰ t

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱

 = et


cos t − sin t t cos t −t sin t

sin t cos t t sin t t cos t

۰ ۰ cos t − sin t

۰ ۰ sin t cos t

 .

١۵


