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١ فصل

پایتون آموزش

ایجاد هلندی ٢ راسام” فان ”خودو توسط ١٩٩١ سال در که است مفسری و بالا سط زبان Έی ١ پایتون

این رواج باعث و بوده موفق دو هر در که است آن ͳکوتاه و ͳخواناگ زبان این ͳاصل فلسفه ی است. شده

پایتون کتابخانه های بیشتر چه هر گسترش با است. شده گرایش ها تمام در همچین و مقاط΄ تمام در زبان

دیΎر زبان های در شاید که داد انجام مͳ توان را کارهایی برنامه خط چند با تقریبا matplotlib مانند

زبان هایی به نسبت آن سرعت پایتون، بودن مفسری دلیل به مͳ بود. خط ١٠ ها به نیاز C یا فورترن مانند

کمتری ͳانسان زمان زبان این در برنامه Έی نوشت اینکه دلیل به این حال با است پایین فورترن مانند

ͳانسان زمان اصطلاح به که کرد خواهد صرف نوشتن برای کمتری زمان نویس برنامه Έی کل در مͳ برد،

حال در کامپیوتر که ͳزمان ͳیعن ۴ کامپیوتر روی بر برنامه اجرای زمان که ͳحال در است برنامه Έی ٣و

است. دارد برخورد کمتری اهمیت از مواق΄ ͳخیل دز که ͳزمان است پردازش

پایتون نصب ١ . ١

ͳاصل نسخه دو دارای پایتون کرد. نصب ͳمختلف عامل های سیستم  برروی ͳراحت به مͳ توان را پایتون

3٫6 نسخه حاضر حال در که 3.x پایتون و است موجود آن 2٫7 نسخه حاضر حال در که 2.x پاینون است:

١Python
٢ Guido van Rossum
٣Human time
۴Computational time

١



پایتون آموزش .١ فصل ٢

واق΄ در ͳول کرده اند پیدا توسعه حال در جداگانه صورت به نسخه ها این دوی هر است. دسترس در آن

دستورات شود. استفاده 3.x نسخه های از است بهتر و است بازایستاده یافتن توسعه از تفریبا 2.x نسخه

در که است (print) چاپ دستور ملموس قابل تفاوت تنها شاید و ندارد ͳچندان تفاوت نسخه دو در

شود. استفاده پرانتز با باید 3.x پایتون در و مͳ شود استفاده پرانتز بدون 2.x پایتون

نصب بنابراین هستند موثر بسیار ͳبرنامه نویس کردن کوتاه در پایتون کتابخانه های اینکه دلیل به

به مͳ توان را پایتون کتابخانه های از کدام هر است. اجتناب قابل غیر پایتون همراه به پایتون کتابخانه ها

کنیم. برخورد مشل به کتابخانه ها این نصب در است ممن دلیل دو به ͳول کرد نصب جداگانه طور

دوم و شوند نصب باید نیز دیΎری وابسته کتابخانه های کتابخانه، Έی نصب برای است ممن اینکه اول

پایتون نسخه ی با همچین و همدیΎر با کتابخانه نسخه های سازگاری باید کتابخانه Έی نصب در اینکه

با که ͳکاف است. شده ͳطراح Anaconda پˌروژه ی مشلات این حل برای شود. رعایت شده نصب

پروژه: این سایت به ورد

https://www.anaconda.com/

Έم و لینوکس، ویندوز ͳیعن رایج عامل سیستم سه برای بسته این کنید. نصب را Anaconda بسته ی

کتابخانه های تمام پایتون،  نصب بر علاوه Anaconda نصب با است. موجود پˌروژه سایت وب روی بر

پایتون برای مناسب ،که Spyder ͳنویس برنامه محیط همچین مͳ شود. نصب درس این برای نیاز مورد

مͳ شود. نصب نیز است،

پایتون با ͳبرنامه نویس برای مناسب محیط های ١ . ٢

۵ IDE از استفاده روش ها این از ͳی کرد. اجرا و نوشت را پایتون برنامه Έی مͳ توان روش چند از

علاوه مͳ توان آن در که است ͳگرافی واسط Έی IDE Έی واق΄ در است. مجتم΄ توسعه محیط  یا

برنامه چند شامل که پˌروژه، Έی مدیریت همچنین و آن اجرای و برنامه ۶ عیب یابی به ،ͳبرنامه نویس بر

حرف نوشت با و دارد قرار آن حفظ در دستورات اکثر معمولا IDE در پرداخت. است، هم به مرتبط

Έکم با یا Tab کلید با و نیست آن کامل تایپ به نیاز دیΎر دستور شدن کامل برای کلیدی کلمات اول

است: زیر شرح به پایتون برای های IDE معروف ترین کرد. کامل را دستور مͳ توان موس

۵Integrated Development Environment
۶debugging



٣ پایتون با ͳبرنامه نویس برای مناسب محیط های .١ . ٢

IDLE •

WingIDE •

Spyder •

PyCharm •

کارآمد ͳخیل البته که مͳ شود نصب پایتون نصب همراه به است پایتون خود ͳبرنامه  نویس محیط IDLE

١ . ١ شل است. مناسب  و کامل IDE نسبتا و است رایΎان Spyder کامل تر ها IDE میان از نیست.

به علاقمندان اختیار در رایΎان نسخه Έی PyCharm مͳ دهد. نشان را Spyder محیط از تصویر

١ . ١ شل

است. کارآمدتر و کامل تر است هزینه پرداخت به نیاز که آن ͳاصل نسخه منتها است داده قرار پایتون

نام به حاضر حال در که است ٧ بوک نوت محییر همراه به ipython محیط از استفاده دوم روش

ابزارهای منتها نیست کامل های IDE محیط های مانند Jupyter محیط است. شده معرف Jupyter

عنوان به Firefox مانند ͳایترنت مروگرهای از محیط این مͳ دهد. قرار نویسنده اختیار در را مناسبی

از استفاده سوم روش مͳ دهد. نشان را محیط این از تصویری ١ . ٢ شل مͳ کند. استفاده ͳگرافی رابط

سیستم در Notepad++ یا و Έم و لینوکس عامل های سیستم در Emace یا Vim مانند ویرایش گرهایی

٧notenook



پایتون آموزش .١ فصل ۴

١ . ٢ شل

برای کرده اند. محیا ͳبرنامه نویس برای مناسبی محیط های نیز ویرایش گرها این واق΄ در است. ویندوز عامل

مͳ شوند. متمایز متن بقیه از ͳرنگ صورت به و مͳ شوند شناخته ویرایشΎرها این در پایتون دستورات مثال

کرد. اجرا ٨ شل Έی در مستقیم صورت به را برنامه مͳ توان برنامه نوشتن از بعد

را دستورات که است پایتون شل از استفاده است داده قرار کاربران اختیار در پایتون که دیΎر روش

کردن Έچ برای بیشتر شل این کارایی عملا منتها کرد. اجرا مستقیم، صورت به آن، در راحتͳ مͳ توان به

لینوکس در را پایتون شل ١ . ٣ تصویر است. ͳخط چند برنامه های نوشتن و دستورات کردن امتحان و

مͳ دهد. نشان

ویرایشΎر های از استفاده لینوکس در و ها سیستم عامل تمام در Spyder یا Jupyter از استفاده نویسنده

مͳ کند. توصیه را Vim مانند قویی

٨shell



۵ پایتون با ͳبرنامه نویس برای مناسب محیط های .١ . ٢

١ . ٣ شل
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٢ فصل

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل

اویلر روش ٢ . ١

ͳتحلیل حل معادلات این از ͳکم تعداد مͳ شوند. مطرح دیفرانسیل معالات با قوانین معمولا Έفیزی در

کرد: اشاره هسته ها ͳواپاش معادله به مͳ توان مثال برای دارند.

dN

dt
= −N

τ
(٢ . ١)

زمان مدت از معیاری نیز τ نکرده اند. ͳواپاش هنوز t زمان در که مͳ دهد نشان را هسته هایی تعداد N که

است. ͳواپاش از قبل رایواکتیو هسته ی Έی میانگین عمر زمان τ حقیقت در مͳ دهد. نشان را ͳواپاش

مͳ دانیم: ͳتحلیل صورت به را معادله این حل واق΄ در و است ساده بسیار معادله این

N(t) = N(٠)e−t/τ (٢ . ٢)

کنیم؟ چه باید کنیم حل عددی صورت به را معادله ای چنین خواهیم به فرض به اگر حال

و مدل  ها اکثر اصولا باشیم. داشته  ذهن در عددی حل های مفهوم از ͳدرست درک باید ابتدا در

حل های تمام در رفت. عددی و تقریبی حل های سراغ به باید ناچار و ندارند دقیقا حل علم در معادلات

برای خواهیم داشت. را معادله جواب ͳخروج در و وردی عنوان به متغیر چندین معمولا معادلات، عددی

٩



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ١٠

مواجه آن با Έفیزی در که مسئله هایی معمولا است. t متغیر از ͳتابع که بΎیرید نظر در را x(t) تابع مثال

دیدید): ͳواپاش در آنچه (همانند بود خواهد ͳدیفرانسیل معادله Έی صورت به هستیم

dx(t)

dt
= f(x, t) (٢ . ٣)

به t به نسبت x(t) تابع مشتق کرد. مراجعه مͳ توان مشتق تعریف به ͳراحت به ،ͳمعادلات چنین حل برای

مͳ شود: بیان زیر صورت

dx(t)

dt
≡ lim

∆t→٠

x(t+∆t)− x(t)

∆t
=⇒ x(t+∆t)− x(t)

∆t
, (۴ . ٢)

صورت به t+∆t در جواب اویلر روش طبق بنابراین است. تعریف این از استفاده حقیقت در اویلر روش

آمد: خواهد در زیر فرم به تقریبی

x(t+∆t) ≈ x(t) +
dx(t)

dt
∆t . (۵ . ٢)

زمان در را تابع این مقدار مͳ توانیم باشیم داشته t به نسبت را x(t) تابع مشتق اگر اویلر روش طبق پس

و t+ ٣∆t در طور همین و t+ ٢∆t در را جواب مͳ توانیم ترتیب همین به باشیم. داشته نیز t+∆t

آوریم: ...بدست

x(t+∆t) ≈ x(t) +
dx(t)

dt

∣∣∣
t
∆t (۶ . ٢)

x(t+ ٢∆t) ≈ x(t+∆t) +
dx(t)

dt

∣∣∣
t+∆t

∆t

x(t+ ٣∆t) ≈ x(t+ ٢∆t) + dx(t)

dt

∣∣∣
t+٢∆t

∆t

...
...



١١ اویلر روش .٢ . ١

بود: خواهد زیر صورت به هسته ها ͳواپاش معادله حل بنابراین

N(t+∆t) ≈ N(t)− N(t)

τ
∆t (٢ . ٧)

N(t+ ٢∆t) ≈ N(t+∆t)− N(t+∆t)

τ
∆t

N(t+ ٣∆t) ≈ N(t+ ٢∆t)− N(t+ ٢∆t)
τ

∆t

...
...

در ͳسع عددی حل Έی در باشیم. داشته مش بندی مفهوم مورد در خوبی شهود باید عددی حل در

نقاط در x(t) تابع مثلا مقدار است این

t٠, t٠ +∆t, t٠ + ٢∆t, t٠ + ٣∆t, ... (٢ . ٨)

هم و t متغیر برای پس داریم. لیست) یا (و آرایه  ای متغیرهای از استفاده به نیاز ما بنابراین شود. محاسبه

در ٠٫١ با برابر را ∆t مقدار اگر مثال برای شود. گرفته  نظر در لیست) (یا آرایه Έی باید x متغیر برای

چندین به t متغیر لیست پایتون در کنید، محاسبه t = ٢ تا t = ٠ از را x تابع بخواهیم و شود گرفته نظر

است: تولید قابل زیر روش

1 t i =0

t f = 2 . 0

3 d t = 0 . 1

#method 1

5 t = t i

t l i s t =[ t i ]

7 whi l e t < t f :

t l i s t . append ( t )

9 t = t + d t

p r i n t ( t l i s t )

11

#method 2

13 n= i n t ( ( t f− t i ) / d t )

t l i s t = [ ]

15 f o r i i n r ange ( n ) :

t = t i + i * d t

17 t l i s t . append ( t )

p r i n t ( t l i s t )



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ١٢

19

#method 3

21 n= i n t ( ( t f− t i ) / d t )

t l i s t = [ 0 ] *n

23 f o r i i n r ange ( n ) :

t l i s t [ i ]= t i + i * d t

25 p r i n t ( t l i s t )

: tlist.py

بود: خواهد زیر صورت به ͳلیست ͳخروج

1 [ 0 . 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 , 0 . 4 , 0 . 5 , 0 . 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ,

0 . 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 , 0 . 8 , 0 . 9 , 1 . 0 , 1 . 1 , 1 . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 , 1 . 3 ,

1 . 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 , 1 . 5 , 1 . 6 , 1 . 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 , 1 . 8 ,

1 . 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ]

شد: خواهد زیر شل به ͳخروج ساده صورت به کنیم نظر صرف گردکردن خطای از اگر که

1 [ 0 . 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 3 , 0 . 4 , 0 . 5 , 0 . 6 , 0 . 7 , 0 . 8 , 0 . 9 , 1 . 0 , 1 . 1 , 1 . 2 , 1 . 3 ,

1 . 4 , 1 . 5 , 1 . 6 , 1 . 7 , 1 . 8 , 1 . 9 ]

مقادیر این از Έی هر به ͳدسترس برای و مͳ شود گفته t متغیر به مربوط مش ͳلیست چنین به معمولا

کامپیوتر زبان در معمولا مͳ شود، گفته سخن t٠ + i ×∆t از ͳوقت پس کنیم. استفاده اندیس از باید

مͳ شود: داده نمایش زیر صورت های به

t٠ + i×∆t ≡ ti ≡ t[i] (٢ . ٩)

مͳ دهد. نشان t متغیر برای را مش مان i اندیس که

اویلر روش خطای ٢ . ١ . ١

برآورد برای مͳ باشد. خطا دارای تقریب  از استفاده دلیل به عددی روش Έی کردید مشاهده که همانطور

کرد: استفاده تیلور بسط مفهوم از مͳ توان ͳسادگ به (اویلر) روش این در خطا

x(t+∆t) = x(t) +
dx(t)

dx
∆t +

d٢x(t)

dx٢
(∆t)٢

٢
+ · · ·+ dnx(t)

dxn
(∆t)n

n!
+ . . . (٢ . ١٠)



١٣ اویلر روش .٢ . ١

مͳ شود داده نمایش O(∆t٢) صورت به که است (∆t)٢ مرتبه از اویلر روش در گام هر در خطا بنابراین

ͳیعن گام N در اما است. ͳبزرگ مرتبه O از منظور که

N =
tf − ti
∆t

(٢ . ١١)

خطا شود)، انجام زمان دو این بین محاسبه داریم تصمیم (که است نهایی زمان tf و اولیه زمان ti که ،

که چرا بود خواهد ∆t مرتبه ی از

Error ∝ N × (∆t)٢ ∝ ∆t (٢ . ١٢)

. ( O(∆t) ) شد خواهد بزرگتری مرتبه دارای خطا بنابراین

که بنویسید برنامه ای هسته ها ͳواپاش معادله حل برای اویلر روش از استفاده :١ تمرین

اولیه: ͳده اول)مقدار مرحله ) •

با برابر را ti مͳ توان ͳسادگ برای ورودی). (از کند دریافت را ∆t و tf ، ti ، N٠ مقادیر

دهیم. قرار صفر

عددی: صورت به ͳواپاش معادله حل اول) (مرحله •

حل برای کنید. حل عددی صورت به را ͳواپاش معادله باشد، روز ١ برابر τ اینکه فرض با

کرد: عمل زیر روش به باید عددی

بΎیرید: نظر در لیست Έی N و t برای –

1 t =[ t i ]

N=[N0 ]

مͳ کنیم: ذخیره لیست در را t و N مقدار زیر صورت به بعدی های زمان در

N(tj+١) = Nj+١ = Nj −Nj/τ∆t

tj+١ = tj +∆t



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ١۴

مͳ کنیم: عمل زیر صورت به پایتون در که

N . append (N[ j ]−N[ j ] / t au * d t )

2 t . append ( t [ j ]+ d t )

مقادیر با همراه ∆t مختلف مقادیر برای زمان برحسب را N عددی مقدار دوم): (مرحله •

کنید. رسم آورد، بدست مͳ توان ͳتحلیل حل از که ، N دقیق

مشخص زمان Έی در عددی حل و دقیق حل بین اختلاف ͳیعن) خطا مقدار سوم): (مرحله •

ͳاتفاق چه ∆t Έکوچ بسیار مقادیر در آورید. بدست ∆t برحسب را ( tf = ١٠ مثلا

کرد. خواهیم مشاهد ∆t معقول مقادیر در رفتار چه افتاد. خواهد

آزاد سقوط ٢ . ١ . ٢

سط از ذره مان برای زیر رابطه ی کنیم پرتاب عمود صورت به را گلوله ای اگر مͳ دانیم که همانطور

مͳ آید: بدست پرتاب

y = −١
٢
gt٢ + v٠t (٢ . ١٣)

شد: خواهد زیر صورت به زمان حسب بر آن سرعت و

dy

dt
= −gt+ v٠ (١۴ . ٢)

است: صفر سرعت اوج نقطه در

dy

dt
= ٠ −→ −gt+ v٠ = ٠ −→ t =

v

g
(١۵ . ٢)

با برابر ارتفاع نتیجه در و

h =
v٢

٢g



١۵ رانگ‐کوتا روش .٢ . ٢

مͳ کنیم: عمل اینچنین آوریم، بدست اویلر روش از عددی صورت به را ذره مان بخواهیم اگر

y(t = ٠) ≈ y(t = ٠) = ٠ (١۶ . ٢)

y(t = ∆t) ≈ y(t = ٠) + dy

dt

∣∣∣
t=٠

∆t

y(t = ٢∆t) ≈ y(t = ∆t) +
dy

dt

∣∣∣
t=∆t

∆t

y(t = ٣∆t) ≈ y(t = ٢∆t) + dy

dt

∣∣∣
t=٢∆t

∆t

...
...

زد: تخمین را بعدی نقطه ی و کرد استفاده ͳقبل نقطه ی از مͳ توان ͳزمان نقطه هر در ͳیعن

رانگ‐کوتا روش ٢ . ٢

داد. کاهش را خطا مͳ توان چΎونه که است این شود مطرح مرحله این در است ممن که ͳپرسش حال

جملات از استفاده ناکارآمد ͳول ساده حل راه Έی داد. انجام کار چندین مͳ توان خطا کاهش برای

الΎوریتم های دنبال به مͳ توان شیوه ای چنین از استفاده جای به ͳول است. تیلور بسط در بالاتر مراتب

از ͳی دهند. کاهش را محاسبات خطای ͳطرف از و باشند داشته کمتری ͳمحاسبات هزینه که گشت بهتر

استفاده الΎوریتم این ͳاصل ایده ی است. ١ دوم مرتبه رانگ‐کوتای الΎوریتم هوشمند، الΎوریتم های این

نیز شل از که همانطور است. t +∆t/٢ در مشتق از استفاده ͳیعن است، گام وسط در تابع مشتق از

مناسبی ایده ی گام هر ابتدای جای به گام های بین در مشتق استفاده که مͳ رسد نظر به است مشخص

این برای مͳ شود. خطا کاهش باعث گام ها بین در مشتق از استفاده واقعا که دهیم نشان باید حال است.

مͳ دهیم: بسط x(t+ ∆t
٢ ) حول را x(t) و x(t+∆t) مͳ کنیم. رجوع تیلور بسط به باز کار

x(t+∆t) = x(t+
∆t

٢
) +

dx

dt

∣∣∣
t+∆t

٢

∆t

٢
+

١
٢
d٢x

dt٢

∣∣∣
t+∆t

٢

(
∆t

٢
)٢ +O(∆t٣)(٢ . ١٧)

x(t) = x(t+
∆t

٢
)− dx

dt

∣∣∣
t+∆t

٢

∆t

٢
+

١
٢
d٢x

dt٢

∣∣∣
t+∆t

٢

(
∆t

٢
)٢ +O(∆t٣)(٢ . ١٨)

١second-order Runge-Kutta



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ١۶

مͳ دهد. نشان را اویلر روش در آن خطای و گام هر ابتدای در مشتق از استفاده شل این :٢ . ١ شل

مͳ رسیم: زیر معادله به جملات کردن مرتبه و دوم معادله از اول معادله کردن تفریق با

x(t+∆t) = x(t) +
dx

dt

∣∣∣
t+∆t

٢

∆t+O(∆t٣) (٢ . ١٩)

= x(t) + f
(
x(t+

∆t

٢
), t+

١
٢

)
∆t+O(∆t٣)

ممن x تابع مشتق که است این توجه قابل نکته است. x تابع مشتق همان f از منظور دوم معادله در که

داده نمایش معادله در که ͳصورت به dx
dt

∣∣∣
t+∆t

٢

ͳیعن مشتق این بنابراین باشد نیز x خود به وابسته است

خطور ذهن به است ممن که ͳسوال اینجا در مͳ شود. داده نشان f
(
x(t + ∆t

٢ ), t + ١
٢

)
ͳیعن شده

این حل برای کنیم. چه باید باشد، وابسته x(t+ ∆t
٢ ) نقطه به f همان یا x مشتق اگر که است این کند

کرد: استفاده نقطه این در زدن حدس برای اویلر الΎوریتم از مͳ توان مشل

x(t+
∆t

٢
) = x(t) + f(x, t)

∆t

٢
(٢ . ٢٠)



١٧ رانگ‐کوتا روش .٢ . ٢

آمد: خواهد در زیر شل به رانگ‐کوتا دوم مرتبه الΎوریتم ͳعمل صورت به بنابراین

k١ = f(x, t)∆t (٢ . ٢١)

k٢ = f
(
x+

١
٢
k١, t+

١
٢
∆t

)
∆t

x(t+∆t) = x(t) + k٢

مرتبه رانگ‐کوتای برای برنامه نمونه Έی زیر مثال (چرا؟). مͳ باشد O(∆t٣) از روش این در خطا

است. دوم

from math impo r t s i n

2 from numpy impo r t a r ange

from m a t p l o t l i b . p y p l o t impo r t p l o t , x l a b e l , y l a b e l , show

4 # dx / d t = −x^3+ s i n ( t )

d e f f ( x , t ) :

6 r e t u r n −x * * 3 + s i n ( t )

8 a= 0 . 0

b= 1 0 . 0

10 N=200

d t = ( b−a ) /N

12

t p o i n t s = a r ange ( a , b , d t )

14 x p o i n t s = [ ]

16 x = 0 . 0

f o r t i n t p o i n t s :

18 x p o i n t s . append ( x )

k1 = d t * f ( x , t )

20 k2 = d t * f ( x + 0 . 5 * k1 , t + 0 . 5 * d t )

x += k2

22

p l o t ( t p o i n t s , x p o i n t s )

24 x l a b e l ( ” t ” )

y l a b e l ( ” x ( t ) ” )

26 show ( )

: rk2.py



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ١٨

رانگ‐ الΎوریتم مͳ توانیم ما کنیم، استفاده ∆t۴ و ∆t٣ ͳیعن بالاتر جملات از تیلور بسط در اگر

آوریم: بدست را است زیر صورت به که چهار مرتبه کوتای

k١ = f(x, t) (٢ . ٢٢)

k٢ = f(x+
١
٢
k١, t+

١
٢
∆t)∆t

k٣ = f(x+
١
٢
k٢, t+

١
٢
∆t)∆t

k۴ = f(x+ k٣, t+∆t)∆t

x(t+∆t) = x(t) +
١
۶
(k١ + ٢k٢ + ٢k٣ + k۴)

چهارم: مرتبه کوتای رانگ‐ الΎوریتم با منتها ͳقبل مثال همان زیر مثال

from math impo r t s i n

2 from numpy impo r t a r ange

from m a t p l o t l i b . p y p l o t impo r t p l o t , x l a b e l , y l a b e l , show

4

d e f f ( x , t ) :

6 r e t u r n −x * * 3 + s i n ( t )

8 a = 0 . 0

b = 1 0 . 0

10 N = 100

d t = ( b−a ) /N

12

t p o i n t s = a r ange ( a , b , d t )

14 x p o i n t s = [ ]

x = 0 . 0

16

f o r t i n t p o i n t s :

18 x p o i n t s . append ( x )

k1 = d t * f ( x , t )

20 k2 = d t * f ( x + 0 . 5 * k1 , t + 0 . 5 * d t )

k3 = d t * f ( x + 0 . 5 * k2 , t + 0 . 5 * d t )

22 k4 = d t * f ( x+k3 , t + d t )

x += ( k1 +2 * k2 +2 * k3+k4 ) / 6

24

p l o t ( t p o i n t s , x p o i n t s )

26 x l a b e l ( ” t ” )

y l a b e l ( ” x ( t ) ” )



١٩ رانگ‐کوتا روش .٢ . ٢

28 show ( )

: rk4.py

مرتبه رانگ‐کوتای و دوم مرتبه رانگ‐کوتای اویلر، روش های مقایسه ٢ . ٢ . ١

چهارم

های خطا مجموع و است. O(∆t٢) مرتبه از اویلر الΎوریتم برای گام هر در خطا شد، اشاره که همانظور

رسم برای است. شده مشخص ٢ . ٢ شل در وضوح به موضوع این است. O(∆t) مرتبه از آخر گام در

و است شده حل چهارم و دوم مرتبه رانگ‐کوتای اویلر، روش سه با ͳواپاش به مربوط معادله شل این

مختلف، ͳزمان های گام برای دقیق مقدار از عددی مقدار اختلاف مطلق قدر آخر) (گام ͳپایان زمان در

است. شده رسم ، ∆t

که همانطور مͳ کند. رفتار ͳخط صورت به ∆t با اویلر روش در خطا که مͳ شود مشاهده وضوح به

گام در بنابراین و O(∆t٣) مرتبه از خطا دوم مرتبه رانگ‐کوتای روش در کردیم، اشاره قبل بخش در

O(∆t۵) مرتبه از گام هر در خطا چهارم، مرتبه رانگ‐کوتای روش در است. O(∆t٢) مرتبه از آخر

در را قبل شل ببینیم، شل در را موضوع این براینکه مͳ باشد. O(∆t۴) مرتبه از آخر گام در خطا و

( ٢ . ٣ (شل کرده ایم رسم (y راستای (در کوچتر ناحیه



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٢٠
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٢١ رانگ‐کوتا روش .٢ . ٢

است: شده استفاده زیر برنامه از خطا های رسم برای

2 from math impo r t s i n , exp

impo r t numpy as np

4 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

# dN / d t = −N( t ) / t au

6

t au =1

8 d e f f ( x ) :

r e t u r n −x / t au

10

N0=1000

12

14 d e f e u l e r _ a l g ( f , t f , d t ) :

N_s t ep = i n t ( t f / d t )

16 t _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s t ep +1 )

x _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s t ep +1 )

18 x _ l i s t [ 0 ] =N0

f o r i i n r ange ( N_s tep ) :

20 x _ l i s t [ i +1]= x _ l i s t [ i ]+ f ( x _ l i s t [ i ] ) * d t

t _ l i s t [ i +1]= t _ l i s t [ i ]+ d t

22 r e t u r n t _ l i s t [−1] , x _ l i s t [−1]

24 d e f r k 2 _ a l g ( f , t f , d t ) :

N_s t ep = i n t ( t f / d t )

26 t _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s t ep +1 )

x _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s t ep +1 )

28 x _ l i s t [ 0 ] =N0

f o r i i n r ange ( N_s tep ) :

30 x= x _ l i s t [ i ]

k1 = d t * f ( x )

32 k2 = d t * f ( x + 0 . 5 * k1 )

x += k2

34 t _ l i s t [ i +1]= t _ l i s t [ i ]+ d t

x _ l i s t [ i +1]= x

36 r e t u r n t _ l i s t [−1] , x _ l i s t [−1]

38

d e f r k 4 _ a l g ( f , t f , d t ) :

40 N_s tep = i n t ( t f / d t )

t _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s t ep +1 )



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٢٢

42 x _ l i s t = [ 0 ] * ( N_s tep +1 )

x _ l i s t [ 0 ] =N0

44 f o r i i n r ange ( N_s tep ) :

x= x _ l i s t [ i ]

46 k1 = d t * f ( x )

k2 = d t * f ( x + 0 . 5 * k1 )

48 k3 = d t * f ( x + 0 . 5 * k2 )

k4 = d t * f ( x+k3 )

50 x += ( k1 +2 * k2 +2 * k3+k4 ) / 6

t _ l i s t [ i +1]= t _ l i s t [ i ]+ d t

52 x _ l i s t [ i +1]= x

r e t u r n t _ l i s t [−1] , x _ l i s t [−1]

54

t f =10

56 d t _ l i s t =np . l i n s p a c e ( 0 . 0 0 0 1 , 0 . 2 , 1 0 0 )

58 r k 2 _ e r r o r = [ ]

r k 4 _ e r r o r = [ ]

60 e u l e r _ e r r o r = [ ]

f o r d t i n d t _ l i s t :

62

t , r k 4 = r k 4 _ a l g ( f , t f , d t )

64 t , r k 2 = r k 2 _ a l g ( f , t f , d t )

t , e u l = e u l e r _ a l g ( f , t f , d t )

66 N_exac=N0* exp (− t / t au )

r k 4 _ e r r o r . append ( ab s ( rk4−N_exac ) )

68 r k 2 _ e r r o r . append ( ab s ( rk2−N_exac ) )

e u l e r _ e r r o r . append ( ab s ( eu l−N_exac ) )

70

72 p l t . p l o t ( d t _ l i s t , r k 4 _ e r r o r , ’ ro ’ )

p l t . p l o t ( d t _ l i s t , r k 2 _ e r r o r , ’ bs−− ’ )

74 p l t . p l o t ( d t _ l i s t , e u l e r _ e r r o r , ’ c −̂− ’ )

p l t . l e g end ( [ ” r k 4 ” , ” r k 2 ” , ” E u l e r ” ] )

76 p l t . x l a b e l ( r ” $ \ D e l t a $ t ” )

p l t . y l a b e l ( ” E r r o r ” )

78 p l t . x l im ( 0 . 0 , 0 . 2 )

p l t . s a v e f i g ( ’ rk4−rk2−e u l e r . pd f ’ )

80 p l t . show ( )

: rk4_rk2_euler_radioactive.py



٢٣ رانگ‐کوتا روش .٢ . ٢

هوا مقاومت حضور با (پرتابه) توپ گلوله Έی مسیر ٢ . ٢ . ٢

Έی حرکت کرد، پیدا آن برای نمͳ توان ͳتحلیل حل ͳسادگ حین در که مسایل ساده ترین از ͳی شاید

بΎیرید نظر در را کروی توپ گلوله Έی اگر است. هوا مقاومت حضور در و جاذبه نیروی تحت پرتابه

شد: خواهد زیر صورت به هوا مقاومت نیروی

F =
١
٢
πR٢ρCv٢ (٢ . ٢٣)

است. هوا ٢ ͳکش پس ضریب C و گلوله سرعت v هوا، ͳالΎچ ρ گلوله، شعاع R معادله این در که

شد: خواهند زیر صورت به (x, y) مختصات در توپ گلوله حرکت معادلات بنابراین

ax = v̇x = −πR
٢ρC

٢m
vx

√
v٢
x + v٢

y (٢۴ . ٢)

ay = v̇y = −g − πR٢ρC

٢m
vy

√
v٢
x + v٢

y (٢۵ . ٢)

نوشت: را زیر معادلات مͳ توان بالا معادله دو از ، Bdrag = ١
٢πR

٢ρC کنیم فرض اگر حال

ẋ = dx
dt = vx

ẏ = dy
dt = vy

v̇x = dvx

dt = −Bdragvvx

m

v̇y =
dvy

dt = −g − Bdragvvy

m

بود: خواهد زیر صورت به اویلر روش به بالا معادلات حل بنابراین

xi+١ = xi + vx,i∆t

yi+١ = yi + vy,i∆t

vx,i+١ = vx,i −
Bdragvivx,i

m
∆t

vy,i+١ = vy,i − g∆t− Bdragvivy,i
m

∆t ,

٢drag cofficient



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٢۴

که

vi =
√
v٢
x,i + v٢

y,i .

در توپ گلوله حرکت معادلات حل برای رانگ‐کوتا و اویلر روش از استفاده :٢ تمرین

زیر: پارامترهای فرض با هوا: مقاومت حضور

C = ٠٫۴٧ ،ρ = ١٫٢٢kg/m−٣ ،m = ١Kg ،R = ٨cm

مقدار Έی و ، θ ، شود) دریافت برنامه وردی (از پرتاب زاویه دلخواه مقدار Έی برای •

اویلر، روش های به ، v٠ شود) دریافت برنامه وردی (از توپ گلوله اولیه سرعت از دلخواه

حسب بر y (رسم کنید رسم نمودار Έی در را پرتابه مسیر چهارم و دوم مرتبه رانگ‐کوتای

طور را برنامه بΎیرد. نظر در (x٠ = ٠, y٠ = ٠) صورت به را اولیه مختصات . ( x

شود. متوقف محاسبات خورد زمین به توپ گلوله ͳوقت که بنویسید

برای را توپ گلوله برد حال . C = ٠٫٠ ͳیعن ندارد، وجود هوا مقاومت که کنید فرض •

،ͳروش سه از استفاده با اولیه سرعت دلخواه مقدار Έی و پرتابه زاویه دلخواه مقدار Έی

٢v٢
٠sin(θ)cos(θ)/g ͳیعن آن دقیق مقدار با و کنید محاسبه شد، بیان اول قسمت در که

است بهتر شود تر مشخص خطا اینکه برای (نکته: است؟ تر دقیق روش کدام کنید. مقایسه

کنیم) استفاده سرعت برای بزرگ مقادیر از

استفاده بعد) Έی (در زیر تابع از چهارم مرتبه رانگ‐کوتای برای مͳ توان :٢ تمرین حل راهنمایی

کنیم.

d e f r k 4 ( x , v , a , d t ) :

2 ” ” ” R e t u r n s f i n a l ( p o s i t i o n , v e l o c i t y ) t u p l e a f t e r

t ime d t has p a s s e d .

4

x : i n i t i a l p o s i t i o n ( number− l i k e o b j e c t )

6 v : i n i t i a l v e l o c i t y ( number− l i k e o b j e c t )

a : a c c e l e r a t i o n f u n c t i o n a ( x , v , d t ) ( must be c a l l a b l e )

8 d t : t im e s t e p ( number ) ” ” ”

x1 = x

10 v1 = v

a1 = a ( x1 , v1 , 0 )



٢۵ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای SCIPY.INTEGRATE.ODEINT از استفاده .٢ . ٣

12

x2 = x + 0 . 5 * v1 * d t

14 v2 = v + 0 . 5 * a1 * d t

a2 = a ( x2 , v2 , d t / 2 . 0 )

16

x3 = x + 0 . 5 * v2 * d t

18 v3 = v + 0 . 5 * a2 * d t

a3 = a ( x3 , v3 , d t / 2 . 0 )

20

x4 = x + v3 * d t

22 v4 = v + a3 * d t

a4 = a ( x4 , v4 , d t )

24

x f = x + ( d t / 6 . 0 ) * ( v1 + 2 * v2 + 2 * v3 + v4 )

26 v f = v + ( d t / 6 . 0 ) * ( a1 + 2 * a2 + 2 * a3 + a4 )

28 r e t u r n xf , v f

: rk4_dim1.py

معادلات حل برای scipy.integrate.odeint از استفاده ٢ . ٣

ͳمعمول دیفرانسیل

ͳمعمول ͳدیفرانسیل معادلات آن از استفاده با مͳ توان که است scipy کتابخانه ی در تابع Έی odeint

کار این برای کرد. تعریف odeint برای را خود دیفرانسیل معادله باید ابتدا منظور بدین کرد. حل را

این گرداند. ͳبرم را ... و دوم اول، مشتق تابع این که مͳ کنیم تعریف تابع Έی مͳ کنیم: عمل چنین

عناصر و تابع خود آن اول عنصر که است آرایه Έی ها آرگومان از ͳی داشت. خواهد آرگومان دو تابع

تابع که است متغییری تابع این آرگومان های از دیΎر ͳی مͳ باشند. بالاتر مراتب مشتق های آن بعدی

مرتبه های مشتق های تعریف در که است این خاطر به متغییر این کردن وارد دلیل مͳ شود. تعریف آن با

تعریف ͳواپاش معادله برای مثال برای باشیم. داشته تابع متغییر از استفاده به نیاز است ممن مختلف

شد: خواهد زیر صورت به تابع این

d e f d e r i v (N , t ) : # r e t u r n d e r i v a t i v e s o f t h e a r r a y N

2 t au = 1 0 . 0

r e t u r n a r r a y ( [ −N[ 0 ] / t au ] )



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٢۶

: deriv.py

اگر تابع. این اول مشتق -N[٠]/tau و است تابع خود N[٠] اینجا در شد گفته که همانطور

اینکه دلیل به اینجا در که کنید وارد زیر را آنها باید داشت وجود بالاتر مراتب مشتقات برای ͳمعادلات

و تابع اولیه مقادیر باید آن از بعد نداریم. آنها به احتیاج است اول مرتبه معادله Έی ما، دیفرانسیل معادله

روش به را هسته ها ͳواپاش معادله حل زیر مثال کنیم. تعیین دیفرانسیل معادله حل برای نیز را آن مشتقات

مͳ دهد: نشان شما به odeint

1 from s c i p y . i n t e g r a t e impo r t o d e i n t

impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

3 impo r t numpy as np

5 t au =10

d e f d e r i v (N , t ) : # r e t u r n d e r i v a t i v e s o f t h e a r r a y N

7 r e t u r n np . a r r a y ( [ −N[ 0 ] / t au ] )

9 t ime = np . l i n s p a c e ( 0 . 0 , 1 0 0 . 0 , 1 0 0 0 )

N i n i t = np . a r r a y ( [ 1 0 0 0 0 ] ) # i n i t i a l v a l u e s

11 N = od e i n t ( d e r i v , N in i t , t ime )

13

Nexac t = N i n i t [ 0 ] * np . exp (− t ime / t au )

15

p l t . f i g u r e ( )

17 p l t . p l o t ( t ime ,N) # y [ : , 0 ] i s t h e f i r s t column o f y

p l t . p l o t ( t ime , Nexac t )

19 p l t . x l a b e l ( ” t ” )

p l t . y l a b e l ( ”N” )

21 p l t . show ( )

: ode.py

ساده هماهنگ حرکت ۴ . ٢

Έی حرکت مثال ساده ترین شاید مͳ کنیم. برخورد تناوبی حرکت های از زیادی مثال های به Έفیزی در

این جزییات ۴ . ٢ شل مͳ شود. گفته ساده هماهنگ حرکت پاندول Έی نوسانات به باشد. پاندول



٢٧ ساده هماهنگ حرکت .۴ . ٢

ساده هماهنگ حرکت :۴ . ٢ شل

صورت به را آویزان جرم به وارد ͳمماس نیروی مͳ توان θ Έکوچ مقادیر برای مͳ دهد. نشان را حرکت

نوشت: زیر

Fθ = −mg sin θ ≈ −mgθ (٢۶ . ٢)

مͳ آید: در زیر صورت به حرکت معادله بنابراین

θ̈ =
d٢θ

dt٢
= −g

l
θ (٢ . ٢٧)

مͳ آید: در زیر صورت به معادله این فرکانس حسب بر که

dω

dt
= −g

l
θ

dθ

dt
= ω



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٢٨
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اویلر روش به زمان حسب بر θ محاسبه :۵ . ٢ شل

کنیم: حل اویلر روش به را معادلات این مͳ توانیم حال

θi+١ = θi + ωi∆t

ωi+١ = ωi − g

l
θi∆t ,

آویزان آن از جرم که ͳنخ طول کنید فرض حال . θi = θ(ti) , ωi = ω(ti) معادلات این در که

بدست مͳ آید عجیبی نتیجه ∆t = ٠٫٠۴s با برابر ͳزمان گام انتخاب با باشد. l = ١m با برابر است

است. شده رسم ۵ . ٢ شل در که

دامنه زمان، افزایش با مͳ کنید مشاهده که همانطور است. شده رسم زمان حسب بر θ شل این در

است. پاندول Έی حرکت از ͳواقع مشاهدات مخالف کاملا که مͳ کند پیدا افزایش نیز پاندول نوسانات

ͳحرکت معادله در که ͳحال در دهد، نشان خود از ͳحرکت چنین تا شود وارد انرژی پاندول به باید واقعا در

گرفته نظر در بزرگ ، ∆t ، ͳزمان گام اندازه ی شاید ندارد! وجود جمله ی چنین شد ͳمعرف بالا در که

باید ͳزمان گام شد، گفته که همانطور است. شده محاسبات در فاجعه ای چنین باعث این و است شده

زمان همان سیستم ͳنوع زمان اینجا در شود. انتخاب دارد وجود سیستم در که ͳنوع زمان های براساس

بود. خواهد ٢s با برابر مقدار این l = ١m برای . T = ٢π
√

l
g با: بود خواهد برابر که است تناوب

از که تقریبی معیاری طبق که چرا شود خطایی چنین باعث نباید ٠٫٠۴s با برابر ∆t انتخاب بنابراین

حال این با . T/١٠٠ − T/۵٠ کنیم: انتخاب زیر صورت به را ͳزمان گام مͳ توانیم شد صحبت آن



٢٩ ساده هماهنگ حرکت .۴ . ٢
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اویلر. روش به زمان برحسب θ محاسبه :۶ . ٢ شل

این بتوانیم ͳزمان گام کاهش با باید است ͳزمان گام نادرست انتخاب از ͳناش خطا این کنیم فرض اگر

این مͳ کنیم. تکرار کمتر ͳزمان گام با را محاسبات دیΎر بار Έی دلیل همین به کنیم. حذف را خطا

به زمان حسب بر θ باز ۶ . ٢ شل در مͳ باشد. T/٢٠٠ با برابر که مͳ گیرم نظر در ∆t = ٠٫٠١s بار

مشاهده قبلا پاندول نوسان دامنه ی در که خطایی مͳ کنیم مشاهده که همانطور است. شده رسم اویلر روش

نیست  ͳزمان گام انتخاب مقدار مشل واقعا پس مͳ دهم. نشان بالاتر زمان های در را خود بار این کردیم

از ͳحاک است افتاده اتفاق بالا های نمودار در که ͳاتقاق حقیقت در گشت. خطا منبع دنبال به باید و

محاسبه گام هر در اویلر روش از که انرژی مقدار است بهتر منظور بدین است. سیستم در انرژی افزایش

آوریم: بدست را مͳ شود

E = Ekin + Epot =
m

٢
l٢ω٢(t) +mgl[١ − cos θ(t)] (٢ . ٢٨)

≈ m

٢
l٢ω٢(t) +

m

٢
glθ٢(t)



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٣٠

آورد: بدست زیر صورت به بعدی گام  در مͳ توان را کل انرژی حال

Ei+١ =
ml٢

٢

[
ω٢
i+١ +

g

l
θ٢
i+١

]
=

ml٢

٢

[(
ωi −

g

l
θi∆t

)٢
+

g

l
(θi + ωi∆t)٢

]
=

ml٢

٢

[
ω٢
i +

g

l
θ٢
i

]
+

mgl

٢

(g
l
θ٢
i + ω٢

i

)
(∆t)٢

= Ei +
mgl

٢

(g
l
θ٢
i + ω٢

i

)
(∆t)٢ .

به mgl
٢

(
g
l θ

٢
i + ω٢

i

)
(∆t)٢ جمله ی گام هر در و نیست پایسته کل انرژی بالا معادله طبق بنابراین

:ͳیعن اویلر الΎوریتم از استفاده جایی به مشل این حل برای شود! ͳم اضافه ͳقبل گام انرژی

θi+١ = θi + ωi∆t

ωi+١ = ωi −
g

l
θi∆t ,

مͳ کنیم: استفاده زیر الΎوریتم از الΎوریتم در تغییر ͳکم با

ωi+١ = ωi −
g

l
θi∆t

θi+١ = θi + ωi+١∆t .

روش با زمان برحسب θ تغییرات ٢ . ٧ شل در است. معرف ٣ اویلر‐کرامر الΎوریتم به الΎوریتم این

نمͳ کند. تغییر پاندول نوسان دامنه ی مقدار مͳ کنید مشاهده که همانطور است. شده رسم اویلر‐کرامر

Έی عنوان به مͳ دارد. نگه پایسته گام هر در کل انرژی اویلر‐کرامر الΎوریتم که است این امر این دلیل

کنید. اثبات را موضوع این تمرین

٣Euler-Cromer algorithm
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اویلر‐کرامر روش به زمان حسب بر θ محاسبه :٢ . ٧ شل

واداشته ساده ی هماهمنگ حرکت ١ . ۴ . ٢

کردیم. انتخاب اختیار طور به را پاندول، شدن رها زاویه  اولیه مقدار ͳیعن ، θ٠ مقدار ͳقبل مثال های در

مͳ توان را موضوع این شود. ساده هماهنگ حرکت در رفتار تغییر باعث نباید اولیه مقدار این قاعدتا

حرکت روی بر تاثیری θ اولیه مقدار که دید مͳ توان شل این در کرد. مشاهده ͳراحت به ٢ . ٨ شل در

نمͳ گذارد. پاندول ͳنوسان
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θ برای مختلف اولیه مقادیر با اویلر‐کرامر روش به زمان حسب بر θ محاسبه :٢ . ٨ شل

شدن رها زاویه اولیه مقادیر آنگاه کنیم، مختل را پاندول حرکت ͳخارج عامل Έی واسطه به اگر ͳول



ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل .٢ فصل ٣٢

متناوب) طور (به ͳخارج نیروی Έی توسط که نوسانگر Έی حرکت معادله مͳ کنند. پیدا اهمیت نیز

گرفت: نظر در زیر صورت به مͳ توان را مͳ شود مختلط

d٢θ

dt٢
= −g

l
sin θ − q

dθ

dt
+ FD sin(ΩDt) . (٢ . ٢٩)

قبلا که مͳ دهد نشان را ۴ ͳنوسان حرکت در کاهش واق΄ در یا مقاومت −q dθ
dt جمله معادله، این در که

نیروی Έی FD sin(ΩDt) جمله ی مͳ دهد. نشان را کاستن این قدرت q مقدار نمͳ گرفتیم. نظر در

این نوسانات زاویه فرکانس مقدار ΩD و نیرو این دامنه ی FD که مͳ دهد نشان را ۵ ͳسینوس واداشته ی

ͳتحلیل جواب معادله ی چنین حل برای هوا مقاومت در پرتابه Έی حرکت مانند باز مͳ دهد. نشان را نیرو

آشنا بیشتر واداشته نیروی اثرات با اینکه برای کنیم. استفاده عددی روش های از حتما باید و ندارد وجود

حالت دو شود، پاندول حرکت در ͳاساس تغییر باعث مͳ تواند پارامتر Έی در تغییر چΎونه ببینم و شویم

مͳ گیرم: درنظر مسله اولیه شرایط عنوان به را زیر ساده ی

FD = ٠٫۵, q = ١/٢, ΩD = ٢/٣, θ٠ = ٠٫٢

FD = ١٫٢, q = ١/٢, ΩD = ٢/٣, θ٠ = ٠٫٢

این چΎونه که مͳ دهد نشان ٢ . ١٠ و ٢ . ٩ شل های است. FD مقدار در فقط حالت دو این تفاوت

ͳنوسان حرکت هنوز ٢ . ٩ شل در مͳ شود. ͳنوسان حرکت رفتار در ͳاساس تغییر باعث Έکوچ تفات

پرش های دلیل است. رفته بین از کاملا ͳنوسان حرکت ٢ . ١٠ شل در که ͳحال در است شده حفظ

بتوان اینکه برای شود خارج π تا −π بازه ی از θ زاویه اگر است این خاطر به ٢ . ١٠ شل در عمودی

نمͳ باشند. θ در ͳناپیوستگ ͳمعن به پرش ها این بنابراین مͳ شود. برگردانده باز این به باز کرد رسم را آن

است شده آورده زیر در است پایتون زبان به که برنامه از ͳقسمت

1 f o r i i n r ange ( n ) :

3 omega [ i +1]= omega [ i ] − g / l * s i n ( t h e t a [ i ] ) * d t \

−q * omega [ i ] * d t + F_D* s i n ( omega_D* t [ i ] ) * d t

۴damping
۵sinusoidal driving force
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5 t h e t a [ i +1]= t h e t a [ i ] + omega [ i +1 ] * d t

t [ i +1 ] = t [ i ] + d t

7 i f t h e t a [ i +1 ] > p i :

t h e t a [ i +1 ] = t h e t a [ i +1 ] − 2 . 0 * p i

9 i f t h e t a [ i +1 ] < −p i :

t h e t a [ i +1 ] = t h e t a [ i +1 ] + 2 . 0 * p i

: hm1.py

ͳنوسان حرکت در آشوب ٢ . ۴ . ٢

واداشته نیروی با و یسان کاهش ضریب با یسان، طول با بΎیرید، نظر در را یسان کاملا پاندول دو

از ͳتفاوت زاویه دو این که طوری به باشد، آنها شدن رها زاویه اولیه پاندول دو این تفاوت تنها یسان.اگر

اینکه برای نکنیم. مشاهده آنها حرکت در ͳچندان تفاوت که داریم انتظار باشند، داشته هزارم Έی مرتبه ی

سپس و کنیم محاسبه زمان حسب بر را θ٢(t) و θ١(t) زاویه ابتدا باید دهیم انجام را گیری نتیجه چنین

کمتر کمیت این که است این ما انتظار آوریم. بدست زمان طول در ∆θ(t) = |θ١(t)− θ٢(t)| کمیت

ͳبستگ مͳ دهد: رخ جالبی اتفاق ͳول کنند. نوسان هم شبیه دقیقا نوسانگر دو این اینکه تا شود کمتر و

هم به نسبت آشوبناک رفتاری کاملا مͳ تواند یا و شود زمان هم مͳ تواند نوسانگر دو رفتار FD مقدار به

کنید. مشاهده را رفتار هایی چنین مͳ توانید ٢ . ١٢ و ٢ . ١١ شل های در دهند. نشان خود از

مقدار و θ٠,١ = ٠٫٢ اول نوسانگر برای اولیه زاویه مقدار و است FD = ٠٫۵ ٢ . ١١ شل در
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FD = ١٫٢, q = ١/٢, ΩD = ٢/٣, θ٠,١ = ٠٫٢, θ٠,٢ = ٠٫٢ + ٠٫٠٠١ :٢ . ١٢ شل

∆θ(t) = مشاهده مͳ کنید که همانطور مͳ باشد. θ٠,٢ = θ٠,١ + ٠٫٠٠١ دوم نوسانگر برای اولیه زاویه

FD برای ما را اولیه شرایط همین است).  ͳاریتمΎل (نمودار مͳ کند میل صفر سمت به |θ١(t)− θ٢(t)|

از نوسانگر دو چΎونه که مشاهده مͳ کنید ٢ . ١٢ شل در . FD = ١٫٢ که تفاوت این با مͳ گیرم نظر در

یا است. آشوبناک هم به نسبت نوسانگر دو رفتار مͳ گوییم اصطلاحا ما حالت این در مͳ گیرند. فاصله هم

هستند. حساس اولیه شرایط به بشدت که چرا هستند آشوبناک سیستم های سیستم های، چنین ساده طور به

کرد: مشاهده نمایی صورت به رفتاری مͳ توان ∆θ برای شل دو هر در

log(∆θ) ∼ λt (٢ . ٣٠)

یا و

∆θ ≈ eλt (٢ . ٣١)

آشوبناک غیر ͳیعن رژیم دو هر در مͳ توان را ∆θ رفتار بنابراین است. معرف ۶ لیاپانوف نمای به λ پارامتر

λ < ٠ آشوبناک غیر حالت در و λ > ٠ آشوبناک حالت در کرد. توصیف لیاپانوف نمای با آشوبناک و

باشد. λ = ٠٫٠ که مͳ افتد اتفاق ͳوقت آشوبناک رژیم به گذار بنابراین .

(شل های: کرد مشاهده نیز Έهارمونی نوسانگرهایی فاز نمودارهای فضایی در را آشوب مͳ توان

۶Lyapunov exponent
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.( ١۴ . ٢ و ٢ . ١٣
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پاندول: حرکت برای اویلر‐کرامر روش از استفاده :٣ تمرین

برای اویلر روش که دهید نشان اویلر‐کرامر و اویلر روش با زمان حسب بر θ محاسبه با •

رسم روش دو هر برای زمان حسب بر را θ نمودار (لطفا است ناکارآمد ͳنوسان سیستم های

( کنید.
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کنید. رسم زمان حسب بر را آن و کنید محاسبه روش دو از استفاده با را کل انرژی •

فرض با بΎیرید. نظر در FD = ١٫٢ و FD = ٠٫۵ واداشته ی نیرو های با نوسانگر دو •

نوسانگر دو برای زیر پارامتر های

q = ١/٢, l = ٩٫٨ g = ٩٫٨ ΩD = ٢/٣, θ٠,١ = ٠٫٢, θ٠,٢ = θ٠,١ + ٠٫٠٠١

رسم زمان حسب بر را ، log(∆θ(t)) نوسانگر، دو این  ͳاریتمΎل زاویه ای اختلاف مقدار

کنید.

پاندول Έی حرکت برای ۴ مرتبه و ٢ مرتبه رانگ‐کوتای الΎوریتم ٣ . ۴ . ٢

:٢ مرتبه الΎوریتم

kθ١ = ωi, kω١ = − g
l θi

kθ٢ = ωi +∆tkω١ , kω٢ = − g
l

(
θi +∆tkθ١

)
θi+١ = θi +

∆t
٢
(
kθ١ + kθ٢

)
, ωi+١ = ωi +

∆t
٢ (kω١ + kω٢ )

(٢ . ٣٢)

:۴ مرتبه الΎوریتم

(٢ . ٣٣)

kθ١ = ωi, kω١ = − g
l θi

kθ٢ = ωi +
∆t
٢ k

ω
١ , kω٢ = − g

l

(
θi +

∆t
٢ k

θ
١
)

kθ٣ = ωi +
∆t
٢ k

ω
٢ , kω٣ = − g

l

(
θi +

∆t
٢ k

θ
٢
)

kθ۴ = ωi +∆t kω٣ , kω۴ = − g
l

(
θi +∆t kθ٣

)
θi+١ = θi +

∆t
۶
(
kθ١ + ٢kθ٢ + ٢kθ٣ + kθ۴

)
, ωi+١ = ωi +

∆t
۶ (kω١ + ٢kω٢ + ٢kω٣ + kω۴ )
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٣ فصل

numpy پایتون: در ها آرایه با کار

numpy در آرایه تعریف ٣ . ١

ͳماتریس ͳکوانتوم Έانیم ٣ . ٢

چاه داخل پتانسیل اگر بΎیرید. نظر در L طول با بی نهایت دیواره های با بعدی Έی ͳکوانتوم چاه Έی

Ĥψ(x) = Eψ(x)مقداری ویژه مسئله نمͳ توانیم دیΎر ،( ٣ . ١ (شل کند تغییر x با و نباشد صفر دیΎر

کنیم. حل ͳتحلیل صورت به را

۴١
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x = 0 x = L

V(x)

با ͳکوانتوم چاه داخل در پتانسیل نهایت. بی دیواره های با بعدی Έی ͳکوانتوم چاه Έی :٣ . ١ شل
در که ͳحال در ، V = ٠ است، ثابت پتانسیل چاه داخل در ͳمعمول ͳکوانتوم چاه در مͳ کند. تغییر x

. V (x) مͳ کند، تغییر x با پتانسیل مͳ کنیم فرض ما اینجا

بی نهایت: دیواره های با ͳمعمول پتانسیل چاه Έی در الترون مͳ دانیم که همان طور

V =

 ٠, ٠ < x < L,

∞, x ≤ ٠, orx ≥ L.
(٣ . ١)

است: زیر شل به ͳسینوس حالت های ویژه دارای

ϕn =

√
٢
L
sin(

nπx

L
) (٣ . ٢)

مͳ شوند. صفر x = L و x = ٠ ͳیعن دیواره ها روی بر که هستند خاصیت این دارای حالت ها ویژه این

کند: تغییر مان با چاه داخل پتانسیل که ͳوقت برای

V =

 V (x), ٠ < x < L,

∞, x ≤ ٠, orx ≥ L.
(٣ . ٣)
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مͳ شود: اضافه نیز پتانسیل جمله Έی ͳهامیلتون به حالت این در

Ĥ = − ℏ٢

٢M
d٢

dx٢ + V (x).

بنابراین شوند. صفر x = L و x = ٠ در باید حتما حالت ها ویژه چاه، بی نهایت دیواره های دلیل به باز

برای sin(nπxL ) که چرا گرفت نظر در ͳسینوس بسط صورت به چاه ی چنین برای را حالت ها ویژه مͳ توان

بود خواهد زیر صورت به ام k حالت ویژه پس است. صفر دیواره های روی

ψk(x) =

√
٢
L

∞∑
n=١

Cn,k sin(
nπx

L
) (۴ . ٣)

مͳ دهد. تشلیل را ما های پایه
√

٢
L sin(nπxL ) اصطلاحا و هستند بسط ضرایب Cn اینجا در که

هستند: بهنجار راست کرده ایم انتخاب که پایه هایی

٢
L

∫ L

٠
sin

πmx

L
sin

πnx

L
dx =


١ if m = n،

٠ otherwise،

زیر صورت به (شرودینگر) مقداری ویژه معادله دهیم، اثر ψk(x) روی بر را ͳهامیلتون ͳیعن H اگر حال

شد: خواهد

Ĥ
{∑

n

Cn,k

√
٢
L
sin(

nπx

L
)
}
= Ek

∑
n

Cn,k

√
٢
L
sin(

nπx

L
) (۵ . ٣)

دلیل به مͳ گیریم. انتگرال L تا ٠ از و مͳ کنیم ضرب
√

٢
L sin(mπx

L ) در را معادله طرف دو حال

مͳ رسیم: زیر رابطه ی به کردیم انتخاب که پایه هایی بهنجاری راست خاصیت

٢
L

∑
n

∫ L

٠
Cn,k sin(

mπx

L
)Ĥ sin(

nπx

L
)dx = EkCm,k (۶ . ٣)
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زیر: صورت به پایه ها این در ͳهامیلتون عناصر تعریف با

Hm,n =
٢
L

∫ L

٠
sin(

mπx

L
)Ĥ sin(

nπx

L
)dx (٣ . ٧)

=
٢
L

∫ L

٠
sin(

mπx

L
)
[
− ℏ٢

٢M
d٢

dx٢ + V (x)
]
sin(

nπx

L
)dx

مͳ شود: زیر صورت به مقدار ویژه رابطه

∑
n

Hm,nCn,k = EkCm,k (٣ . ٨)

داد: نشان را بالا رابطه ͳماتریس ضرب نمایش با مͳ توان کلͳ تر صورت به که

HC = EC (٣ . ٩)

که است قطری ماتریس Έی E ماتریس و مͳ دهد. نشان را k حالت ویژه C ماتریس kام ستون که

داده توضیح وضوح به موضوع این ٣ . ٢ شل در هستند. مقادیر ویژه نمایش گر آن قطر روی اعضای

است: شده

٣ . ٢ شل



۴۵ ͳماتریس ͳکوانتوم Έانیم .٣ . ٢

برا و کت نمادهای از استفاده با مقدار ویژه معادله نمایش ٣ . ٢ . ١

متغیر پتانسیل با پتانسیل چاه Έی مقادیر ویژه و ویژه حالت ها محاسبه اول): ۴(قسمت تمرین

.ͳسینوس پایه های از استفاده با V (x) = ax
L

سه ͳالΎچ همچنین کنید. چاپ ولت الترون حسب بر را انرژی اول مقدار ویژه سه تمرین این در

کنید. رسم x حسب بر را ( |ψ(x)|٢ ) حالت ویژه

نظر در را V (x) = ax
L متغیر پتانسیل بی نهایت دیوار های با L طول به پتانسیل چاه نکته١:داخل •

کند. محاسبه L و n,m حسب بر را Hm,n ͳهامیلتون ماتریس عناصر که بنویسید ͳتابع بΎیرید.

کرد: استفاده مͳ توان زیر انتگرال از منظور این برای

∫ L

٠
x sin

πmx

L
sin

πnx

L
dx =


٠ if m ̸= n and both of m and n are even or odd

−(٢L
π )٢ mn

(m٢−n٢)٢ if m ̸= n and one of m or n is even and the other is odd

L٢

۴ if m = n

ͳاتم واحد  از استفاده با را محاسبات و a = ١٠eV و L = ۵Å که کنید فرض اینجا در

که است بوهر شعاع طول واحد ͳاتم واحد در دهید. انجام ℏ = me = e = ١ آن در که

١Hartree = با برابر که است هارتری انرژی واحد و است a٠ = ٠٫۵٢٩١٧٧٢١Å با برابر

است. ٢٧٫٢١١٣٨٣eV

تابع بسط ͳعبارت به یا باشد بی نهایت H ماتریس ابعاد باید مسئله این حل برای تئوری نکته٢:در •

کند: پیدا ادامه بی نهایت تا باید موج

ψk(x) =

√
٢
L

∞∑
n=١

Cn,k sin(
nπx

L
) (٣ . ١٠)

تا را بسط کنید فرض منظور بدین دهیم. ادامه را بسط بی نهایت تا که نیست لازم عمل در ͳول

مقادیر ویژه و بود خواهد ١٠ × ١٠ ماتریس Έی H ماتریس بنابراین دهیم. ادامه اول جمله ١٠
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مͳ شوند: داده بسط M = ١٠ تا

ψk(x) =

√
٢
L

M=١٠∑
n=١

Cn,k sin(
nπx

L
) (٣ . ١١)

ͳحقیق فضای در شرودینگر معادله حل ٣ . ٣

Έی شرودینگر، معادله که شد خواهیم موضوع این متوجه ͳسادگ به کنیم، دقت شرودینگر معادله به اگر

کرد. حل عددی صورت به مͳ توان را آن ͳدیفرانسیل معادلات تمام مانند که است ͳدیفرانسیل معادله

توضیح ابتدایی بخش در که ͳروش) کنیم استفاده موج توابع بسط برای پایه ها از که این جای به بنابراین

استفاده شرودینگر معادله حل برای که عددی روش کرد. استفاده عددی روش های از مͳ توانیم شد)، داده

را (ͳواقع) ͳحقیق فضای روش این در است. معرف ١ ͳحقیق فضای محدود اختلاف روش به مͳ شود

نیز را موج تابع مقدار مͳ توانیم داریم،  نقطه هر در را پتانسیل مقدار اینکه به توجه با و مͳ کنیم بندی مش

با را ساده، هماهنگ نوسانگر ͳیعن ساده، مثال Έی روش این بیشتر توضیح برای کنیم. پیدا نقطه هر در

مͳ کنیم. حل روش این

ͳحقیق فضای روش به بعدی Έی ساده نوسانگر حل ٣ . ٣ . ١

است: زیر صورت به بعدی Έی نوسانگر Έی زمان) از (مستقل شرودینگر معادله

− ℏ٢

٢m
d٢

dx٢ψ(x) +
١
٢
kx٢ψ(x) = Eψ(x) (٣ . ١٢)

مͳ شود: زیر تر ساده صورت به معادله ℏ = m = k = ١ انتخاب با

−١
٢
d٢

dx٢ψ(x) +
١
٢
x٢ψ(x) = Eψ(x) (٣ . ١٣)

مͳ کنیم: ضرب ٢ در را معادله بیشتر ͳسادگ برای سپس

− d٢

dx٢ψ(x) + x٢ψ(x) = ٢Eψ(x) (١۴ . ٣)

١Real-Space Finite-Difference method
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مشتق کنیم. پیدا چاره ای ψ(x) دوم مشتق محاسبه برای مͳ بایست است، مشخص معادله از که طور همان

زد: تقریب زیر صورت به مͳ توان را ، f(x) تابع، Έی دوم

d٢f

dx٢ =
f(x+ h)− ٢f(x) + f(x− h)

h٢ +O(h٢) (١۵ . ٣)

نظر در را ͳمشخص بندی مش اینکه برای است. فضایی بندی مش اندازه همان یا ( ∆x (همان گام h که

حقیقت در که مͳ گیریم نظر در ( Xmax ) بیشینه و ( Xmin ) کمینه Έی x متغیر برای ابتدا بΎیریم،

فاصله ی کنیم. بندی مش N تعداد به را ͳحقیق فضای  اگر مͳ کنیم. مشخص را (موج) تابع مرز آنها با

شد: خواهد زیر صورت به h همان ͳیعن مش) (نقاط فضا نقاط بین

h =
Xmax −Xmin

N
(١۶ . ٣)

بود: خواهد زیر صورت به مش ام i نقطه مان بنابراین و

xi = Xmin + ih i = ١,٢, ..., N − ١ (٣ . ١٧)

عددی صورت به تابع Έی دوم مشتق :ͳپاورق

f(x+ h) و f(x− h) آورد. بدست را ١۵ . ٣ معادله تیلور بسط از استفاده با مͳ توان ͳراحت به

مͳ دهیم: تیلور بسط را

f(x− h) ≈ f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x)

٢!
h٢ +O(h٣) (٣ . ١٨)

f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

٢!
h٢ +O(h٣) (٣ . ١٩)

مͳ رسیم: زیر معادله به معادله دو جم΄ با

f(x− h) + f(x+ h) ≈ ٢f(x) + f ′′(x)h٢ +O(h۴) (٣ . ٢٠)

است. ١۵ . ٣ معادله همان دقیقا که
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شد: خواهد زیر صورت به مش ام k نقطه ی برای ١۴ . ٣ شرودینگر معادله پس

−ψ(xk + h)− ٢ψ(xk) + ψ(xk − h)

h٢ + x٢
kψ(xk) = ٢Eψ(xk) (٣ . ٢١)

خلاصه تر طور به یا

−ψk+١ − ٢ψk + ψk−١

h٢ + x٢
kψk = ٢Eψk (٣ . ٢٢)

اینجا در که

ψk ≡ ψ(xk)

ψk+١ ≡ ψ(xk + h)

ψk−١ ≡ ψ(xk − h)

نوشت: زیر صورت به مش نقطه هر برای مͳ توان را ͳجنبش انرژی قسمت بنابراین

c١ψk+١ + c٠ψk + c١ψk−١ (٣ . ٢٣)

ψ(xN ) = ψN = ٠ و ψ(x٠) = ψ٠ = ٠ مرزی شرط فرض با . c١ = −١/h٢ و c٠ = ٢/h٢ که

نوشت: مͳ توان (ͳجنبش انرژی (برای را زیر روابط مش مختلف نقاط برای

k = ١ c٠ψ١ + c١ψ٢

k = ٢ c١ψ١ + c٠ψ٢ + c١ψ٣ (٢۴ . ٣)

k = ٣ c١ψ٢ + c٠ψ٣ + c١ψ۴

... ...

k = N − ١ c١ψN−٢ + c٠ψN−١
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نوشت: ͳماتریس صورت به را روابط این مͳ توان بالا، رابطه های به توجه با



c٠ c١ ٠ ٠ . . .

c١ c٠ c١ ٠ . . .

... c١ c٠
. . .

...

٠
. . . . . . c١

٠ ٠ . . . c١ c٠





ψ١

ψ٢
...

ψN−٢

ψN−١


(٢۵ . ٣)

نوشت: زیر ماتریس صورت به مͳ توان را ٣ . ٢٢ معادله پس

(٢۶ . ٣)

c٠ + V١ c١ ٠ ٠ . . .

c١ c٠ + V٢ c١ ٠ . . .

... c١ c٠ + Vk
. . .

...

٠
. . . . . . c١

٠ ٠ . . . c١ c٠ + VN−١





ψ١

ψ٢
...

ψN−٢

ψN−١


= ٢E



ψ١

ψ٢
...

ψN−٢

ψN−١


اینجا در که

Vk = x٢
k

ظاهر بالا معادله در که ماتریس مͳ توانیم numpy کتابخانه از استفاده با و پایتون در ͳراحت به بنابراین

مͳ دهد: ما به را بالا ماتریس اول مقدار ویژه ۵ زیر برنامه مثال برای کرد. قطر را مͳ شود

impo r t numpy as np

2 impo r t numpy . l i n a l g a s l a

N=50

4 Xmin=−10.0

Xmax = 1 0 . 0

6 h = (Xmax−Xmin ) /N

x=np . a r ange ( Xmin , Xmax , h )

8 c0 = 2 / ( h* * 2 )

c1 =−1/(h* * 2 )

10 T= c0 * np . d i a g ( np . ones (N−1) ) \

+ c1 * np . d i a g ( np . ones (N−2) , 1 ) + c1 * np . d i a g ( np . ones (N−2) ,−1)

12 V=np . d i a g ( x [ 1 : , ] * * 2 )
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H=T+V

14 v a l = l a . e i g v a l s h (H)

p r i n t ( v a l [ 0 : 5 ] )

: real_space.py

مͳ باشد: زیر صورت به Έهارمونی نوسانگر Έی ویژه  مقادیر اینکه به توجه با

En = (n+
١
٢
)ℏω (٣ . ٢٧)

٢ در را ͳهامیلتون ͳطرف از و است، ℏ = k = m = ١ کردیم فرض ما اینجا در اینکه به توجه با و

باشد: مقایسه قابل زیر مقادیر ویژه با باید مͳ دهد ما به برنامه که مقادیری ویژه کردیم، ضرب

En = ٢n+ ١ (٣ . ٢٨)

... جدول در را مͳ آید بدست بالا برنامه اجرای از که جواب هایی هستند. مقادیر ویژه فرد اعداد ͳعبارت به

مͳ رسیم. دقیق تر جواب های به مͳ بریم بالا را N ͳیعن مش بندی نقاط تعداد ͳوقت کرد. مشاهد مͳ توان

E۴ E٣ E٢ E١ E٠ N

٨٬۵۶٨۴۴١٩۴ ۶٬٧٣٩٩١۵٩٢ ۴٬٨۶۶٢٢٣٢٢ ٢٬٩۴٩٠۵١۵٢ ٠٬٩٨٩٨٩۶٨۶ ۵٠

٨٬٨٩۶٢٨٢۵٧ ۶٬٩٣۶٩١٧۴۵ ۴٬٩۶٧٢٧٧٢۶ ٢٬٩٨٧۴۴٣٠٣ ٠٬٩٩٧۴٩٣٧٠ ١٠٠

٨٬٩٩۵٨٩٨١١ ۶٬٩٩٧۴٩٩٠٩ ۴٬٩٩٨۶٩٩۶۵ ٢٬٩٩٩۴٩٩٩١ ٠٬٩٩٩٨٩٩٩٩ ۵٠٠

٨٬٩٩٨٩٧۴٨٨ ۶٬٩٩٩٣٧۴٩۴ ۴٬٩٩٩۶٧۴٩٨ ٢٬٩٩٩٨٧۴٩٩ ٠٬٩٩٩٩٧۵٠٠ ١٠٠٠

٨٬٩٩٩٧۴٣٧۴ ۶٬٩٩٩٨۴٣٧۵ ۴٬٩٩٩٩١٨٧۵ ٢٬٩٩٩٩۶٨٧۵ ٠٬٩٩٩٩٩٣٧۵ ٢٠٠٠

متغیر پتانسیل با پتانسیل چاه Έی مقادیر ویژه و ویژه حالت ها محاسبه دوم): ۴(قسمت تمرین

.ͳحقیق فضای روش از استفاده با V (x) = ax
L

سه ͳالΎچ همچنین کنید. چاپ ولت الترون حسب بر را انرژی اول مقدار ویژه سه تمرین این در

مقایسه اول قسمت محاسبه با را خود نتایج همچنین کنید. رسم x حسب بر را ( |ψ(x)|٢ ) حالت ویژه

ͳالΎچ حالت ها، ویژه مقایسه برای کنید. مقایسه را حالت ویژه هم و مقادیر ویژه هم مقاسه برای کنید.

کنید. رسم هم با اول قسمت حالت های ويژه ͳالΎچ با را دوم قسمت حالت ويژه سه
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Έی میان در سد Έی با ͳنامتناه پتانسیل چاه برای مقادیر ویژه و حالت ها ویژه محاسبه : تمرین

به مختلف نقاط در پتانسیل مقدار بΎیرید. نظر در چاه این میان در سد Έی با ͳنامتناه پتانسیل چاه

است: زیر صورت

V (x) =



∞ x < ٠

٠ ٠ < x < L/٢ − a/٢

V٠ L/٢ − a/٢ ≤ x ≤ L/٢ + a/٢

٠ x > L/٢ + a/٢

∞ x > L

بود: خواهد زیر صورت به چاه این شل و

٣ . ٣ شل

بΎیرید. نظر در ولت اکترون ۵٠ را V٠ مقدار و آنگسترم ١ و ۵ با برابر ترتیب به را a و L طول مقدار

الف‐

٣ مقدار ͳنامتناه چاه ویژه توابع حسب بر موج تابع بسط روش به جزوه، ٣ فصل مطالب به توجه با

رسم را اول تابع) ویژه ٣) حالت ویژه ٣ همچنین کنید. محاسبه ولت اکترون برحسب را اول حالت ویژه

بΎیرید. نظر در ۵٠٠ را پایه تابع های تعداد کنید.

ب‐

اکترون حسب بر را اول حالت ویژه ٣ مقدار ͳحقیق فضای روش به جزوه، ٣ فصل مطالب به توجه با

بΎیرید. نظر در ۴٠٠ رو مش تعداد کنید. محاسبه ولت

راهنمایی:

با: برابر باید اول مقدار ویژه سه
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٢٧٫۴٠٠۵, ٧٫٣٢۴٨, ٧٫١٠٠١

ولت) الترون حسب (بر

صورت: به اول تابع  ویژه سه و

۴ . ٣ شل

Hmn = Tmn + Vmn : ͳیعن نوشت پتانسیل و ͳجنبش جمله دو صورت به مͳ توان را ͳهامیلتون

کنید: استفاده ͳهامیلتون Vmn قسمت آوردن بدست برای زیر معادله از

٢
L

∫ L

٠ sin(mπx
L )V (x) sin(nπxL )dx

=


٢V٠
π { ١

m−n cos((m− n)π٢ ) sin(
π
L (m− n)a٢ )−

١
m+n cos((m+ n)π٢ ) sin(

π
L (m+ n)a٢ )} n ̸= m

V٠
L {a− L

nπ cos(nπ) sin(nπ a
L )} n = m

داد: نشان مͳ توان ͳراحت به نیز ͳجنبش قسمت برای

Tmn = ١
٢ (

nπ
L )٢δmn

زمان به وابسته شرودینگر معادله حل ۴ . ٣

است: زیر صورت به بعد Έی در ذره تک شرودینگر معادله

− ℏ٢

٢M
∂٢ψ

∂x٢ = iℏ
∂ψ

∂t
(٣ . ٢٩)
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که پخش، معادله حل ͳونگΎچ به ابتدا دلیل همین به است پخش معادله Έی واق΄ در شرودینگر معادله

مͳ پردازیم. است، زیر صورت به

∂ψ

∂t
= D

∂٢ψ

∂x٢ (٣ . ٣٠)

کنیم. استفاده ٢ FTCS روش از مͳ توان معادله این حل برای است. پخش ضریب D معادله این در که

مͳ زنیم: تقریب زیر شل به عددی صورت به را دوم مشتق روش این در

∂٢ϕ

∂x٢ =
ϕ(x+ a, t) + ϕ(x− a, t)− ٢ϕ(x, t)

a٢ (٣ . ٣١)

بنابراین

dϕ

dt
=
D

a٢ [ϕ(x+ a, t) + ϕ(x− a, t)− ٢ϕ(x, t)] (٣ . ٣٢)

دید: زیر صورت به مͳ توان را بالا معادله

dϕ

dt
= f(ϕ, t) (٣ . ٣٣)

اویلر: روش طبق پس

ϕ(t+∆t) = ϕ(t) + ∆tf(ϕ, t) (٣۴ . ٣)

کامل تر: صورت به یا و

ϕ(x, t+∆t) = ϕ(x, t) + ∆t
D

a٢ [ϕ(x+ a, t) + ϕ(x− a, t)− ٢ϕ(x, t)] (٣۵ . ٣)

حرارت معادله حل مثال:

در زمان گذر ͳط در دما چΎونه که مͳ دهد نشان و است پخش معادله شبیه واق΄ در حرارت معادله

٢Forward-time centered-space method
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مͳ باشد: زیر صورت به معادله این مͳ کند. تغییر جسم Έی

∂T

∂t
= D

∂٢T

∂x٢ (٣۶ . ٣)

طرف در و Tlow پایین دما آن طرف Έدری که مͳ دهد نشان را فولادی تیغه Έی زیر شل مثال برای

از مͳ توان مͳ شود، داشته نگه ثابت تیغه طرف دو در دما اینکه فرض با است. Thigh بالاتر دما آن دیΎر

کرد. استفاده زمان هر در و (x تیغه، عرض (در مان هر در ، T (x, t) دما، محاسبه برای بالا معادله

۵ . ٣ شل

t١ = ٠٫٠١s, t٢ = ٠٫١s, t٣ = ٠٫۴s t۴ = مختلف زمان های در را T (x, t) مقدار زیر برنامه

Thigh = و Tlow = ٠ که است شده فرض برنامه این در مͳ کند. محاسبه فولادی تیغه Έی در ١٫٠s

تیغه عرض .(١٠٠ بندی مش اندازه ͳیعن) است شده تقسیم قسمت ١٠٠ به تیغه عرض است. ۵٠

ضد فولاد به مربوط که است D = ۴٫٢۵ × ١٠−۶m٢s−١ آن گرمایی پخش ضریب و L = ٠٫٠١m

مͳ باشد. زنگ

1 from numpy impo r t empty

from m a t p l o t l i b . p y p l o t impo r t p l o t , x l a b e l , y l a b e l , show , l e g end

3

# Con s t a n t s

5 L = 0 . 0 1 # Th i c k n e s s o f s t e e l i n me t e r s

D = 4 . 2 5 e−6 # Thermal d i f f u s i v i t y
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7 N = 100 # Number o f d i v i s i o n s i n g r i d

a = L /N # Gr id s p a c i n g

9 h = 1 e−4 # Time−s t e p

e p s i l o n = h / 1 0 0 0

11

Tlo = 0 . 0 # Low t emp e r a t u r e i n C e l c i u s

13 Tmid = 2 0 . 0 # I n t e rm e d i a t e t emp e r a t u r e i n C e l c i u s

Thi = 5 0 . 0 # Hi t emp e r a t u r e i n C e l c i u s

15

t 1 = 0 . 0 1

17 t 2 = 0 . 1

t 3 = 0 . 4

19 t 4 = 1 . 0

t 5 = 1 0 . 0

21 t end = t 5 + e p s i l o n

23 # C r e a t e a r r a y s

T = empty (N+1 , f l o a t )

25 T [ 0 ] = Thi

T [N] = T lo

27 T [ 1 :N] = Tmid

Tp = empty (N+1 , f l o a t )

29 Tp [ 0 ] = Thi

Tp [N] = T lo

31

# Main l oop

33 t = 0 . 0

c = h*D / ( a * a )

35 whi l e t < t end :

37 # C a l c u l a t e t h e new v a l u e s o f T

f o r i i n r ange ( 1 ,N) :

39 Tp [ i ] = T [ i ] + c * ( T [ i +1]+T [ i−1]−2*T [ i ] )

T , Tp = Tp , T

41 t += h

43 # Make p l o t s a t t h e g i v en t ime s

i f ab s ( t−t 1 ) < e p s i l o n :

45 p l o t ( T , l a b e l = ” t = ” + s t r ( t 1 ) )

i f ab s ( t−t 2 ) < e p s i l o n :

47 p l o t ( T , l a b e l = ” t = ” + s t r ( t 2 ) )

i f ab s ( t−t 3 ) < e p s i l o n :
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49 p l o t ( T , l a b e l = ” t = ” + s t r ( t 3 ) )

i f ab s ( t−t 4 ) < e p s i l o n :

51 p l o t ( T , l a b e l = ” t = ” + s t r ( t 4 ) )

i f ab s ( t−t 5 ) < e p s i l o n :

53 p l o t ( T , l a b e l = ” t = ” + s t r ( t 5 ) )

55 x l a b e l ( ” x ” )

y l a b e l ( ”T ” )

57 l e g end ( )

show ( )

: prog_2/heat.py

کنیم: عمل زیر صورت به ͳانم نقاط تمام برای باید بالا معادلات طبق زمان هر در

f o r i i n r ange ( 1 ,N) :

2 Tp [ i ]= T [ i ]+ c * ( T [ i +1]+T [ i−1]−2*T [ i ] )

کرد: استفاده ٣ برش مفهوم از مͳ توان دلیل همین به مͳ شود. سنگین شل این به محاسبات ͳول

Tp [ 1 :N]= T [ 1 :N]+ c * ( T [ 2 :N+1]+T [ 0 : N−1]−2*T [ 1 :N ] )

Crank-Niclson روش به شرودینگر معادله ی حل ١ . ۴ . ٣

روش شرودینگر معادله ی حل برای بهتر روش نیست. پایداری روش ، FTCS روش که داد نشان مͳ توان

معادله برای شد، بیان که طور همان داد. توضیح را آن زیر صورت به مͳ توان که است Crank-Niclson

کرد: عمل FTCS روش طبق شرودینگر

ψ(x, t+∆t) = ψ(x, t) + ∆t
iℏ

٢ma٢ [ψ(x+ a, t) + ψ(x− a, t)− ٢ψ(x, t)] (٣ . ٣٧)

کرد: تکرار نیز t−∆t زمان برای مͳ توان را معادله این

ψ(x, t−∆t) = ψ(x, t)−∆t
iℏ

٢ma٢ [ψ(x+ a, t) + ψ(x− a, t)− ٢ψ(x, t)] (٣ . ٣٨)

٣slicing
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مͳ آید بدست زیر معادله ( t −→ t + ∆t ) کنیم جایΎزین t با را t + ∆t بالا معادله در اگر حال

مͳ کنیم): ͳنویس باز ابتدا را معادله راست (طرف

(٣ . ٣٩)

ψ(x, t+∆t)−∆t
iℏ

٢ma٢ [ψ(x+a, t+∆t)+ψ(x−a, t+∆t)−٢ψ(x, t+∆t)] = ψ(x, t)

مͳ کنیم: تقسیم ٢ بر و جم΄ باهم را ٣ . ٣٩ و ٣ . ٣٧ معادله طرف دو حال

ψ(x, t+∆t) − ∆t
iℏ

۴ma٢ [ψ(x+ a, t+∆t) + ψ(x− a, t+∆t)− ٢ψ(x, t+∆t)]

= ψ(x, t) + ∆t
iℏ

۴ma٢ [ψ(x+ a, t) + ψ(x− a, t)− ٢ψ(x, t)] (۴٣ . ٠)

توضیح برای کرد. حل ساده بطور و داد انجام ͳقبل ͳزینΎجای صورت به نمͳ توان را معادله این مسلما

این در مͳ گردیم. بر بی نهایت دیواره های با پتانسیل چاه در ذره ساده مسله به Crank-Niclson روش

تا x = ٠ بین فاصله اگر است. صفر با برابر x = L و x = ٠ ͳیعن دیواره ها مرز روی بر ψ صورت

نمایش بردار Έی صورت به مͳ توان را زمان هر در ψ(x, t) کنیم، تقسیم بندی a گام های با را x = L

داد:

ψ(t) =



ψ(a, t)

ψ(٢a, t)

ψ(٣a, t)
...

ψ((N − ١)a, t)


(۴٣ . ١)
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زیر: صورت به B و A ۴ قطری سه ماتریس دو تعریف با حال

A =



a١ a٢

a٢ a١ a٢

a٢
. . . . . .
. . . . . . a٢

a٢ a١


(۴٣ . ٢)

B =



b١ b٢

b٢ b١ b٢

b٢
. . . . . .
. . . . . . b٢

b٢ b١


(۴٣ . ٣)

مͳ شوند: تعریف زیر صورت به b٢ و b١ ، a٢ ، a١ اینجا در که

a١ = ١ +∆t
iℏ

٢ma٢

a٢ = −∆t
iℏ

۴ma٢

b١ = ١ −∆t
iℏ

٢ma٢

b٢ = ∆t
iℏ

۴ma٢

نوشت: زیر ساده صورت به را ۴٣ . ٠ معادله مͳ توان تعاریف این با

Aψ(t+∆t) = Bψ(t) (۴۴ . ٣)

۴Tridiagonal matrix
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شد: خواهد زیر صورت به کنیم بازتر را بالا معادله اگر واق΄ در

(۴۵ . ٣)

a١ a٢

a٢ a١ a٢

a٢
. . . . . .
. . . . . . a٢

a٢ a١





ψ(a, t+∆t)

ψ(٢a, t+∆t)

ψ(٣a, t+∆t)

...

ψ(L− a, t+∆t)


=



b١ b٢

b٢ b١ b٢

b٢
. . . . . .
. . . . . . b٢

b٢ b١





ψ(a, t)

ψ(٢a, t)

ψ(٣a, t)
...

ψ(L− a, t)


:ͳیعن گرفت، درنظر مچهول چند معادله چند Έی صورت به مͳ توان را بالا معادله ͳعبارت به

Ax = v (۴۶ . ٣)

که

x =



ψ(a, t+∆t)

ψ(٢a, t+∆t)

ψ(٣a, t+∆t)

...

ψ(L− a, t+∆t)


و

v = B



ψ(a, t)

ψ(٢a, t)

ψ(٣a, t)
...

ψ(L− a, t)


= Bψ(t)

است. ͳگوس حذف روش آن معرف ترین که دارد وچود مجهول چند معادله چند حل برای زیادی روش های

ماتریس آن در که مͳ شوذ استفاد ͳروش از مجهول چند معادله چند حل برای scipy و numpy کتابخانه در

بیان LU decomposition به اختصار به روش این مͳ شود. تجریه ͳمثلث پایین و بالا ماتریس به A

کتابحانه زیر در solve دستور دارد. (ͳمثلث) بالا پایین همان  یا lower upper به اشاره LU که مͳ شود
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درنظر را زیر معادله  های مثال برای مͳ کند. حل را مجهول چند معادله چند روش این از استفاده با linalg

بΎیرید:

٢w + x+ ۴y + z = −۴

٣w + ۴x− y − z = ٣

w − ۴x+ y + ۵z = ٩

٢w − ٢x+ y + ٣z = ٧

نوشت: ͳماتریس صورت به مͳ توان را معادلات این



٢ ١ ۴ ١

٣ ۴ −١ −١

١ −۴ ١ ۵

٢ −٢ ١ ٣





w

x

y

z


=



−۴

٣

٩

٧


کنیم: عمل چنین است ͳکاف scipy در معادلات این حل برای

1 impo r t numpy as np

impo r t s c i p y . l i n a l g a s l a

3 a=np . a r r a y ( [ [ 2 , 1 , 4 , 1 ] , [ 3 , 4 ,−1 ,−1] , [ 1 , − 4 , 1 , 5 ] , [ 2 , − 2 , 1 , 3 ] ] )

b=np . a r r a y ( [ − 4 , 3 , 9 , 7 ] )

5 x= l a . s o l v e ( a , b )

p r i n t ( np . do t ( a , x )−b ) # t o check i f t h e answer i s s a t i s f i e d t h e e q u a t i o n

کار به را سریع تری روش های قطری سه ماتریس های مانند خاص ماتریس های برای scipy کتابخانه

طبق banded ماتریس های نام به ماتریس های مجموعه ی زیر در قطر سه ماتریس های scipy در مͳ برد.

اعضای و مرکزی قطر اعضای که است ماتریس Έی واق΄ در banded ماتریس Έی مͳ شود. بندی

مثال به موضوع شدن واض برای هستند. صفر ͳمابق و هستند صفر غیر آن تر پایین و قطر بالاتر چندین

این اعضای بΎیرید. نظر در را ۶ × ۶ ماتریس Έی کنید. توجه است banded ماتریس Έی که زیر
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داد: نشان ai,j با مͳ توان ͳعموم صورت به را ماتریس

A =



a٠,٠ a٠,١ a٠,٢ a٠,٣ a٠,۴ a٠,۵

a١,٠ a١,١ a١,٢ a١,٣ a١,۴ a١,۵

a٢,٠ a٢,١ a٢,٢ a٢,٣ a٢,۴ a٢,۵

a٣,٠ a٣,١ a٣,٢ a٣,٣ a٣,۴ a٣,۵

a۴,٠ a۴,١ a۴,٢ a۴,٣ a۴,۴ a۴,۵

a۵,٠ a۵,١ a۵,٢ a۵,٣ a۵,۴ a۵,۵


(۴٣ . ٧)

صورت به ماتریس این باشند صفر ͳمابق و صفر غیر پایین قطر دو و قطر بالای قطر، اعضای اگر حال

مͳ شود: زیر

A =



a٠,٠ a٠,١ ٠ ٠ ٠ ٠

a١,٠ a١,١ a١,٢ ٠ ٠ ٠

a٢,٠ a٢,١ a٢,٢ a٢,٣ ٠ ٠

٠ a٣,١ a٣,٢ a٣,٣ a٣,۴ ٠

٠ ٠ a۴,٢ a۴,٣ a۴,۴ a۴,۵

٠ ٠ ٠ a۵,٣ a۵,۴ a۵,۵


(۴٣ . ٨)

را l و u پارامتر دو ابتدا مͳ کنیم: عمل چنین scipy در آن سریعتر حل و ماتریس این ساده تر ͳمعرف برای

به که است u = ١ مثال این در است. ۵ پایین و بالا قطر های تعداد دهنده ی نشان که مͳ کنیم مشخص

اعضای که ab ماتریس سپس است. پایین صفر غیر قطر دو ͳمعن به که l = ٢ و است بالا قطر Έی ͳمعن

به را مͳ دهد نشان را ͳاصل ماتریس پایین قطر های و مرکزی قطر بالا، قطرهای اعضای ترتیب به آن سطر

۵u=upper, l=lower
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مͳ کنیم: ͳمعرف زیر صورت

ab =



٠ a٠,١ a١,٢ a٢,٣ a٣,۴ a۴,۵

a٠,٠ a١,١ a٢,٢ a٣,٣ a۴,۴ a۵,۵

a١,٠ a٢,١ a٣,٢ a۴,٣ a۵,۴ ٠

a٢,٠ a٣,١ a۴,٢ a۵,٣ ٠ ٠


(۴٣ . ٩)

بالا مثال همانند A که ͳزمان برای Ax = v معادله حل برای ͳگوس حذف روش که داد نشان مͳ توان

مͳ شود. استفاده حل برای روش ازهمین scipy.linalg در که است سریع تر است، banded ماتریس Έی

از و ab ماتریس از باید A ماتریس جای به آن در که کنیم استفاده حل برای زیر دستور از کافͳ است

کنیم: استفاده ماتریس ͳمعرف برای u و l پارامترهای

impo r t s c i p y . l i n a l g a s l a

2 x= l a . s o l v e _banded ( ( l , u ) , ab , v )

بΎیرید: نظر در را زیر ١٠٠٠ × ١٠٠٠ قطری سه مثال:ماتریس

A =



١ ٢ ٠ ٠ ٠ . . . ٠

٧ ٨ ٩ ٠ ٠ . . . ٠

٠ ٧ ٨ ٩ ٠ . . . ٠

٠ ٠ ٧ ٨ ٩ . . . ٠

٠ ٠ ٠
.. . . . . . . .

...
...

...
... . . . ٧ ٨ ٩

٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٣ ۴



(۵٣ . ٠)



۶٣ زمان به وابسته شرودینگر معادله حل .۴ . ٣

و

v =



١

٢

٢

٢
...

٢

٢

٣



(۵٣ . ١)

زیر: مجهول) چند معادله (چند ͳخط معادله حل برای

Ax = v (۵٣ . ٢)

حل مͳ شود، استفاده banded ماتریس های برای که ͳروش و ͳمعمول روش دو به را معادله این زیر برنامه

مͳ کند: چاپ را مͳ شود مصرف روش دو هر در که محاسبات زمان و مͳ کند

impo r t numpy as np

2 impo r t s c i p y . l i n a l g a s l a

impo r t t ime

4

6 #−−−− Bu i l d [A] a r r a y and { v } column v e c t o r

8 m = 200 # s i z e o f a r r ay , make t h i s 8 000 t o s e e t ime b e n e f i t s

10 A=np . d i a g ( 7 * np . ones (m−1) , −1) + np . d i a g ( 8 * np . ones (m) ) + np . d i a g

( 9 * np . ones (m−1) , 1 )

12 A[ 0 , 0 ] = 1

A[ 0 , 1 ] = 2

14 A[m−1 , m−2] = 3

A[m−1 , m−1] = 4

16



NUMPY پایتون: در ها آرایه با کار .٣ فصل ۶۴

18 v = 2 *np . ones (m)

v [ 0 ] = 1

20 v[−1] = 3

22 t i = t ime . t ime ( )

#−−−− S o l v e u s i n g s c i p y . l i n a l g . s o l v e

24

x = l a . s o l v e (A , v ) # s o l v e A*x = v f o r x

26

p r i n t ( ’ s c i p y . l i n a l g . s o l v e t ime ’ , t ime . t ime ( )−t i , ’ s e c ond s ’ )

28

30 #−−−− Bu i l d ab a r r a y

ab = np . z e r o s ( ( 3 ,m) )

32 ab [ 0 , : ] = 9

ab [ 1 , : ] = 8

34 ab [ 2 , : ] = 7

# F i x end p o i n t s

36 ab [ 0 , 1 ] = 2

ab [ 1 , 0 ] = 1

38 ab [1 ,−1] = 4

ab [2 ,−2] = 3

40

t i = t ime . t ime ( )

42 #−−−− S o l v e u s i n g s c i p y . l i n a l g . s o l v e _band ed

44 x = l a . s o l v e _banded ( ( 1 , 1 ) , ab , v ) # s o l v e A*x = v f o r x

46 p r i n t ( ’ s c i p y . l i n a l g . s o l v e _banded ’ , t ime . t ime ( )−t i , ’ s e c ond s ’ )

: prog_2/matrix_banded.py

دیواره های با پتانسیل چاه در ذره Έی برای زمان به وابسته شرودینگر معادله حل :۵ تمرین

Crank-Niclson روش به بی نهایت

زیر صورت به صفر زمان در L طول به بی نهایت دیواره های با پتانسیل چاه در موج تابع کنید فرض

باشد:

ψ(x,٠) = exp[− (x− x٠)
٢

٢σ٢ ]eikx

x٠ = L/٢ و σ = ١Å ، k = ۵Å−١ الترون، جرم با برابر را ذره جرم ، L = ١٠٠Å چاه عرض

کنید. رسم را ψ⋆(x)ψ(x) ( Crank-Niclson روش (به مختلف زمان های در سپس درنظربΎیرید.
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tend و t = ٠ بین مختلف زمان ۵ برای حداقل و بΎیرید نظر در tend = ١٠٠ a.u. نیز را ͳپایان زمان

دهید. نشان انیمیشن صورت به را تغییرات ممن صورت در کنید. رسم را ψ⋆(x)ψ(x) ،

غیر تکانه Έی دارای موج تابع که است این ͳمعن به eikx فاکتور که داشت توجه نکته١:باید •

کرد. خواهد حرکت راست سمت به و است صفر

هستند. مختلط اعداد حسب بر معادلات تمام که کرد توجه نکته این به نکته٢:باید •

واحدها تمام ، ℏ مانند مسئله، در ͳکوچ اعداد از ͳناش گردکردن خطای از رهایی نکته٣:برای •

e = ١, ℏ = ١, me = ١ ͳاتم واحد های در است شده اشاره هم قبلا که همانطور شوند. تبدیل ͳاتم واحد به باید

با است برابر ͳاتم واحد این در زمان واحد بنابراین .

ℏ/Eh = ١a.u. = ٢٫۴١٨٨٨ × ١٧−١٠s

یا ∆t = ٠٫١ اگر بنابراین .(ͳاتم واحدهایی در انرژی (واحد است هارتری Έی Eh که

خواهند زیر صورت به مقادیر این SI واحد واحد در بΎیریم، نظر در ͳاتم واحد در ∆t = ٠٫٠۵

بود:

∆t = ٠٫١a.u.→ ∆t = ٢٫۴١٨٨٨ × ١٨−١٠s

∆t = ٠٫٠۵a.u.→ ∆t = ١٫٢٠٩۴۴ × ١٨−١٠s

بود. خواهد ١٨−١٠s حدود که بΎیرید نظر در ∆t = ٠٫٠۴a.u. مسئله این در

بنایراین Nو = ١٠٠٠ ͳیعن بΎیرید، نظر در ١٠٠٠ با برابر را فضایی بندی تقسیم تعداد نکته۴: •

واحد به باید کمیت ها همه ی اینکه به توجه با . a = L/N با است برابر مش بندی نقاط فاصله

بنابراین شوند تبدیل ͳاتم

L = ١٠٠Å = ١٠٠ × ١٫٨٨٩٧٢۶١ a٠

a = L/N = ٠٫١٨٨٩٧٢۶١a٠

است. ͳاتم واحدهای در طول واحد که است بوهر شعاع نماد a٠ که
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شد: خواهد زیر صورت به ͳاتم واحدهایی در a١ مانند پارامترهایی ،ͳقبل نکته به باتوجه نکته۵: •

a١ = ١ +∆t
iℏ

٢ma٢ = ١ + ٠٫٠۴ × i

٢ × ١ × (٠٫١٨٨٩٧٢۶١)٢

مͳ کنیم. عمل چنن نیز Bψ(t) محاسبه نکته۶:برای •

Bψ(t) = v

vi = b١ψi + b٢(ψi+١ + ψi−١)

شود: بیان زیر صورت به مͳ توانیم پایتون در که

f o r i i n r ange ( 1 : N−1) :

2 v [ i ]= b1 * p s i [ i ] + b2 * ( p s i [ i +1]+ p s i [ i −1])

# f o r f i r s t and end p o i n t ( p s i i s z e r o a t x=0 and x=L )

4 v [ 0 ] = b1 * p s i [ 0 ] + b2 * p s i [ 1 ]

v [N−1]= b1 * p s i [N−1] + b2 * p s i [N−2]

صفر x = L و x = ٠ در ψ که است شده نوشته این به باتوجه برنامه این در آخر جمله دو

کرد استفاده ( slicing ) برش Έتکنی از حلقه ی از استفاده جای به مͳ توان نیز اینجا در است.

یابد. افزایش محاسبات سرعت تا

1 v [ 1 : N−1]= b1 * p s i [ 1 : N−1] + b2 * ( p s i [ 2 :N]+ p s i [ 0 : N−2])

# f o r f i r s t and end p o i n t ( p s i i s z e r o a t x=0 and x=L )

3 v [ 0 ] = b1 * p s i [ 0 ] + b2 * p s i [ 1 ]

v [N−1]= b1 * p s i [N−1] + b2 * p s i [N−2]

در مختلط عدد Έی ضرب که کرد توجه نکته این به باید ψ⋆ψ نمودارهای رسم نکته٧:برای •

آن ͳموهوم قسمت که تفاوت این با شد خواهد مختلط نوع از عدد Έی پایتون، در آن مزدوج

شود. رسم آن ͳحقیق قسمت باید ψ⋆ψ رسم برای پس است! صفر

>>> ( 1+ 2 j ) * (1−2 j )

2 ( 5 + 0 j )

بدست برای همچنین و conj دستور از مͳ توانید numpy در بردارها کردن مزدوج برای نکته٨: •

کنید: استفاده numpy در real دستور از مͳ توانید مختلط بردار Έی ͳحقیق قسمت آوردن



۶٧ زمان به وابسته شرودینگر معادله حل .۴ . ٣

>>> impo r t numpy as np

2 >>> vec =np . a r r a y ( [ 1 + 1 j , 2 + 3 j ] )

>>> vec2 =np . c on j ( vec ) * vec

4 >>> vec2

a r r a y ( [ 2 . + 0 . j , 1 3 . + 0 . j ] )

6 >>> np . r e a l ( v e c2 )

a r r a y ( [ 2 . , 1 3 . ] )
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۴ فصل

آن عددی حل و لاپلاس معادلات

لاپلاس معادله ساده ی حل ١ . ۴

است: زیر صورت به لاپلاس معادله

∇٢ϕ(x, y, z) =
∂٢ϕ

∂x٢ +
∂٢ϕ

∂y٢ +
∂٢ϕ

∂z٢ = ٠ (١ . ۴)

:ͳیعن کنیم، حل بخواهیم بعدی دو فضایی Έی برای را معادله این کنید فرض ابتدا

∇٢ϕ(x, y) =
∂٢ϕ

∂x٢ +
∂٢ϕ

∂y٢ = ٠ (٢ . ۴)

داریم: تیلور بسط از استفاده با ابتدا مͳ کنیم؛ عمل چنین معادله این عددی حل برای

ϕ(x+∆x, y) = ϕ(x, y) + ∆x
∂ϕ(x, y)

∂x
+

١
٢
(∆x)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂x٢ (٣ . ۴)

ϕ(x, y +∆y) = ϕ(x, y) + ∆y
∂ϕ(x, y)

∂y
+

١
٢
(∆y)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂y٢

ϕ(x−∆x, y) = ϕ(x, y)−∆x
∂ϕ(x, y)

∂x
+

١
٢
(∆x)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂x٢

ϕ(x, y −∆y) = ϕ(x, y)−∆y
∂ϕ(x, y)

∂y
+

١
٢
(∆y)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂y٢

۶٩
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به بالا معادلات جم΄ با ، ∂٢ϕ
∂x٢ + ∂٢ϕ

∂y٢ = ٠ اینکه به توجه با همچنین و ∆x = ∆y اینکه فرض با

مͳ رسیم: زیر معادله

ϕ(x+∆x, y) + ϕ(x, y +∆y) + ϕ(x−∆x, y) + ϕ(x, y −∆y) = ۴ϕ(x, y) (۴ . ۴)

واض تر: صورت به یا

ϕ(x, y) =
١
۴
[ϕ(x+∆x, y) + ϕ(x−∆x, y) + ϕ(x, y +∆y) + ϕ(x, y −∆y)] (۵ . ۴)

بعد: سه برای و

ϕ(x, y, z) = ١
۶ [ϕ(x+∆x, y, z) + ϕ(x−∆x, y, z) (۶ . ۴)

+ ϕ(x, y +∆y, z) + ϕ(x, y −∆y, z)

+ ϕ(x, y, z +∆z) + ϕ(x, y, z −∆z)]

واهلش روش نام به ساده حل شیوه کرد. حل را بالا معادلات و کرد استفاده مͳ توان بالا معادلات از حالا

های ϕ روی از را ϕ′ بعد دو برای مثلا است. تکرار روش Έی واق΄ در و است معرف ژاکوبی روش یا ١

مͳ آوریم: بدست ͳقبل

ϕ′(x, y) =
١
۴
[ϕ(x+∆x, y) + ϕ(x−∆x, y) + ϕ(x, y+∆y) + ϕ(x, y−∆y)] (٧ . ۴)

مͳ دهیم: ادامه مرتب ϕ جای به ϕ′ ͳجاگزین با را روند این

ϕ′(x, y)
بالا معادله با ͳرسان روز →−−−−−−−−−−−به ϕ(x, y) (٨ . ۴)

زیر صورت به الΎوریتم بنابراین . ( |ϕ− ϕ′| < ϵ ) شود کمتر حدی Έی از ϕ′ و ϕ اختلاف اینکه تا

بود: خواهد

مͳ دهیم. نشان y و x متغییر دو با را آن از نقطه هر مͳ کنیم، مش بندی را فضا .١
١relaxtioan



٧١ لاپلاس معادله ساده ی حل .١ . ۴

مسئله مرزی شرایط طبق همچنین نسبت مͳ دهیم. اولیه مقادیر نقاط تمام در ها ϕ(x, y) به .٢

مͳ کنیم. ͳده مقدار مرزی نقاط در را ϕ(x, y)

مͳ کنیم: استفاده مرزها) روی از غیر (به جدید های ϕ یرای را زیر معادله .٣

ϕ′(x, y) =
١
۴
[ϕ(x+∆x, y) + ϕ(x−∆x, y) + ϕ(x, y +∆y) + ϕ(x, y −∆y)]

باز ٣ مرحله به اینصورت غیر در و مͳ رسد پایان به محاسبه بود |ϕ − ϕ′| < ϵ صورتͳ که در .۴

مͳ کنیم.  تکرار را محاسبات و مͳ گردیم

ابتدا در V٢ = V٣ = V۴ = ٠, V١ = ١V olt مرزی شرایط با مربع Έی در لاپلاس معادله حل مثال:

تمام در را ها ϕ مقدار واهلش روش از و مͳ کنیم اولیه ͳده مقدار را ϕ(x, y) و مͳ کنیم مش بندی را مربع

مͳ دهد: انجام را کار این زیر برنامه مͳ دهد. انجام ما برای را کار این زیر برنامه مͳ کنیم. پیدا نقاط

M ×M به را مربع . V١ = ١volt, V٢ = V٣ = V۴ = ٠ مرزی شرایط با مربع Έی :١ . ۴ شل
کرده ایم بندی مش

1 from numpy impo r t empty , z e r o s , max

# from py l ab impo r t imshow , gray , show , c o l o r b a r

3 from m a t p l o t l i b . p y p l o t impo r t imshow , gray , show , c o l o r b a r

5

# Con s t a n t s

7 M = 100 # Gr id s q u a r e s on a s i d e

V = 1 . 0 # Vo l t a g e a t t op wa l l

9 e p s i l o n = 1 e−5 # T a r g e t a c c u r a c y
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11 # C r e a t e a r r a y s t o ho ld p o t e n t i a l v a l u e s

ph i = z e r o s ( [M+1 , M+1 ] , f l o a t )

13 ph i [ 0 , : ] = V #V_1

# ph i [ : ,M] = V_2

15 # ph i [M, : ] = V_3

# ph i [ : , 0 ] = V_4

17 ph i p r ime = empty ( [M+1 ,M+1 ] , f l o a t )

19 # Main l oop

n=1

21 d e l t a = 1 . 0

wh i l e d e l t a > e p s i l o n :

23 # C a l c u l a t e new v a l u e s o f p o t e n t i a l

f o r i i n r ange (M+1 ) :

25 f o r j i n r ange (M+1 ) :

i f i ==0 or i ==M or j ==0 or j ==M:

27 ph i p r ime [ i , j ] = ph i [ i , j ]

e l s e :

29 ph i p r ime [ i , j ] = ( ph i [ i +1 , j ] + ph i [ i −1 , j ] \

+ ph i [ i , j +1 ] + ph i [ i , j −1] ) / 4 . 0

31 # C l a c u l a t e maximum d i f f e r e n c e from o l d v a l u e s

d e l t a = max ( ab s ( phi−ph i p r ime ) )

33 # Swap th e two a r r a y s around

phi , ph i p r ime = ph ip r ime , ph i

35 n = n +1

p r i n t ( n , d e l t a )

37

# Make a p l o t

39 imshow ( ph i )

c o l o r b a r ( )

41 # gray ( )

show ( )

: laplace.py

است درست که چرا است ͳخطرناک دستور phi = phiprim دستور که باشد این به باید حواس مان

phiprime مقادیر که

بنابراین مͳ شود. اعمال نیز phi در phiprime در تغییری هر بعد به آن از ͳول مͳ شود ریخته phi در
٢ تعویض دستور از است بهتر

٢swap



٧٣ پواسون معادله حل .٢ . ۴

است: زیر صورت به که شود استفاده

phi, phiprime = phiprime, phi (٩ . ۴)

شود: ͳده مقدار تک تک صورت به یا

f o r i i n r ange (M+1 ) :

2 f o r j i n r ange (M+1 ) :

ph i [ i , j ]= ph i p r ime [ i , j ]

: laplace_for.py

پواسون معادله حل ٢ . ۴

است: زیر صورت به پواسون معادله مͳ دانیم که همانطور

∇٢ϕ = − ρ

ϵ٠
(١٠ . ۴)

قبل همانند است. لاپلاس معادله حل شبیه نیز معادله این عددی حل

ϕ(x+∆x, y) = ϕ(x, y) + ∆x
∂ϕ(x, y)

∂x
+

١
٢
(∆x)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂x٢ (١١ . ۴)

ϕ(x, y +∆y) = ϕ(x, y) + ∆y
∂ϕ(x, y)

∂y
+

١
٢
(∆y)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂y٢

ϕ(x−∆x, y) = ϕ(x, y)−∆x
∂ϕ(x, y)

∂x
+

١
٢
(∆x)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂x٢

ϕ(x, y −∆y) = ϕ(x, y)−∆y
∂ϕ(x, y)

∂y
+

١
٢
(∆y)٢ ∂

٢ϕ(x, y)

∂y٢

∂٢ϕ(x,y)
∂x٢ + پواسون معادله به توجه با و ∆x = ∆y = a اینکه فرض با و بالا معادلات جم΄ با

داریم: ∂٢ϕ(x,y)
∂y٢ = − ρ

ϵ٠

ϕ(x, y) =
١
۴
[ϕ(x+a, y)+ϕ(x−a)+ϕ(x, y+a)+ϕ(x, y−a)]+ ١

۴
ρ(x, y)

ϵ٠
a٢ (١٢ . ۴)
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لاپلاس معادله حل در سریع تر های روش ٣ . ۴

فراواهلش روش ٣ . ١ . ۴

سریع تر نهایت در برسیم، نقطه هر در درست جواب به زوتر واهلش همان یا ژاکوبی روش در بتوانیم چه هر

فرض و است ٠٫۵ نهایی پتانسیل مقدار خاص نقطه Έی در که کنید فرض رسیده ایم. نهایی جواب به

استفاده با کنید فرض سپس است. ٠٫١ به برابر داده ایم نسبت نقطه این در پتانسیل به که اولیه مقدار کنید

مͳ کند: تغییر زیر صورت به خصوص به نقطه این در پتانسیل این مقدار واهلش الΎوریتم از

ϕ(x, y) = ٠٫١
واهلش الΎوریتم
−−−−−−−→ ϕ(x, y) = ٠٫٢ · · ·

واهلش الΎوریتم
−−−−−−−→ ϕ(x, y) = ٠٫۵ (١٣ . ۴)

به را آن مثلا برسد، ٠٫۵ ͳیعن خود نهایی مقدار به پتانسیل مقدار تا بمانیم منتظر اینکه جای به اگر حال

به مͳ توانیم زودتر نتیجه در کنیم! شوت ٠٫۴ به را آن برود ٠٫٢ به الΎوریتم بعدی گام در اینکه جای

اعمال را شیوه این اینکه برای مͳ شود. نامیده واهلش فرا روش اصطلاحا روش این برسیم. نهایی جواب

به مقداری ϕ(x, y) به حقیقت در گام هر در واهلش الΎوریتم در مͳ کنیم: عمل زیر صورت به کنیم

مͳ شود: اعمال زیر صورت

ϕ′(x, y) = ϕ(x, y) + ∆ϕ(x, y) (١۴ . ۴)

∆ϕ(x, y) = ϕ′(x, y)− ϕ(x, y)

مͳ کنیم: عمل چنین واهلش فرا روش در حال

ϕω(x, y) = ϕ(x, y) + (١ + ω)∆ϕ(x, y) (١۵ . ۴)

مͳ شود. اضافه (١+ω)ϕ(x, y) مقدار شود، اضافه گام هر در ϕ(x, y) به ∆ϕ(x, y) اینکه جای به ͳیعن

مͳ دهیم تغییر واهلش روش از بیشتر ͳکم را ϕ(x, y) مقدار ما ͳعبارت به است. ω > ٠ بالا معادله در

اینکه فرض با حال مͳ دهیم). انجام واهلش (فرا

∆ϕ(x, y) = ϕ′(x, y)− ϕ(x, y)
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شد: خواهد زیر صورت به ϕω(x, y) شد، گفته که واهلش روش به توجه با و

ϕω(x, y) = ϕ(x, y) + (١ + ω)
{
ϕ′(x, y)− ϕ(x, y)

}
(١۶ . ۴)

= (١ + ω)ϕ′(x, y)− ωϕ(x, y)

=
(١ + ω)

۴

{
ϕ(x+ a, y) + ϕ(x− a) + ϕ(x, y + a) + ϕ(x, y − a)

}
−ωϕ(x, y)

و شد خواهد ناپایدار الΎوریتم اینصورت غیر در که چرا شود انتخاب ١ و ٠ بین ω مقدار است بهتر

رسید. جواب به نمͳ توان

گوس‐زایدل روش ٣ . ٢ . ۴

در پتانسیل Έی از فقط کنیم، استفاده ϕ′ و ϕ پتانسیل دو از اینکه جای به ٣ گوس‐زایدل روش در

های ϕ از کنیم استفاده قدیم ّهای ϕ از اینکه جای به موق΄ همان واق΄ در مͳ کنیم. استفاده جایΎزینͳ ها

ͳعبارت به مͳ کنیم استفاده نیز است آمده بدست که نیز جدید

ϕ(x, y) =
١
۴
[ϕ(x+∆x, y)+ϕ(x−∆x, y)+ϕ(x, y+∆y)+ϕ(x, y−∆y)] (١٧ . ۴)

است. سریع تر واهلش روش به نسبت قبل روش مانند نیز روش این

لاپلاس معادله حل الΎوریتم که مͳ شود باعث گوس‐زایدل روش و فراواهلش ͳیعن روش دو ترکیب

مͳ رسد: زیر حل معادله به روش دو ترکیب شود. انجام سریع تر مرتبه Έی حدود در

ϕ(x, y) =
(١ + ω)

۴

{
ϕ(x+ a, y) + ϕ(x− a) + ϕ(x, y + a) + ϕ(x, y − a)

}
(١٨ . ۴)

−ωϕ(x, y)

مختلف روش های به لاپلاس معادله حل و پواسون معادله حل :۶ تمرین

ϵ٠ = ١ مقدار ͳسادگ برای کنید. رسم و آورید بدست واهلش روش به زیر شل در را پتانسیل •

کرد توجه باید هستند. مخالف بارهای دارای کدام هر Έکوچ مربع دو مسئله این در دهید. قرار
٣Gauss-Seidel
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کرد. استفاده باید پواسون معادله از مسئله حل برای

٢ . ۴ شل

گوس‐ ترکیبی ͳروش ͳیعن) گوس‐زایدل+فراواهلش روش به زیر ͳمربع شل برای را پتانسیل •

کنید گیری زمان و آورید بدست مختلف های ω برای را مسئله آورید. فراواهلش)بدست و زایدل

ω کنید. رسم ω برحسب را محاسبات زمان نمودار منظور بدین کنید. پیدا را ω بهینه مقدار و

(کتابخانه) مدول در clock() یا time() دستور از گیری زمان برای دهید. تغییر ١ تا ٠ از را

کنید. استفاده time

٣ . ۴ شل



٧٧ لاپلاس معادله حل در سریع تر های روش .٣ . ۴

کنید. رسم را ϕ پتانسیل نمودار و آورید بدست زیر خازن برای را پتانسیل ω بهینه مقدار به توجه با •

دارد. قرار −١volt و +١volt پتانسیل های با میله دو مربع داخل

۴ . ۴ شل

M = 100 ͳیعن) کنید استفاده ١٠٠×١٠٠ مش از تمرین این قسمت های تمام حل برای نکته:

(
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۵ فصل

ͳتصادف فرایند های

ساده ترین آورد. بدست ͳپیش بین قابل آماری مͳ توان تصادف از چΎونه دهیم نشان داریم قصد بخش این در

دانه های پخش ١ . ۵ شل است. ذرات پخش فرایند است مشاهده  قابل طبیعت در که ͳتصادف فرایند

مͳ خوریم بر آن به ͳمختلف گونه های به روزانه شاید که مͳ دهد نشان محلول Έی داخل را رنگ کلوییدی

چای). فنجان Έی داخل شر دانه های حل مثلا )

نیروی  پخش، پدیده ی بر علاوه شل این در (نکته: محلول Έی در رنگ قطر پخش پدید :١ . ۵ شل
حساب به ͳتصادف کاملا پدید ه ی Έی اینگونه به رنگ قطر پخش بنابراین مͳ کند بازی   نقش نیز گرانش

نمͳ آید).

 ͳذرات پخش مثال از مͳ توانیم دهیم توضیح ساده تری شل به را پخش مانند پدید ه  هایی اینکه برای

معروف ١ آزاد انبساط به پدیده  این .( ٢ . ۵ (شل کنیم شروع هستند ظرف طرف Έی در ابتدا در که

١Free expansion

٧٩
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جعبه دیΎر طرف از تیغه Έی با که بΎیرید نظر در جعبه طرف Έی در ذره تعدادی شل مطابق است.

کنند عبور آن از مͳ توانند ذرات آن شدن باز با که دارد وجود دریچه Έی تیغه روی بر شده است. جدا

مͳ شوند. تقسیم مساوی طور به تیغه طرف دو در ذرات ͳمدت از بعد که مͳ دانیم بروند. دیΎر طرف به و

ذرات پخش :٢ . ۵ شل

معین روش های از که است این راه Έی کنیم؟ عمل چΎونه باید فرایندی چنین سازی شبیه برای حال

و کنیم محاسبه را ذره هر مسیر Έکوچ ͳزمان گام هر در ͳیعن کنیم. استفاده ͳولمول Έدینامی مانند

مͳ توان که دارد وجود نیز دیΎر راه Έی مشاهده کنیم. زمان ͳط در را ذرات حرکت مͳ توان شل این به

است. پدیده ها این ͳتصادف طبیعت از بهربردن آن و برد سود آن از ͳتصادف فرایند های سازی شبیه برای

پی در و ͳتصادف اعداد تولید برای ابزاری عنوان به کامپیوتر از پدیده ها این سازی شبیه برای ͳعبارت به

از اینگونه اساس است. پدیده ها این شبیه سازی برای مناسب الΎوریتم های در اعداد این از استفاده آن

به (یا ذرات حرکت مͳ شود فرض که است این مͳ کنند کار ͳاحتمالات مدل های برپایه ی که شبیه سازی ها

گرفت. نظر در آنها برای ͳتصادف رفتاری مͳ توان که هستند پیچید ه آنقدر ذرات) حالت های تر ͳکل طور

آورد. حساب به پدیده ها اینگونه از مͳ توان را شیر) یا (خط سه Έی پرتاب نتیجه ͳبین پیش مثلا

ͳسادگ به مسئله این حل برای رفت. جعبه در ذرات پخش مسئله  حل سراغ به مͳ توان دید این با حال

سمت در ذره چه شبیه سازی، گام هر در ذره، Έی برای دریچه از عبور احتمال که کرد فرض  مͳ توان

برهمنش باهم ذرات مͳ کنیم فرض اینجا در البته است. مساوی باشد راست سمت در چه و باشد چپ

مͳ کنیم. تعریف ذره هر برای LOC مانند ͳتابع مͳ باشد، صحیح کاملا فرض که فرض این با ندارند.

گرفت قرار راست طرف در ذره اگر و LOC(i) = −1 باشد گرفته قرار چپ طرف در iام ذره ی اگر

کنید تولید N تا ١ بین ͳتصادف صحیح عدد Έی قدم هر در مͳ توانیم حال . LOC(i) = +1 باشد

LOC(i) علامت سپس است. iام ذره انتخاب ͳمعن به عدد این که مͳ دهیم)، نشان i با را عدد (این

اگر کرد. خواهیم صحبت بعدی بخش در ͳتصادف اعداد تولید الΎوریتم های مورد در مͳ کنیم. عوض را
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ساده تر ͳخیل را مسئله مͳ توان باشد، مهم جعبه قسمت دو از Έی هر در ذرات تعداد فقط مسئله این در

برابر راست به چپ طرف از و چپ به راست طرف از ذره Έی رفتن احتمال اینکه فرض با کرد. ͳبررس

راست طرف در ذرات تعداد باشد، چپ طرف در ذرات تعداد n اگر کرد: عمل اینگونه مͳ توان باشد،

Έی اینکه احتمال ͳطرف از مͳ شود. وارد n فقط مسئله  در بنابراین بود. خواهد n′ = N − n با برابر

n′/N با راست به چپ سمت از برعکس و n/N با برود راست به چپ طرف از ͳتصادف صورت به ذره

زد: حدس پیاپی گام های در را ذرات تعداد تحول مͳ توان زیر الΎوریتم با بنابراین مͳ شود. مشخص

(٠ ≤ r < ١ ) مͳ کنیم تولید ١ تا ٠ بین r ͳتصادف عدد Έی .١

مͳ کنیم. مقایسه n/N مقدار با r .٢

:ͳیعن مͳ بریم راست به چپ طرف از را ذره Έی ، r ≤ n/N اگر .٣

n −→ n− ١

:ͳیعن مͳ بریم چپ به راست طرف از را ذره Έی این صورت غیر در

n −→ n+ ١

مͳ کنیم. تکرار را ٣ تا ١ مراحل .۴

خواهیم توضیح آن مورد در بعدی فصل در که است کارلو مونت الΎوریتم Έی واق΄ در ساده الΎوریتم این

داد.

کامپیوتر در ͳتصادف اعداد تولید ١ . ۵

مͳ شود شروع اینجا از مشل ͳول داریم. ͳتصادف اعداد به احتیاج ما ،ͳتصادف فرایند های سازی شبیه برای

طریق از که اعدادی کنیم. تولید ͳواقع ͳتصادف اعداد نمͳ توانیم کامپیوتر از استفاده با حقیقت در که

این که الΎوریتم هایی به هستند. ٢ ͳتصادف شبه حقیقت در مͳ شوند تولید ͳتصادف اصطلاح به کامپیوتر

دلیل به اعداد این مͳ شود. گفته ٣ ͳتصادف شبه اعداد کننده ی تولید مͳ کنند،  تولید را ͳتصادف شبه اعداد
٢pseudorandom
٣pseudorandom number generator
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اعداد این دوباره از ͳمدت از بعد و هستند ͳبین پیش قابل مͳ آیند، بدست خاص الΎوریتم Έی طبق اینکه

مͳ شود. گفته ͳتصادف شبه اعداد اعداد، این به دلیل همین به مͳ شوند. تکرار

است: زیر معادله ی از استفاده ͳتصادف شبه اعداد تولید برای ساده الΎوریتم Έی

x′ = (ax+ c) mod m (١ . ۵)

را ۴ تقسیم باقیمانده عملΎر mod علامت هستند. صحیح اعداد ͳΎهم m و x ، c ، a اینجا در

داده ایم). نشان x′ با را آن مقدار (که مͳ کند محاسبه را m بر ax+ c تقسیم باقیمانده که مͳ دهد، نشان

در m بر ax+ c تقسیم باقیمانده ی و مͳ شود داده نشان ٪ علامت با تقسیم باقیمانده عملΎر پایتون در

استفاده با ͳتصادف شبه اعداد تولید برای بود. خواهد ax+ c با برابر باشد m > (ax+ c) که ͳصورت

که مͳ شود گفته ۵ بذر اولیه، مقدار این به مͳ گیرم. نظر در x برای اولیه مقدار Έی ابتدا بالا، معادله از

و دارد وجود ͳتصادف اعداد تولید الΎوریتم های تمام در بذر مͳ شود. انتخاب اختیاری صورت به کاملا

قرار معادله داخل را بذر همان یا اولیه x ͳوقت است. ͳتصادف اعداد رشته  ی شروع مان تعیین آن نقش

( x = x′ ͳیعن) دهیم قرار x′ معادله در x جای به اگر حال مͳ دهد. ما به را x′ مقدار معادله مͳ دهیم،

مͳ توان کنیم. تولید ها x′ از رشته Έی مͳ توانیم طریق این به بنابراین مͳ شود. تولید جدید x′ Έی دوباره

اگر داد نشان

a = ١۶۶۴۵٢۵

c = ١٠١٣٩٠۴٢٢٣

m = ۴٢٩۴٩۶٧٢٩۶

زیر برنامه با بنابراین مͳ شود. تولید تکرار) (بدون رشته طولانͳ ترین ،

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

N = 1000

3 # Pa r am t e r s f o r psudorandom g e n r a t o r :

a = 1 6 6 4 5 2 5

5 c = 1 0 1 3 9 0 4 2 2 3

m = 4 2 9 4 9 6 7 2 9 6

7 x = 1

۴Modulus operator
۵seed
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r e s u l t s = [ ]

9

f o r i i n r ange (N) :

11 x = ( a *x+c )%m

r e s u l t s . append ( x /m)

13 p l t . p l o t ( r e s u l t s , ” o ” )

p l t . y l a b e l ( ” x /m” )

15 p l t . s a v e f i g ( ” pseudorandom . pd f ” )

p l t . show ( )

: pseudorandom.py

اعداد نتیجه در که مͳ کنیم استفاده x/m از x جای (به کنیم تولید ١ و ٠ بین ͳتصادف اعداد مͳ توان

بود. خواهد ٣ . ۵ شل صورت به بالا برنامه نتایج .( مͳ شوند ١ تا ٠ بین m تا ٠ جای به

0 200 400 600 800 1000
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x
/m

. ١ . ۵ معادله از استفاده با شده تولید ͳتصادف شبه عدد ١٠٠٠ :٣ . ۵ شل

رشته ی که دید مͳ تواند ͳراحت به بΎیریم، Έکوچ را m و c ، a پارامترهای مثلا که ͳصورت در

زیر: برنامه ͳخروج مثال برای مͳ شوند. تکرار متناوبی صورت به مͳ شوند تولید که اعدادی

impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

2 N = 12

# Pa r am t e r s f o r psudorandom g e n r a t o r :

4 a = 2

c = 3

6 m = 10

x = 1
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8 r e s u l t s = [ ]

10 f o r i i n r ange (N) :

x = ( a * x+c )%m

12 r e s u l t s . append ( x /m)

p r i n t ( r e s u l t s )

: pseudorandom1.py

بود: خواهند زیر صورت به اعدادی

[٠٫۵,٠٫٣,٠٫٩,٠٫١,٠٫۵,٠٫٣,٠٫٩,٠٫١,٠٫۵,٠٫٣,٠٫٩,٠٫١]

رشته مان فقط دهیم، قرار ٣ عدد مثلا ١ جای به مͳ کند بازی را بذر نقش اینجا در که را اولیه x اگر

دهیم: قرار x = ٣ که است ͳوقت برای زیر نتیجه مثال، برای کرد. خواهد تغییر

[٠٫٩,٠٫١,٠٫۵,٠٫٣,٠٫٩,٠٫١,٠٫۵,٠٫٣,٠٫٩,٠٫١,٠٫۵,٠٫٣] (٢ . ۵)

نام به بهتری ͳتصادف اعداد شبه الΎوریتم از مͳ توان پایتون در بهتر ͳتصادف اعداد تولید برای

پایتون random کتابخانه ͳفراخوان با مͳ توان را الΎوریتم این کرد. استفاده MersenneTwister

استفاده الΎوریتم این از نیز numpy کتابخانه ی در random کتابخانه ی زیر همچنین . ۶ کرد استفاده

شده آورده ١ . ۵ جدول در دارد وجود پایتون random کتابخانه ی در که ͳمهم تابع های . ٧ مͳ کند

است:

۶hps://docs.python.org/3.5/library/random.html
٧hps://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/routines.random.html
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تابع ͳخروج تابع

ͳتصادف صورت به که ١ و ٠ بین ͳحقیق عدد Έی random()

مͳ شود انتخاب و١ ٠ بین اعداد ینواخت توزیع Έی از

n− ١ و ٠ بین صحیح ͳتصادف عدد Έی randrange(n)

n− ١ و m بین صحیح ͳتصادف عدد Έی randrange(m,n)

k گام های با n و m بین صحیح ͳتصادف عدد Έی randrange(m,n, k)

randrange(a, b + 1) تابع معادل randint(a, b)

باشد لیست Έی مͳ تواند seq واق΄ در که seq از عضو Έی ͳتصادف انتخاب choice(seq)

شبه اعداد کننده ی تولید Έی توسط که رشته ای شروع مان مͳ توانیم بذر با شد، گفته که همان طور

Έی همیشه کنیم تکرار بار ده ها را زیر برنامه ی اگر مثال برای کرد. مشخص را مͳ شود ایجاد ͳتصادف

کرد: خواهیم مشاهده یسان کاملا ͳخروج

1 from random impo r t randrange , s e ed

s e ed ( 4 2 )

3 f o r i i n r ange ( 4 ) :

p r i n t ( r and r ange ( 1 0 ) )

: seeds.py

اگر مͳ کنیم. مشخص را ͳتصادف رشته ی شروع مان پایتون random کتابخانه ی در seed تابع با

مͳ شود. چاپ ͳمتفاوت ͳتصادف اعداد رشته ی بالا برنامه اجرای بار هر در نکنیم، استفاده seed تابع از

مͳ شود مطرح اینجا در که ͳسوال مͳ کند. انتخاب را ͳمتفاوت بذر Έی پایتون، اجرا بار هر در واق΄ در

،ͳعبارت به یا و مͳ شود استفاده seed مانند ͳتابع از ها سازی شبیه (ͳبرخ) در چرا اصولا که است این

است. شبیه سازی پذیری تکرار seed مانند ͳتابع از استفاده ͳاصل دلیل است؟ کجا در تابع این بودن مفید

باشد. داشته وجود یابی اشال و برنامه تست به نیاز که ͳزمان خصوصا

غیرینواخت و ینواخت توزیع ١ . ١ . ۵

از (استفاده شد اشاره آن به بالا در که ساده ای روش کرد. تولید ͳخاص توزیع با مͳ توان را ͳتصادف اعداد

ینواخت توزیع با ͳتصادف اعداد پایتون، random کتابخانه از random دستور یا ( ١ . ۵ معادله ی

از است ͳکاف کنیم،  مشاهد روش این در را ͳتصادف اعداد توزیع ͳنواختی اینکه برای مͳ کنند. تولید



ͳتصادف فرایند های .۵ فصل ٨۶

استفاده ͳتصادف اعداد توزیع ( ٨ (هیستوگرام ͳستون نمودار رسم برای matplotlib در hist دستور

کرد: رسم را مͳ شود تولید ١ . ۵ معادله ی از استفاده با که توزیع ͳستون نمودار مͳ توان زیر برنامه با کنید.

impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

2 N = 10 0 0 0 0 0

# Pa r am t e r s f o r psudorandom g e n r a t o r :

4 a = 1 6 6 4 5 2 5

c = 1 0 1 3 9 0 4 2 2 3

6 m = 42 9 4 9 6 7 2 9 6

x = 1

8 r e s u l t s = [ ]

10 f o r i i n r ange (N) :

x = ( a * x+c )%m

12 r e s u l t s . append ( x /m)

p l t . h i s t ( r e s u l t s , 1 0 0 , normed=True )

14 p l t . x l a b e l ( ” Pseudo random numbers ” )

p l t . y l a b e l ( ” D i s t r i b u t i o n ” )

16 p l t . s a v e f i g ( ” p s eudo r andom_h i s t . pd f ” )

p l t . show ( )

: pseudorandom_hist.py

تقریبا شده است تولید ١ . ۵ معادله ی از استفاده با که ͳتصادف اعداد توزیع که مͳ دهد نشان ۴ . ۵ شل

در رایج توزیع های از ͳبرخ کرد. تولید نیز ͳخاص توزیع طبق مͳ توان را ͳتصادف اعداد است. ینواخت
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. ١ . ۵ معادله از استفاده با شده تولید ͳتصادف شبه عدد ١٠٠٠٠٠٠ توزیع :۴ . ۵ شل

٨Histogram



٨٧ کامپیوتر در ͳتصادف اعداد تولید .١ . ۵

مͳ توان ͳراحت به مثلا است. موجود پایتون random کتابخانه و numpy در random کتابخانه های

معادله ی با ١٠ نرمال توزیع همان یا ͳگوس توزیع کرد. انتخاب ٩ ͳگوس توزیع طبق را ͳتصادف اعداد توزیع

p(x) =
١√

٢πσ٢
e−

(x−µ)٢

٢σ٢ (٣ . ۵)

تابع قله (مان مͳ دهد نشان را توزیع این در ͳتصاف اعداد متوسط مقدار µ پارامتر مͳ شود. بیان

واریانس مقدار اگر واق΄ در مͳ کند. تعیین را ͳتصادف اعداد استاندار انحراف σ دیΎر پارامتر و (ͳگوس

کتابخانه در مͳ رسیم. σ٢ مقدار به ⟨(x − ⟨x⟩)٢⟩ ͳیعن کنیم محاسبه را توزیع این در ͳتصادف اعداد

آن در که مͳ کند تولید ͳگوس توزیع با ͳتصادف اعداد gauss(mu،sigma) تابع پایتون random

را تابع این با شده تولید ͳگوس توزیع زیر برنامه است. σ همان sigma پارامتر و µ همان mu پارامتر

مͳ دهد: نشان ͳتصادف عدد ١٠٠٠٠ برای

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

from random impo r t g au s s

3 N = 10000

r e s u l t s = [ ]

5 s igma = 2 . 0

mu= 0 . 0

7 f o r i i n r ange (N) :

r e s u l t s . append ( g au s s (mu , s igma ) )

9

p l t . h i s t ( r e s u l t s , 1 0 0 , normed=True )

11 p l t . x l im (−7 , 7 )

p l t . x l a b e l ( ” Pseudo random numbers ” )

13 p l t . y l a b e l ( ” D i s t r i b u t i o n ” )

p l t . s a v e f i g ( ” g a u s s _ h i s t . pd f ” )

15 p l t . show ( )

: gauss_hist.py

مͳ شود ͳگوس کاملا توزیع که شویم مطمئن اینکه برای است. شده ͳگوس تقریبا ۵ . ۵ نمودار ظاهرا

طبق که ͳتصادف اعداد تعداد ۶ . ۵ نمودار در مثلا ببریم. بالا بسیار را شده  تولید ͳتصادف اعداد تعداد باید

مورد در کارلو) (مونت بعد فصل در داده ایم. افزایش ١٠٠٠٠٠٠٠ به را شده است تولید ͳگوس توزیع

داد. خواهیم توضیح دلخواه توزیع Έی طبق ͳتصادف اعداد تولید روش

٩Gaussian distribution
١٠Normal distribution
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. µ = ٠ و σ = ٢ با ͳگوس توزیع طبق شده تولید ͳتصادف شبه عدد ١٠٠٠٠ توزیع :۵ . ۵ شل
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. µ = ٠ و σ = ٢ با ͳگوس توزیع طبق شده تولید ͳتصادف شبه عدد ١٠٠٠٠٠٠٠ توزیع :۶ . ۵ شل

ولΎشت ٢ . ۵

Έی مͳ توان را مایع Έی در کلوئیدی ذره Έی یا هوا در غبار ذره ی حرکت مانند پدیده های از بسیاری

مفهوم از استفاده با مͳ توان را دیΎر بسیار و ͳتصادف فرایندهایی چنین گرفت. نظر در ͳتصادف فرایند

Έی به مͳ توان را ͳتصادف گام زن Έی کرد. سازی شبیه ١١ ͳتصادف قدم زدن یا و ͳتصادف گام یا ولΎشت

گام های و مͳ زند گام ͳتصادف صورت به جهت هر در که ( ٧ . ۵ (شل کرد تشبیه سرگردان مست آدم

هیچ و هستند تاریخچه گام هابدون که مͳ گوییم اصطلاح به ندارند. بعدی گام های به ͳربط هیچ آن ͳقبل

ندارد. وجود گام ها بین ͳهمبستگ گونه

١١Random Walk



٨٩ ولΎشت .٢ . ۵

مͳ دهد نشان را بعدی دو ولΎشت Έی واق΄ در که مست آدم Έی زدن گام :٧ . ۵ شل

بعد Έی در ولΎشت ٢ . ١ . ۵

احتمال با که بΎیرید نظر در را ͳتصادف گام زن Έی مͳ کنیم. شروع بعد Έی در ولΎشت از ͳسادگ برای

نیز، ͳسادگ برای است. p + q = ١ بنابراین برمͳ گردد. عقب سمت به q احتمال با و جلو سمت به p

با: بود خواهد برابر گام N از بعد گام زن Έی مان مͳ گیریم. نظر در a اندازه ی به و برابر را گام ها طول

xN =
N∑
i=١

si (۴ . ۵)



ͳتصادف فرایند های .۵ فصل ٩٠

مقدار بردارند، گام N آن ها از کدام هر که باشیم داشته گام زن تعدادی اگر . si = ±a اینجا در که

با: بود خواهد برابر ⟨xN ⟩ ͳیعن آنها جابه جایی متوسط

⟨xN ⟩ = ⟨
N∑
i=١

si⟩ =
N∑
i=١

⟨si⟩ = N⟨s⟩ (۵ . ۵)

= N(pa− qa) = N(p− q)a

مستقل هم از گام ها ولΎشت Έی در که است این است شده انجام بالا ساده سازی در که ͳاصل نکته

:ͳیعن برد گام ها تک تک روی بر مͳ توان را گام ها جم΄ روی بر گیری متوسط بنابراین هستند

⟨
N∑
i=١

si⟩ =
N∑
i=١

⟨si⟩

۵ . ۵ معادله طبق ، p = q = ١/٢ ͳیعن باشد یسان رفتن عقب و جلو به احتمال صورتͳ که در

ما به گام زن Έی ͳشدگ پخش  و ͳگستردگ از ͳتوصیف ⟨xN ⟩ کمیت بنابراین است. ⟨xN ⟩ = ٠

متوسط مͳ دهد نشان فضا در را آن ͳگستردگ یا گام زن ͳشدگ پخش  ͳنوع به که مفید پارامتر نمͳ دهد.

به کمیت (این مͳ شود تعریف زیر صورت به و مͳ دهیم نشان ∆x٢ با که است خالص جابه جایی مجذور

: مͳ شود) شناخته آماری در واریانس نام

∆x٢ ≡ ⟨(x− ⟨x⟩)٢⟩ (۶ . ۵)

= ⟨x٢⟩ − ⟨x⟩٢

را ⟨x٢⟩ است ͳکاف صورت این در بود. خواهد برابر ⟨x٢⟩ با ∆x٢ مقدار p = q = ١/٢ ͳوقت برای

کنیم. محاسبه

⟨x٢
N ⟩ = ⟨

N∑
i=١

(
N∑
j=١

sisj)⟩ (٧ . ۵)

=
N∑
i=١

N∑
j=١

⟨sisj⟩



٩١ ولΎشت .٢ . ۵

p = q = ١/٢ که ͳوقت (برای بود خواهد −a و +aمساوی احتمال با است، i ̸= j ͳوقت sisj جملات

بنابراین است. صفر با برابر است i ̸= j ͳوقت برای ⟨sisj⟩ بنابراین . (

⟨x٢
N ⟩ =

N∑
i=١

⟨s٢
i ⟩ =

N∑
i=١

a٢ = N a٢ (٨ . ۵)

کنیم: شبیه سازی را ͳتصادف گام زن Έی مͳ توانیم ͳراحت به زیر برنامه ی با

1 from random impo r t random

3 x=0

5 f o r i i n r ange (N) :

p = random ( )

7 i f p < 0 . 5 :

x=x+1

9 e l s e :

x=x−1

: rw0.py

هستند. متفاوت ͳخیل ⟨xN ⟩ و xN که داشت توجه باید است. a = ١ کرده ایم فرض برنامه این در

صورتͳ که در ⟨xN ⟩ ͳیعن آن متوسط ͳول باشد. متغییر +Na تا −Na از مͳ تواند xN مقدار واق΄ در

چهار مͳ توان زیر برنامه ی با بود. خواهد صفر با برابر پذیرد، انجام گام زن بی نهایت روی بر گیری متوسط

نمͳ شود. صفر xN که دید ͳراحت به و کرد شبیه سازی را گام زن

from random impo r t random

2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

N= 2 0 0 ; M= 4 ; x1 =0

4 x =[ x1 ]

f o r j i n r ange (M) :

6 x1 =0

x =[ x1 ]

8 f o r i i n r ange (N) :

p= random ( )

10 i f p < 0 . 5 :

x1=x1 +1

12 e l s e :

x1=x1−1

14 x . append ( x1 )

p l t . p l o t ( x )
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16

p l t . show ( )

: rw1_show.py

تعداد برروی که ⟨xN ⟩ مقدار ١٠ . ۵ شل است. شده داده نشان ٨ . ۵ شل در برنامه این ͳخروج

گام ٢٠٠ با ͳتصادف گام زن ۴ مان :٨ . ۵ شل

تعداد افزایش با دید مͳ توان که همانطور مͳ دهد. نشان است شده گیری متوسط مختلف زن های گام

مختلف تعداد برای را ⟨x٢
N ⟩ مقدار نیز ؟؟ شل مͳ شود. نزدیΈ تر صفر به ⟨xN ⟩ مقدار گام زن ها

خط Έی به نتیجه شده باعث گام زن ها تعداد افزایش که کرد مشاهده مͳ توان باز مͳ دهد. نشان گام زن ها

. ⟨x٢
N ⟩ ∝ N ͳعبارت به شود، نزدیΈ تر

بعد دو و بعد Έی در ولΎشت اول): (قسمت ٧ تمرین

:( a = ١ و p = q = ١/٢ فرض (با بعد Έی در ولΎشت Έی برای .١

کنید. رسم و محاسبه N حسب بر را ⟨xN ⟩ •

کنید. رسم و محاسبه N حسب بر را ⟨x٢
N ⟩ •
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گام زن ها مختلف تعداد روی بر گیری متوسط برای ⟨xN ⟩ مقدار :٩ . ۵ شل

روی بر را گیری متوسط و بΎیرید نظر در گام زن ۵٠٠٠ تمرین این انجام برای (راهنمایی:

نظر در ١٠٠ را مͳ دارد بر قدم گام زن هر که بیشنه ای مقدار و دهید انجام گام زن تعداد این

( بΎیرد

گام زن ها تعداد قسمت این در کنید. رسم N=١٠٠ گام در را xN (ͳفراوان) توزیع نمودار .٢

Έکم matplotlib در hist دستور از توزیع این رسم برای بΎیرید. نظر در ١٠٠٠٠ را

، بΎیرید.

هم −y و +y ، −x ، +x جهت چهار در حرکت اینکه شرط به بعد دو در ولΎشت شبیه سازی برای

کرد: استفاده زیر برنامه از مͳ توان باشد یسان گام ها اندازه ی و احتمال

1 f o r s t e p i n range (N) :

3 p = random . r and r ange ( 4 )

i f p == 0 :

5 x += 1

e l i f p == 1 :

7 y += 1

e l i f p == 2 :

9 x −= 1
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گام زن ها مختلف تعداد روی بر گیری متوسط برای ⟨x٢
N ⟩ مقدار :١٠ . ۵ شل

e l i f p == 3 :

11 y −= 1

: rw2_show.py

اجتناب خود ولΎشت و پلیمرها ٣ . ۵

به که واحدهایی زیر تکرار از که است، بزرگ بسیار مولول  Έی ، ١٢ پلیمر Έی مͳ دانید که همان طور

پلͳ اتیلن پلیمرها، ساده ترین از ͳی است. شده تشیل مͳ شود گفته ١٣ مونومر آن ها به و شده اند متصل هم

مونومر همراه به را پلیمر این ١١ . ۵ شل مͳ شود. درست C2H4 مونومر شدن متصل به هم از که است ١۴

است، شده داده نشان ١١ . ۵ شل در که ،ͳخط صورت به پلیمر Έی پیربندی مسلما مͳ دهد. نشان آن

Έی هم به نسبت مونومر های ͳیعن مͳ گیرند. خود به را آمورف پیربندی های پلیمر ها معمولا و نیست

باشد، داشته ͳخط پیربندی Έی اینکه جای به پلیمر Έی که مͳ شود باعث این و دارند دلخواه زاویه های

شده داده نشان ١٢ . ۵ شل در زاویه های در آزادی درجه این شود. ͳموج و ک; پیربندی Έی دارای

دار نمایش به ١٣ . ۵ شل در که چیزی شبیه آمورف پیربندی Έی معمولا پلیمر Έی بنابراین است.

١٢Polymer
١٣Monomer
١۴Polyethylene



٩۵ اجتناب خود ولΎشت و پلیمرها .٣ . ۵

ͳیعن آن سازنده ی واحد های که پلیمر Έی (ب) پولͳ اتیلن،
است C2H4 مولول های آن مونومرها ی

پلͳ اتیلن پلیمر (C2H4) مونومر همان یا شونده تکرار واحد  (آ)

آن مونومر با پلͳ اتیلن پلیمر :١١ . ۵ شل

پولͳ اتیلن در زاویه ای آزادی درجه :١٢ . ۵ شل

بیشتر و نیست ͳخط پلیمر زنجیره ی این مͳ کنید، مشاهده که همان طور . ١۵ مͳ گیرد خود به را است آمده

گام زن های با را ١۶ انعطاف پذیر پلیمر های مͳ توانیم ما واق΄ در است. ͳتصادف گام زن Έی مسیر شبیه

پلیمر ها که است این پلیمر Έی پیربندی سازی شبیه برای ͳاصل نکته ی منتها کنیم. سازی شبیه ͳتصادف
١٧ اجتناب خود ولΎشت مفهوم از باید پلیمر ها شبیه سازی برای بنابراین نمͳ کنند قط΄ را خود معمولا

مͳ پردازیم. آن به بعدی قسمت در که کرد استفاده

١۵http://www.chemtube3d.com/polymer/ PolyethyleneF.html
١۶Flexible polymers
١٧Self-avoiding walk
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است. شده تشیل C2H4 مولول ٨٠١ از که پلͳ اتیلن زنجیره ی Έی :١٣ . ۵ شل

اجتناب خود ولΎشت ٣ . ١ . ۵

گام های در مان ها آن در قبلا که بروند مان هایی به نباید ͳتصادف گام زن های اجتناب، خود ولΎشت در

صحیح آمار اینکه برای است. شده آورده ١٧ . ۵ شل در ولΎشت نوع این مسیر از نمونه ای بوده اند. ͳقبل

برای روش هایی است. گام N برای مسیر ها تمام دقیق شمارش راه، Έی باشیم، داشته ولΎشت نوع این از

ولΎشت برای مثلا هستند هزینه پر بسیار روش ها این ͳول دارد وجود ممن حالت های تمام دقیق شمارش

روی بر یا و انجام دهند دقیق شمارش توانسته اند N = ٧١ گام تا ͳمربع بعدی دو شبه ی Έی روی بر

شمارش از حاصل نتایج ١ . ۵ جدول در است. شده انجام دقیق شمارش Nگام = ٣۶ تا معبی شبه ی

کل تعداد جدول این در است. شده آورده N = ٢٠ تا ͳمربع شبه در اجتناب خود ولΎشت برای دقیق

فاصله مجذور متوسط همچنین و N حسب بر خوداجتناب ͳتصادف گام زن Έی برای ممن حالت های

ادامه در که دارد وجود روش چندین اجتناب خود ولΎشت شبیه سازی برای است. شده آورده ⟨r٢
N ⟩ ͳیعن

مͳ کنیم. اشاره آن ها تای دو به
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گام ۵٠ با خوداجتناب ͳتصادف گام زن چند :١۴ . ۵ شل

ͳتصادف صورت به اجتناب خود ͳتصادف گام زن ها ساخت

ولΎشت شبیه سازی برای که آنچه واق΄ در آید. نظر به ساده اجتناب خود ولΎشت سازی شبیه ابتدا، در شاید

به و مͳ دهد ادامه  خود ͳتصادف حرکت به گام زن هر که است این مͳ آید ذهن به ابتدا در اجتناب خود

بوده قبل گام در که ͳانم به دوباره از مͳ رسد،  است نهاده گام  آن در قبلا که موقعیت به اینکه محض

ساده الΎوریتم این ͳول مͳ کند. انتخاب حرکت ادامه برای را دیΎری ͳتصادف جهت و برمͳ گردد است

دیΎر اجتناب خود ͳتصادف گام زن Έی صورت این در که است این مشل آن و دارد ͳاساس مشل Έی

ͳتصادف فرض خلاف این که مͳ شوند شرط دارای آن بعدی  گام های و برنمͳ دارد ͳتصادف کاملا گام های

ولΎشت شبیه سازی مشل شده اند. تعیین حرکت ابتدای از که است ͳمشخص احتمال های با گام ها بودن

ممن حالت های تمام واق΄ در است. بودن اجتناب خود ͳطرف از و بودن ͳتصادف تقابل اجتناب خود

احتمال هم باید اجتناب خود ͳتصادف گام زن Έی برای ممن) مسیر های یا ممن پیربندی های ͳیعن)

به کنیم، روشن تر را موضوع این اینکه برای باشند). هم احتمال جهت ها تمام صورتͳ که در (البته باشند

برداشته  گام ٣ گام زن مسیر، دو هر در کنید. دقت است آورده شده ١۵ . ۵ شل در که ب و آ مسیر دو

نشان چین خط با داشت مͳ توان اجتناب خود گام زن Έی چهار گام برای که حالت هایی منتها است.

چهارم گام برای ب مسیر در که ͳحال در دارد وجود چهار گام برای حالت دو آ مسیر در شده است. داده
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١ . ۵ جدول

گام زن ها کل تعداد ⟨r٢
N ⟩ N

۴ ١٫٠ ١
١٢ ٢٫۶٧ ٢
٣۶ ۴٫۵۶ ٣

١٠٠ ٧٫٠۴ ۴
٢٨۴ ٩٫۵۶ ۵
٧٨٠ ١٢٫۵٧ ۶

٢١٧٢ ١۵٫۵۶ ٧
۵٩١۶ ١٩٫٠١ ٨

١۶٢۶٨ ٢٢٫۴١ ٩
۴۴١٠٠ ٢۶٫٢۴ ١٠

١٢٠٢٩٢ ٣٠٫٠٢ ١١
٣٢۴٩٣٢ ٣۴٫١٩ ١٢
٨٨١۵٠٠ ٣٨٫٣٠ ١٣

٢٣٧۴۴۴۴ ۴٢٫٧٩ ١۴
۶٫۴١٧ × ١٠۶ ۴٧٫٢٢ ١۵
١٫٧٢۶ × ١٠٧ ۵١٫٩٩ ١۶
۴٫۶۴٧ × ١٠٧ ۵۶٫٧٢ ١٧
١٫٢۴٧ × ١٠٨ ۶١٫٧٧ ١٨
٣٫٣۵١ × ١٠٨ ۶۶٫٧٧ ١٩
٨٫٩٧٧ × ١٠٨ ٧٢٫٠٨ ٢٠

از بیشتر ٣
٢ ب مسیر برای چهارگام برای ممن حالت های تعداد نتیجه در شد. متصور مͳ توان حالت ٣

صورت به که بود خواهد ͳمعن این به این بردارد، گام اجتناب خود شرط با گام زن اگر حال است. آ مسیر

خلاف موضوع این که است گرفته شده نظر در آ حالت از بیشتر گام چهار برای ب مسیر احتمال ͳمصنوع

وجود مساوی احتمال با باید پیربندی ها یا مسیرها تمام مͳ گوید ما به که داده ایم، انجام که است ͳفرض

باشیم. دیΎری  الΎوریتم دنبال به باید پس باشند. داشته

گام زن های تولید مͳ آید ذهن به اجتناب خود ولΎشت شبیه سازی برای که الΎوریتم ساده ترین بنابراین

گام N با اجتناب خود گام زن های تولید برای باشند. نکرده قط΄ را خود مسیر ͳتصادف طور به که است

قط΄ را خود گام زن که لحظه ای هر در و مͳ کنیم گام N با گام زن هایی تولید به شروع مͳ کنیم: عمل چنین

این تکرار با ترتیب بدین مͳ کنیم. ایجاد جدید زن گام Έی ابتدا از و مͳ بریم ازبین را گام زن این کرد

گام nsteps با گام زن nwalks زیر برنامه باشیم. داشته گام N با اجتنابی خود گام زن های مͳ توانید فرایند

با شوند. موفق و کنند تکمیل را خود گام های مͳ توانند ͳکم تعداد فقط تعداد این از که مͳ کند تولید

کرد. حساب N هر برای ⟨r٢
N ⟩ مقدار مͳ توان زیر برنامه گسترش
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(ب)  (آ)

آنها چهارم گام برای ممن حالت های و برداشته گام ٣ با ͳتصادف گام زن دو :١۵ . ۵ شل

1 whi l e wa lks < n_walks :

3 s i t e s = [ ] # l i s t o f l a t t i c e s i t e s

x = 0 ; y = 0 # s t a r t a t o r i g i n

5 s i t e s . append ( [ x , y ] ) # append t o v i s i t e d s i t e s l i s t

wa l k_ su c c e eded = True # ok so f a r !

7

# l o op ove r d e s i r e d number o f s t e p s

9 f o r s t e p i n range ( n _ s t e p s ) :

11 # t a k e a random s t e p ENWS

d i r e c t i o n = random . r and r ange ( 4 )

13 i f d i r e c t i o n == 0 :

x += 1 # s t e p E a s t

15 e l i f d i r e c t i o n == 1 :

y += 1 # s t e p North

17 e l i f d i r e c t i o n == 2 :

x −= 1 # s t e p West

19 e l s e :

y −= 1 # s t e p South

21

# check whether t h e s i t e has been v i s i t e d

23 i f s i t e s . c oun t ( [ x , y ] ) == 1 :

v i s i t e d = True

25 e l s e :

v i s i t e d = F a l s e

27 i f v i s i t e d :
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wa lk_ su c c e ed ed = F a l s e

29 b r e ak # k i l l t h e wa lke r

e l s e :

31 s i t e s . append ( [ x , y ] )

33 i f wa l k_ su c c e eded :

wa lks += 1

: swalk.py

بیشتر گام ها تعداد چه هر واق΄ در است الΎوریتم این بودن بر زمان ساده الΎوریتم این ͳاصل مشل

که داد نشان مͳ توان واق΄ در شد. خواهد بیشتر و بیشتر کند قط΄ را خود زن گام که این احتمال مͳ شود

مͳ کند: پیدا کاهش گام تعداد با نمایی صورت به شده تولید های زن گام کل به موفق های گام زن نسبت

موفق گام زن های تعداد
شده تولید گام زن های کل تعداد

∼ e−λN (٩ . ۵)

برای است مشخص معادله از که همانطور بنابراین نامیده مͳ شود. فرسایش ضریب λ بالا معادله ی در

های گام زن بتوان آنها بین از تا شود تولید زیادی گام زن  های باید زیاد گام های تعداد با گام زن  های تولید

بر ⟨r٢
N ⟩ رفتار در مͳ توان را اجتناب خود ولΎشت و ͳتصادف ولΎشت ͳاصل تفاوت کرد. جدا را موفق

ͳتصادف ولΎشت در شد گفت که همانطور کرد. مشاهد N حسب

⟨r٢
N ⟩ ∼ N (١٠ . ۵)

Έی عوض در و ندارد وجود N و ⟨r٢
N ⟩ بین ͳخط ͳرابط دیΎر اجتناب خود ولΎشت برای که ͳحال در

دارد: وجود کمیمت دو این بین ͳتوان رابطه

⟨r٢
N ⟩ ∼ Nα (١١ . ۵)

(سه معبی شبه برای و ٣/٢ با برابر بعد) (دو ͳمربع شبه برای عدد این است. ١ < α < ٢ که

آن از را α مقدار و کرد رسم هستند دقیق های داده که را، ١ . ۵ جدول داده مͳ توان است. ۶/۵ بعد)

کرد. محاسبه
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مͳ دهد. نشان را بعد دو در اجتتاب خود ولΎشت با ولΎشت رفتار مقایسه چپ،  سمت شل :١۶ . ۵ شل
آورده ١ . ۵ جدول در که است ͳدقیق مقادیر برای log(N) نسبت log(r٢

N ) نمودار راست سمت شل
خط های این تقاط΄ از باید نمودار قاعدتا که مͳ دهد نشان را ٣/٢ نسبت چین خط خط های است. شده
نشان را ٣/٢ مقدار دقیقا مͳ دهد نشان را α مقدار که نمودار این شیب واق΄ در بΎذرد. چین خط

کنیم. زیاد را ها گام تعداد که مͳ آید بدست ͳوقت برای مقدار این حقیقت در نمͳ دهد.

αآوردن بدست و N حسب بر ⟨r٢
N ⟩ دوم):محاسبه (قسمت ٧ تمرین

تولید ͳیعن آورید بدست شد داده توضیح بالا در که ͳوریتمΎال از استفاده با را ⟨r٢
N ⟩ مقدار •

رسم N حسب بر را آن و اند کرده قط΄ را خود که ولΎشت های گذاشتن کنار و ها ولΎشت

کنید.

شیب سپس و کنید رسم log(N) حسب بر را log(⟨r٢
N ⟩) نمودار باید α آوردن بدست برای •

آورید. بدست را خط این

استفاده scipy.optimize.curve fit یا numpy.polyfit تابع از شیب آوردن بدست برای •

کنید.

برای که ای بیشینه مقدار بنابراین است بر زمان بسیار الΎوریتم این از استفاده اینکه دلیل به •

موفق) (ولΎشت های را گیری متوسط تعداد و کنید محدود ٢۵ به مͳ کنید انتخاب گام تعداد
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ولΎشت های تعداد باید بهتر های جواب آوردن بدست برای مسلما کنید. محدود ٢٠٠ به را

شود تولید بیشتری  موفق

اجتناب خود ولΎشت مسئله برای خزیدن روش

این کاراترین از ͳی شاید دارد. وجود اجتنابی خود خصوصیت با گام زن ها تولید برای زیاد روش های

شد. مطرح ١٨ دوژن پیر‐ژیل توسط روش این است. (Reptation Method) خزیدن روش روش های

خزیدن ایده ی است. ساخته است، خزنده ͳمعن به که Reptile کلمه از را Reptation کلمه ی دوژن پیر

روی بر تحقیقاتش خاطر به او .(٢٠٠٧-١٩٣٢) فرانسوی فیزیدان دوژن پیر‐ژیل :١٧ . ۵ شل
شد. ١٩٩١ سال در نوبل جایزه دریافت به مفتخر پلیمر ها و مایع کریستال های

گام زن Έی ١٨ . ۵ شل کرد. استفاده اجتناب خود ولΎشت مختلف حالت های تولید برای مͳ توان را

پیربندی های تولید برای خزیدن الΎوریتم مͳ خزد. اصطلاحا ͳمربع شبه Έی در که مͳ دهد نشان را

باشد: زیر صورت به مͳ توان اجتناب خود گام زن Έی مختلف

استفاده شده گفته ͳقبل بخش در که الΎوریتم (از مͳ کنیم تولید گام N با اجتناب خود گام زن Έی .١

مͳ کنیم. ذخیره متوسط گیری برای را پیربندی این اطاعات مͳ کنیم).
١٨Pierre-Gilles de Gennes
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١٨ . ۵ شل

مͳ کنیم. حذف را آن و انتخاب را گام زن انتهای یا ابتدایی گام ͳتصادف صورت به .٢

به ͳتصادف جهت در گام Έی و انتخاب مͳ کنیم را جدید گام زن انتهای یا ابتدا ͳتصادف صورت به .٣

اضافه مͳ کنیم. آن

این است)، نکرده  قط΄ را خود مسیر گام زن ͳیعن) بود آمیز موفقیت ͳقبل مرحله ی که ͳصورت در .۴

در تا اضافه مͳ کنیم ام N گام در موفق پیربندی های به موفق گام زن عنوان به را جدید پیربندی

گام زن موفقیت عدم صورت در مͳ رویم. ٢ مرحله به سپس کنیم، استفاده آن از گیری ها متوسط

مͳ رویم. اول مرحله ی به

خزیدن روش به αآوردن بدست و N حسب بر ⟨r٢
N ⟩ سوم):محاسبه (قسمت ۶ تمرین

کنید. رسم N حسب بر را آن و محاسبه خزیدن ͳوریتمΎال از استفاده با را ⟨r٢
N ⟩ مقدار •

شیب سپس و کنید رسم log(N) حسب بر را log(⟨r٢
N ⟩) نمودار باید α آوردن بدست برای •

آورید. بدست را خط این

استفاده scipy.optimize.curve fit یا numpy.polyfit تابع از شیب آوردن بدست برای •

کنید.

برسانید. عدد ١٠٠٠ به مجموعا را N هر برای شده تولید گام زن های کل تعداد روش این در •

بΎیرید. در نظر ۴٠ نیز را N بیشینه
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زمان پیان و آنتروپی پخش، ۴ . ۵

ذرات (مانند محلول در ذرات حقیقت در مͳ کند. تبعید ͳتصادف ولΎشت مفهوم از دقیقا پخش پدیده ی

مͳ کنند حرکت ͳتصادف صورت به محلول، مولول های گرمایی حرکت های دلیل به قهوه)، در خامه

از استفاده با را پدیده این مͳ توانیم ما مͳ شناسیم. ١٩ ͳبراون حرکت عنوان به را آن ما حقیقت در که

دوم قانون همچنین و تعادل به رسیدن ͳیعن جالب پدیده های از ͳی و کنیم شبیه سازی ͳتصادف ولΎشت

ابتدا در مͳ کنیم. شبیه سازی را بعد دو در پخش پدیده ی منظور بدین دهیم. نشان آن با را Έترمودینامی

شده است. انجام ͳراحت به کار این زیر برنامه ی در مͳ دهید. قرار مربع Έی وسط در را ذره ۴٠٠ حدود

شده اند. داده نمایش نیز ذرات برنامه، این در همچنین

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

impo r t numpy as np

3 r = [ ]

m=10 # i n i t a l mesh s i z e f o r p a r t i c l e s : ( 2m+1 ) * ( 2m+1 )

5 f o r i i n r ange (−m,m+1 ) :

f o r j i n r ange (−m,m+1 ) :

7 r . append ( [ i , j ] ) # i n i t i a l p o s t i o n s

r a =np . a r r a y ( r )

9 p l t . x l im ( − 10 0 , 1 0 0 )

p l t . y l im ( − 10 0 , 1 0 0 )

11 p l t . x l a b e l ( ” x ” )

p l t . y l a b e l ( ” y ” )

13 p l t . gca ( ) . s e t _ a s p e c t ( ’ e qu a l ’ , a d j u s t a b l e = ’ box ’ ) # t o e q u a l i z e t h e s c a l e s

o f x−a x i s and y−a x i s

p l t . p l o t ( r a [ : , 0 ] , r a [ : , 1 ] , ’ o ’ )

15 p l t . s a v e f i g ( ” i n i t i a l _ p o s . png ” )

p l t . show ( )

: diff_2d_initial.py

(٢m+١)× (٢m+١) مش بندی Έی در را ذرات این ما است. ذرات اولیه مان r برنامه این در

این سپس کنیم. بزرگ تر را m مͳ توانیم بهتر نتایج برای داده ایم. قرار m = ١٠ اینجا در که چید ه ایم.

x = −١٠٠ از x جهت در ما مربع بنابراین مͳ دهیم. قرار ٢٠٠ × ٢٠٠ ابعاد به ͳمربع در را ذرات

بالا برنامه ی اجرای با شده است. گسترده y = ١٠٠ تا y = −١٠٠ از y جهت در و x = ١٠٠ تا

حال .( ١٩ . ۵ مͳ آید(شل در نمایش به گرفته اند، قرار (مربع) جعبه وسط در که ذرات اولیه موقعیت

١٩Brownian motion
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ͳمربع شبه در گام زن ها اولیه مان :١٩ . ۵ شل

شبه روی بر ͳتصادف گام زن های این و است. ͳتصادف گام زن Έی نقاط این از Έی هر مͳ کنیم فرض

چهار بعد، دو در ͳتصادف گام زن مانند گام هر در ͳیعن قدم بردارند. مͳ تواند کرده ایم تعریف که ͳمربع

دارد: وجود مساوی) احتمال (با بعدی گام در شبه روی بر حرکت برای گزینه

x = x+ ١

x = x− ١

y = y + ١

y = y − ١
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گرفت: قرار زیر حالت های در ، (x, y) آن، موقعیت ͳیعن رسید مرز به گام زن صورتͳ که در

x = ١٠٠

یا

x = −١٠٠

یا

y = ١٠٠

یا

y = −١٠٠

ظرف دیوار به ͳوقت کلوییدی ذرات نیز واقعیت در شوند. خارج و کنند عبور مربع مرز از ذرات نباید

شرط این مͳ کنم. اعمال ذرات حرکت روی بر ساده مرزی شرط Έی بنابراین بر مͳ گردند. مͳ کنند، برخورد

مͳ گردانیم. بر قبلͳ ش (نقطه) موقعیت به را ذره آن رسید، مرز به ذره ای صورتͳ که در که است این مرزی

انتخاب را مربع در گام زن  Έی ͳتصادف صورت به کنیم، سازی شبیه را پخش پدیده ی اینکه برای حال

برنامه ی مͳ کنید. تکرار مرتب را کار این بردارد. ͳتصادف گام Έی گام زن که مͳ دهیم اجازه  و مͳ کنیم

مͳ دهد: انجام ما برای را کار این زیر

m=10

2 N=( 2 *m+1 ) * ( 2 *m+1 ) # number o f mo l e c u l e s o r wa l k e r s

L =100 # a number f o r c o n f i n i n g wa lke r i n s i d e −LXL mesh

4 Nstep =5000 0 00

f o r k i n r ange ( Ns tep ) :

6 # choo s i n g a wa lke r

n= r and r ange (N)

8 x0= r [ n ] [ 0 ]

y0= r [ n ] [ 1 ]

10 #moving wa lke r

p= r and r ange ( 4 )

12 i f p== 0 :

r [ n ] [ 0 ] = x0 +1

14 e l i f p ==1 :

r [ n ] [ 1 ] = y0 +1
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16 e l i f p ==2 :

r [ n ] [ 0 ] = x0−1

18 e l s e :

r [ n ] [ 1 ] = y0−1

20 # wa lke r c o n f i n e d i n i n r e g i o n 200 x200 form x=−100 t o x =100 and y

=−100 t o y =100

i f r [ n ] [ 0 ] = = L or r [ n ] [ 1 ] = = L or r [ n ][0]==−L or r [ n ][1]==−L :

22 r [ n ] [ 0 ] = x0

r [ n ] [ 1 ] = y0

: diff_2d.py

کل که است گام هایی کل تعداد Nstep واق΄ در است. تکرار دفعات تعداد Nstep برنامه این در

بالا برنامه اجاری بعد نیست. تنهایی به گام زن Έی گام های تعداد Nstep بنابراین برمͳ دارند. گام زن ها

از بعد را ذرات نهایی مان شل مͳ شوند. پخش کاملا (مربع) جعبه در و مͳ کند تغییر گام زن ها مان

چنین از اینکه برای نداده ایم. انجام ͳخاص کار اینجا، تا مͳ دهد. نشان گام Nstep = ۵٠٠٠٠٠٠

گام ۵٠٠٠٠٠٠ بعد ͳمربع شبه در گام زن ها نهایی مان :٢٠ . ۵ شل

این آنتروپی مقدار شدن گام زن ها، پخش حین در مͳ توانیم آوریم، بدست جالبی Έفیزی ساده ای شبیه سازی

مͳ کنیم، تقسیم بندی بزرگ تری مش بندی به را فضا منظور این برای کنیم. محاسبه را (ذرات) گام زن ها

گام)، ١٠٠٠ هر در (یا گام هر در حال مͳ دهد. نشان را مش بندی این ٢١ . ۵ زیر شل . ٨ × ٨ مثلا

بوجود جدید مش بندی با که ͳفرض جعبه های از Έی هر در را گام زن ها همان  یا ذرات حضور احتمال



ͳتصادف فرایند های .۵ فصل ١٠٨

٨ × ٨ مش بندی به (مربع) جعبه شل این در .ͳمربع شبه در گام زن ها نهایی مان :٢١ . ۵ شل
مͳ آید. بوجود ͳفرض جعبه ی ۶۴ نهایت در که است. شده بندی  فرضͳ)تقسم (جعبه های

مͳ شود: داده زیر معادله ی با احتمال این محاسبه مͳ کنیم. را مͳ آیند

pi =
ام i جعبه ی در ذرات همان یا گام زن ها تعداد

ذرات کل همان یا گام زن ها کل تعداد
(١٢ . ۵)

کرد. محاسبه را آنتروپی مͳ توان مͳ دهد ربط احتمال به را آنتروپی که شانون فرمول از استفاده با سپس

است: زیر صورت به ٢٠ شانون فرمول

S = −
∑
i

pi log٢(pi) (١٣ . ۵)

فقط که نوشت نیز e مبنای در لΎاریتم با فرمول این مͳ توان است. ٢ مبنای در لΎاریتم فرمول این در

زیر صورت به مͳ توان را شانون فرمول نگیریم، نظر در را ثابت این اگر مͳ شود. اضافه آن به ثابت Έی

گرفت: نظر در

S = −
∑
i

pi ln(pi) (١۴ . ۵)

٢٠Shannon’s formula
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تعداد ͳوقت آنتروپی رفتار و کرد محاسبه مختلف گام های در را آنتروپی مͳ توان فرمول، این از استفاده با

باشد pi = ٠ ، اگر pi ln(pi) محاسبه ی در که کرد توجه باید کرد. مشاهد را مͳ شود زیاد گام ها

تعریف ln(٠) که چرا کنیم برخورد مشل به است ممن کامپیوتر در منتها مͳ شود. pi ln(pi) = ٠

که مͳ کنیم اعمال را است pi > ϵ اینکه شرط اول pi ln(pi) محاسبه ی برای همین برای نشده است.

جم΄ در است pi ≃ ٠ آن در که ͳجملات محاسبه واق΄ در است. کوچΈ تر عدد Έی یا ϵ = ١٠−۶

شانون،  فرمول در که داد نشان ͳراحت به مͳ توان نمͳ گذارند. جم΄ در اثری و ندارد ͳلزوم −
∑
pi ln pi

است. صادق موضوع این نیز مسئله این در شوند. برابر هم با pi تمام که مͳ شود بیشینه آنتروپی ͳوقت

باشد. برابر ͳفرض جعبه های تمام در ذرات حضور احتمال که مͳ افتد اتفاق ͳوقت pi احتمال های تساوی

با برابر احتمال این که است مشخص ͳسادگ به

pi =
١
Nb

(١۵ . ۵)

بیشینه ی مقدار بنابراین است. ۶۴ با برابر تعداد این اینجا در که است ͳفرض جعبه های تعداد Nb که

با: است برابر آنتروپی

Smax = −
Nb∑
i=١

pi ln(pi)

= −Nb × (
١
Nb

)× ln(
١
Nb

)

= ln(Nb)

٢٢ . ۵ شل در گام ها حسب بر S نمودار شد. خواهد Smax = ۴٫١۵٨٨٨٣ باشد، Nb = ۶۴ اگر

را گام ها تعداد و ذرات تعداد باید شویم نزدیΈ  تر بیشینه عدد به اینکه برای شده است. داده نمایش

دهیم. افزایش

بعد دو در پخش پدیده ی آنتروپی محاسبه :٧ تمرین

١٠٠ × ١٠٠ ابعاد به مربع Έی وسط در را ذره تعدادی ابتدا شد، گفته متن در آنچه همانند

در آنچه همانند بΎذارید و بΎیرد درنظر ͳتصادف گام زن Έی عنوان به را ذره هر سپس دهید. قرار
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این در که مͳ دهد نشان را آنتروپی بیشینه مقدار مستقیم خط گام ها. حسب بر آنتروپی :٢٢ . ۵ شل
است. Smax = ۴٫١۵٨٨٨٣ با برابر مسئله

١۴ . ۵ معادله ی از را آنتروپی گام ١٠٠٠ هر در سپس کنند. حرکت گام زن ها شد، اشاره آن به متن

کنید. رسم نیز را ذرات موقعیت آخرین کنید. رسم گام حسب بر را آن و کنید حساب
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کارلو مونت روش به گیری انتگرال

حل که مͳ کنیم برخورد بعدی چند و پیچیده انتگرال گیری های به دیΎر علوم و Έفیزی در موارد اکثر در

عددی روش های به مͳ توان را انتگرال گیری ها این معمولا نیست. انجام قابل صریح صورت به آن ها

بندی تقسیم ͳاصل بخش دو به مͳ توان را انتگرال گیری ها حل برای عددی روش های کرد. حل ͳمختلف

هایی انتگرال گیر ی ‐٢ شده اند بنا منظم صورت به فضا مش بندی  براساس که انتگرال گیری هایی ‐١ کرد:

روش های تا داریم قصد فصل این در مͳ شود. انجام مش بندی جای به ͳتصادف اعداد انتخاب براساس که

و هستند معروف کارلو مونت روش های به واق΄ در دوم روش های دهید. توضیح مختصر صورت به را دوم

نحوی به که مͳ کند کامپیوتری سازی های شبیه  روش های درک برای زیاد Έکم روش های این یادگیری

هستند. مرتبط کارلو مونت انتگرال گیری های به

مش بندی از استفاده با عددی انتگرال گیری روش  های ١ . ۶

١١١


